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АССОЦИАТИВНОСТИ НА АЛГЕБРЕ КВАЗИГРУПП 

Янез Ушан 

1. Введение 

Речъ идет о некоторых классах систем функционалъных уравнений 

( Ах [Х (IХ2 1) р ] х [1-1 Х (J+I X2.iI- 1) р ] 1) /" 1 2 аl ,aIXzl+1 = 2}-1 ОЈ. , 2Ј аЈ , Щ+IХ2ЈI ' 
ЈЕI 

и их отношений к функционалъным уравнениям общей ассоциативности 

(2) Xzs _
1
[ai- 1, X2$(a~+IXиl-1), а:+IХи l] = 

Х [ }-1 Х (J+IXZil-l) ЈЈ ] 
= 2}-1 а1 , 2Ј ој , иЈ+IХ2}1 

на алгебре.квазигруnn; 

('VjEN) (2:::;;!Х21 !<р) и ('VsEN) (2:::;;!Х2,!<р). 

D: Ј={2, .. , q}Л !X2Q !=p-(q-I) 

А: ('VjEN)(IX2J I = !Х2Ј- 1 1 =n) ЛD; р =2n-l, q=n 

В: ('<ijEN)(IX2j_l! =n л IXzJI =n+d)ЛD 

С: ('VjEN) (IX2i l =m лIХ2}-11 =m+d)ЛD 
. 2 З 1 З 

Ј: X 1 [Xz(al), аз]=Хз[щ, Х4 (а2)] 

1I: Х1 [Х2 (а7), а:tl]=Хз[а:, Xia~+I)] 
ЈП: на пример Х1 [Хz (аћ, a~ = Хз[ар Х4 (ађ] 
JV: уравнения общей ассоциативности (2). 
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Диаграма 1 - диаграма систем фУНIЩиональных уравнений, которые 
авторы работ [5] - [9] изучали или еще изучают, и их отноmение к функ­
циональным уравнениям общей ассоциативности (2), изученные В. Д. Бело­
усовым ([3]. [4]). Самый общий случай систем Функциональных уравнений 
на Диагр. 1 является система (D). Определена седующим образом: Это 
система (1) в КОТОРОЙ Ј={2, ... , q} - множество натуральных чисел, 
начиная с 2, закончивается с q, а последняя операция с четным индексом 
имеет арность !X2Q !=p-(q-l). Таким образом систеМа (D) обладает 
некоторым свойством максимальности: ј проходит все натуральные числа, 
начиная с 2, закончивая с q и каждая переменная из последовательности 

является переменной хотя бы в одной из операций с четным индексом. 
Система (А) - это система (D) в КОТОРОЙ все операции имеют одну и ту 
же арность nEN"-{l}. Система (В) - это система в которой все операции 
с нечетным индексом имеют арность nEN"-{l}, а операции с четным 
индексом арность n+а. В системе (С) все операции с четным индексом 
имеют арность т, а все операции с нечетным индексом арность т + d; 
т, m+dEN"-{1}. 

Ј являются Функциональным уравнением общей ассоциативности для 
бинарного случая, а JV самый обmий случай функциональных уравнений 
общей ассоциативности, т. е. для любых арностеЙ. II и ЈП - это частные 
случай класса JV. В 1i Х1 И ХЗ бинарные, а Х2 и Х4 n-арные операции; 
nEN"-{l}. В ЈП операции с четным индексом - отдельно - не имеют 
одну и ту же арность, но q = 2, как и в случаях Ј и П. ОНИ сразу являются 
и системами Функциональных уравнений класса (D), как показывает настоя­
щая диаграма 1. Это и является отноmением функциональных уравнений 
общей ассоциативности (2) к системам функциональных уравнений общей 
ассоциативности класса (D). 

Сейчас переидем к подробнейшем описании систем (А), (В) и (С). 

2. Случай А ([6]) 

Система (А), как уже упомянуто, это система (D) в КОТОРОЙ все 
операции имеют одну и ту же арность nEN"-{1}. Задача решить эту си­
стему. В этом направлении доказываются две теоремы. Первой теоремой 
является следующее положение. 

Т. 1. Если n-квазигруппы А/, iENu" удовлетворяют системе 

(А) ~ Х1 [Х2 (ађ, a~~11] = X2J_1[a{-I, X2J(a~+n-l), a;~;I], 
ЈЕ[2, ...• n} 

то справедливи равенства 

( 

А ( П) А ({~i) ~ 1) }Ј-l Т(Л {~/) ~n)}n ) 
2Ј-l а1 = 121-112/ а/ /=1, 2Ј-l аЈ , 121-112/ а, /=1+1 

(а) п (ј)-1 (1) (1) п ~/) (п) }Ј 
А2Ј (а1) = Т2Ј-l А ({ЋI-1 Т21 ај _ј + l} I=Ј, {1 21-1 Т 2ј ан (ј_ј) 1=2). 

где 

А (а7) = В [В ( .. . (В (а 1 • а2), аз), ... ), аЈ, 



Некоторые системы функциональных уравнений общей ассоциативности ... 75 

в - группа, и 
1-1 n-I 

1i(t)x=Aj ( k ,х, k); 

k Е Q фиксированный элемент. 

Т. 1. - один из полиадических аналогонов теоремы Белоусова о . 
четырех квазигруппах. 

()пись доказательства 

ш а г 1. Определяются ретракции операции А 1 и А2 : 

I 
(L.d) d n-d d (R.d) d d n-d 

А1 (а1) = А Ј (аl' k , а2), А Ј (а1) = А1 (аl, k ), 

A(L. d)( d (nk-d d (R. d)( d d nk-d 
2 а1)=А2 ,а1), А2 щ)=А2 (а1, ). 

(с) 

(Оказалосъ полезным, что "левую" ретракцию операции А Ј - A~L.d) -­
надо определитъ фиксированием переменных слева, начиная с второй пере­

менной, а для операции Az начиная с первой переменноЙ.) 

Ш а г 2. Утверждается что 

(d) (l,J'E{2 }) (A(R.i)( ј) ,..,(1)-I А(R.i)(L.2)[А(R.ј-1)( ј-1) ,..,(n)-1 у(l) ] Л 
v 1 , .. ,п 2 а1 = 1 i 1 2 а1, 12ј 2ј ај 

ЛА~R.I)(L.2)(х, у) = в (Tfo х, 1i~)-I1i~) у»), 

где В одна и та же группа для всех iE{2, ... , п}, построена через формулы 
теоремы Белоусова о четирех квазигруппах, на пример из равенства 

(L.2) (L.2)( ] А [nk-2 А (n
k
-2 ] 

А 1 [А2 Х, у), z = 2n-1 ,х, 2n у, , z) . 

ш аг 3. Учитывая (d), впервые, получаем (а) дЛЯ А2 , А2n-1' А 1 И А2n 
(В том же порядке). 

Ш а г 4. Доказывается что справедливо 

(ViENn) (тЈ?~IТШ)k= T4~~lT4Pk=e); 

е - единица группы В из (d), kE Q - в доказателъстве Т. 1. исполъзуется 
~и~~~ I 

ш а г 5. Из формул для А1 И Az (полученне в 3. шаге) , учитывая 
резулътат из 4. шага, впервые получаем формулы для 

а затем, так как 

A(L.d) A(R.d) A(L.d) A(R.d) 
1 , 1 , 2 , 2 , 

А ( п) A(L.n-Ј+1)[А(R.л( }-1 т(1)-1 ) п ] 
2}-1 а1 = 1 2 а1, 2ј ај , ај+1 

и подобно для Azj , получаем формулы (а). 
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Учитывая Т. 1" находим, что справедлива и 

Т. 2. Координаты любого реmения системы (А) получаются через 
формулы 

А ( .. А ( ј-l ј-l R 2 .. -1 .. 
2ј-l аl) = ~1 аl 'tJj ај , ~H" аНl), 

А ( 11) (-(- 1 А ( ј+ .. -l " 2ј аl = tJj ~1 а1); 

~p ~lE Q! А - n-группа обладающая единицей, определена через некоторую 
группу В образом 

А (ај) = В [В ( ... (В (ар а2), аэ), ... ), а,,]. 

3. Случай В*) ([8]) 

Система (В), как уже упомянуто, это система (D) в которой все опе­
рации с четным индексом имеют арность 

n+dEN"-{I}, dEN, 

а операции с нечетным индексом имеот арность nEN"-{1}. Задача реmить 
эту систему. В этом направлении доказываются две теоремы. Первой тео­

ремой является Т. 1', т. е. следующее положение: 

Т. 1'. Бели квазигруппы Ар iEN2 " , удовлетворяют системе 

(В) /'-,. Х [Х ( .. +d 2"+d-1] Х [ј-l Х (1+"+d-1 2"+d-l1 / " 1 2 а1 ), a"+d+l = 2}-1 аl , 21 ај ), aJ+lI+d , 
ЈЕ[2.· ... "Ј 

то 

(;:;-\ А (" А ({ (ј) ...,(1) }ј-l (Ј) {т(l) ""(1I+d) } п ) а1} 2ј-l а1)= Т21-1 1 21 а1 1=1, Т2ј-l ај, 21-1121 а, l=j+l, 

(az) A2}(a~"+d) =Т~~1IА({т4~~IТЛ)аl_ј+l}7:/, 

T (I) D (n-1+i+d {т(l) T(n+d> }ј ) 
1 аn-ј+l), 21-1 21 аn+(ј-Л+d 1=2 , 

где А построена через группу В как в Т. 1., В построена как в Т. 1.**), а 

( 
d+l ("k-l d+1 

D аl ) = Az ,аl)' 

(Т. 1'., как и Т. 1., \является одним из полиадических аналогонов тео­
ремы Белоусова о четырех квазиrруппах.) 

Примечание 1. 
Бели в (В) положим d = О, то (В) превращается в (А) и (~) в первую 

из формул (а) - непосредственно. Факт, что при d= О Гaz} превращается 
в вторую ИЗ формул (а), получим следующим образом. Для d= О 

n-1 
D(a1+1)=Az( k, а1+1) 

превращается в T~n) а1 , Отсюда, так как 

Т(1) т(n) T(II) т(l) 
1 2 = 211-1 211' 

.) Самое первое внимание на систему (В) и систему (С) мне обращено от Г. Чупона . 
•• ) См. описъ дока1атеЛЪC'Iва - шаг 2. 
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поеледователъностъ 

{т(l) т(l) },,-1 
21-1 21 аl-1+1 ]=1 

продолжаетея с членом T~~-1 T~~ а", т. е. превращаетея в первую поеледо­
вательностъ из второй формулы (а). Поеледняя последовательностъ в (О;) 
при d = О превращается в поеледнюю (вторую) поеледователъностъ второй 
формулы (а). 

()пись доказательства 

Ш а г 1. Вели в (В) - (В) в которую положены А1 --'- положим а,,+ 1 = 
= ... = a,,+d= k, учитыая,' что, в толъко что построеной системе (А), n.7 явля­
етея T~~+d) еели t>n-(j-l), находим формуЈ.ы (0;); на оснований Т. 1. 

Ш а г 2. Вели в (В) положим 

учитыаяя формулу дЛЯ А 1 И резулътат 4. шага из доказательства Т. 1., 
получаем 

(с-) А ("+d) _ ""(ђ-11в-
1 [т(l) A(L,,,+d-Ј+ 1) (a,,+d- j + 1) {,..,(i) T('!+d) }{ ] 

2] аl - 12Ј-1 1 2 1 , 12.-1 2. an+d+('-iJ .=2 , 

где 

Ј-1 . 2 
В (af)=B[B( ... (В (ад, аз)", .), ај]; 

В - группа, построена епоеобом из доказателъства Т. 1. 

Ш а г 3. Если положим (а1) и (ё) в (]ј), а затем 

учитыаяя резулътат 4. шага из доказателъетва Т. 1., получаем . 
(=с) т(1)А (,,+d)_Jb-1[{""(I) T(~) }1-1 ""(1)A(L,,,+d-1+ О (a"+d)] 

1 2 а1 - 121-1 2. ај 1= 1, 1 i 2 '1' 

(d) 

Еели в (С) положим ј = s и ј = s + 1, МОЖНО получитъ 

A(L,n+d-ј+l)( n+d-J+l) 
2 . аl = 

Т(1)-1 "в-1[{,..,(ј) т(1) }n-1 ""(1)A(L,d+1)( ,,+d-1+1)] 
= 1 121-1 21 ај-1 + 1 ј=], 1ј 2 аn-1+1. 

ш аг 4. Если (d) положим в (ё), находим формулы дл:Я A2J,jE{1, ... , п}. 
учитыаяя Т. 1'., находим, что еправедливо и положение: 
Т. 2'. координаты любого решения сиетемы (В) получаем из формул 

" А ј-l 1-1 ~ 211-1 п ) 
А21_1 (аl)= (1X 1 аl '~1ai'IXl+"a]+1' 

( n+d) ~ -1 А [ n-1 п-ј D ("-]+1+d) 1+11-1 ,,+d ]. 
А2} а1 =~] lXј аl, а "-1+ 1 ,IX"H an-i+d+2, 

1X1, ~1E Q!, А-любая n-арная группа обладающая единицей (определена 
через некоторую группу В), D-люба.я I<'вазигруппа арности d+ 1. . 
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4. Случай С ([9)) 

Система (С), как уже упомянуто, это система (D) ~B которой все опе­
рации с нечетным индексом имеют арностъ 

n+dEN"-{I}, dEN, 

а операции с четным индексом имеют арность nЕН'{I}. Задача решитъ 
эту систему. В этом направлении доказываются две теоремы. Первой тео­
ремой является Т. 1.", т. е. следующее положение: 

Т. 1" .. Если квазигруппы А1, iEN2(~+d)' удовлетворяют 

(С) /"'-... Х [Х (" 2"+d-l] -
lE{2 •..•• ,,+d) 1 2 аl), а,,+1 -

Х ]-1 Х (]+"-1 2,,~-d-l] = 2]-1 [аl , 2] ај ), ан" , 
то 

А ( "+d) lI+bd-l ({т(ј) T(l) }ј-l тИ> {т(l) т(n) }"+d) 
2]-1 а 1 = 21-1 21 аl 1 =1, 2]-1 ар 21-1 21 аl 1=]+1 , 

= (11) (ј)-1 11-1 ({ (1) (1) }" {(I) (11) }] ) 
(а2) А2ј аl = Т2ј - 1 В Т21- 1 Т21 а/-ј+! 1=1, Т2/- 1 Ти аll+(/_јј /=2 , 

где В онда и та же группа, построена как в Т. 1 *. 
(Т. 1., Т. 1.' и Т. 1." являются, отдельно, полиадическими аналогонами 

теоремы Белоусова о четырех :квазигруппах). 

Примечание 2. 
Если в (С) положим d= О, то (С) непосредственно превращается в (А), 

а (а:) и (а2), таким же образом, в формулы (а). 

Опись доказаТeJlЬства 

Шаг 1. Построены s-ретракции системы равенств (С) (-это (е) в 
которую положени А1 ): 

(Б) ~ 
.-1 d-з+l 

А k А ( .+11-1) .+211-2 k] 
IENI{1 2з-l[ , 2з а. ,as+lI , 

А [
S-kl <+1-2 А .+1+11-2 <+211-2 d-kS + 1] 

= 2(.+1-1)-1 , а• ,2(s+i-l) a s+l-l ,a"H+n-l, , 

s-фиксированный элемент множества {1, ... , d + 1}. 
Системы (Б) являются системами СJlучая (А). Учитывая Т. 1., доказы-

вается, что 

11-1 11-1 
('v'sE{1, ... ,d+ 1}) (И В = в), 

и отсюда, учитывая связ между главноизотопними группами и результат из 

4. шага доказательства Т. 1., что 

('v'sE{l, ... , d+ 1}) «S)B=B); 

(')в - группа, построена образом из 2. шага описи доказательства Т. 1. , 
принадлежащая к s-ретракции (Ь). 

(Этим создана возможность получения формул (02)') 

*) См. описъ доказателъства - шаг 2. 
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Шаг 2. 

Шаг 3. 

Шаг 4. 
А (R.II) 

211-1· 

Утверждается, что все А2Ј-1 изотопны между собоЙ. 
Определяется ретракция 

А (R.i) (1) А (ј "+d-I 
2;-1 аl = 21-1 аl, k). 

ИЗ (Ь) для s= 1, на основании Т. 1., получаем формулы (а) 

Ш а г 5. В последователъности 

А (R.II) А (R. 11+1) А (В. II+d) А 
2n-l, 2(11+1) -1, ..• , 2(II+d)-1 = 2(n+d)-J, 

начиняя с Ai~~l (формула полученная в 4. таге) , впервые получается фор­
мула для A~~~~~:':I' а затем, таким же образом получаются (по очереди) 
формулы для всех операций из (3). 

Ш а г 6. Так как в 5. таге получена формула для 

A 2(II+d)-I, 

учитыая 2. таг, получаются и формулы (;;1)' 

Вот на примере. 

щ 
А1 [А 2 (Хр Х2 ' Хэ), Х4' X s' 'Хб' Х7 ] 

цu . 
Аэ [х1 , А4 (Х2, ХЭ ' хЈ, X s' Хб' Х, ] 

U!LJ 
А, [Х1 ' Х2' Аб (ХЗ ' Х4' xs,), Хб' Х7 ] 

А, [Х1 ' Х2' ХЗ ' Аs Х4' x s )' хЈ Х, ] 

Ај) [ХЈ, Х2 ' ХЗ' Х4' А1о (xs' хЈ Х,)] 

l-ретракция получается из Ј рамки, для хб = Х7 = k; 
2-ретракция получается из II рамки, дЛЯ Х1 = Х7 = k; 
3-ретракция ПОJIучается из ЈП рамки, дЛЯ Х1 = Х2 = k. 

Формула для А~R.З) получается из l-ретракции (на основании Т.l.), 
а для A~B.4) из равенства 

A~R.4) [Хр Х2' хз ' Аs (Х4' x s' k)] =А~R.З) [х!, Х2 ' Аб (ХЗ' Х4' xs>]. 

Так как формулы для Аб' Аs и A~R.3) уже получены, отсюда, поставляя 
по очереди формулы для Аб' А s и А~R.з) И Xs =k, учитыая и 4. таг из 
описи доказателъства Т. 1, получаем формулу для A~R.S)=A9' 
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учитыая Т. 1"., находим, что справедлива и 
Т.2". координаты любого решения системы (С) получается из формул 

n+d-1 
А2ј_ 1 (a~+d)= В ({OCjaJ{:~, ~jap {OCj+lla;+I}~!/)' 

n-1 

A2j(a~) =~j1 В ({ос/а;_Ј+1}11Г 1 ); 
ОС;, ~JE Q!, В-лю5ая группа. 

5. О общих формулах дли (а), (а) и (а) 

интересныM является следующий факт: формулы (01) и (а2) могутъ 
статъ формулами (О:) и (Q;), если положим: 

(п) 

когда d<O; Е и Е, по очереди, арности р и р + d, являются суперпози­
циями одной и той же группе В. В самом деле: 

10. из m=n+d<nEN сдедует, что система (В) превращается в систему 
(С), а (о.) превращается в (~); и 

20. учитыая(n)иm=n+d<nЕN,из(аЈполучаем(аЈ-тг)) D (a::~t~+d) 
превращается в пустую последователъностъ, а первая последовательностъ 

из (а2) превращается в первую последователъностъ из (~). 
Что ФОрмулЪЈ (Q)-могут статъ формулами (а)-это уже рассмотрено 

в Примечании 1. 

вьпi. 
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