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NORMENQUADRAT UBER GRUPPEN
M. Hosszu, M. Csikds

Beschiftigen wir uns mit der folgenden Funktionalgleichung:

(1) FCP+f Oy Y =2f(%)+2f() % yEG; [:G—~A

wo G(-) ist eine Gruppe, 4 (+) ist eine Abelsche Gruppe. Das Einheitselement
von G ist e, y—! ist das Inverselement von y. Das Nullelement von 4 ist 0,
und nehmen wir an, dass aus f(x)+f(x)=0 d.h. aus 2f(x)=0 f(x)=0 folgt.

Die Eigenschaften der Funktion f:
Wenn in der Gleichung (1) y=e gesetzt wird, bekommen wir

f(e)=0.
fO)=foY.

Setzen wir y statt x und x statt y ein, und auf Grund von f(xy-})=
=fl(xy~H)~Y=f(yx~!) bekommen wir

fGy)=f(x).

Aus x=e folgt, dass

Definition: Es sei
F(x, p)=f(x)+f()—f(xy).

M. Hosszu hat den folgenden Satz bewiesen
Wenn G ecine mit Elementen a und b erzeugbare Gruppe ist, dann die
Losung der Gleichung (1) hat den Gestalt:

£(x)=f (@ bm aabm: ... ale bs) = f(a) (él 1,-)2 +1() ( S m,)z_

-ren (g1 {7) "

i=1

wo die Funktionenwerte f(a), f(b) und f(ab) beliebige Elementen der Gruppe 4 sind.
Jetzt wird die Gruppe G durch drei Elemente @, & und ¢ erzeugt.
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Definition. Es sei
F(x, y, 2)=f(x) +f () +f @) —f(xp) —f (x2)--f (yz) + f (xp2).
Hilfsatz 1. Fir x=d'b"c" I, m, n sind ganze Zahlen f(x) har den Gestalt:

f)=f(@bmc)=12f(a)+m?f(b)+n?f(c)—ImF(a, b)—InF(a, c)—

(2
—mnF (b, ¢)+ImnF(a, b, c).

Wir beweisen die Gleichung (2) mit Induktion. Wenn die Werte von
I, m, n 0 oder / sind, dann die Gleichung (2) gilt offensichtlich. Nehmen wir
an, dass die Gleichung (2) fiir irgendwelche Werte der Exponenten m, n zusammen
mit /—1 und auch mit I gilt. Wir beweisen, dass die Gleichung (2) auch
fir I+ 1 gilt.

Aus (1) folgt
f@ibmey=f(a-adbmc)=2f(a)+ 2f(@b"c)—f(ac"b~"a )=
=2f(@)+2f(d b ) ~f (a1 b" 7).
Wir haben die Eigenschaften der Funktion f beniitzt. Auf Grund der

Induktionsbedingung folgt daraus, dass die Gleichung (2) zusammen mit Expo-
nentenwerten m und n auch fiir /+1 gilt.

Damit sind wir fertig fiir nichtnegative ganze Exponentenwerten /, m, n,
denn wir kdnnen mit zyklischer Permutation der Verinderlichen die Exponenten
der Elemente b und c vergrissern. Die Induktion ist ganz &#hnlich fiir ganze
negative Exponenten.

Wir brauchen mehrere Faktoren mit Form o’ 5™ ¢" ein beliebiges Element
der Gruppe G herzustellen. Fiir zwei Faktoren es gilt:

f(@rbm™ cm a2 b cm) =2 f (ah b em) + 2f (al2 b2 ™) —
—f(ah~hbm em—m2 b-m)=2f (g b™ M)+ 2f (ah b2 em)—
—2f (a2 bm)—2f(b™ ¢ M) + fah T bmtma gmm),

Hieraus bekommen wir auf Grund der Gleichung (2), dass das gleich mit
G+ f@)+ (my+ m)’ f(B)+ (n, + n)2 f () —(, + 1) (my+my) Fla, B)—
—(+ 1) (n4+n) F(a, )—(m+my) (n,+n)F(b, c)+
+[(+ 1) (m+m) (n,+n)—21mn—20L,mmn] F(a, b, c) ist.

Man kann vom Koeffizient des Gliedes F(a, b, ¢) sehen, dass die Analogie
zur Gruppe mit zwei erzeugenden Elemente nicht vollkommen ist. Man kann
auch sehen, dass im Allgemeinen f(abc)+ f(ach), also wir konnen die Faktoren
im Argument der Funktion f ohne Anderung des Funktionenwertes beliebig
nicht vertauschen.
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Fiir x=d"b™ "t a2b™cm ... apb™ v die Funktion f(x) hat den Gestalt:

(él‘)zf @ +( 5 '”«')zf 6)+ ( f} "f)zf (C)—;( s 1,.) ( 5 m,.)F(a, b)—

il i= i=1 i=1

o (g 5a)reo-(5n) (50 o

i i=1

i=1

+[(;2:'11"') (im‘.) (éln,.)e25p (mn l,mm, ... I,m‘,np)]F(a, b, c),

wo

P p-! i

S,(ymn Lmyn, ... Lmn)=73 I8 S My Y My r=2173,...
i=1 j=1 k=1

Hier soll man die Indexen mod p reduzieren.

Der Beweis geht mit Induktion fiir p, mit einfacher Rechnung.

Wir haben den Funktionenwert

flarbmemaibmcen ... av b o),

also fiir beliebige x& G den Ausdruck des Funktionenwertes f(x) mit Hilfe der
siecben Funktionenwerte f(a), (), f(c), f(ab), f(ac), f(bc), f(abc) bekommen.
Wir beweisen, dass diese sieben Funktionenwerte voneinander unabhingig sind.

Es sei
x=ahbmen .. debmcr

und
y=a’l bsieh |, a’qb”’qc"q,

wo die Exponenten sind ganze Zahlen, p und ¢ sind positive ganze Zahlen.

Wir substituieren x und y in die Gleichung (1), und zuerst kontrollieren
wir die Gleichheit der Koeffizienten von f(a), f(b), f(c), F(a,b), F(a,c), F(b,¢)
an der beiden Seiten der Gleichung (1). Wir bekommen:

flabmen ., . aebmoce atbsich ... g cmacha) 4
+f(dbmen ... debmecretab~9a""e ... cMb~Stg") =
=2f(dtbmen ... debmr )+ 2f (e b e ... @’ boaca)
und mit Hilfe der Gleichung (3) fiir die Glieder mit f(a):
1) [( S 1+ ir,)2+(§ -3 r,)2]=f(a)[2(ﬁ I,.)2+ 2( S r,)z]
=1 j=1 =1 j=t i=1 j=1

Quadrieren wir an der linken Seite! Die Gleichung gilt offensichtlich.
Daraus folgt mit den Vertauschungen

[,—~m, (i=12,...,p) und r;—>s; Uo=12,...,9),
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dass die Koeffizienten des Funktionenwertes f(b) an beiden Seiten der Glei-
chung (1) gleich sind. Mit dhnlichen Vertauschungen folgt, dass auch die Koef-
fizienten des Funktionenwertes f(c) gleich sind. Noch einmal mit Hilfe der
Gleichung (3) bekommen wir:

—Fla, b)[(ilf"" i’z)(imﬁ'éls/)"'(ili“ i ’1)(%”’1‘" i S/)]=

=t =t/ \izy =1 =\ =
——F(a, b) [2 ( é 1,) (ém,) +2 (,é r,) (Zs,)] .

Multiplizieren wir an der linken Seite! Die Gleichung gilt. Daraus folgt die
Gleichheit der Koeffizienten von F(a, ¢) und F(b, ¢) mit entsprechenden Ver-
tauschungen an beiden Seiten der Gleichung (1). Die Gleichheit der Koeffizienten
von F(a, b, ¢) kann man auf Grund der Gleichung (3) mit einer Induktion
fiir ¢ kontrollieren.

Der Ausdruck (3) ist also die allgemeinste Losung der Gleichung (1) mit
sieben unabhingigen Konstanten.

Wir suchen jetzt die Losung der Funktionalgleichung (1), wenn die Gruppe G
durch n Elemente erzeugt mird (#>4).

Dazu brauchen wir drei Hilfsdtze.
Hilfsatz 2. _
@ fOyD+fOzy)=2f(xp)+2f (x2)+ 2f (y2)— 2/ (x)— 21 (»)— 2/ (2)
gilt fiir alle x, y, z&G.
Beweis. Wir haben
fGxy-2)=2f(xp)+2f @ —f(x- y2 ) =2f(xy)+ 2f (2)—
—=2f(X)=2f(y-z7 )+ f(xz- y~ D) =2f(x)) + 2f (2) = 2f () — 4 () —4Sf (2) +
+2f(y2) + 2f (x2) + 2f (y)—f (xzy).
Daraus folgt der Hilfsatz mit Umordung. -

Definition. Es sei
F(a, b, ¢, d)=f(a) +f(b) + f (c)+ f (d)—f (ab)—[ (ac)—[ (ad)—f (bc)—
f(bd)y—f(cd)+ f(abc) + f(abd)+ f (acd) + f (bed)—f (abed) .

Hilfsatz 3. F(a, b, c, d)=0. Die Verifikation des Hilfsatzes (3) geht
mit einer Ghnlichen Rechnung, wie die Verifikation des Hilfsatzes (2).

Die Rechnung ist aber ein wenig kompliziert.

Definition. Es sei

F(a,a,, ..., a)= i(-—l)f+l > f@a, ... ap).

Jj=1 1<ii<i;< - - <ij<n
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Hilfsatz 4. Fir n>=4 gilt F(a,, a,, ..., a,)=0. Die Verifikation geht
natiirlich mit Induktion. Wir nehmen an, dass der Hilfsatz (4) gilt fiir n (n>4).
Daraus wird es folgen, dass er auch fiir n+1 gilt.

Verwenden wir die Definition fiir F(al, a4, .-+, G, a,,,), und schreiben
wir drei Glieder der Summe ausfiihrlich aus!

n—1
F(a, ay, ..., a, a,, )= (=1)/* > flaya, ... a))+
j=1

I<ip<s - <ijn+1
6y +H(=1)*f(aa,...a,  a)+(—1y*1f(a,a,...a,_ja,,,+ -+
+(—=1)"*2flaa, ... a,_,(a,a,.)].

Beniitzen wir fiir diese Glieder die Induktionsbedingung! Nach der Einsetz-
ung und den Zusammenzichungen bekommen wir 0 an der rechten Seite der
Gleichung (5). Es ist sichtbar, wenn wir die Glieder der Summe den Vorkommen
von a,, a,,, und a,a,,, entsprechend gruppieren.

Wenn a,, a,, ..., a, n>>4 die erzeugende Elemente der Gruppe G sind,
und x=dfngn ., af,ma’lna;zz oo almo aiwa;w ... @ dann ist die Losung der

Gleichung (1)

15 =,é; (@) (él 1,,.)2- S F(a a) ( 3 1,.,) ( s 1,,)+

Ii<j<n =1 t=1
? P ?
+ z F(a,, 9> @) [( Z Iir) ( Z I.it) (2 ka)—sp(lillﬂlkl v Iipl!plkp)] ’
Igi<j<k<n t=1 t=1 t=1
wo die Funktionenwerte
Sf(a) 1<ign
flaa) 1<i<jgn
fla,qa) 1<i<j<k<n

sind beliebige Elemente aus A.

Die Funktionalgleichung (1), und die Eigenschaften der Funktion f werden
aus dem Werk von S. Kurepa genommen, aber er lost nicht diese Funktio-
nalgleichung.
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