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NORMENQUADRAT OBER GRUPPEN 

М. Hosszu, М. Csik6s 

Bescbliftigen wir ипз mit der folgenden Funktionalgleichung: 

Лху)+Лху-l)=2Лх)+2ј(у) х, YEG; f:G~A 

wo G ( .) ist ејпе Gruppe, А ( +) ist ејпе Abelsche Gruppe. Das Einheitselement 
УОП G ist е, у-l ist das Inverselement уоп у. Das Nullelerilent уоп А ist О, 
und пећтеп wir ап, dass aus ЛХ) + лх) = О d. ћ. aus 2Лх) = О ј(х) = О folgt. 

Die Eigenschajten der Funktion ј: 
Wenn јп der Gleichung (1) у=е gesetzt wird, bekommen wir 

Ле)=О. 
Aus х = е folgt, dass 

ЛУ) =Лу-l). 

Setzen wir у statt х und х statt у ејп, und auf Grund уоп Лху-l) = 
=Л(ху-l)-1]=Лух- 1) bekommen wir 

Лху)=ј(ух). 

Definition: Es sei 

Р(х, у) = лх) + ЛУ)-ј(ху). 

М. Hosszu hat den folgenden Satz bewiesen 
Wenn G ејпе mit Elementen а und Ь erzeugbare Gruppe ist, dann die 

Losung der Gleichung (1) hat den Gestalt: 

г(х) = f(a'!Jm' a 1!Jm1 ... ар !Jmp) = Ла) ( 2: 11)2 + ЛЬ) ( 2: тl)2_ 
1=1 1=1 

-Р(а, Ь) (}: 11)' (i тј), 
1=1 1=1 

wo die Funktionenwertef(a), ј(Ь) undf(ab) beliebige Elementen der Gruppe А sind. 
Jetzt wird die Gruppe G durch drei Elemente а, Ь und с erzeugt. 

35 



36 

(2) 

М. Hosszu, М. Csik6s 

Definition. Ез sei 

F (х, у, z) = f(x) + лу) + f(z) - Лху) - f(xz) --f(yz) + f(xyz). 

н i 1 f s а t z 1. Fur х = d Ьm с" 1, т, п sind ganze Zah/en ЛХ) hat den Gestalt: 

f(x) = f(d ъm с") = [2 f(a) + т2 f(b) + n2 f(c)-lmF(а, b)-lnF(а, с)­

-mnF(Ь, с) + lmnF(a, Ь, с). 

Wir beweisen die Gleichung (2) mit Induktion. Wenn die Werte von 
/, т, п О oder 1 sind, dann die Gleichung (2) gilt offensichtlich. Nehmen wir 
an, dass die Gleichung (2) fiir irgendwelche Werte der Exponenten т, п zusammen 
тј! 1- 1 und аисЬ mit / gilt. Wir beweisen, dass die Gleichung (2) аисЬ 

fiir / + 1 gilt. 

Аиз (1) folgt 

f(d+1 ъm с") =f(a· аl Ьm с") = 2f(a) + 2f(a1 Ьm с") - f(a сп Ь-m a- I) = 

= 2f(a) + 2J(d ъm с")-f(d- 1 ЪN' с"). 

Wir haben die Eigenschaften der Funktion Ј beniitzt. Auf Grund der 
Induktionsbedingung folgt daraus, dass ше Gleichung (2) zusammen mit Ехро­
nentenwerten т und п аисЬ fiir / + 1 gilt. 

Damit sind wir fertig fiir nichtnegative ganze Exponentenwerten 1, т, п, 
denn wir konnen mit zyklischer Permutation der Veranderlichen die Exponenten 
der Elemente Ь und с vergrossern. Die Induktion ist ganz аЬпНсЬ fiir ganze 
negative Exponenten. 

Wir brauchen mehrere Faktoren mit Form а1 ъm с" ејп beliebiges Element 
der Gruppe G herzustellen. FUr zwei Faktoren ез gilt: 

J(al• ъm. с". a/2 Ьm2 с"2) = 2J(al• ъm. сп,) + 2f(d2 ъm2 с"2)­

-f(al.-12 ъm. с"'-n2 ь-m2) = 2 (a1.ъm. с".) + 2f(d2 ъmZ с"2)-

-2J(d,-12 ъm.)-2лъm2 c"z-n,) + Ла1,-12 ъm,+m2 с"2-n'). 

Hieraus bekommen wir аиЕ Grund der Gleichung (2), dass das gleich mit 

(/1 + lJ2f(a) + (т1 + mJ2f(b) + (n1 + n2)2Лс)-(11 + 12) (т1 + т2) F(a, Ь)-

- (11 + 12) (n1 + n2) F(a, с)- (т1 + тЈ (n1 + n2) F(b, с) + 

+ [(11 + 12) (т1 + тЈ (n1 + nz)- 2/1 mzn l -212 m1 nz] F (а, Ь, с) ist. 

Мап kann vom Koeffizient des Gliedes F(a, Ь, с) зеЬеп, dass die Analogie 
zur Gruppe mit zwei erzeugenden Elemente nicht vollkommen ist. Мап kann 
аuсЬ sehen, dass јт Allgemeinen f(abc):f= ЈСасЬ) , also wir konnen die Faktoren 
јт Argument der Funktion Ј оЬпе Anderung des Funktionenwertes beliebig 
nicht vertauschen. 
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(.i lј)2/(а) +(.f тј)2 /(Ь)+( f ni)2/(c)--(.f /ј) (! тј)Р(а, Ь)-
1=1 .-1 1=1 1=1 1=1 

(3) -(i 1,) (.f n;)Р(а, c)-(.f тј) (.i n.)Е(Ь, с)± 
1=1 ,=1 1=1 1=1 

wo 
р р-l i 

Sp (/lтlnl 12 т2 n2 ••• lртрnр) = L. 1j L. тi +J L. nj +k_l р=2, 3, ... 
1=1 ]=1 k=1 

Hier sol1 man die Indexen mod р reduzieren. 
Der Beweis geht mit Induktion fiir р, mit einfacher Rechnung. 
Wir haben den Funktionenwert 

J(a'I!JmJcn\alz!Jm2Cn2 ••• a'P!JmPCnp), 
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also fiir beliebige хЕ G den Ausdruck des Funktionenwertes /(х) mit Hilfe der 
sieben Funktionenwerte /(а), /(Ь), Лс), ЛаЬ), /(ас), /(Ьс), ЛаЬс) bekommen. 
Wir beweisen, dass diese sieben Funktionenwerte voneinander unabhangig sind. 

Es sei 

und 

wo die Exponenten sind ganze Zahlen, р und q sind positive ganze Zahlen. 
Wir substituieren х und у in die Gleichung (1), und zuerst kontrollieren 

wir die Gleichheit der Koeffizienten уопЛа), /(Ь), /(с), Р(а, Ь), Р(а, с), Р(Ь, с) 
an der beiden Seiten der Gleichung (1). Wir bekommen: 

J(al\!Jmt Cn! '" a1p!Jmp Cnр а'! Ь<! с'\ ... a'q c"'q cnq) + 
+ f(a1! Ьm! с"! ... ар Ьmр С"Р c-tq b-sq a-rq ••. C- I \ Ь-а\ а-ђ) = 

= 2f(al\!Jmt с'" •• , a'p!Jmp сnр) + 2Ј(а'1 Ь<. с'! ... a'q b<q c'q ) 

und mit Hilfe der Gleichung (3) fiir die Glieder mit f(a): 

Quadrieren wir ап der linken Seite! Die Gleichung gilt offensichtlich. 
Daraus folgt mit den Vertauschungen 

(ј= 1,2, ... ,р) und 'гНј (ј,= 1, 2, ОО' , q), 
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dass die Koeffizienten des Funktionenwertes [(Ь) ап beiden Seiten der Glei­
chung (1) gleich sind. Mit аЬn1јсЬеп Vertauschungen folgt, dass аисЬ die Koef­
fizienten des Funktionenwertes Ј(с) gleich sind. Noch einmal mit Hilfe der 
Gleichung (3) bekommen wir: 

= -Р(а, Ь) [2(i /1) (i тl)+ 2 (i '1) (2: SJ)]' 
1-1 1=1 1=1 1=1 

Multiplizieren wir ап der linken Seite! Die Gleichung gilt. Daraus foIgt die 
Gleichheit der Koeffizienten уоп Р(а, с) und Р(Ь, с) mit entsprechenden Ver­
tauschungen ап beiden Seiten der Gleichung (1). Die Gleichheit der Koeffizienten 
уоп F(a, Ь, с) kann тап auf Grund der Gleichung (3) mit einer Induktion 
Шr q kontrollieren. 

Der Ausdruck (3) ist also die allgemeinste Losung der Gleichung (1) mit 
sieben unabhangigen Konstanten. 

Wir suchen jetzt die Lбsuпg der Funktionalgleichung (1), wenn die Gruppe G 
durch п Elemente erzeugt mird (и~4). 

Dazu brauchen wir drei Hilfsatze. 

Иi lfsa tz 2. 

(4) [(xyz) + [(xzy) = 2f(xy) + 2f(xz) + 2f(yz)-2f(x)-2f(y)-2f(z) 

gilt Јиг а11е х, у, zEG. 

Beweis. Wir ЬаЬеп 

f(xy.z)=2J(xy)+ 2f(z)-f(x· угl) = 2f(xy) + 2f(z)-

-2f(x)-2f(y. гl)+ J(xz. у-l)= 2Ј(ху) + 2J(z)-2f(x)-4J(y)-4f(z) + 
+ 2j(yz) + 2f(xz) + 2Лу)-f(xzy). 

Daraus folgt der Иilfsаtz mit Umordung. ' 

D е f i п i t i о n. Es sei 

Р(а, Ь, с, d)=J(a) +f(b) +f(c)+f(d)-f(ab)-f(ac)-f(ad)-f(bc)­

f(bd)-f(cd) + f(abc) + f(abd) + f(acd)+[(bcd)-f(abcd). 

Hi1fsatz 3. F(a, Ь, с, d)=O. Die Verifikation des НilJsatzes (3) geht 
mit ејnег iihnlichen Rechnung, wie die Verifikation Је.! Hi/fiatzes (2). 

Die Rechnung ist aber ein wenig kompliziert. 

D е f i п i t i о п. Es sei 

/1 

Р(аl' az,···, а,.)= 1 (-1)1+1 1 [(аl,аI2 '" аIЈ)' 
1=1 l~jl<lz<·· .<jj~" 
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Hilfsatz 4. Fur n~4 gilt F(al' а2 , ... , а,,)=О. Ше Verifikation geht 
natйrlich mit Induktion. Wir nећтеn an, dass der Нi/fsatz (4) gi/t /i1r п (n~4). 
Daraus wird es /olgen, dass ег аисћ /иг п + 1 gilt. 

Verwenden wir die Definition fur F (аl' а2 , ... , аn , аn+1)' und schreiben 
wir drei Glieder der Summe аusШhrliсh aus! 

n-1 

F(al' а2 , ... , аn, аn + 1) = L: (-I)ј+l L: /(аl1 аI2 ••• аlј)+ 
}=1 1 ~Il < ... <,,~n+1 

(5) + (_1)n+lf(a1a2 ... аn_ 1 а,,)+(_l)n+l/(а1 а2 ••• аn-1 аn+1+··· + 

+ (_1)n+2ј[а1 а2 ••• аn_ 1 (аn аn +1)]. 

Benutzen wir fur diese G1ieder die Induktionsbedingung! Nach der Einsetz­
ung und den Zusammenziehungen bekommen wir О ап der recћten Seite der 
Gleichung (5). Es ist sichtbar, wenn wir ше Glieder der Summe den Vorkomm.en 
уоп аn, аn + 1 und аn аn + 1 entsprechend gruppieren. 

Wenn а!' а2 , ••• , аn n~4 die erzeugende Elemente der Gruppe G sind, 
und X=dl1dzl ••• d nld12dzz .•. dnz ..• dlPdzp .•. "nр dann ist ше Losung der 

12 n12 п 12 п 

Gleichung (1) 

f(X) = i /(ај) (јЈл)2 - L: F(ap ај) (i 111) (i Ijl) + 
}=I /=1 1 ~/<1~n 1=1 1-1 

wo ше Funktionenwerte 

f(a;) 1 <;ј<;n 

/(а/ај) 1 <;i<j<;n 

f(a/ ajak) 1 <;i<j<k<;n 

sind be1ieblge Elemente aus А. 
Die Funktionalgleichung (1), und die Eigenschaften der Funktion / werden 

aus dem Werk уоп S. Kurepa genommen, aber er last nicht diese Риnkьо­
nalgleichung. 
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