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ИДЕНТИФИКОВАЉЕ ТРАЈЕКТОРИЈА ТАЧКЕ ПРОМЕНЉИВЕ 
МАСЕ СА АУТОПАРАРЕЛАМА 

Е. КллУ3ЕР је показао (2] да је могуће у ОIШIТем случају иденти~ 
фиковати динзмичке трајекторије са аутопаралелама' простора одређене 
опште повезаности. Ти радови се односе на динам.ичке системе са кон
стантном масом. Наш циљ је ца у овом раду покажемо да се трајекторије 
тачке променљиве масе могу идентификовати са аутопаралелама лине
арно повезаних простора. 

1. ОIШIТе једначине кретаља тачке променљщзе масе у односу на 
Декартов систем координата (како се још често н~ивају опште једначине 
~епrqерског[5]) гласе: 

(1) 

или 

т:У1X.=УIX.+ФIX. 

rдје су иЉ и и~) апсолутне брзине отпадајyhиx и припа;ајyliиx чеC'l'ИЦа, 

уа. = dy су координате вектора БРЗЩlе тачке, у« координате резултанте 
dt d d 

активних, а Фа. = ",(1) (и« _ ја.) + ",(2) (~ _ jtx.) одговарајуће коор-
. dt (1) dt (2) 

динате реактивних сИла. Маса т је одређена као фym<ЦИја времена 
у сваком тренутку времена обрасцем [4] 

, ' , 
т=~- f I d~;l) Idt + fd~t(2) dt. 

о о 

Умјесто правоуЈШХ Декартових координата, као. и посматраља У 
еуклидском npосторгу Ва, можемо по<;матрати неки n-,Димензиони еу-
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Ю1Идски просто Еn , У коме ће једначине (1) задржати своју форму, а 
индекси i, ј, k, ... ће узимати вр~ости од 1 до п (реално до 3); такође 
можемо увести неки систем од п генералисаних координата x1, :х2, :х2, ... , 
везаних за Декартове релацијама 

уј = уј (Xl~ ... , хn), 

па се једначине Мешчерског своде аналогно оном за једначине кретаља 
тачке непроменљиве масе (1) на облик 

(2) - =х+ хх = + • 3Х' .. {i} k '/ ()i Р' 
3t kl -

гдје Qi И рј претстављају координате активне Хј и реактивне силе Z 
у генералисаним координатама, подељеним са масом, тј. 

,Х; ,Zf 
Q'=-; Р'=-. 

т т 

Кристофелови симболи друге врсте {;1} наm::сани су у односу на 
метрички тензор a~ форме 

( ) 
2 ,,2Т 

3 ds = lZjjdx'dxJ = -. dt'" 
т 

гдје је Т кинетичка енергија посматране тачке, а т љена маса у тренутку 
Е. Можемо претпоставити да метрика није само еУЮIИдска, већ општија, 
риманска. 

2. Једначине аутоиаралела у линеарно повезаном простору 4, [3] 
са коефицијентима повезаности r ~ су 
(4) х' + r 11 xkjl = tpxi 

гдје је tp нека функција параметра t, таква да задовољава диференци
јалну једначину 

(5) - 'О (, dS) .s-tpS= S=Тt' 

при чему је S лук у Еn и истовремено афини параметар у 4, [3]. 
Ако поставимо за."{тјев да симетрични тензор lZjj, дефинисан ме

тричком формом (3) У Еn, буде фундаментални тензор у Ln , коефи
цијенти повезаности морају имати облик [3] 

(6) r1z= {~l}+T1z 
тако да упоређиваљем једначина кретаља (2) и једначина эутопаралела 
(4) сада добијамо да мора бити 
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(7) 

ако желимо да трајеюорије идентифиI<}'jемо са аутопаралелама у Ln. 
с друге стране због (5) и (3) можемо ставити 

1 dT 1 dm 
q>=----_. 

2Т dt 2m dt 

А нано из занона I<ИНетИЧI<е енергије за таЧI<Y променљиве масе [4 Ј имамо 

dT . Т dm 
- =m(Qr+Pr)xr+--
dt т dc 

то је 

па (7) ноначно можемо написати у оБЛИI<Y, у номе множитељ ср има по
знату вредност 

(8) klX:.v=-.;Ј·Х .. Х'-.;Ј·= -х .... -Оу • T i . k.··l т с..." .' c'i (m..;4 I)ј ) S .. 
2Т 2Т 

Једначине (8) претстављају систем од п једначина са 1/2 n2 (n + 1) 
непознатих. Једно од могућих решеља је да сведемо задатан на то да 
број непознатих буде једнан броју једначина, тј. да симетрични тензор 

Tk изразимо помоћу само једног непознатот вентора, на пр. у оБЈШКУ 

ОдaI<Ле лако 

(9) 

односно 

тЈа= G'aIU 
добијамо 

Qi=~{~XiX _3i }sr 
2Т 2Т .. r 

kl = 'akl=- -ic'x .. -or "аы, Т
ј 

G" т {т ,", I)ј} S 
2Т 2Т 

Ради одређиваља периоде ноефlЩИјената повезаности (6), ~TO c~ 
своди на одређивщье природе вектора Gi, раставимо венторе Q' и Р 
на по двије номпоненте, једну у правцу TaнreHTe на трајекторији, а 
другу у равни нормалној на трајеюорији, тј,: 

Qi = aXi + Ьџ.ј; Р = OC.Xi + ~џ.j 
si = (ос + a)Xi + (Ь + Юџ.i = АХј + Nџ.i 

(10) 

гдје је 

џ.јџ.;= 1 и XkILk=O: 

Замјеном (10) у (9) слиједи: 
. т . " 

G' = - Nџ.' == Rџ.' 
2Т 
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па коефицијенти повезанос!и (~) коначно добијају вредност 

. ' 

(10') 
. 1"; '., {. i,} R' '. 

I.·М =.. . + џ!аи .' 
k1 . 

Они заједно са метриком (3) одређују тражени простор у коме се 
трајекторије тачке променљиве масе поклапају са аутопаралелам.а. Из 
тог слиједи теорема: 

- Динамичке трај~кторије тачке променљиве масе,која се креће 
под дејством активних и реактивних сила, изазваних отпадањем и 
припајаљем честица, јесу аутопаралеле у простору са симетричном 
повезаношhу 

Г ~ = { i } + RfJ.i akl одређеном фундаменталним тензором <Јјј и си-
Ы .' . 

лама које дјелују' на тачку. 

Кретаље тачке константне масе под дејством активних сИла' саМо 
је посебан случај овог проблема. 

Лако се уочава из (6) да· су коеФицијенти повезаности једнаки 

Кристофеловим .симболима друге врсте {;1} ако је, T~ једнако нули. У 
1:~,~I:~лу~ај{~ора б~ти·., '. .., .. 

(11) . Gi,;.~N(Li'=!!!....(b+~)(Li'= О 
2Т 2Т 

па је простор Ln Риманов VN са метриком (3). 
Услов (11) је задовољен у два случаја и то: 

1 о - кад Т ~ ОО, а маса т и нормацне компоненте активних и 
реактивних сила имају коначну величину, што није предмет разма.-
траља у овом раду. ' 

20 - кад кинетичка енергија има коначну вредност а нормална 
компонента активне и реактивне силе N ='Ь + ~ једнака је нули, што 
може бити под условом 

, а) да је .~ .. ,:" .:.:..~ .нор~ална компонента активне' силе по интенз;итету 
и правцу,једнака, а по смјеру супротна нормалној компоненти реактивне 
силе и . .' . 

Ь) да уопште нема нормалне компоненте сила. 

Из овога на основу (6) и закључака иза (11) слиједи: 
- Динамичке трајекториј'е тачке npоме~љиве масе, која се креће 

под дејством активних и реактивних сила, изазваних отпадаљем и 
припајаљем честица, јесу г~одезиске линије у риманском простору ако 
се компоненте сила које ,lil;јелују HOpмaJIНo на правац,крета~ узајамно 
поништавају, или ако те I<омпоненте уопште не постоје. 

Такође имамо: 

- Трајекторије тачке променљиве масе под дејством само реак
ТlИвних СИЛ~Ј(ада jt;, .~псолутна или релативна брзина отпадајуhих и 

,. .' '. . '. " 
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припајајуhиx честица једнака НУЈШ увијек је геодезиска линија риман
ског простора. 

4. Решење система (8) може се написати у оБЈШКУ 

(12) 2т.~=2Giаы=8~ф!+8~Фk-2аklфi 
гдје су фi координате неком арбитрерног вектора, а ~ Кронекерови 
симбоЈШ. Заиста, композиција (12) са xk xl доводи до 

Gi . т ( .' '1.' ... 2Т.,» =- Х'Х'1'I--'1" . 
2Т· .. 'm 

односно, ако вектору фi дамо вредност 

до 

.,: m. 1 . 
'1"=-Si=-ф' 

2Т 2 

, 2Т 2Т··' . 
, Эt·. 11'1 {т,... ~j} 1 
. =_. -. -Х'ХI-Оl S 

што је идентиiш6' с:а: (9).. . ; 
Повезаност 'дефинИсана Ic~(12) .мОЖе се измијенити додаџањем 

члана 1/2(8~Фl+ 8:Фk) , а да се при том аутопаралеле не промијене. 
Тада за г.fu добијамо 

Г i {i} ЈЈ ~j i .) ·м= kl + 2\Оk Фl+'8Z Фk- аыФ ' . 

За услов да нормалне компоненте генералних сила не зависе од 
брзина важи d,akl+ аklФј=О (dj - оператор за коваријантни извод) што 
са (13) дефинише линеарну повезаност сличну Вајловој. Одавде 
слиједи: 

- Трајекторије тачке променљиве масе која се креће под деј
ством активних и реактивних сила, условљеш,1X одвајањем и припајањем 
честица очувавају својство аутопаралела у простору повезаности сличне 
Вајловој кад се за арбитрерни вектор узме количник силе и кинетичке 
енергије. 

На крају напомињемо да о повезаности линеарних простора има 
смисла говорити ако она не зависи од брзина, те се због тога задржавамо 
на третирање само оних кретања под дејством сила независних од брзина 
кад те силе улазе у објект повезаности. 

(Саойшшено 11-111-1959) 
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IDENTIFICATION ОР DYNAMICAL TRAJECTORIES 
OF А Р ARTICLE OF VARIABLE МASS AS 

AUTOP ARALLELS 

Veljko А. Vujiac (Belgrad~) 

Comparison of t.nsorial equations of motion (2) of а particle of 
variable mass with equations (4) of autoparailels in an L" fumishes the 
coefficients of connection of L n such that the autoparaUels are trajecto
ries of the particle. Analysis of (1 Ј) gives the conditions und,r which tra
jectories of the particle are geodesics in а riemannian space. Trajectories 
are identified, too, эs autoparaUels in а Weyl space. Тhe forces consider
ed in the paper are independent of velociti s. 


