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БОГДАН БАЈШАНCI<И 

УВОЂЕЉЕ ТОПОЛОГИЈЕ ФАМИЛИЈОМ РЕЛАЦИЈА 

О. Постоји неколико појмова који се дефинишу у ОIПIIТем ме
ТРИЧI<ом простору, али се не могу уоnштити на тополошке просторе. 

То су, на пример, својство низа тачака да буде l<ошиев, својство про
стора да буде потпун, својство функције да буде униформно непрекидна. 
Та својства се не могу пренети у тополошке просторе, јер - као што 
је примерима лако показати - нису тополоШI<И инваријантна. Потреба 
за преношељем тих својстава на просторе оnштије од метриЧI<ИX, по
треба која је била настала у вези са изучаваљем тополошких група, 
навела је Андре Вејла на ствараље такозваних униформних простора. 
Поред Вејловог поступка, постоји низ других поступака (преко гене
ралисаних отстојања, преко фамилија псеудометрика, преко релације 
близине В. А. Ефремовича итд) који сви имају за циљ да генералишу 
раније поменуте појмове, дефинисане првобитно у метричкиМ просто
рима, али сви су ти постухщи међусобно еквивалентни, и разлике 

t између љих су углавном терминолошке природе. 

Наш циљ је да покажемо да - као што једна произвољна фами
лија потcкynова скупа Х на природан начин може да индуцира топо
лошку структуру на скупу Х, на пр., ако се скупови дате фамИлије 
схвате као суббаза једне топологије - да слично томе произвољна 
фамилија потcкynова скупа ХхХ, или, друкчије речено, једна фамилија 
релација дефинисаних над истим скупом Х на природан начин гене
рише извесне тополошке структуре на скупу Х. 

Најпре, на један сасвим тривиалан начин свака фамилија релација 
дефинисаних над истим скупом генерише једну фамилију рефлексивних 
и симетричних релација. Филтар peJIaIЏlja који има добијену фамилију 
З,а суббазу звahемо генералисаном униформном структуром. Свака гене
ралисана униформна структура на један природан начин, као што hемо 
то ~оказати, генерише једну униформну структуру. 

У вези са појмом генералисане униформне ,структуре појављује 
се неколико питаља. 

Прво, постоје свакако два природна Щlчина на који једна гене
ралисана униформна структура генерише једну тополошку структуру. 
Једну генерише директно, а другу посредно, као тополошку структуру 
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униформне структуре коју генерише. Показаhемо да су у општем случају 
те две тополошке структуре различите. ОДГОЈ:~ориhемо и на извесна 
питања у вези односа тих двеју топологија. 

Друго, поставља се питање која је класа тополошких простора 
чија се топологија може непосредно генерисати једном генералисаном 
униформном структуром. (Питање која је класа тополошких простор2. 
чија се топологија може посредним путем генералисати једном генера
лисаном униформном структуром решено је познатом теоремом о по
требним и довољним условима за један тополошки простор да би се 
у њега могла увести униформна топологија.) 

Нагласимо, на крају, да се у овом раду не даје никаква генерали

зација теорије униформних·простора. Ми можемо дефинисати, на пример, 
Кошиеве низове тачака у сваком скупу који је снабдевен једном гене
ралисаном униформном структуром. Да бисмо могли формулисати ста
вове о Кошиевим низовима, на пример да бисмо могли одговорити на 
питање да ли је сваки конвергентан низ Кошиев, потребно је снабдети 
простор топологијом. Можемо га снабдети или топологијом коју дата 
генералисана униформна структура посредно генерише - и добијена 
теорија у том случају претставља само други вид излагања Вејлове 
теорије, или топологијом .непосредно генерисаном, али у том случају 
основни ставови - као, исти пример, да је сваки конвергентан низ 
Кошиев - без изузетка престају да важе. 

Ради прегледнијег излагања ми ћемо најпре дефинисати неколико 
појмова и увести неколико ознака. 

1. Композицијом двеју релација Pl и Р2 дефинисаних на скупу Х 
називамо релацију Р дефинисану на следеhи начин: 

хру онда и само онда кад постоји елемент Z скупа такав да је 
истовремено Х Pl Z И Z РзУ • 

Уобичајено је КОМПОЗИЦИју релација означавати кружиhем, писати, 
например, Р = Plo Р2' ми ћемо отступити од те ознаке и писаhемо 
Р = Pl + Р2' да бисмо јаче истакли аналогију метричких и униформних 
простора .. 

Дефинисана композиција релација јесте, што је једноставно по
казати, асоцијативна. Наиме, за· сваке три релације Pl' Р2' Рз важи 

CPl + рз) + Рз = Pl + СР2 + Рв). 
Даље, писаhемо 1· Р = Р 

Ck+ l)p=kp+.p за сваки природан број k. 

Дакле, Х kp У значи да постоји· k-l елемената Zl' Z2"" Zk":'l У 
скупу над којим је р елаЩl ј а р дефинисана, таквих да је XPZl' ZlpZ2"'" 

Zk-l ру. 

Пресеком релација Pl и Рз називамо, као што је уобичајено, рела
цију Р дефинисану на следеhи начин: хру еквивалентно. је са исказом 
даје истовремено XPIY и ~P2Y' Пишемо p=p1n Рао 



Увођеље топологије фамилијом релација 117 

Реhиhемо да .РелацИја Р има за пОследицу релацију р' и писаhемо 
Р = > р' ако из хру увек следи хр 'у . 

Ако је F фамилија РелацИја, са F означавамо фамилију свих по
следща релација из Р, то јест 

F={7t IHp.pEF,p >~}" 

За једну фамилију F релација Р дефинисаних над истим:скупом 
Х реliи ћемо да образује филтар релација ако су испуљена следеhа два 
услова 

ј} ако је РЕР и р=> р' тада је Р'ЕР, 

Н) из P1EF, Р2ЕР следи Pl п Р2ЕР. 

За један потскуп В филтра релација F реliи ћемо да претставља 
базу филтра F ако свака релација из F јесте последща неке релације 
из В. 

Потребан и довољан услов да би дата фамилија В релација обра
зовала базу филтра релација јесте, очшледно, да кад год две релације 
ПРШIадају скупу. В да тада љихов пресек буде последща неке релације 
из В. 

За један ПОТСКУП S филтра реЛar(Ија F реliи ћемо да претставља 
су6базу филтра F ако свака релација из F јесте послеДlЩa неког пресека 
коначно много релација из S. . 

Очшледно је да свака фамилија релација дефинисаних над истим 
скупом претставља суббазу неког филтра релација. 

Нека је F једна фамилија релација које су све дефинисане над 
истим скупом. Са Ћ, k природан број, означићемо 'фамилију свих ре
лација оБЛИI<а k Р, тојест 

Fk = { k Р I Р Е Р} . 
Са pk, k природан број, означиhемо фамилију свих релација 

оБЛИI<a Pl + Р2 .... + Pk' то јест 

pk=!7tI7t=Pl+P2+",+Pk, РјЕР, i~1,2, ... kJ. 

Навешhемо некоЛИI<О тврђеља о овим изведеним скуповима ре
лација, да би раЗЛИI<а у дефиницији униформних и генералисаних"уни
формних структура била јаснија. 

Увек је Pk с pk. 
Ако је Р база једног филтра релација, Pk и pk претстављају базе 

једног истог филтра релација. довољно је показати да је Р!. база једног 
филтра релација. Нека 7t1,7t2CPk, Тада у Р постоје реЛаЦије Pl'. Р2 

такве да је 7tl = kPl" 7t2 = kpa. Пошто је Р база филтра, Р садржи релациу 
Р такву да Р => Pl nР2' Стога релација kp = 7t ПРШIaда Pk.Кaкo р =>Р1> 
Р => Ра, то kp' => kPl' kp => kp2' па према томе 7t = kp => kPl п 
kP2 = 7tl П 7t2' дакле Pk је база једног филтра релација. 
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Нека су све релације фамилије F рефлексивне. Тада је РНI с Fk, 

рНI С pk за сваки природан број k. Доказ. Нека је р произвољна рела
ција из р. Тада kp припада Fk • Због рефлексивности релације р, ре

лација kp има за последицу релацију (k+ l)р. Како Fk садржи релацију 
kp и сваку њену последицу, Fk садржи и релацију (k+ l)р. Слично се 
доказује и друга инклузија. 

Ако је F један филтар релација и ако је F с р2, тада је Fk с Fk+I' 
Fk С FkH. Доказ. Нека је р произвољна релација из р. Пошто она 

припада р2 , постоји релац~ја р' у F таква да је 2р' => р. Према томе, 
релација kp = (k-l) р + р последица је релације (k-l) р + 2р' која следи 
из релације (k + 1) (р п р'). Последња релација, међутим, припада Fk+I, 
јер р п р'-Ерипада р. Стога релација kp припада Ан. Свака рела
ција из Fk као последица неке релације kp припада зато скупу Fk+l. 
Друга инклузија доказује се слично. 

Последња два закључка дају следеhу послеДIЩУ: 

Ако је F филтар рефлексивних релација и F с р2 , тада је F = Fk = Fk 
за сваки природан број k. 

·2. ДЕФИНИЦИЈА 1. Генералисаном униформном структуром на скупу 
Х називамо филтар G рефлексивних и симетричних релација дефини
саних на х. 

Да бисмо показали што јасније разлику између униформних и 
генералисаних униформних структура, навешhе1'lЮ и дефиницију УНИ
формних структура стилизовану на исти начин: 

Униформном структуром на скупу Х називамо филтар U рефлек
сивних и симетричних релација дефинисаних на х, ако је U с и2 • 

Сваку базу (суббазу) поменутог филтра називаhемо у ова два 
случаја базом (суббазом) генералисане униформне, односно униформне 
структуре. 

Нека је G произвољна фамилија рефлексивних релација. Тада по-
стоји фамилија р, садржана у а, која има особину да је F с F k за сваки 
природан број k. Таква је, на пример, фамилија која се састоји од је
дине релације р дефинисане помоhу: хру за свако х и у. Нека је Uунија 
свих фамилија р. Тада јеи с Uk за сваког k и U је максимална од свих 
фамилија са поменутим својством које су садржане у о. 

На сличан начин свакој генералисаној униформној структури G 
може се коренспондирати једна униформна структура и1 при чему у 
специјалном случају кад је G униформна структура, добијамо да је 
и=о. 

Међутим, дата дефиниција униформне структуре U кореспонди
ране генералисаној униформној структури G разликује се од ефективне 
КОНСТРУIЩије структуре и. у првоме случају U је дефинисано помоhу 
и, наиме, дефинисано је дескриптивно, помоhу својстава која има, те 
стога да бисмо одговорили које релације припадају Uтреба да познајемо 
и. у другом случају U ће бити дефинисано конструктивно и да бисмо 
одговорили на питање да ШI одређена ре.rIaција припада или не струк-
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тури и, биће довољно познаваље структуре G. На тај Начин смо у стаљу 
да све резултате о униформним структурама изразимо у терминима 
генералисаних униформних структура, и да дамо једно алтернативно 
излaraље теорије униформних простора. Конструкција коју ћемо дати 
нема за нас других интереса о<:им поменутих и неће бити коришfiена 
даље. 

Постављени задатак може се решити на два начина: диреl<ТНО 
се свакој генералисаној униформној структури конструише одговарајућа 
униформна структура, или индиректно, произвољној бази генералисане 
униформне структуре кореспондира се фамилија релација која прет
ставља суббазу једне генералисане униформне структуре. ми ћемо 
дати другу КОНСТРУI<ЦИју, јер је она једноставнија, и доказаћемо да је 
резултат једнозначно одређен, то јест да не зависи од изабране базе 
генералисане униформне структуре. 

Констру!щију ћемо извршити за један случај који је оnurtији од 
нашег, наиме произвољној фамилији F рефлексивних релација форми
раћемо максималну фамилију и садржану у F која има својство да је 
садржана у Uk за свако k. 

Ради ове конструкције потребна су нам два нова појма, појам 
нормазшог низа и појам реДУIЩИје фамилије релација. 

ДвФИНИЦИ]А 2. Нека је F произвољна фамилија релација дефини
санихнад истим скупом. За низ Iрn) релација из F рећи ћемо да је нор
малан низ релација ако за свака два природна броја k и р важи да 

(1)рр=> kPkP' 

Очигледно је да се у свакој фамилији F рефлексивних релација 
дефинисаних над истим скупом могу образовати нормални низови ре
лација. Наnpимер, нека је 8 произвољна релација из F. Тада је низ 
(8n) , 8n = 8 за свако п, један нормалан низ рела.цИја. . 

ДВФИНИЦИЈА 3. Нека је F произвољна фамилија релација дефи
нисаних над истим скупом Х. Нека је сваком нормалном низу (8nl рела
ција F кореcnондирана релација е дефинисана на Х помоћу 

(2) хеу онда и само оНда кад постоји п таЈ<ВО да је xn8nу. 

Скуп тако дефинисаних релација е називамо редукцијом R(F) 
фамилије F. 

СТАВ 1. Нека 'СУ G, Н йроизвољне фамилије рефмксивнux релација 
дефинисаних над исшшt скуйом, и нека је G= G. Тада је 

(i) R CG) с G, 
СЩ R CG) с [R(GЉ за сваки йриродан број k, 
(Ш) из Н с G, Н с Hk следи Н с R(G). 

Доказ. О) Свака релација е из R(G) последица је неке релације 
из G, дакле припада G = G . 
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Релација е дефинисана је не:ким. нормалним низом релација {еЦ. Из 
x81y следи да постоји п такво да је xn8nу, дакле хеу. 

(Н) Пошто је G фамилија рефлексивних релација, дефиниција 
релације е која је дата у (2) еквивалентна је следећој дефиницији 

(
3) хеу онда и само онда кад постоји N такво да је xn8nу за све п 

који су мултипли од N. 
Довољно је да покажемо да су искази xn8nу за све п који су 

мултипли од N и xN8Ny е:квивалентни. 
Пошто је низ релација (8nl нормалан, из (1) следи да за n=kN 

'iiN=> k'iikN. Како су релације 8n рефлексивне, биће N8N => Nk8kN == n8n , 

што је требало доказати. 

Нека је р једна релација из R(G). Потребно је да докажемо да р 
припада скупу [R(G)]k' то јест да постоји релација р' у R(G) таква да 
је kp'=p. 

РелаЦИја р дефинисана је неким нормалним низом {1tnJ релација 
из а. Према' (1) "Р=> 11tkP што даје специјално "IФ=> 11tklP за све 
k, 1, р. Стога је низ {1tknl такође нормалан. Означимо релацију редукције 
дефинисану тим низом са р'. Тада xkp'y значи да постоји k-l тачака 
Zl' ZЗ, ... , Zk-l таквих да је истовремено хр'Zl'ZlР'zз, ... , Zk-1P' у. Међу
тим, ZjP'Zj+l' i=O,I, ••. ,k-l, где смо ставили Zo=X,Zk=y, значи, 
према (3), да постоје Ni такви да за све п који су мултипли од N j , 

k-l 
Zjn1tknzin за свако i=O,l, ... ,k-l. Дакле, ако ставимо N= ПNј,има-

;=0 
ћемо, за свако i=O,I, ... ,k-l, ZjN1tkNZj+1. Одателе следи XkN1tkNY. 
Према дефИНИЦИји (2) релације р доказано је да је хру, д:кале, kp'=> р. 
Из хру следи, према (3), да постоји N такво да је Xn1tnY за све п који 
су мултипли од N; Специјално xkN1tknY, одакле следи да постоји 
k-l тачака Zj,i=1,2, ... ,k-l таквих да је XN1tkNZ1' ... ' Zk-1N1tkNУ. 
Према (2) XP'Zl,ZlP'Z2, ... ,Zk-1Р'у, одакле следи хkр'у.Дакле р=> kp'. 

из kp'=>p и р=> kp' следи р= kp'. 
(Ш) Нека је ћЕН. Због hEHk постоји за свако k релација hk у Н 

таква да је h=khk • 

Могућно је да постоје за исто k различите релације hkE Н такве 
да је ћ= khk • Да бисмо избегли ту вишезначност која би нам оне
могуhила да спроведемо доказ, поступићемо на следећи начин. 

Изаберимо најпре једну релацији ћ21 из Н такву да је ћ= 2h21 • 

Изаберимо даље једну релацију ћ31 из Н такву да је ћ21 = 3ћЗ1 и, 
УОIШIте, изаберимо релацију h(n+1)1 такву да је ћn! = (n+ 1) h(n+1)I. Ста
вимо најзад hk=(k-l)!hk! за сваl<И природан број k, што је лако 
видети да је у сагласности са претходно датом дефиницијом у слу
чају када је k факторијел. 

Формирај мо низ релација (hkl. Тај низ је нормалан низ јер је 

hk=(k-l)! hkl= (k-l)! (k+ 1)(k+2) ... (kp) h(kP)1 = (lф)! hџ.р)1 = 
k 

= Р (kp-l)! ћџ.Р)1 = phkP • 



Увођеље тоцологије фамилијом релација 121 

Како Н С G, то релација Х ={h,.J f;: R (G) . 

С друге стране, хху значи да постоји једно п такво да је 
xnh"y, што је еюзивалентно са xhy. Дакле~ h=.x ER(G). Према 
томе, Н С R(G). 

Као последицу става Добијамо следеlш резултат. 

Нека је G генералиеана униформна структура. Тадафилтар и 
чија је суббаза R( G) има својство. да је и с: ,fh. . Наиме, неКа је ,. релација 
из и. Тада постоје релације Pl,PS, ... ,pnER(G) такве да Pln рап ... 
п Рn=>'" Како је Рј= kPik' где PikER(G), то имамо,· стављајуlш 

Plk п P2k п ... п Pnk =,.' Е и, • 
Ь' =k(Plk П Рм п ... п Рnk)=> kplk п kp2k п ... п kpnk = Pl П Раоо. П Рn =", 

па за свако ,. из и следи да постоји ,.' у и такво да је ,.' после
дица од k,.'. 

На основу претходне примедбе, а како из дефИIIIЩИје з следи 
непосредно да ако је G фамилија рефлексив1ШХ, односно симетриtffiИX 
релација, тада је, и R(G) фамилија рефлексив1ШХ, односно симетричних 
релација, добијамо да и претставља униформиу структуру. 

3. Нека је на скупу Е дефинисана генералисана униформна струк
тура G. 

Посматрајмо Фамилију о скупова Х С Е који имају следеће свој
ство: свакој тачки х ЕХ одговара релација Е Е G тако да из ХЕУ следи 
УЕХ. 

Да бисмо показали да скупови фамилије О претстављају отворене 
скупове једне. топологије, довољно је да покажемо ,следеће: 

(ј) Унија скупова фамилије О јесте један скуп фамилије О. 

(јј) Пресек коначно много скупова фамилије О јесте скуп фа
милије О. 

(ј) Нека је Х = иосеА Хос, нека сваки од скупова Хос, ОСЕА, припада 
фамилији О, и нека је х произвољна тачка скупа Х. Тада постоји ОСо Е А 
такво да х Е Ха.о. Како ХОСО припада фамилији О, постоји релација Е таква 
да изх ЕУ следи У Е Хсхо С Х. 

(јј) Нека је Х = nосеА Хсх , А коначан скуп индекса, нека сваки од 
скупова Хос, ОС Е А припада фамилији О, и нека је х произвољна тачка 
скупа Х. Тада х припада свакоме од скупова Хос, ОСЕА. Како ТИ' скупови 
припадају Фамилији О, постоје у G релације ЕIX , ОС Е А, такве да изх ЕIXУ 
следи У Е Хос. Пошто је А коначан скуп, број релација ЕОС је коначан. 
Како jeG филтар релацИја и садржи све релације ЕIX,садржи и љихов 
пресек, релацију Е, из које следи свака релација E~. Поематрајмо скуп 
тачака У простора.х таквих да је ХЕУ. Свака таква тачка У припада 
свакоме од скупова ХIX , ОС ~ А ) . јер из х Е У следи х &ОС У, одакле произи-

/ 
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лази у Е X(f.. Према томе, свака од тачака у припада СКУПУ Х, што 
значи да скуп Х припада фамилији о. 

Ако желимо, дакле, да у једном генералисаном униформном про
стору индуцирамо топологију преко отворених скупова, чиним.о .то на 
исти начин као и у униформним просторима. 

Међутим, MOГYhнo је у униформним просторима генерисати 
исту тополошку структуру И на други начин, на пример, најуобича
јенији начин јесте генерисаље тополошке структуре дефиницијом око
лина у униформном простору. 

Посматрајмо фамилију скупова Ve;(X) = (у I xzyJ, ХЕ Е, ZEG. У уни
формним просторима та фамилија скупова образује један систем 
околина генерисаног тополошког простора. Код генералисаних уни
формних структура, у општем случају, то тврђеље није тачно. Наиме, 
фамилија скупова Ve;(X) , Х Е Е, ::: Е а, или претставља систем окоЛина 
једног тополошког простора СИ тада је топологија тог простора иден
тична са топологијом коју смо увели преко отворених скупова) или не 
претставља систем околина ниједног тополошког простора. Да бисмо 
доказали последљу МОГУћНОСТ, довољан је један пример. Нека је Е 
скуп реалних бројева, нека генералисана униформна структура G буде 
дефинисана својом базом која садржи једну једину релацију Е, при 
чему Х z у значи I Х - у 1< 1. .'\.ко би скупови Ve (Х) , Х Е Е, е Е а, 
образовали систем околина једног тополошкогпростора, тада би свака 
околина тачке х садржала једну околину од Х која би била околина 
сваке своје тачке. Пошто релација е; није последица ниједне Друге ре
лације из а, скуп бројева у таквих да је IX - у 1< 1 за фиксирано Х 
морао би бити 'околина сваке своје тачке. Када би то било, из 
I х - у I < 1 и I у - z 1 < 1 слеДИЈIO би I Х - Z I < 1, што очигледно 
није случај. Општији пример исте врсте: ако база од G садржи 
само једну релцаију, да би фамилија скупова Ve Сх), Х Е Е, е; Е а, пред
стављала систе1'l1 околина једног тополошког простора потребно је 
и довољно да релација е; буде транзитивна. 

I . 

Поставља се питаље шта у простору Е У који је топологија уведена 
на описани начин претстављају скупови Ve (Х), Х Е Е, е; Е G. Лако је 
показати да систем тих скупова задовољава следеhе услове: 

а) Сваки скуп фамилије Ve (х) садржи тачку Х. 

Ь) Пресек два скупа фамилије Ve; (Х) ~адржи неки скуп фами
лије Ve(x). 

с) Скуп чији потскуп припада фамилији Ve; (Х) И сам припада 
фамилији Ve(x). 

d) Сваки отворен скуп топол:ошког простора Е који садржи тачку 
Х припада фамилији Ve (х). 

е) Скуп који са сваком својом таЧКОl\\ Х садржи и скуп фамилије 
Ve (х) јесте отворен скуп тополошког простора. 
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Сваки систем СI<упова једног ТОПОЛОШI<ОГ простора наЗtfваliемо 
системом псеУДООI<олина тог ТОПОЛОШI<ОГ простора aI<o задовољава 

услове а) - е). 

Очигледно је из дефиниције да систем ОI<олина ТОПОЛОШI<ОГ 
простора Е јесте специјалан систем псеУДООI<олина простора Е. Даље, 
из с) и d) следи да сваки систем псеУДООI<олина од Е садржи систем 
ОI<олина простора Е. 

РазЛИI<Y између система ОI<олина и система псеУДООI<олина прет
ставља чиљеница да У дефиницији последљих не захтевамо да CBaI<a 
псеуДООI<олина садржи псеУДООI<ОЛИНУ I<oja би била· псеУДООI<олина 
CBaI<e своје таЧI<е. 

Очигледно је да један тополошки простор може садржати разне 
системе псеУДООI<ОЛИна. Например, посматрајмо простор I<оји садржи 
беСI<оначно много тачаI<а и I<оји је снабдевен најгрубљом T1 топологијОl'll 
(то јест HeI<a је један СI<yП таЧI<а у том простору затворен онда и само 
онда I<aд је I<оначав:). HeI<a је х једна произвољна таЧI<а тог простора. 
CBaI<Oj тачI<И простора I<оренсподирамо један систем СI<упова на следеnи 
начин: тачI<И х све беСI<оначне СI<упове I<оји садрже х, CBaI<Oj другој 
тачки љен систем ОI<олина. Добијени систем с:купова не претставља· 
систем ОI<олина, већ систем псеУДООI<олина. 

,Међутим, ЛaI<О је приметити да је појава система псеУДООI<олина 
доста изузетна, да се I<ОД простора у I<ојима влада јача сепарација не 
могу појавити системи псеУДООI<олина различити од система ОI<Олина~ 

На пример, у једном Хаусдорфовом простору I<оји задовољава 
прву aI<СИОМУ пребројивости сваI<И систем щ:еУДООI<олина је систем 
ОI<олина. Да бисмо то ПОI<азали, претпоставимо да је Р једна псеудо
ОI<олина једне таЧI<е х тог простора, и да она није ОI<олина таЧI<е х. Тада 
CBaI<a ОI<олина таЧI<е х садржи таЧI<е из СР. Према томе, х је таЧI<а наго
милавања за СР. Пошто, на основу прве аI<сиоме пребјюјивости, таЧI<а 
х има пребројиву ОI<ОЛИНСI<У базу, то СР садржи низ IxnJ = м I<оји 
I<онвергира I<a х. Пошто је простор Хаусдорфов, тај низ нема других 
тачаI<а нЭ,Гомилаваља. Стога је сI<yп М u (хЈ затворен. Према томе 
СМ" IxJ је отворен СI<УП. СI<УП СМ садржи псеУДООI<ОЛИНУ Р таЧI<е 
х и ОI<ОЛИИУ СМ " IxJ CBaI<e друге своје таЧI<е. Стога је отворен. Онда 
је СI<УП М затворен. Али СI<yП М не садржи х иаI<О му је х таЧI<а нагоми
лавања. Стога у посматраном простору не могу постојати системи псеудо
ОI<Олина различити од система ОI<Олина. 

4. Да бисмо ПОI<азали да топологија Т индуцирана генералисаном 
униформном CТPYI<ТYPOM G на начин описан у тачки 3 и топологија т' 
на. истом СI<УПУ индуцирана униформном CТPYI<ТYPOM I<oja је генерисана 
помоliу G, нису у општем случају идентичне, довољан је пример. Пример 
I<оји дајемо ПОI<азаliе знатно више: топологија Т у општем случају може 
бити тaI<Вa да -- не само униформна CТPYI<тypa генерисана помоliу G, 
-- већ ниједна униформна cтpYI<тypa не може генерисати Т. 
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Дефинишимо на скупу реалних бројева следеhи низ IpnJ релација 

f Х = О, У = скуп природних бројева ~ 2, 

х=n, i~n, YE(n-~, n+ ~), 
, п 

ХрјУ 

у Е(n ~ -Т, n++), х=n, i < п, 

3 
xi=O, n,-, У=Х. t 2 

Помоhу низа Ipn) дефинишимо низlо:n ) релација на следеhи начин: 
ХО:nУ ОЈЩа и само онда кад је бар један од следеhиx исказа тачан 
ХРnУ, УРnХ, х=у. Релације О:n су рефлексивне, симетричне и, пошто 
О:n => О:т за т < п, претстављају базу једне генералисане униформне 
структуре G, чију ћемо топологију, непосредно ИНДУЦирану, означити 
са Т. 

Сваки отворен скуп О топологије Т који садржи тачку О мора 
садржати све тачке које су у једној о: релацији са О. Међутим за свако 
0:, тачкаО је у релацији са свим тачкама n. Према томе скуп О мора 
садржати све тачке 11.' Пошто садржи тачку П, он мора садржати и 
све тачке (п _l/n, П + l/n) , јер за свако о: те су тачке у о: релацији са n. 
Међутим, скуп који се састоји од тачке О и свих тачака интервала 
(п - t /n' п + l/n) јесте отворен скуп, пошто са тачком О садржи и све 
тачке које су с љом у 0:1 релацији, са сваком тачком п све тачке које 
су са љом у релацији En, и најзад, са сваком тачком Х из (n- 1/n, п + l/n) 
све тачке Koie су с љом у релацији En+t, t=2(2x-3)-I. Дакле, скуп О 
је најмаљи отворен скуп који садржи тачку О. . 

Међутим, со није отворен скуп, јер свака околина тачке 3/2 са
држи тачке које не припадају со. Посматрајмо затворен скуп СО и 
тачку О. Кад би постојале дисјунктне околине 01' и 02 тога скупа и 
те тачке, тада би 01 П 02 = 0. Међутим, 02 садржи скуп о, као нај
маљи отворен скуп који садржи тачку О. Стога би 01 С со, па би било 

. 01 = со, што није могућно јер СО није отворен скуп. Према томе, по
сматрани тополошки простор није, регуларан, па утолико пре ни ком

плетно регуларан те љегова топологија не може бит генерисана ни
једном унифорМном структуром. 

5. СТАВ 2.ПоШребан и довољан услов да би йосшојала генерали
сана униформна сшРукшура која би индуцирала дашу шойологију шойо

ло;,џког йросШора Т; јесше да йосшоји сисшем йсеудооколина Рйросшора 
Т шакав да, ако је Р йроиз~ољm~ зашвор~н скуйџз Т, Х йроизвољна 
шачка .из ср, да шада у Р йосшоји йсеудооколина скуйа Р 'која не 
садржи шачку Х. 



Увођеље топологије фамилијом релација 125 

ПОСЛЕДИЦА. Свака Тсшойологuја .може се uндуцuрашu једно.м 
генералuсано.м унuфор.мно.м сШрукшуро.м. 

, . 
Доказ. (i) Услов j~ .џотребан. Претпоставимо да постоји генера

лисан~ униформна структура G = {е:Ј. која индуцира једну топологију 
која не задовољава поменути ус.дов. Тада. за ',СВaIOI систем псеудо

. окоЛИНа Р ПОC'rоји затворен сI<yII.F,и таЧЈ<е,Х.Е СЕ, у Е Р, такве да свака 
псеудооколина тачке у садржи х. Тада за сваку. релацију е: из G важи 
да,уе:х,. јер би у супротном случају G индуцирало СИС1.'ем псеудоокоЛШla 
Р' у коме у има псеудооколину која не садржи х. Пошто су релације е: 
симетрцчне важило .би за свако у, хе:у. Према томе, свака ш;еудо
околина од х садржалабиу. Специјално, сваки отворен скуп· који садржи 
х садржао биу, ца биу Е СР, што је у КОНТРa.диI<ЦИји са претпоставком. 

(и)" Услов је довољан. Постоји' по претпоставци један систем 
псеудооколина Р такав да -- ако је F јатворен скуп их тачка ван тог 
скупа - тада постоји у Р псеудооколина од F која не садржи х. Ради
ћемо непрекидно у једном таквом, унапред фИI<сираном, СИСТe.z\'[у псеу
дооколина Р. 

Помоliу система псеудооколина Р дефинисаliемо j~H скуп ре
лација, за које ћемо показати да 'претстављају једну генералисану уни
формну структуру G. Затим ћемо показати да је топологија генерисана 
помоliу G идентична топологији простора Т. 

Посматрајмо једну фамилију С псеудоокоЛШla из Р која садржи 
псеуiџ)Околину сваке тачке простора. Т. Такву фамилију назив.aliемо 
покриваљем простора Т. Свако покриваље генерише на j~ocтaвaн 
начин једну рефлексивну и симетричну релацију е: дефщmсану на сле-. 
деliи начин: хе:у значи да у припада унији псеудоокоЛШla из С које 
садрже х. Пресеком С два покриваља С1 и С2 назовимо онај скуп псеудо
околина који садржи сваки пресек сваке .псеудооколине из С1 са сваком 
псеудооколином из Са. Очигледно ј е да пресек С претставља. ј ~o 
покриваље простора Т, јер пресек две псеудооколине исте таЧЈ<е у 
истом систему псеудооколина претставља псеудооколину те таЧЈ<е. 

Рела,ција е: коју С дефинише има за поCJiедицу релацију е:1 П е:.. Да 
бисмо тО доказали, приметимо да иЗ хе:у следи дау приriaдa унији псеудо 
око.лиНа из С које садрже х . Значи да у припада једној псеУдOQКОЛИНИ 
О из С која садржи х. Тада j~ О пресек двеју псеудооколиНа 01 и О. 
из С1, односно Са. Стога је О с 01' О с 02 . Према томе, и 01 и О. су псеудо
о~олинеи садрже хиу. Стога је хе:1у, хе:2У' Дакле е:=> e:l n.е:2' Значи, 
ако посматрамо скуп свих покриваља простора Т, он генерише једну 
фамилију G рефлексивIЩX и симетричних релација која. претставЉа 
базу једног филтра, дакле базу једне генералисанеуниформне струщуре. 

Потребно је да.ПО:кажемо да је топодогија простора Т идентична 
топологији генерисаној помоliу G, то јест да сваки отвореНСI<yП.прве 
ТОПОЛОГИје.јесте. отворен.ску:п друге топологије, и обратно,. 

Покaяarnо да сваки отворен скуп О из Т јесте отворен скуп топо-, 
логије генерисане помоliу·. G, За то је довољно да покажеМО да сваком 
х из О одговара једна рела,ција е: из G таква да из хе:у слеДИУЕО. ЈСон-
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струисаћемо ту релацију е:. Постоји по претпоставци псеУДооколина Р1 
затвореног скупа СО која не садржи х. на основу дефиниције псеудо
околине скупа тачака и на основу чињенице да сваки скуп који садржи 

псеудооколину неке тачке јесте псеудооколина те тачке следи да је 
Р1 псеудооколина сваке тачке из СО. Даље, отворен скуп О је псеудо
околина сваке своје тачке. Стога скупови P1 и О образују једно покривање 
простора Т. Релација дефинисана тим покривањем је таква да из хе:у 
следи у::еО, јер у супротном случају постојала би нека тачка у из СО 
чија би псеудооколина P1 садржала Х, што је супротно дефиницији 
скупа Р1 • 

Најзад, да сваки отворен скуп генерисан ПОМОћУ G јесте отворен 
скуп тополоmје Т, очигледно је. Јер, ако сваком х из О одговара е: 
из G такво да О садржи све у који се налазе у е: релацији са х, онда О 
садржи све у који припадају некој унији псеудооколина једног по
кривања које садрже х, па О садржи утолико пре све у који припадају 
једној псеудооколини тачке Х, па је отворен скуп топологије Т. 

Учинимо на крају још једну напомену. 
Услов сепарације Т1 - наиме услов да, ако су х иу две произвољне 

тачке простора, да тада постоји околина од х која не садржи у и околина 
од у која не садржи х - еквивалентан је привидно оnштијем услову -
да постоји псеудооколина од х која не садржи у, и псеудооколина од 
у која не садржи х, што је лако видети. Могло би се поверовати стога 
да је услов нашег става еквивалентан следеhем, на изглед јачем, услову: 
ако је F затворен скуп који не садржи тачку х, тада постоји отворен 
скуп који садржи Р, а не садржи х. Међутим, овај услов није екви
валентан услову става. Например, овај услов не задовољава простор 
наведен као ПРИl~ер у тачки 4, али тај простор очигледно задовољава 
услов нашег става. 

6. У услову става 2 јавља се појам псеудооколине. Да бисмо, 
тај појам избегли преформулисahемо став 2. Доказаhемо~ наиме, да 
важи 

СтАВ 2'. Пошребан и довољан услов да би Uoсшојала генерали
сана унuформна cUiРУкшура која би индуцирала дашу шоuологију шойо
лошког йросiiioра Т јесше да сваки коначан скуй у Т који је йресек 
неке фамилије ошiюренux скуйова буде заШворен. 

Доказ. Довољно је, очигледно, да докажемо еквивалентност 
услова у ставовима 2 и 2', то јест да покащемо да су следеhа два 
тврђења еквивалентна: 

Са) Постоји систем псеудооколина Р у простору Т такав да ако је 
F произвољан затворен скуп из Т, х ·произвољна тачка из Т, која 
не припада Р, да тада у систему Р постоји псеудооколина скупа F 
која не садржи х. 

(d) CвaIOI коначан скуп који је пресек фамилије отворених ску
пова јесте заТВОреН. 

Увешhемо, ради прегледности доказа, и ознаке за следеhа два 
тврђења: 
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(Ь) Постоји систем псеудо~коЈШНа Р у простору Т такав да ако 
је Х произвољ~ тачка из Т која има ОК~ЈШну која не садржи тачку У, 
тада у Р ПОСТОЈИ псеудоокоЈШна од У КОЈа не садржи· х. 

(е) Ако са Т' озна~' тополошку структуру генерисану на 
простору Е помоћу љегове топологије Т на следећи начин 

Т' је топологија директно генерисана системом псеУДОоколина 
чију суббазу претстављају сви скупови који се могу приказатИ као 
V(x),(y!, при чему је V(x) нека ОКОЈШна тачке Х у топологији Т, 
и У нека тачка из Е која у топологији Т има околину која не садржи 
Х, тада је 

Т' с Т. 

Еквиваленцију тврђеља (а) и (d) Доказаћемо тиме што ћемо 
установити да важе следеће импликације 

(а)=> (Ь)=> (d)=> (е)=> (Ь)=> (а). 

(а)=> (Ь). Нека је V(x) окоmrna од Х која не садржи у. Тада 
постоји отворен скуп О који садржи Х али неи У. Комплемент тог 
скупа је затворен, садржи У и не саДРЖИ х. Према (а) постоји у Р 
псеудооколина тог скупа СО која садржи У, али не и је. Та псеудо-
околина од СО је и псеудоокоЈШНа од у. . 

(Ь)=>(d).Претпостэвимодаје К коначан скуп који се може прика
зати као пресек фамилије отворених скупова. Показаћемо да је при услову 
(Ь) скуп СК отворен. Ради тога је довољно да покажемо да у систему 
псеУДООКОЈШна Р из услова (Ь) скуп СК са сваком тачком садржи и 
једну љезину псеудооколину. Нека су елементи од К, x1 , Х2 • ... , Xk' 

Нека је У произвољна тачка из СК. Постоји отворен скуп који садржи 
К а не садржи у. (У супротном случају пресек свих отворених ску
пова који садрже К садржао би и у, те К не би био пресек фами
ЈШје отворених скупова.) Према услову (Ь), пошто постоји околина 
тачака Хј, i = 1,2, ... , k која не садржи у, постоје у Р псеудооколине 
од у, Рј(у), које не садрже Хј, i = 1,2, ... , k. Пресек nj~l Рј(у) је псе
удооколина од У која не садржи ни један од елемената из k, те према 
томе лежи у СК. Дакле, СК је отворен, па је К затворен скуп, 

(d) => (е). Нека је О' произвољан отворен скуп топологије Т'. 
Тада је О' = Ц:rЕО'Р(х) где се свако Р(х) може приказати у облику 

Р(х) = О(х) "W(x) , 

при чему је О(х) отворен скуп топологије Т који qlдpЖИ Х, а W(x) сО(х) 
коначан скуп такав 'да за свако ,у Е W(x) постоји У топологији Т око
лина од у која не садржи х. Означимо са W,,(x) скуп свих оних еле
мената из W(y) који имају особину да се око љих могу описаm 
отворени скупови који не садрже х. Можемо писати 
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0'= u u (O(y),,-Wу(Х» 
уеОхеР(у) 

Потребно је да покажемо да је скуп О' отворен скуп топологије Т. 
Ради тога је довољно да покажемо да је за свако у скуп 

Q(y) = U СО(у) "-Wy(x») 
хеР(у) 

отворен скуп топологије Т. 

Приметимо, најпре, да је О(у):Ј Q(y):J O(y),-W(y). Стога је 
Q(y) = О(у) "Z(y) , при чему је Z(y) с Q(y), Z(y) п CWy(x) =" за свако 
х Е О(у) "- W(y) и Z(y) коначан скуп. Међутим, из ~=Z(y) п CWy(X) 
за свако х Е О(у) "- W(y), следи Z(y) с Wy(X) за све х Е О(у) " W(y). 

Покажимо да за свако х Е CZ(y) постоји отворен скуп топологије 
т који садржи Z(y) а не садржи Х. Разликоваhемо три случаја 

(i) х Е СО(у) , 

(н) х Е О(у),,- W(y) , 

(Ш) х Е W(y),,-Z(y) . 

(i) О(у) је отворен скуп, садржи Z(y), не садржи х. 

(Н) Како је Z(y) коначан скуп, нека су љегови елементи Zl' Z2' 

••• , Zk. За произвољно х Е О(у) ,-W(y) имаhемо да је Z; Е Wy(x) за i = 1, 
2, ... ,k. Стога, према дефишщији скупа Wy(x), постоје отворени ску
пови О;, i = 1, 2, ... , k који садрже Z; а не садрже х. Унија тих k отво
рених скупова јесте отворен скуп који садржи Z (у) а не садржи х. 

(Ш) Претпоставимо да у овом случају наше тврђеље није тачно. 
Тада би постојало Zl Е Z(y) И ХО Е W(y) , Z(y) такви да би сваки отво
рени скуп који садржи Zl садржао и Хо. Пошто хо не припада Z(y), по
стојало би једно ИЕР(у) = О (у)" W(y)TaКEo да хоне би припадало Wy(u). 
То значи да би сваки отворен скуп који садржи хо садржао и. Тада 
би, дакле, сваки отворен скуп који садржи Zl садржао и, па Zl не би 
припадало Wy (и), што је у контрадикцији са чиљеницом да је Z (у) с 
Wy(x) за све ХЕО (у) "-W(y). 

Пошто за свако х Е CZ(y) постоји отВорен скуп који садржи Z(y) 
а не садржи х, Z (у) је пресек једне фамилије отворених скупова. 
Пошто је скуп Z(y) такође и коначан, то је он према услову (d) за
творен у топологији Т. Стогаје скуп О(у) ,,-Z(y) = Q (у) отворен у топо-
логији Т, што је, и требало доказати. . 

(с).:---":':'> (Ь). Ако са Р означимо сиСтем псеудооколина чију суббазу 
претстављају скупови V (х)"- Iу),где је У(х) нека околина тачке хау неКа 
. ачка која има околшIy која не садржи х,тада је тај систем IIсеудо-
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. околина О према (е) - један систем псеудооколина простора Т. Нека 
је у тачка која има околину која ве садржи х. Тада у р постоји псе
удооколина од х која не садржи у - то је, lЩnpимер, произвољно 
У(х) ,(у). 

(Ь)=> Са). Нека је F произвољан затворен скуп простора Т, х 
тачка вавскупа Р. За свако у Е F постоји околина СР од 'Х која не 
садржи у. Стога према (Ь)· постоји систем псеудоокOJIИНa Р такав да 
свако у Е F има псеудоокоЈШНУ која ве садржи х. Унија тих лсеудо
околина јесте псеудоо:колина затвореног скупа F и она не садржи х. 

(СaoitшШено 11. П. 1959) 



L'INTRODUCTION DE TOPOLOGIE PAR UNE FAMILLE 
DE RELATIONS 

BOGDAN BAjSANSКI (ВЕLGRADЕ) 

Soit F une famille de relations refiexives е! symmetriques qui sont 
toutes dсШniеs sur un тете ensemble Х, telle que si ~ Е F, ~ Е F ~ 
alors i1 existe une re1ation е Е F telle que е: => ез. ~ е: => ~. 

Un sousensemble О de Х est un ensemble F-ouvert si pour х Е О 
existe une relation е:=е:(х) Е F telle que хе:у implique у Е О. Оп d6-
montre que l'ensemble des F-ouverts satisfait аих зxiотез topologiques~ 
с. а. d. que les F-ouverts sont des ouverts аи sens topologique. La fami11e 
de : relations F sur Х engendre donc une topologie dans Х. 

THЁOREмв. Soit Х un espace lopologique, muni de ја еороlосје ". Роит
qu' јl exisle иnе jamille de r~lalions F sur Х qui engendre la topologie .. 
dans Х, i1 est necessaire ее sujfisant que dans Х chaque ensemble лnј (Јиј est 
l'intersection d'une јатјllе d'enseтbles ouverts esl иn enseтble јетте. 

CORROLLAIRВ. Chaque T1-zopologie рeuе 4tre engendree par unе јаmШе 
de relations. 


