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Д. М. СИМЕУНОВИЋ 

О КРИТЕРИЈУМИМА ЗА РЕШАВАЊЕ RICCATI-EBE 
ЈЕДНАЧИНЕ ПОМОЋУ КВАДРАТУРА 

Прво, D. BERNOULLI, ~ затим EULER, показали су да се специјална 
Riccati-ева једначина 

(1) 
d о 

2 +у2=л.ха. 
dx 

може решити квадратурама ако је у љој 

4k' 
(2) ot=--- (k=0,1,2, ... ) или ot=-2 (k~+oo). 

2k±1 
Lюuvп.LЕ је доказао да се за вреднос.ти параметра ot различите од 
(2) rешеље једначине (1) не може добити помоhу квадРатура нити да 
га је Moгyhe изразити у коначном облику оо помоhу елементарних 
функција. -

Што се тиче опniте Riccati-еве jeДHa~He 

(3) . dy + Ру2+ Qy +R= О, (Р =1= O~ R =1=0) 
~ .' • "0 

где су Р, Q, R произвољне функције од х, познато је да 'се она може 
свести на линеарну једначину, па щ;ема 'томе и решити помоhу ~­
дратура,ако јој се зна један, ма који, партикуларни интеграл. 

Међутим, у литератуrи се могу нам и многи специјални кри­
теријуми када је могуће опш'fY Riccati-еву једначину решити квадра­
турама. T~ критеријуми своде се на одређене релације које морају 
постојати између. коефицијената Р, Q, R. Riccati-еве једначине (3). 

Наводимо неке од тих критеријума: 

(4) 
, '( ) 4k R==epe-2fQdx Jpe-fQdХ dx -2k±1, (е константа); 

cnецијашiO, за k = О, следи одавде 

(5) R = ePe-2ј Qdx, 

(6) 
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р р+1 р р+1 

R= S 2Р+1 +PS 2Р+1 + 
--Р- ( QS2P+l + pPS -2ф+l)' _2L (QS2P+l +PPS-2P+1)2 

2Р 2Р 
(7) 2р 

+ CPS-2P+1, [S ... -(2р+ 1) JPdX, Р константа]; 

(8) 

(а, Ь, с произвољне функције од х, а С константа); 

(9) P+Q+R=O и оnштије a2P+abQ+b2R=0, (а и Ь константе); 

(10) 'У'-Р'f"2-Ф'У+R=О, где је Ф=-(Q+2Р1f"), 

(спеЦИја1ШО са Ф = О, Ф = - Q + 2y'P.R, Ф = ~ ~) ; 

( Р')' (11) P(a'+Pa2 +Qa+R)- Q+2Pa-р =0, (а фушщија од х). 

Критеријум (4) потиче од ПЕЈОВИЋ-а [1], (7) и (8) од l<лPАПАН­
ЏИЋ-а [2], (6) од БУГАЕВ-а [2], (5) од ABEL-a [3], (9) од KURENSKOG 
[3 стр. 23-24], (10) од МитриновиЋ..а [3 стр. 23-24], док критеријум 
(11) потиче од AbDELKADER-а [4]. 

У овом раду дајемо много општији критеријум, који наведене 
садржи као специјалне случајеве. Ипак, основни циљ нам је да ука­
жемо да је сваки такав критеријум еквивалентан захтеву да општа 
Riccati-ева једначина има партикуларни интеграл одређеног типа; у 
суштини, дакле, једино познаваље партикуларног интеграла омогућује 
интеграцију квадратурама. 

п 

Показаhемо сада да се сви горе наведени критеријуми могу до­
бити као специјални случајеви једног општијег критеријума, из којег 
се може извести специјализацијом још бесконачно много других раз­
них специјалних критеријума. При томе се нећемо обазирати на 
услове о егзистенцији интеграла, јер је извођеље чисто формалног 
карактера. 

Узеhемо произвољну функцију u (х) и извршити замену про­
менљивих 

(ot) 
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На тај начин ће се оnшта Riccati-ева једначина свести на канонички 
обmш 

(Ю 

где је 

(у) 

d"Yj . 
-+"Yj2=P(~), 
d~ 

P(~) = - - - + Ри2 + Qu + R е2 (Q+2Pи)dx. 1 (dU . ) f 
Pdx . 

Функцији P(~) у (~) Може се даПI облик какав се хоће, одакле с 
обзиром на (~) и (у) имамо 

(у') . ~: + N + Qu + R = - Ре-'" f (Q+2Pи}d" • F {Ј Ре- f (Q+2Pи)dx dx} . 
Видимо да се из (у') може наhи произвољно много веза за 

Р, Q, R при којима се фУНКIЏlји P(~) у (~) може даПI унапред одре­
ђен облик. За то је довољно да се произвољно ј функцији и(х) дају 
разне одређене вредности. 

ми ћемо се овде задржати на једном специјалном случају функ­
ције PC~) у једначини (~). Према .напред реченом, једначииа (~) моћн 
ће се решити квадратурама ако је у љој 

4Ао 

P(~) = лС2k:l:1 ' 

па ће се тада н дата општа Riccati-ева једначнна моhи решити ква-
дратурама. , 

Можемо, дакле, реhи: ако uосШоји функција и(х), консШанша л 
и цео 'uозuшиван број k, шако да је 

. 4Ао 

(12) ~: + Ри2+ Qu +R= _лРе-2f(Q+2Ри)dx • [Ј Ре - f(Q+2Pu)dx Јх ]-2Ао±1 , 

ойшша Шссаti-ева једначчuна може се решиши квадрашурама~' йри шоме 
долази у обзир и k=O и k~ + ОО.' . . 

III 

Узимајуhи специјалне и, k и л, добиhемо из (12) разне специ­
јалне критеријуме. Тако за и = О добијамо критеријум (4) 

4Ао 

(А) R = -~Pe -2fQdx. (f Ре- fQdx dX) -2Н:l. 

За k=O излази одавде критеријум (5) док за свако друrо k= 1,2, ... 
и k ~ + оо добија се други. 

Десна страна у (12) упроcтиhе се ако у љој узмемо u=-Q/2P. 
Тада добијамо, извршившИ све рачуне, 

(В) .4R=~+2(~)' -4лР(ЈРdХ)-2:~1. 
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За k = О имамо одавде критеријум (6), но за свако друго k = 1, 2, ... 
и k -+ + оо добиhе се други. 

Специјално за k = О, релација (12) гласи 

(С) du +Рu2+Оu+R=_лРе-2Ј(Q+2Рu)dх 
dx - • 

. Q р 
Критеријум (7) ће се добити кад се узме и= - - - -- , а 

. 2Р 2S 

-Ј!!...dХ f С J!!...dX I<РIтеријум (8) кад се узме и= -е а • -;е а dx. Уосталом, 

~lоже се у (е) узети за и шта се хоће; свако ново u даће и' нови 
критеријум. 

(D) 

Узмемо ли у (12) л=О, добиhемо 
du . 
- +Ри2 + Qu+R=O, 
dx 

што значи да за u ТРеба узети ма какав партикуларни интеграл дате 
I\.iccati-еве једначине, што је позната ствар. У критеријуму (9) узето 
је да она има константу у = а/Ь за партикуларни интеграл, специјално 
у= 1. У (10) је узето да је партикуларни интеграл у= -(Q+ф)/2Р, 
док је у (11) узет партикуларни интеграл у= -a(x)-Q{P+P'/P2. 

IV 

На сснови (D), јасно се види да критеријуми (9), (10) и (11) 
оперишу са уцапред датим партикуларним интегралима опште Riccati­
еве једначине: унапред дата функција у = ср (х, Р, Q, R) прогласи се 
партикуларним интегралом опште Riccati-еве једначине, па се онда 
добију услови за Р, Q, R под којима ве то бити (критеријум). Пошто 
је једном један партикуларни ИН'Iеграл познат, она се може свести 
на линеарну, тј. решити квадратурама. 

Показаhемо да је у основи ово принцип и у критеријумима (5) 
до (8). Тада се општа Riccati-ева једначина своди на канонички облик 

dYj - +Уј2=л, 
d~ . 

за коју је лако уочити партикуларни интеграл. На тај начин крите­
ријуми (5) до (8) не значе ништа друго него да су општој Riccati-евој 
једначини hametHYTI-I"редом ови партикуларни интеграли: 

V}:e -ЈQdх; - Q/2P + Гл; - Q/2P + p/2S + V'i: S-2:+1; 

ь ь 

е-Ј adx
( Vл - f : е Ј ~~ dx ). 

Слично се може показати и за општије критеријуме СА), СВ) и СС). 
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v 
Р. I<лmлнин [5] У једном, свом раду испитивао је да ли се може 

помоћу партикуларног интеграла диференцијалне једначине 

du 
(13) - = M1ym1 + Маyms + '," + Mkymk, О~7nз.<m:a'" <mk 

dx 

снизити степен ПОЈПШома на десној страни; овде су t1tj цели бројеви, 
а М; ма KaI<Вe функције од х, но које нису идентиЧICИ једнаке Нули. 
При томе се може преmоставити да бројеви t1tj-l немају заједниЧI<ОГ 
делитеља (редУКована једначина) јер, ако имају зајеДНИЧICИ делитељ v 
онда већ супституција у = у-у смаљује степен. 

Резултат, до кога је дошао Р. КAmAнин, је ово: да би, не прет- . 
постављајући ништа о функцијама M i , постојала за сваки партику,:, 
ларни интеграл Yl супституција У = rp(Yl'Y) којом не се смаљити степен 
полинома у редукованој једначини (13), потребно је и довољно да 
буде mk:S;;.2, тј. да једначина буде или Riccati-ева или линеарна. Иначе 
је то могуће постићи само код извесних Специјалних једначина тога 
типа, и то са нарочитим партикуларним интегралима,а не са сваким. 

Због свега овога је јасно откуда толики разноврсни и много­
бројни критеријуми за решавање опште Riccati-еве једначине помоћу 
I<Вaдpaтypa: од свих реДУКованих једначина облика (13) само се код 
Riccati-еве партикуларни интеграл може употребити за снижаваље 
степена ПОЈПШОма по У који У љој долази, тј. за свођеље на линеарну 
једначину, тј. за решаваље помоћу I<Вaдpaтypa. Свидо сада дати кри­
теријуми, ма '\којим начином да су добијени, нисуниmта друго него везе 
између Р, Q,R које се добијају када се извесна функција од x,PJQJR 
прогласи партикулирним интегралом опште Riccati-еве једначине. 

(Саойшшено 7-Х-1959) 
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SUR LA SOLUTION DE L'EQUATION DIFFERENTIELLE 

DE RICCATI А L'AIDE DE QUADRATURES 
Ри D. М. SIМEUNOVIC (Веlgrade) 

La transformation 

(а) ~ = f Pe-Ј(Q+2Рu)сЬ: ах, у = u +"1Ј e-ЈЩ+2Ри)сЬ:, 

О\1и represente une fonction arbitraire de x~ reduit 1'equation genera1e 
de Riccati 

(Ь) ау + Ру2 + Qy + R = О, 
ах 

а 1а forme 

(е) 

0\1 P(~) est donnee par 

(а) P(~) = - ~ (~: + Ри2 + Qu + R) iJ (Q+2Pu)cb:. 

Etant donne que PC~) est completement arbitraire, оп obtient, en 
tenant compte de (а), (Ь) et Са) 

(е) ~: + Ри2 + Qu+R = _Pe-2Ј (Q+2Рu)dХ F {! Pe-!Щ+2Ри)сЬ:ах}. 
En particи1ier, si F(~)=л~lX~ ).=const, «=-~, k=0,1, ... 

2k±1 
Сшете роuт k= оо, с. а. d. «= -2), l'equation Се) se reduit а l'щиа­
tion particи1iere de Riccati resoluble рат quadratures. Dans се cas lа ге-
1ation Се) prend Ја for-me 

СЛ 

4k 

аи +Ри2 + Qu+ R= _лРе-2!(Q+2Рu)сЬ: [fpe~(Q+2Pи)cb:dx J-2k±1' 
ах. 

Autrement dit: s'il existe la fonction и, 1а constante ). et un entier 
positif k tel que 1а condition (Л soit satisfaite, l'equation genera1e de 
Riccati СЬ) peut-etre resolue рат quadratures (les valeurs k = О et k = оо 
sont aussi admises). 

De cette maniere Ја relation СЛ est un critere general donant la 
solution de 1'c~quation de Riccati рат quadratures. En choisissant и, k et 
л d'une maniere convenable, оп obtient divers criteres connus1 : de Рвуо­
VlTCН (4), d'AвВL (5), de BOUGAEFF (6), de КлRлPANDZIТСН (7), (8), de 
KURENSKY (9), de MlТRINOVlTCН (10) et d'AвDВLКADER (11). 

Notre procble general те! en evidenceque tout critere resиlte en 
imposant а l'equation de Riccati une integrale particиliere. Autrement 
dit, si l'on impose une fonction donnee а l'avance (ј) Сх,Р, Q, R,) сотте 
l'integrale particuliere de l'equation de Riccati, оп obtient une re1ation 
entre Р, Q et R et cette relation est lе critere en question. 

1 Voir le texte en serbe. 


