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. M. CHMEYHOBUR

O KPUTEPUJYMHMA 3A PEINABAIE RICCATI-EBE
JEODHAYKMHE INOMOTRY KBAIPATYPA

IIpso, D. BrrNourLl, g 3atumM EULER, TOKasamu ¢y Oa e CHeLHjanHa
Riccati-eBa jemunaumza

0 - d

+yt=lae
dx y .
MO)XKe PENIMTH KBajipaTypaMma aKo je y moj ,
)] oc-———-—41€—— (k=0,1,2,...) uma o=—2 (k- +).
2k:1:

LiouviLLE je [IOKa320 [ Ce 3a BPEJHOCTH IAPAMETPa « pasiMuHIe Of
(2) rememe jenuauuHe (1) He MO)xe MoOuTH momohy KBajparypa HUTH Ja
ra je moryhe wu3pasdTH y KOHAUHOM o6umKy nomohy €JIEMEHTAPHUX
¢dynxumja. _ _

IlITo ce Tmue omurre Riccati-eBe jeanaunue

) Z—y-+Py2+Qy+R==O,' (P#0, R#0)
. X - » ' N N ) .

roe ¢y P, O, R IpOU3BOJBHE dyuKIMje 0 x, IIO3HATO je [a Ce OHA MOXKe
CBECTH HA JIMHEAPHY je[HAYMHY, 4 NpeMa TOME M DElIMTH nomohy KBa-
Apatypa, aKo joj ce 3HA' jefiaH, Ma' KOjH, NAPTHKyJApHH HHTEIpAl.
Mebytum, y nurepatyru ce mory Habu M MHOTH cneuu]amm KpH-
TepHjyMu kKafa je moryhe ommury Riccati-eBy jemHauynny pDEIMTH KBajipa-
Typama. Tu KpuTepujymu cBofe ce Ha ofipelieHe pemanmje Koje Mopajy
nocrojaru uamehy koedpumujenara P, Q,R. Riccati-eBe jemmaumue (3).
HaBogumo Heke o TWX KpHUTECpHjyMa:
. i . 4k .
' T2zl ,
4) R=CPe-2[Qax ('{Pe‘de" dx) > (C woHcramuTa);

CIenHjanEo, 3a k=0, clean omasOe
(5) R=CPe-2Qd,

6) . 4R=%—2+2<_IQ;),+CP;
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P+ Fadl

»
R=S"zp+1(QSZP+l+PPS 2"“) +PS 2p+1(QSZ"+‘+PPS 2”“) +
) 2P 2P
2p
+ CPS 2241 [S=—(2p+1) J.de » P KOHCTaHTa];

a

e a

(a, b, ¢ npousBoibHEe GyHKUU]E OF x, a C KOHCTAHTA) ;
9 P+ QO+ R=0 n omuruje a*P+abQ+5»¥R=0, (a n b KoHCTauTe);
(10) ¥'—PY*—QY +R=0, e je ®=-—-(Q+2PY),

[ =-—e -Joe Q———(b 2% f Jo )
8

(cnemxiamio ca @=0, ¢>=—Q+2V17€, cb———i;—),

N4

(11) P(a'+ Pa+ Qa+R)—(Q+2Pa—-I;;) —0, (a dymxmja oF x).

Kpurepujym (4) motmae ox Iejosus-a [1], (7) u (8) om Kapaman-
unza [2], (6) ox Bvramsa [2], (5) ox AseL-a 3], (9) om Kurenskoc
[3 crp. 23—24},(10) ox MutruuosuEa [3 crp. 23—24], HOK KpuTepHjyM
(11) motuue onx ABDELKADER-a [4].

VY oBom pamy HMajemMo MHOrO ONIUTHjY KDHTEPHjYM, KOjH HaBEJEHE
caip:Ku Kao cuerujajme ciayuajepe. Mmax, oCHOBHM IWJb HaM je A2 yka-
’KEMO [ j& CBaKM TAaKaB KPUTEPHjYM CKBUBAJEHTaH 3aXTeBYy J2 OIIITAa
Riccati-eBa jefHAYHHA HMa NAPTHKYJIADHM MHTErpan ofpeheHor Twma; y
CYLLUTHHY, JAKJE, jEAUHO IO3HABaME TApTHKyJIapHOr WHTErpana omoryhyje
HUHTErPalHjy KBajpaTypama,

II

ITokasatieMo capma Oa ce CBu rope HaBeNEHH KPHTIEPHjYMH MOry Jo-
OUTH Ka0 CHeNUjaJiHu CIIyYajeBu jeNHOT OIMUTHjEr KpHTEPHjyMa, U3 KOjer
ce MOYKE H3BECTH CIICHHjaIN3aINjoM jol (eCKOHAYHO MHOro APYITHUX Das-
HEX croenujamHux Kputepujyma. Ipm Tome ce nehemo ofasmpatn Ha
YCJIOBE O ersuCTEHIMjU HMHTErpana, jep je mu3Boheme umcro QopmanHor
Kapaxrepa.

Vaehemo npomssBobay (yrkupjy u(x) ¥ M3BPIIMTH 3aMEHY IpO-
MEHJbUBHX

(@ £ f Pe-J(Q+2Pids gy | 3y e gy 4 mo— [ (Q+2PuNE
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Ha raj mauwn he ce omurra Riccati~eBa jennauyuna CBECTH Ha KAHOHHUKM
o6mIx

dn o
rae je
() FE)= —};(Z: + P+ Qu+R) I(Q+2Pu)dx_

Oyuxnuju FE) y () Moxe ce jath 06K Kakas ce Xoke, oaxe ¢
obsupom Ha («) u (y) uMamo :

COIE Z—+Pu2 + Qu+ R= — Pe—J (Q+2Pusax , F{ [Pet (Q“P“)""dx} :
X

Bumamo ma ce u3 (y') moxe HabhM IPOMSBOJ/EHO MHOTO Be3a 3a
P, O,R mpu xo;mvxa ce dynxuuju FE) y (B) moxke marm yHamperq, ozipe-
ben o6muk. 3a TO je HOBOJBHO A3 Ce NMPOH3BOJBHO] Qymxmuju u(x) najy
pasHe ofppelieHe BpPEXHOCTH.

Mn hemo ce 0BRe 3agpyKaTH HA jeIHOM cneuu]amiom ciaydajy GyHk-
muje F(E) y jepmaummm (B). [Ipema manpes pedeHoM, jenHauuHa (B) Mok
ke ce pemurn xsanparypama aKo je y mo;

F(E) AE 2k:l:l’

na he ce Tama m jmara ommra Riccati-eBa jepHaudHa MohM peIMTH KBa-
IpaTypama. ,

Moskemo, makne, pehu: axo docidoju @ynxyuja u(x), Kowcidianiia *
u yeo Hosumusarx Opoj k, ihaxo d0a je -

: 4k
(12) 53+Pu25+ Qu+ R= —\Pe2J(@42R0ts [ [ pp=[@iapude g, T

otuina chcatz—eaa Jednauuuna moxce ce pewsuitiu Keadpaitypama; @pu tiome
Oonazu y obsup u k=0 u k> + o .°

III

Vsmvxa;ylm coeljanue u, k& 1 A, HoOmhemo u3 (12) pasHe crenu-
janme Kpm'epn]yme Taxo 3a u=0 gobujamo kputepujym (4)
4k

(A) : R —?\Pe—zfqu~ (f.Pe,—Ide dx) T3kEL

3a k=0 msnasu omasfe xpurepujym (5) DOK 3a cBako Apyro k=1,2,...
" k— + o0 mpobuja ce APYrH.

Hecua crpama y (12) ympocruhe ce ako y m10j y3memo u= —Q[2P.
Tapa moGujamo, M3BpLIMBIN CBe pauyHe,

®) ‘4R=%+2(%)'—41P(dex)_%.
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3a k=0 umamo omaBhe Kputepujym (6), Ho 3a ¢Bako Apyro k=1,2,...
u k— + o pobuhe ce npyru.

Cuenujanso 3a k=0, penanuja (12) raacu

d - u,
(C) C4 o\ Put+ Qu+ R= —)Pe~J@r2pids
dx
. : p
Kpurepnjym (7) he ce mobutu xap ce yame u= ~— Q9 £ a
o 2P 25’

b b
. - —dx C —dx
xrutepujym (8) xam ce ysme wu=-—e 2%, f —ej. @ dx. VYocranom,
a

moxe ce y (C) ysetn 2a u 1ra ce xohe; cBako HOBO u nahe ¥ HoBH
KpHUTEPHjyM.
Vamemo s y (12) A=0, mobuhemo

: d :
(D) —‘;3+Pu2+Qu+R=O,
X

LITO 3Ha4YX Ja 3a u TPeba y3eTH Ma KaKaB MApTUKYJIADHM HMETErpaj pare
Kiccati-eBe jegHauMHe, INTO je mMo3HaTa CrBap. Y Kpurepujymy (9) ysero
je [a oHa MMa KOHCTAaHTy y=a/b 32 NapTHUKYJI2DHHM KHTErpal, CICLHjaIHo
y=1. ¥ (10) je ysero ma je mapTurynapHd ugrerpan y=—(Q+ P)/2P,
oK je y (11) yser mapruxynapuu wmurerpan y= —a(x)— Q[P+ P'[P?,

v

Ha ccuoBu (D), jacuo ce Buau ma xputepmjymu (9), (10) u (11)
ONEepUIY Ca YHAmpex AaTUM MapTUKYJIapHUM HMHTerpajuma omiure Riccati-
eBe jemHaumse: yHanpex nHata dyHkiwmja y=¢ (x, P, Q, R) npornacu ce
NapTUKYJIapHAM MHTETpajioM omuTe Riccati-eBe jemnauyuHe, Ta ce OHZA
nobujy yeaod 33 P, Q, R nox kojuma ke to 6urn (kpurepujym). Ilomrro
je jenHOM jefiaH TApTUKYJaPHH MHIErpaj II03HaT, OHA Ce MOMKEe CBECTIH
HA JIMHEApHY, Tj. PELIWTH KBafipaTypama.

ITokazaheMo fa je y OCHOBM OBO NpuHLMI M YV Kpurepujymmma (5)
mo (8). Tama ce onmra Riccati-eBa jemnauumHa CBOIY HA KAHOHHUYKH OO
éﬁ- +9i=2,
dg -

32 KOjy je NaKo yOuWTH NApTHKYJNapHM mHTerpai. Ha Taj HaumH Kpure-
purjymu (5) mo (8) He 3Have HMIITA Apyro Hero fAa cy omurroj Riccati-eBoj
jeAHaurHY HAMETHYTH “peJIOM OBM NapTUKYNApH{ WHTErpaiu:

Ve 1%, _oppyRs —opp+ pp2s+ S THA
Ty 2 S
€ (ﬁ fa e dx).

CrauyHo ce MOXKE IIOKA3aTH M 3a ommurdje kputepujyme (A), (B)u (C).
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v

P. Kamanun [5] y jemHoM cBoM paxmy HCIHTHEAO je Ja JIk CE MOMKE
nomohy mapTHKynapHOr WHTErpaja AudepeRmmjanHe jexHaumHe

i |
(13) 7:- = Myymit May™ + - - - + Miy™h, 0Smy <y - - <m

CHH3UTH CTEHEH IOJHMHOMA Ha JIECHOj CTpaHH; OBME Cy m; Lenw 6'po;eBn,
a M; ma xakBe ¢yuKImje Of X, HO KOje HHUCY HACHTHUKHK ]e,tmaxe HyJH.
IIpu ToMe ce MOIKe IIPETNIOCTABMTH Ja OpojeBH m;—1 Hemajy 3ajemHHMUKOr
Aemure/ba (pelyKoBaHa jEAHAYMHA) jep, aKO HMMajy 3ajeMHMUYKM JEIUTETh v
oHAa Beh cymermTymmja y =Y~V cmamyje cremeH.

Peaynrar, no kora je momao P. KamanuH, je oBo: na Ou, He mper- -
nocraBbajyhu Hmmra o Qysxummjama M;, IocTojaysa 3a CBaKH NapTHKY-
JIApHM HHTETpan ¥y, cynctarymuja y =¢(y,,Y) kojom Ke ce cMamuTH creneH
ONHHOMAa Y penykoBaHoj jemmaumem (13), noTpefHo je m AoBOJBHO a2
Oyne mp=<2, Tj. Aa jexHauuna Gyxe mmm Riccati-eBa wiu nuneapua. Huaue
je To moryhe mocThM CaMO KOJ HM3BECHMX CIENHjaJHHX jefHAUMHA TO2
TUMA2, M TO €2 HAPOUMTHM IAPTHKYJIADHUM WHTECPANMMa, 3 HE Ca CBAKHM.

300r cBera -0OBOTa j& jacHO OTKYAA TOJHMKHA PA3HOBPCHH M MHOIO-
OpojHI KpHUTepUjyMH 3a peluaBame omuTe Riccati-ese jemuaumme momoky
KBafipaTypa: Of CBUX peAYKOBaHUX jemHaumHa obOnmka (13) camo ce Kox
Riccati-eBe mapTHKyJIapHH MHTETPAaNl MOXKE YMOTpeOHTH 32 CHIYKABAaEE
CTeleHa IIOJIMHOMA 110 ¥ KOjH Y H0j JOJIa3u, Tj.3a cBohele Ha JIIHeapHY
jc;(natmny, !1(33 pelaBame nomoky kBampatypa. Ceu o caja Jaru KpH-~
TEPHjyMH, M4 ‘KOjHM Ha9HHOM Ja Cy JoOujeHH, HHCY HMINTa APYTO HEro Bese
usmeby P,Q,R koje ce pobujajy xama ce maBecHa ¢Qynximja og x,P,Q,R
IPOIVIaCH NAPTHUKYJIUPHUM KHHTErpajom omure Riccati-eBe jemHaumHe.

(Caciwiideno 7-X-1959)
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SUR LA SOLUTION DE L’EQUATION DIFFERENTIELLE
DE RICCATI A L’AIDE DE QUADRATURES

Par D, M. SIMEUNOVIC (Belgrade)
La transformation
@ g =J'Pe—I(Q+2Pu)dxdx , y=utn e—_f(Q+2Pu)¢’=’

ol u représente une fonction arbitraire de x, réduit I’équation générale
de Riccati

) gZ+Py2+Qy+R=O,
X
a la forme
dn
— e __ F
(C) dE K] (2)3

ou F(§) est donnée par
(d) F()= —-_1}3_ (gl‘.l_puz +Ou + R) (2] (@+2Puds,
X

Etant donné que F(§) est complétement arbitraire, on obtient, en
tenant compte de (a), (b) et (d)

(e) gt—l +Put+ Qu+R=— pe=2@+2Pad= g {f ped (Q+2P")dxdx}.
x
En particulier, si F(£)=3E%, ir=const, a= ——4£——, k=0,1,...
2R+t
(méme pour k=0, c.d.d. a=—2), Iéquation (c) se réduit a I’équa-
tion particuliére de Riccati résoluble par quadratures. Dans ce cas la re-
lation (¢) prend la forme

4%
du - _ dx 5 7 2R%1-
(f) I +Pu+QutR=—)Pe 21@*”’“"”‘”&. @apdeg, | 2t

Autrement dit: §’il existe la fonction u, la constante A et un entier
positif % tel que la condition (f) soit satisfaite, 1’équation générale de
Riccati (b) peut-étre resolue par quadratures (les valeurs 2=0 et k=
sont aussi admises).

De cette maniére la relation (f) est un critére général donant la
solution de I’équation de Riccati par quadratures. En choisissant u, 2 et
A d’une maniére convenable, on obtient divers critéres connus': de Pevo-
vitcH (4), d’ABeL (5), de Boucarrr (6), de Kararanpzirca (7), (8), de
Kurensky (9), de Mitrmvoviten (10) et d’AspeLkaper (11).

Notre procédé général met en evidence que tout critére résulte en
© imposant & 1’équation de Riccati une intégrale particuliére. Autrement
dit, si 'on impose une fonction donnée a ’avance ¢ (x,P, O, R,) comme
Pintégrale particuliére de Péquation de Riccati, on obtient une relation
entre P, Q et R et cette relation est le critére en question.

' Voir le texte en serbe.



