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РАСТКО СТОЈАНОВИЋ 

О КРЕТАЊУ НЕПРЕКИДНИХ 
ДЕФОРМАБИЛНИХ МАТЕРИЈАЛНИХ СИСТЕМА 

СА КОНАЧНИМ БРОЈЕМ ПАРАМЕТАРА 

1. УВОД 

При проучавању кретања недеформабилног материјалног система 
(т.зв. чврстог тела) унапред уводимо претпоставку да су растојања 
међу тачкаыа система за време !<ретања непроменљива. Увођењем двају 
координантних система, реЦЕМО хј и хј (i = 1,2,3), уз претпоставку да 
је за време кретања xi=const. за сваку тачку система, проучаI?ање 
кретања недеформабилног система је еквивалентно са проучавањем 
групе изометрискР.х трансформација 

О.l) 

(1.2) 

. _јј г.;:l -2 -3. 1 2 6) -јј г.;: ) • ха - ,х, х ,х , а, а , ... ,а ,= ,х, а , 

-хј - тј (xl х2 х3 • a1 а2 а6) - тј (х а) ., -т " , , , ... , '=т , , 

где су аС1 (ос = 1,2, ... ,6) параметри трансформационе гр;упе и прају 
улогу коорДИната чврстог тела. Како су хј при кретању непроменљиве 
величине, то ве xi зависити од времена преко параметара аС1 и 

(1.3) 

јесу коначне једначине кретања. Познато је да групе изометрисю:х 
трансформација у тро)Џ!мензионом еуклидском простору Ва зависе од 
шест међусобно независних параметара, чији се број може смаљити 
само ограничењем слободе покретног триједра (односно тела) везама. 

Ако су gjj и 'Сјј координате метричког тензора у Ва У односу на 
координантне системе хј и хј, респективно, потребан и ДОВОЉан услов 
да трансформације (1.1) и (1.2) одре ,у ју надеформабилно кретање јесте 

(1.4) 2ејј= gkZI!(X, а)Ј дХ: д:_сјј= О, 
дхј дх1 

или 

(1.5) 
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Међутим, ако горљи услови нису задовољени, кретаље одређено 
једначинама (1.1) и (1.2) није недеформабилно, а величине ејј и ёјј 
одређују Green-St. Vепапt-ову меру деформације при таквом кретаљу. 

Циљ овог рада је проучаваље кретаља непрекидног материјалног 
система под дејством датих сила, а под претпоставком да је кретаље 
одређено неком непрекидном трансформационом r-параметарском групом 
Gr која, у оnштем случају, није група изометрије, тј. ејј =1= о. Природно, 
можемо допустити да групе изометрије буду подгрупе опште Gr • Општа 
расуђиваља ћемо применити на случај када је посматрани материјални 
систем еластичан, при чему ћемо се ограничити на мале деформације 
како би веза између напона и деформације била линеарна и ТI~Me у 
примерима избегнуте небитне тешкоhе анаЛИТIrчке природе. 

2. ОПШТА ТЕОРИЈА 

Свако кретаље непрекидног материјалног система можемо посма
трати као непрекидну трансформацију неког подручја So (почетна 
конфигурација система) у неко друго које се меља са временом 
(конфигурација S(t)). Нека је хј у Ва неки непроменљив систем 
коорд-йната. Свакој тачки РО у конфигурацији So одговара тачка 
Р у S и обрнуто, тако да између· тачака у So и S постоји обострано 
једнозначна коресподенција са пунктуалном трансформацијом x~o - x~: 

(2.1) 

и обрнуто 

(2.2) 

х ј =јј(х ) 
Р РО ' 

. Овој пунктуалној трансформацији можемо асоциирати НООРДИ
натну увођељем превученог1 (в. [1], стр. 102) координатног система 
хј на тај начин што претпостављамо да је у односу на нови систем, 
КООР д:шата Xi: 

(2.3) 

Како овај израз вреди за све тачке подручј'а So и S~ то је xi превучени 
КООРД"dнатни систем - превучен пунктуалном трансформацијОJlil - а 
одговарајуће координатне трансформације су 

(2.4) д .) 
Det( д~ =1= О 

и инверзне 

(2.5) 

1 Бројеви у угластим саградама [ ) односе се на списак литературе приложен 
па крају. 
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Из дефиниције превученог координатног система произилази да 
за сваку таЧI<y Р у S и за сво време кретаља јесте ха = const. Ј едначине 
(2.5) и (2.6) претстављају везу између машеpuјаЛ1lUX координата Х' 
таЧaI<а у S и йросШорнux координата xi истих материјалних таЧaI<а. 

Наша основна претпоставка је сада да шрансформацuје (2.5) обра
зују неку неирекuдну коначну r-йарамeiЛарску груйу G,. Тада је кретаље 
у omnтeM случају ОдРеђено једначинама 

(2.6) 

при чему су 

(2.7) 

х' = Ji (Xl, Х2, х3 ; a1, а2, ••• , аТ) =р ех, а), 

-" . ( 1 -,~ --~ 1 2 )' ( ) х' = ср' х ,.;г, ~-; а , а , ... ,а" = ср' х, а , 

(ос = 1,2, ... , Т) 

непре:кидне фУНI<ЦИје времена и претстављају коначне једначине кре
таља; вредности параметара аОС у датом тренутку времена одређују у 
потпуности конфигурацију S. За неке вредности a~ трансформације 
(2.6) су идентичне, , 
(2.8) xj=P(x~ ao)=Xi; xj=cpj(x~ ao)=xi 

и одговарају почетној конфигурацији So. 
За материјалне системе чије је кретаље у потпуности ОдРеђено 

неком групом GT~ где је r коначан цео број~ казaliемо да имају r сте
пени слободе. 

Брзина тачке Р у S је 

'v' dвJ dxi = х'ј. 
- dt 

МеђY'fИМ, просторне координате у (2.6) зависе од времена преко а:ОС , па је2 

(2.10) vi ;"" дxi a'OC=P~ (х, а) а'ОС, 
даОС 

или, према првој Lle-овој основној теореми теорије непрекидних тран-
дxi· (л) 

сформационих група ([2], стр. 376) - = ~(Л) (х)Аос (а) и 
даОС 

I Користећи се у овом раду елементима тензорског рачуна доследно ћемо 
користити и конвенцију за сабираље по два пута поновљеним индексима. Уколико 
у тексту не буде другачије щзначено латввскн индекси ће узимати вредности 
1.2.3. а грчки 1.2 •... • Т. Индекси који нису тензорског карактера биће стављени 
у заграду да бисмо избегли нејасиости. на пример. ~~ значи ј-ту коитраваријанту -координату вектора ~()..) а индекс л означава редни број вектора. којих је укупно т: 

-+ -+ -
~(ф ~(2), ••• ,.~). 

ј 



96 PaCTI<O Стојановиli 

(2.11 ) v i = ~~Л) (х) A~) (а) а'а, 
~i. • 

где с,о,) претстављаЈУ основе векторе померања групе, контраварИЈантнс 

при КООРДf:натним трансформацијама у Ез• Изрази (2.10) н (2.11) нам 
с могућу ју да нашшемо израз за живу силу Сl'.стема S. 

Нека је g;j основни метрички тензор и нека је mр маса везана за 

тачку (деш;Ь.) Р; гмамо 

(2.12) 

одно:но 

(2.13) 2Т= 2,mp gij p~ (Х) а) p~ (Х, а) а'а a'~· 
р 

Конфигурација S(t) и кинетичка енергија посматраног материјал
ног систеРiЩ су потпуно одређени параметрима а<Х групе Gr• Стога мо
жемо посматрање материјалног система у Ба да сведемо на посматрање 
кретања једне тачке у групном простору Пr У коме су координате 
а\ ... , аТ а риманска lI:етрика је одређена кинеl"llатичким линиским еле
ментом 

(2.14) 

где је 

(2.15) 1 аеЈ "" 1:i 1:ј А(Л) А(Л) "" рј рј la~ = L.mрgiЈ"'(Л) "'(џ.) <х fL = L.mpg;j <х ~. 
р р 

Пr је конфигурациони простор система S. Свакој тачки у Пr одговара 
једна потпуно одређена конфигурација S jI обрнуто. 

Величине 

(2.16) 

зваЋемо коефицијентима инерције посматраног система у односу на 

параметре аЛ и afL • . 

. Термин "коефицијенти инерције" смемо да уведемо овде стога 
што претстављају непосредну генерализацију онога што у теорији не
деформабилног кретања називамо коефицијентима инерције, премда се 
обично другачије нешто дефинишу. 

у Ва, У односу Декартове IIравоугле координате, вектори ;h, имају за групу 
изометриских трансформација (т. зв. групу кретаља) координате 

..... ..... ..... 
~(l)=(I;O,o); ~(2)=(O,I,O); ~(з)~(о,о,ll; 

..... ..... ..... 
~(4) = (О, хЗ, _х2 ); ~(5) = (-х3,О, x 1 ); ~(6) = (х2, -x1,0 Ј· 

{ 

1 i=· 
Изрази за коефицијенте инерције ЈЛ[Ј., одређени са (2.16), пошто jegjj=Ojj= О: i: ј 

ч:: 
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(Кrопесkеr-ови симбоЈШ), дају 

J11 =Јаа=Јаа=! mр =-М (укупна маса система) 

Ј«= L: mр [(х,,)1 + (4)2]; Јаа= L: mр [(хј,)2 + (х}:.)']; Jss=L: mр[(хј:.)1 + (х}»I]; 
р Р Р 

J15=-L:mp xj,; J1S=L:mpxj,; Ј.,- L:mpxj,; J2s=-L:mpx}:.; 
р р р р 

Ја4= - 2: mрх,,; Јаs= 2: mрхј:.; 
р р 

Ј,а=- L:mpx}:.xj,; Jse=-L:mpx"xj,; J"=-:L:mp4x}:., 
р р р 

Према томе, матрица (Јлџ.] је идентична са матрицом инерције <щрстог тела ([4], 

стр. 5). 

Сада за живу силу деформабилног материјаJПIОГ система S мо-
жемо писати . 

(2.17) 

при чему 1<оефицијенти Јлџ. не зависе од параметара aIX • 

Не1<а на таЧ1<е Р система S делују силе рХј• Према (2.11) је 

(2.18) 8~~ = ( дх
ј

) 8 а'а. = ;~ A~ 8аСС , 
dxIX р 

па за рад 'сила Х; на помераљима 8хј можемо писати 

8А= 2:рХ; 8xip = 2PXi;~A~8aIX. 
р р 

Величине 

(2.19) ХIX d4f 2: рХ; ~ A~ 
р 

" , 

очигледно зав~'_се само од 1<ООРДИната репрезентативне таЧ1<е у групном 

простору Пr у 1<оме претстављају 1<оординате 1<оваријантног ве1<Тора и 
зваћемо их генералисаним 1<ООРДинатама силе у Пr • 

Полазећи од d' Alembert-овог пршщипа, можемо сада извести 
диференцијалне једна'lине Kpeiйaњa. Не1<а је рХ; сила 1<оја делује на 
тачI<y Р, HeI<a су ~ 1<оординате те таЧ1<е и HeI<a је 2Тр љеНа жива 

сила; УI<yПНа жива сила читавог система s износи 2Т=.22:' ТРз где 
р 

се збир протеже на све таЧ1<е система. D' Alembert-ов приНIЏШ гласи 

7 Зборник Матсмаmчког института 
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(2.20) 

где је тр маса тачке Р, а WPi љено убрзаље, док је a~ виртуелн() 

помераље. Како је 

и 

(2.21) 

Већ смо у (2.19) стаБWШ да је 

LPXi axi = Х(/. 8а(/.. 
р 

За виртуелни рад ииерционих сила имамо 

(2.22) t(:C ~~~ - ~~~)8х~=~[:С(gЬХ'Ј)-gklГ~~:~]р(:~)р8а(/.~ 
где је г: Christoffe1-0B симбол друге врсте формиран с обзиром на 
gii. Развијаљем десне стране израза (2.22), узимајyhу у обзир (2.16) и 
(2.17), добиliемо да је 

",,(~ дТр _ дТР)ах; = (~дT _ дТ)8а(/. f dt дх'Ј, дx~ р dt да'(/. да(/. • 

Заменом овога у (2.20) коначно за d'A1embert-ов пршщип следи израз 

[Х(/. - (~.!I.-) Ј 8а(/. = О. dt да'(/. 

Како су варијације 8а(/. потпуно произвољне и слободне, добивамо 
диференцијалне једначине кретаља у облику 

(2.23) ~ дТ _ дТ _ Х ( 
- ot (/.=1,2, .... Т). 

dt да'(/. да(/. 

Интеграли а(/. = а(/. (t, ао, a~), где је a~ (/. почетна брзина репре
зентативне тачке у I<ОНфигурационом групном простору, У потпуНости 
одређују кретаље непреI<ИДНОГ материјалног система S, ако је кре

таље дато групом Gr • 
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3. ГРУПЕ ИНФИНИТЕ3ИМАЛНИХ ТРАНСФОРМАЦИЈА 

у многим мехаIШЧКИМ процесиМа су отступаља конфигурације S 
од почетне So довољно мала да трансформације (2.6) смемо сматрати 
линеарним. Развијаљем трансформацио1ШХ једначина у ред у оl<олини 
a~ добивамо 

(3.1) x,=xj+(acx_a~)(дX') +~(acx-a~)(a(3-a~) ( д
2

х· ) + ... 
даСХ о 2 о да" да!3 о о 

Сматрајмо сада раЗJIШ<е aCX-a~ довољно малим тако да све члаНове 
реда у којима се те разJIШ<е јављају на степену вшпем од првог 
смемо занемарити; тада је 

(3.2) 

јер за аСХ = a~ имамо х' ==:х' и 

( дХј) = ;ЬЈ(х) A~ (ао). 
даСХ о ' 

Како је A~ (ао) = const., Mo~eMO ставити да су 

сЛ=(аСХ-а~) A~(ao) 

сада нови параметри ~аНСформаЦионе групе и 

(3.3) х' = х' + сЛ ~(x). 

Ове трансформације су, очигледно, идентичне за с;; = о . 
Вектори ~~ одређују r једноnaраметарских трансформација из 

којих се састоји наша посматрана Gr • у односу на сваку од ових 
трансформација можемо одредити одговарајућу инфинитезималну 
ефЈ<'Мl . ii према (1.4), што ,се своди на 

(3.4) 

где је Vi сИмбол к6варијантног диференцираља по координаm х' а у 
односу ,на метрику gij. Укупна деформација система ће сада бити дата са 

(3.5) 

а ё('A)i1 су комnонеталне деформације у одговарајућим правцима ~bJ· 

Из (3.3) за брзину система S имамо 
оо dx' . 
v'=-=~с'Л 

dt о 
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па ће, према (2.13), жива сила бити 

2Т = Јлџ. с'), с'}1 , 

Пр<I чему су 

(3.6) Ј - ~ -,.ј,.ј 
).[.1 = L. трgјјl:,щ 1:,«(.1) 

р 

коефицијенти инерције за поме~ања у правцима ~~Л) (х) и ~~}1) (Х), тј. у 
односу на координаТе с), и сџ. систеМ::l у групном конфигурационсм 
простору. 

Како су виртуелна померања сада 

(3.7) 

за елементарни рад можемо П': сати 

(3.8) а А = L РХј ~~),) (х р) ас), , 
р 

па су генералисане силе 

(3.9) 

у случају 1. нфинитезималних трансформација диференцијалне јед
начине кретаља ће имати једноставнији облик 

(3.10) Ј- ил Х 
л(.1 С = (.1' (сил ;;: d2 ?, ') 

dt2 

. 4. ПРИМЕНА НА ЕЛАСТИЧНЕ СИСТЕМЕ 

диференцијалне једначине (2.23) l'fюгу обухватити најопштији 
случај сила. Међутим, овде ћемо посматрати случај када је посма
трани метеријални систем So еластичан: при кретаљу So -+ S јављају 
се унутрашље силе - напони - који са своје стране утичу на кре
таља. Претпоставиhемо да је систем So хомоген и изотропан и да су 
помераља довољно мала,· тако да за везу између напона и дефор
мације можемо узети Hooke-ов закон 

( 4.1) 

где су л и (.1 Lame-ове константе еластичности, а I l прва инваријанта 
тензора деформације ёјј. 

Ако са dVo обележимо заnpемински елемент посматраног ела
стичног тела у конфигурацији so, за рад еластичних сила на вир
туеЛRИМ помераљима имамо познати нзраз 
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(4.2) аА'= fgikgilС;јаёkldVо. 
УО 

Како је према ·(3.5) 

(4.3) 

јер су у (3.5) само параметри сА npоменљиви~ ~обивамо· 

(4.4) а А' = f gik gil tjJ ёооk1dvоаrf . 
УО 

За генералисане еластичне СИЈIе можемо сада писати 

(4.5) Х, а·Ј f-fk -д т - - dV: л = g g С;ј .. q erq есхщ о . 
УО 

Опште диференцијалне једначине кретаља сада ће гласати 

(4.6) ~ дТ _ дТ = ХО( + Х' , 
dt да'О( даО( о( 

где су ХО( генералисащ;; запремИнске силе~ а X~ генерарисане. ела
стичне силе. 

Ако се посматрани материјални систем креће под једновременим 
дејством и заnpеминсI<ИX и еластичних сила није нужно да трансфо}:
мације које карактеришу то кретаље буду у потnyноСТИ: инфинитези
l\-laлне. Ово у толико пре што спољне запреминске силе, према томе 

. каквим је везама огранич,е~а слобода кретщьа посматраног тела, могу 
довести до је.Цновреl'4еног - у односу на известан број параметара;.
деформабилног и - у односу на остале параметре - недеформабилног 
кретаља. За naraMeтpe у односу на које је крет.1ље деформабилно 
щ:етпостављаhемо да се мало разликују од вредности које имају у 
почетном положају, док остали могу имати произвољне вредности. 

За примену на конкретне проблеl\-lе потребно је одредити - или 
на ма који начин унапред познавати - трансформациону групу Gr 

која одређује карзктер посматраног кретаља; . док у случају недефор
мабилног кретаља знамо да је то 6-параметарска група изометриCI<ИX 
трансформација еуклидског npостор~, чији нам је аналитички облик 
добро ПОЗНLТ, З1 деформабилно кретаље а prz'ori не можемо реhи ништа. 

За известан број проблеМl, међутим, потребне податке може да 
да еластостатика. ПреТПQставимо ли да се посматрани· еластични 

систем Сограничавамо се на хомогене изотrопне системе) креће под 
дејством запреминских сила Хј и да су дати гранични услови, поме
раља t!- ~ј(л) морају у положају равнотеже да задовољавају систем 

Lamе-ових једначина 

) дl(О()l Х 
сО(лd~(О()ј + СЛ +!Ј. (,СХ --+ ј= О, 

дх' 
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где су ~C()i коваријантне координате вектора КОМIlоненталних поме
рања, а ~C()l је прва инваријанта тензора ё(С()и КОМIlоненталне дефор
мације. 

Нека је решеље статичког проблема облика 

иt = c~ 'I"(C()i ех) , 

где су 'I"(C()i међусобно независне фушщије положаја. Ако се решеље 
може изразити помоhу коначног збира тога облика, онда је кретаље 
истог тела у истом пољу сила и са истим граничним условима кара

терисано групом инфинитезималних трансформација 

xi = xi + ui == Х' + d- ~i " ~i = -(;'1" '->ОЈ "о.) - g ОЈј 

при чему су ~ вредности параметара групе у равнотежном положају. 

5. ПРИМЕРИ 

Напред изложена општа разматраља примeниhемо на два елемен
тарна примера. Један пример ће садржати једновремено деформабилно 
кретаље и недеформабилно, док ће се други односити искључиво на 
деформабилно. 

1. Раван хомогени кружнu елаcUiuчнu диск обрliе се око осе кроз 
средuшше, уйравне на диск. 

Нека су (У, q» у равни дv.ска непокретне поларне координате 
(просторне координате) тачака диска. Сматрајуhи центриФУГалну силу за 
запреминску, Lзmе-ове једначине дају за l<оординате вектора помераља 

Ur==U= ау3 + Ьу; и~ = О. 

Положај тачака диска (тј. конфшурација S за време кретаља) 
одређен је помоhу три параметра - а и Ь који одређују дилатацију 
полупречника и ос - угао обртаља диска. Ако као материјалне коор
динате тачака диска уведемо поларне координате (Ј, ~ које се неће 
мељати за време кретаља, имамо 

у=т+и(у); q>=q>, 

па је, ако је Оху Descartes-ов систем координата у равни диска, са 
почетком у непомичном средишту О диска, 

х = r cos(q> + ос); у =у sin (q> + ос). 

Жива сила диска је ср је густина диска) 

2Т = Р fСХ'2 +у '2) dVo= 

УО 
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112 
-МR8 а'2+-МR2 [Ь'2+(1 + 2Ь) !Х'а] +-МR'(а'Ь' +аос'2). 
4 2 3 '. 

За поларне координате је grr= 1, ј<р<р=;8, тако да за КООРДИ
Еате тензора деформације добивамо према (3.4) и (3.5): 

ё,.,. =ё 3а;2 + Ь; ё,.tp = О; ёtptp =,2 (ат2 + Ь) . 

Из (4.1) следи да су коваријантне координате напона 

ё" = 2аr2(2л + 3џ.) + 2Ь(л + џ.); trtp = О; itptp = 2r2(л + џ.) (2~T2 + Ь), 

.а контраваријантне координате Ёјј =јА gi1 tkl не бити 

trr"'Etrr; 'irIP = О; itptp ~ ~(л+ џ.)(2аrз + Ь). 
т2 

Према (4.3) имамо за виртуалне деформације 

8ё". = 3т2 8а + 8Ь; 8ё,.tp = О; 8ёсрtp = iЗ(Т28а + 8Ь), 

па из (4.5) добивамо изразе за генералисане еластичне силе 

X~=-2~R' [~ R2а(8Л+llџ.)+2Ь(Л+џ.)} 

X~=-2~R2 [~ R2a(4~+ 5(L)+'2Ь(Л+(L)]~ 

X~=O. 

1Iошто се диCl< обрне по инерцији, координате спољних сила су 

Xa=~=X!x=O' 

Диференцијалне једначине :кретаља (4.6) сада li.егласити 

{5.1) ~(~MR6 a:+~MR'b')'- ~MR'!X'2=X' 
dt 4 3 3 . а, 

(5.2) 

Ове се једнаЧlШе односе на параметре а и Ь У односу на које је кре
'Таље деформа,фuIНО. Тре~naраметар осnpетста~. ЦИЮIИЧI<y КООРДИ
Еату са одговарајyliим интегралом. ..... '.,' . , . 

(5.3) . !X'[~MR2 (1'+ 2b)+~klR"'a];= ,const. =~M.R2 ~.:'''' 
'2 . 3 " '2 'V 

. ,... . ~ . " ", , . ~ . ~~' . , . .... 
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Из диференцијалних једначина кретаља другог реда добићеАtО' 
услове рав1l0шеже ако йрешйосшавимо да нема убрзања~ тј. а" = Ь" = О. 
Ако обележимо угаону брзину обртаља диска са (1.' = си, из (5.1) и (5.2) 
добиhемо вредности параметара у равнотежној КОНфИГУрaIЏiји: 

1 рси2 
а. = - ---'----

2 4)..+ 7f1. 

Ако уведемо ознаку 

коваријантне координате тензора напона у равнотежној конфигурацији 
ве бити 

- 3 + ~ 2 R2 -2 1 + 3~ 2 -4 t =--рси r - --рси Т, 

"8 8 

док су фИЗИЧI<е координате 

- - - 3 + ~ 2 R2 1 + 3~ 2 -2 
tT = trr ; t, = -8- рси - -8- рси r . 

Ови изрази су идентични са одговарајуhим изразима које даје еласто
стаТИl<а (в. на пример [5], стр. 98). 

Једначина (5.3) даје везу између параметара а и Ь, почетне угаоне 
брзине (1.0 и угаоне брзине (1.': 

4 
1+2b+-R2 a 

3 

одакле следи да угаона брзина не може бити константна ако се плоча 
деформише, сем уколико нису вредности параметара а и Ь довољно 
мале да смемо сматрати бројитељ да је једнак јединици. Бројитељ је 
једнак јединици кад између параметара а и Ь постоји веза 

6b+4R2 а= О, 

која у статичком случају није задовољена идентички, па а и Ь при
ближно морају бити једнаки нули . 

. П. Тежак хомоген еласшuчан кружни ваљак са вершикалном осом 
слободно са деформише услед сойсшвеllе Шежине. 

Нека је М маса ваљка, У специфична тежина материјала, р = y{g 
густина, R полупречник основе и L дужина ваљка. z-oca се поклапа 
са осом BaљI<a и оријентисана је вертИl<ално навише. 
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Под претпоставном да је тачна А (O,O,L) ваљна непомична у 
простору и да ваљан не може да се обрliе оно те тачне, Lame-ове јед
начине дају два ве:ктора помераља, 

па је нретаље одређено, 2-параметарсном групом инфинитезималних 
трансформатија 

где је 

Жива сила ваљна је 

2Т= р f (х'2 +у'2 +Z'2) dVo= 

УО 

Пошто је систем ноqрдината О х у z ортогонални Descartes-ов, непо
средним диференцираљем ноордината ве:ктора помераља добивамо З1 
тензор деформације пр~ма (3.5) 

! -Ь2: О 
{ёиl={аёСа)б+ЬёСЬ)јјl= , О -bz 

, О О 

О ) 

a~ • 

За напоне имамо из Hooke-овог занона 

_ _ Е (аа-Ь) _ _ Е [а-а (а+ 2Ь)] 
tп = t22 = Z; tзз = ; ЕјЈ = О, i =F ј 

(1 + а) (1- 2а) (1 + а) (1- 2а ) 

где је Е YOung-ОВ моДУо, а cr Poisson-ова нонстанта еластичности. 

3апреминсна сила F = - у k = - р g k ј е нонста:нтна и делу ј е само 
у правцу осе ваљна; нано је 

8Z=~(Х2+у2)8Ь+~(Z2-L2) 8а, 
2 2 

за рад запреминске силе на помераљу 8z добив~М:о 

8А= f-rdVо8z=-у(: VR28b++VL28a)'. 

УО 
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Коефицијенти уз аа и аь јесу генералисане координате запреминске 
силе: 

1 X=--'rVL2 
а 3' , 

1 
Хь=--уVR2. 

4, 
Из израза за рад еластичних сила 

добивамо непосредно и генералисане координате еластичних сила у 
у односу на параметре а и Ь.: 

х = _ VL3E[(I-a)a-2ab] . 
а 3 (1 + а) (1- 2а) , 

х _ 2V L2 Е(аа-Ь) 
ь- 3 C1+a)(1-2a) 

Дифернцијалне јадначине кретаља су једначине облика (3.10): 

2МL~а,,-Ј:..МL2R2Ь"=Х +х 
15 3 а а' 

- Ј:.. ML2R2а" + ~МR2(2L2+R2)Ь'' =Хь+Х'. 
3 3 ь 

Према томе, ваљак који се деформише услед сопствене тежине 
кретаће се као материјални систем са два степена слободе. 

Равнотежна конфигурација ваљка је одређена са а" = О, Ь" = О, 
па се добивају за равнотежни положај следеliе вредности параметара 

a~ = _ ~ (1- ~ :~2); 

b~ = - ..r.[a-~ R2 (l-а)] 
Е 8 L2 ' 

тако да' су помераља 

~x=u=-b~zx; ~JI=v=-Ь~§z; 

Ови изрази задовољавају идентички услове равнотеже које даје 
еластостатика, али се разликују од израза који се обично налазе у 
уџбеницима теорије еластичности (в. на пример [5], стр. 36, или [6], 
сТр. 106). Овде добивени изрази ће'се свести на оне које налазимо 
у уџбеницима ако је. полупречник основе цилиндра R довољно мали 
у поређељу са дужином L. '. 

(Саойшшено 10-II-1960) 



о кретаљу непрекидних деформабилних материјалних СИСТема... 107 

ЛИТЕРАтУРА 

[1] SCHOUТEN, Ј. А. - Ricci-Calculus. Springer-Verlag Вегlin-Gбttingen-Неidе1Ьегg 
(вес. ed. 1954). 

[2] LIE, S., - Vorlesungen 'iiber continuierliche Gruppen. Teubner, Leipzig (1893). 

[3] EISENНART, L. Р. - Gontinuous groups of transformations. Princeton Univ. 
ћезз (1933). 

14] :ВИЛИМОВИЋ, А. - Динамика чврстог тела. Српска Академија наука, Бео
град (1955). 

{5] ХЛИТЧЩЕВ, Ј. - Поглавља из теорије елаcnrciнОсти. Научна !(Љига, Бео
град (1950). 

(6] SOKOLNIКOFF, 1. S. - Мathematica1 theory of dasticity. Мс Graw-Нill, New 
York (1946). 

• 



ON ТНЕ MOTION OF CONTINUOUS DEFORMAВLE MATERIAL 
SYSTEMS WITH А FINITE NUMBER OF PARAMETERS 

Ьу 

RASTKO STOJANOVIТCH (Веlgradе) 

In dynamics of continuous deformable "material systems lt 1S in 
some cases possible to describ~ the motion Ьу а finite continuous r-par~
metric group Gr of transformations. In such cases the parameters of the 
group can Ье considered as coordinates of the system, and the motion 

, of the system can b~ interpreted as motion with the tinite number (f 
degrces of freedom, equal to the number of essential parameters (r) of 
the group Gr • ТЬе r-dimensional group space Пr with paramet~rs of 
th~ group as cordinates is th:: space of configurations of the system 
considered; Пr is а Riemannian space with the kinematical linе-еlеmшt 
ds2 = 2Т dt2 as а fundamental form, Т being the kinetic energy of th:: 
system. 

ТЬе differential equations of motion can Ье written as Lagrangean 
equations (2.23), reducing to the equations with constant соеffiсiшts 
(3.10) when the motion is describej Ьу а group of infinitesimal tran
sformations; the co::fficients represent th~ generalized coefficients of 
inertia о! th~ system. 

As an i1ustration, the ditferential equations of motion are derived 
for rotation of а plain circular disk and for vibrations of а circular cylinder 
strached Ьу its own weight. ТЬе disk rotates in the horizontal plane 
about its fixed centre (the influence of gravity is neglect::d) and the motion 
has three d::grees of freedom: t\VO parrmeters are needed for determi
nat;on of the di1atation of the radius and the third for dE'scription ot' the 
rigid 10tation. ТЬе cy1inder is supported in а suitable manner at its 
upper base (with axis vertical) and cscillates with two degreesof freedom 
аЬош the configuration of elastic equilibrium. 


