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ЗОРА ПЕТРИЋ 

О АПСОЛУТНОЈ КОНВЕРГЕНЦИЈИ НЕКИХ 

-ОРТОГОНАЛНИХ РЕДОВА 

1. УВОД. Познати су PALEy-еви ставови [2, стр. 72]: 

1. Ако је 1(6) ограничена йарна функција~ њен Foиrier-oo ред даш са 
се 

S [Ј(6)] =~ + L ау cos у6, 
2 У-l 

и ау;:;:;:; О, шада је 

П. Ако је 1(6) ограничена нейарна функција~ њен Foиrier-oo ред 
даш са 

оо 

S [Ј(6)] = L Ьу sin v6, 
у=1 

и Ьу ;:;:;:; О, шада је 

а) делШtuчна сума 
п 

Sn (6,!) = 2: Ьу sin у6 
у=l 

унuформно огранuчена за свако 6 е; [О, 7t]; 

Ь) ако је 1(6) нейрекидна функција, йiада Sn (6,!) униформно 
конвергира. 

Предмет овог рада је покушај да се теореме 1 и II прошире на 
случај ау и Ьу макакБОГ знака. То се може учинити ако се протпостави 
да је испуљен услов да је ред 

~ Еу sin УХ • {+ 1, ау:;:: О, Ьу :;:: О 
~ --'---, где Је Еу = 
У-l у --1, ау<О, Ьу<О 
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Fourier-ов ред једне функције ограничене варијације. Ставови 1 и II 
су тада специјални случајеви, јер је за е:') = + 1 

оо • 
"'" sш v х _ т;; - х О . _ 
L,-----' <х<", 
'1=1 '1 2 

Fourier-ов ред једне функције ограничене варијације. 

Даљи предмет рада је да се Докаже аналоган став Paley-евом 
ставу 1 за Fourier-ов ред у односу на Legendre-ове полиноме 

и проширени став за исте редове где су ау l\Ш каквог знака. 

2. СТАВОВИ КОЈИ СЕ ОДНОСЕ НА ТРИГОНОМЕТРИСКЕ 
FOURIER-OBE РЕДОВЕ 

2.1. Уопштење става 1 гласи: 

СТАВ 1. Ако је ј (х) йарна и огранuчена функција, њен Fourie1'-oe 
ред даш са 

оо 

S [ј(х)] = а') + L ау cos 'ЈХ 
2 '1=1 

u ако је. исuуњен услов да је ред 

(i) ~ е:') sin v х {+ 1, а') ~ О L, -'---, са е:') = 
'1=1 '1 -1, av < О, 

Fourier-oe ред једне функције ограничене варијације, iйада је 
оо 

L lav 1< ОО. 
'1=1 

Д О К а з: По претпоставци је I f (х) I < М; тада је, као што је 
добро познато и Fejer-ова средина Fourier-овог реда функције ЈСх), 

n-1 

(јn(Х) = ~o + 6 ( 1 - :) а') cos 'ЈХ 
ограничена, тј. 

n-1 

(j~(X) = L(l- 2..) а') cos 'ЈХ < М. 
'1=1 П 

Познато је да је услов [4, стр. 82] 

'" f I p~(6) I d6 = 0(1), 
о 
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где је 
т-l 

р;"(х) = L (1 :- ~) e:\I cos 'JX~ 
\1=1 т, 

потребан и довољан да би ред (i) био Fourier-ов ред једне фушщије 
огранИчене варијације. Ако се формира израз: 

" " n-1 ;""'1 

Тn== Ј а;(х) p~(x) dx= Ј {I (1~ :) a\l COS \lx} {2: (1 - :) e:\I COS \lx} dx, 
о о \1=1 \1=1 

С једне стране је тада 

" 
I'Tnl·~ Мах 1 a~(x) 1 Ј 'p~(x) 1 dx=0(1), 

. х О 

а са друге .стране Тn се може израчунати. Како је 

] cos \lX cos kx dx = j'~ ~ \1 = k 
о O,\I;6k, 

доб::~ја се 
n-l 2 

Tn=~ L(1-~) la\ll· 
2 \1=1 П 

ЗнаЧI 
n-l . 2 

2: ( 1- :) I a\l' < М' , 
\1=1 

где М' не зависи од n. За цео број' k < (n-1)/2 бине отуда 

± (1- : )2, a\l I ~ ~ (1- : у 1, a\l I < М' , 
\1=1 \1=1 

тј. 
k 

L la\ll < М". 
\1=1 

Како је k произвољан цео број, следи тврђење: 
ос> 

2:lavl<oo. 
\1=1 

Доказ се може извести много краним путем ако се корист.! РЛLEУ- . 

ев став 1 и следeli'Ј craB М. PEКETE~a [4, стр., 100, став А]. Ако је ред 
ос> 

(1) ао + 2: (a\l cos 'ЈХ + bv sin -ЈХ) 
2 \1=1' 
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Fourier-ов ред ограничене фУНlщије ЈСх) ~ М и ред 

оо , 

(2) 2Лv SЮVХ 
'Ј=1 V 

Fourier-ов ред једне фуЮ<Цv.је ограНИ.чене варијащ:је, тада је ред 

(3) 
.00 2 Лv (av cos 'ЈХ + Ьу sin ух) 
'1-1 

Fourier-ов ред једне ограю-_чене' функције, 

2.2, Уопштење става II дато је с:ледеh: м ставом: 

СТАВ 2: 1) Ако је ј(х) нейарна и ограничена функција, њен 
Fourt'er-ов ред 

(*) 

и ако је ред 

(ii) 

оо 

S [ј(х)] = 2: Ьу sin 'ЈХ, 

оо , 2: EySln 'ЈХ , 

у=1 v 

'Ј=1 

Еу ={+I, bv~O 
-1, bv < о 

Fourier-ов ред једне функције ограничене варијације, шад-а је 
,. 

Sn (х, f) = 2: bv sin 'ЈХ униФормно ограничено. 
'1=1 

2) Ако је ЈСх) нейрокидна функција, шада йод йрешходним усло­
вима ред (*) униформно конвергира. 

Д о к а з; 1) Ако се примени наведени став А из претходног па­
раграфа, добија се да је заједно са редом (*) и ред 

оо оо 

2: Еv Ьу sin 'Јх = 2: , Ьу ' sin 'Јх 
у=1' 'Ј=1 

Fourier-он ред једне ограНИ.чене фушщије. По' наведеном РЛLЕу-евом 
ставу II У.З увода, тада је 

,. 
S: (х) = 2: I bv I sin 'ЈХ униформно ограни. чено. 

у=1 

Лако се може показати да је I S:(x) I ~ К1 М, где је К1 апсолутна кон­
станта а М ограничење фушщије ј(х), ако се користи чињеница да је 

1 21< 

S:(x)=- f crn(x+t)dL(t), 
7t О 
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хде је а" (х) Fejer~oBa средина Fourier~Ba реда (*), а 

L(t),...., ~ Avsin vx . 
v-l v 

Даље је, ако је испуљен услов (ii), испуљен и услов да је ред 

~ (ev-l) sin vx ev sin vx 7t-X (О ..-) L"":""':--'---= --- <x.:::.7t 
1 

v V 2 -
v-

Fourier~oB ред. једне функције ограиичене варијације. Према томе, 

I<ористеliе став А, следи да је и ред 
со L bv(ev- 1)sin vx 

v-l 
Fourier~OB ред ограничене функције, и юu\о је 1 bv 1- bv ~ О, према 
CfaBY II је тада .. 

S,,(x)~ L bv(ev-l)sin vx униформио .ограничено 
v-l 

тј. 

Како је 

" 11 11 

S .. (x)= 2 bv sin vx = 2' bvlsinvx-2(1 bv l-bv) sin vx, 
v-l v-l v-l 

следи тврђеље става 2. тј. 

1 S,,(x) I ~ КМ. 

2) ЈСх) је по претпоставци непрекидна функција, па, по добро 
познатом ставУ, Fejer~Ba средина а,,(х) униформио конверrиpа ка 
фушщији ј(х). Значи за довољно велико n=n(е) је 

ЈСх)=а,,(х)+с(х), 'с(х)! < е . 

за свако х. Ащ, се примени претхоДШI део 1) овог става на Fourier~oB 
ред ограничене фymщије с(х), добија седа је S,,(x, с) униформио 
ограничено, тј. IS,,(x,g)! < Ке. Према томе је 

! Sp(X, g)-Sq (х, с) 1 ~ 2Ке за свако P>Il"i:. п и свако х 
и 

!Sp(x,a,,)-Sq(х,аQ)! =0 за p>q':?:.n. 

Значи за р> q г. п, ! Sp(x,f) - Sq(x,f)! =:;: Ае, тј. Fourier~oB ред не­
прекидне функције ЈСх) је униформио конвергешан. 

Доказ дела 2) се може извести и на ОСНОВУ цитираног става А 
за класу непрекидних фymщија. . 
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3. СТАВОВИ КОЈИ СЕ ОДНОСЕ НА FOURIER-OBE РЕДОВЕ У ОДНОСУ 
НА LEGENDRE-OBE ПОЛИНОМЕ Р" (х) - LAPLACE-OBE РЕДОВЕ 

3.1: Аналогно ставу 1 може се ДОI<азати 
СТАВ 3. Функција ј (х) је дефинисана у иншервалу [-1, + 1] . 

Ако је 
IЈСх) I <М, хе:[-I, +1], 

и њен формални Lарlасе-ов ред даш са 
оо 

(4) ЈСх) "" .L av Pv (х), 
v-o 

где су av Fоиrier-овu коефицијенши функције ј(х) у одuосу на Legendre­
ове йолиноме, Шј. 

+1 
2n+ 1 f av= -- f(x)Pv(x)dx, 

2 -1 

и ако је av;;;::: О, шада је 

~:-~l< ОО. 
V=12v+ 1 

ДОI<аз. На основу једног Fejer-овог става [3] ано је m~j(x)~M 
за свако х е: [ - 1, + 1], тада су Cesaro-ве средине другог реда од (4) 
У.сто тако ограничене, тј. 

где је 

Израз 

се може с једне стране израчунати и имамо 

T~= ~2лnv~, 6 2v+ 1 
јер за Legendre-ове полиноме 

1 dn(x2 _l)n 
Рn(Х) = ___ ---O..-_~ 

2n n! dx" 
важи особина ортогоналносrrt 

+1 , јо,m..=n 

Ј Pm(z)Pn(z)dz= 2 . , m=n. 
-1' 2n+1 
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С друге стране, користеhи чиљенv.цу да је према L. FВЈйR-у [3] 

РО (cos у) + Р1 (cos у) + ... + Рn (cos '(»О , 

за свако п и O<y<7t Ј може се на T~ примеН>lТИ први став о сред­
љој вредности. Имаhемо· тада 

+1 +1 +1 

т Ј ~ P'J(x)dx~ Ј "n(X){~P'J(X)}dX~M Ј ~P'J(X)dX' 
-1 -1 -1 

значи T~~Ml' тј. 
п av 

2: л"v 2'Ј + 1 <М. 
'Ј-О 

Узимајуhи k= [n/2] сабирака, добија се 
k п 

2:л~~<2:лn'Ј~<М 
. 'Ј-О 2'Ј + 1 'Ј=О 2'Ј + 1 

п за П_ОО 

k 

2:~<M. 
'Ј_о2'Ј + 1 

Пошто ово важи за свако k, слеД-d тврђеље става 3. 

3.2 Став 3 се може ПрОШИрИТ:d на случај а'Ј ма каквог знака, уз 
претпоставку 

Ј+l п () ! + 1, а'Ј ~ О 
(Ш) М [О"n(Х)] = 12: 1- п: 1 e'JP'J(x)l~ V, са ~= 

-1 'Ј-О - 1, а'Ј < О • 
тако добивамо 

со 

СТАВ 4. Ако је Ј/(Х) Ј < М, ј(х)", L ~P'J(X) U ако је исuуњен 
'Ј=о 

услов (Нј), шада је 

~~<oo. 
'J~O 2'Ј+ 1 

Д о к а з. У доказу се користи йапред наведени став L. FBJER-a [3]. 
Ако се форм?ра израз 

+1 

Аn = Ј "n(Х) О"n(Х) dx, 

-1 
доб.Iја се с једне стране 

Аn = f+lf~Л'Јnа'ЈР'Ј(х)}{~(I--'Ј )е'ЈР'Ј(Х)} = ~(1--' v )2~~. 
-1 ~~ 6 n+ 1 6 n+ 1 2v+ 1 
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с друге стране је 

+1 +1 

1 Аn 1 ~ f I тn(х) 11 аn(х) 1 ах ~ М f 1 аn(х) 1 ах= 0(1). 

-1 -1 

Према томе 

i(I--V )л ~<M у=о п + 1 nv 2у + 1 

п аналогю; м поступком као у ставу 3, следи тврђење става 4. 

Може се лако показати да је услов (Ш) аналоган условима (i) 
(Н). Наиме, потпуно аналогно доказу YOUNG-ОВОГ става [4, стр. 79], 
може се показати да је услов (Ш) . йошребан и довољан услов да ред 

(5) 

буде Fоиrier-Stiеltјеs-ов ред. 

Д о к а з: а) Услов (Ш) је довољан. Претпоставља се, значи, да је 
+1. 

М [аn(х)] = f '~ (1-п: 1) enРn(Х) I ax~ v. 
-1 

Нека је 
х 

Рn(Х) = f crn(t) dt . 

-1 

Рn(Х) је униформно ограничене варијације у (-1, + 1), и како је 
Рn ( -1) = О за n= 1, 2, ... може се применити HELLy-ева лема [4, стр. 80] 
йО којој йосшојu унuформно огранu'Чен йоднuз {Рn (х)} који конвергира 
функцuји Р(х) огранu'Чене варијације. Ј 

Према томе 
+1 n. 

(
1 __ 

У )с:у=2У+l f {~(I __ Y )с:уРу(х)}Ру(х)ах 
щ+l 2 6 n;+1 

-1 

+1 +1 

= 2у + 1 f аn.ру(х)ах = 2у + 1 [Рn.(х). Ру(х) - f Рn. Р' (х) ах], 
2 Ј 2 Ј Ј V 

-1 -1 

За ј -+ оо добивамо 
+1 +1 

2у + 1 [ Ј'] 2у + 1 f С:у = -2- Р(х) рn(х) - Р(х) Р у(х) dx = -2- Ру(х) d Р(х) . 

-1 -1 
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Ь) Услов (Ш) је ЙоШребан. Ако је ред (5) Fourier-Stiеltјеs-ов, тј. 
+1 

ау =--. Pv(t) d F(t)~ 2v+ 1 f 
. 2 

-1 

тада је 
+1 

стn(х) = i (1- _v_) 2v + 1 { f Py(t) d Р(Е) } Ру(Х), 
у=О n+ 1 2 

-1 

1 аn(х) 1 ~ ј+1 1 d F(t) 1 * (1- _v_yv + 11 Pv(t) Ру(Х) 1. 
-1 6. n+l 2 

Oryда је 
+1 +1 п +1 

М [аn(х)] = f 1 аn(х) 1 dx~ f 1 d F(t)16
2V

; 1 f (1- п: 1)IPy (t). Py(x)ldx. 

-1 -1 -1 

Како је по једном ставу А. HAAR-a [1] 
+1 
ј(l- _v_) 1 Py(t) Ру(х) 1 dx <G, 
·n+l 

-1 

следи изпоследње неједначине 

М [аn(х)] < V. 

Примедба. Познат је РЛLЕу-ев став [4, стр. 202]: 

СТАВ С. Ако је jeL/1 и ако су Cl' С2 ,... Fоuiеr-ови коеф1ЩИјеlПИ 
од ј у односу на неки ортогонални и нормални систем униформно 
ограm:.чених функција ч>n(х), тада је 

оо L 1 сп 1/1 n/1-2 < оо , за l<p~2. 
n-l 

Очевидно став 4 lШје обухваliен ставом с. 

(Саойшшено 17-II-1960) 

ЛИТЕРАТУРА 

[1] А. НллR. - Ober die Legendresche] Reihe. Rend. del Сјтсоlo mat. ај Pa1ermo. 
хххи (1911). 

[2] G. НARDY and W. W. ROGOSINКI - Fourier Series. Cambridge, 1950. 
[3] G. SZEGO - Zur Theorie der Legendreschen Polynome. lahresbericht ает Deutschsn 

Mathematiker-Vereinigung XL (1931). 
[4] А. ZYGMUND - Trigonometrical Series. Warszawa 1935. 



SUR LA CONVERGENCE ABSOLUE DE CERTAINES 
SERIES ORTHOGONALES 

z. PETRlC (Belgrade) 

, Dans cette note les tblorems suivants sont demontres: 1. Soit ЈСх) 
une fonction paire et bornee е! soit S [Ј] = ао /2 + ~ ау cos v х sa serie de 
Fourier. Si 

(i) { 
+ 1, ауб о, 

avec Еу = 

-1, ау < о, 

represente une fonction а variation Ьоmее, оп а ~ I ау I < ОО. La serle 
(i) est une telle serie, si par exemple, ауб о [2, р. 72]. 2. Soit ј impaire 
et Ьоmее, S [Ј] = ~ Ьу sin у х et la condition (i) soit remplie avec Еу = 
1+ 1, Ьу б о; - 1, Ьу < 01; alors S [Ј] converge uniforment. 3. Soit ј 
defini et I ј I < м dans [-1, 1] et ЈСх) '" ~ ау Ру (х) оu Ру (Х) designe les 
polynomes de Legendre c.-a.-d. soit ~ ау Ру (Х) la seriet formellede Laplace 
de ј. Soit еn plus 

1 I п . I {;;::: О 
(iii) м [аn(х)] = Ј L(I--~-)EYPV(X)1 <М, Еу = +1, йv- , 

-1 y~O П т 1 .. -1, ау < о. 

Alors· 

L 'а,,' . -- < ОО. 
2у+ 1 

Оп demontre ensuite que 1а condition (Ш) est la condition necessaire 
et suffisапtе pour que 1а serie ~ Еу Ру (Х) soit uпе serie de Fourier-Stieltjes, 
autrement dit, 1а condiion (Ш) represente la condition analogue avec (ј). 

11 faut remarquer, que le theoreme соnnи de РЛLЕУ [4, р. 200] 
nе contient pas le theoreme 3. 


