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ЗБИРЉИВОСТ FОURIER-ОВИХ РЕДОВА SТIRLING-ОВИМ 

ПОСТУПЦИМА ЗБИРЉИВОСТИ 

1. У вшuе скорашњих радова ([1], [2], [3], [4]) уведени' СУ неки 
нови врло ефикасlШ поступци збирљивости помоhу Stirling-ових бро­
јева и љихових генералиЗaIЏfја. Први је такве постулкепосматрао 
Ј. Карамата. 

Нека су бројеви { ~] дефинисаlШ за о:::; v ~ п релацијом 

(1.1) х (х+ 1).(х+2) ... (х+ n-,l) = i[~]xv 
. v-o 

а за v < О и v > n нека је [~J "'" О. Бројеви [~] 'СУ очито Stirliпg-ови: 

бројеви прве врсте узети по апсолутној вредности. 

За низ I$"J кажемо да је збирљив Карамата-Stirliпg-овим поступ­
ком КЈо аl<О IШз 

(1.2) ntI() de/ . 1 L" [n]kv 
..)" $ = $v' 

k(k+l) ... (k+n-l) v 
v-o , 

k>O 

конвергира. 

Ове поступке збирљивости увео је Ј. КАРЛМЛТЛ {5], доказао љи­
хову регуларносТ као и један став о љиховом односу према ЕиIеr-овим 
поступцима и' Borel-овом поступку збирљивости .. 

Независно од Ј. I(лpЛМЛТЕ, В. ЛОТОlЏ{ИЙ У [6] увео је и: детаљно 
испитао cnецијалан случај уведених поступка К' када је k= 1. AGNEW 

У [1] је упростиометоде ЛОТОЦКОГ и истакао значај тог специјалног 
случаја. 
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В. ВУЧКОВИЋ У [2] испитао је узајамну инклузију Kapamata-Stirliпg­
ових поступака Kk и оценио ред величине низова збирљивих овим 
поступцима. У [4] он је модифицирао Stirling-ове поступке збирљи­
вости на следеhи начин: 

HeI<a су функције a~(O(), параметра 0(, дефинисане за О ~ -. ~ п 
релацијом 

п 

(1.3) (х+о() (X+o(+l) ... (x+O(+n-l)= 2: O"~(o()J:1I 
-.=0 

а за -.<0 и 'Ј>n нека је 0"~(0()=0. 

За низ (Snl реhи ћемо да је аа_ збирљив ако низ 

а аеј 1 2:n 
. п 

Тn (ј) = '. а-.(О(\ S'V' 0(> --1, 
(0(+ 1) (0(+ 2) ... (0(+ п) , 

. 'Ј=О 

(i .4) 

Еснвергира. Ови поступц~ су регуларни и о" = kl, јер је o"~ (О) = [~] . 

. А.' }AКIMOVSКl [3] дао је једну другу генерализацију, на тај начин 

што је уместо Stirliпg-ових бројева [~~J увео њихова уопштења р~дефи­
нисана са 

п п 

( 1.5) 
П(х+d-.)=2:р~х-" O~-.~n, 
'Ј=\ -.=\ 

p~=O за -'<0 и -.>n, 
п 

тј. симетричне функције корена полинома П (х +Ј-.) . 
. -.=\ 

. . 
2. У овоме раду испитаhемо збирљивост Fоuriеr-ових редова 

непрекидних функција помоhу ·поступака Kk и аО( И доказати 

СТАВ 1. Fourier-ов ред сваке Йерuодu'Чн.е н.ейрекидн.е фун.кцuје ЈСх) 
збuр//,>uв је сваким регуларн.uм Карамаша-Stirlt'ng-овuм йосшуйком Kk, 
унuфор.мн.о iю х, У свакој ша'Чкu х ка вредн.осШu g;ун.кцuје ј (х) . 

СТАВ 2. Fourier-ов ред сваке ЙерuодtL'Чн.е н.еЙрекидн.е фун.кцuје ј(х) 
збuрљuв је сваким регуларн.uм ЙОСШУЙКОМ аО(, YHug':op,nNo ио х, i свакој 
ШЙ'Чкu х ка вредносйlи фун.кцuје ј(х) . 

Доказе ових ставова МОГУЋе је r:,обити применом општих Николь­
ский-евих р] и КлРАМАТА-ТОМИЋ-евих L 8] ставова. Међутим, ови 
ставови се односе на факторе конвергенције. Њихово преформулисање 
и рад потребан за доказе ставова 1 и 2 били би у . суштини исти као 
и директни докази. Стога ћемо дати директне доказе, који су, уоста­
лом, елементарни. 
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3. Предходно ћемо доказати неколико лема које су нам потребне 
за доказ ставова 1 и 2. 

ЛЕМА 1. 

Доказ. Како је 
Г (х+n) 

хС:с+ 1) .. . (х-+ n-l)=---, ' 
г (х) 

десна страна наведеног идентитета може се написати у облику 

~ (еје/2 k(;it (k(;it+ 1) .... (k~it+ll-": 1) - гјЕ/2 kгii (ke:"' it+ 1) ... (ke- it + n- I)Ј. 
2Ј . . 

На основу дефиниције (Ј.1) овај израз постаје 

-* [п] v tiCVH/2)t_e-i(V+l/2)t * v [п] : ( 1 ) - ~ k --- = ~ k .S1П v + - t = Kn(t, k) . 
"..о v 2i 'Ј-о v 2 -

то је 

ЛЕМА 2. Нека је Kn(t, k) ФУНКUј-а из леАt( 1_ Тада је за 0< t<.2.. 
. 2 

Доказ. Како је за Re(p»O и Re(q»O 

Г(р) r(q) =в(р, q) Г(р+ q) и В(р, q) = ECq,p), 

r(ke-it) r(k(;it + 11) = r(ke- it + k)t -+- п) B(ke-it, kei' + п), 

r(k~it) Г(kг it + п) = r(k~it + kгi' + п) ВCk(;it, ke-i' + п) 
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и 

п t = .- е" ke"+n е-" -е-Ј' В е-I'+n е" = К ( k) r(ke-i'+kti'+n) 1 {'/2В(' k·) '/2 (k' k ')} 
, r(kei ') r(ke-it) 2i' , 

1 

= ._ eit/2xkcost+n-l(l_x)kcost-l x-iksint(l_x)-iksintdx_ г (ke- it + ktit + п) 1 { f 
r(k6It) r(ke-it) 2ј 

о 

1 

_e-it/2 Ј xkcost+n-l (1_x)kcost-l x-iksin t(l_x)iksin t d X } = 

о 

1 

= r(ke-
it

+ kei
t
+ п) {JxkCOSt+n-l(l-х)kСоst-lsiП[~+ k sint ln ~JdX}. 

г (kt:;it)r(ke- it) 2 l-x 
1) 

ЛЕМА 3. За довољно .мало 8(0< а < т./2 и о<с<з је 

I 
к.n(С, k) I ~Mr(k cos t + п) ~Mr(k + п) 
sшt/2 

где .. \1 не зависи од t и n. 

Доказ. Узмимо за Кn(С, k) облик из леме 2. Тада је 

I к.n(t,k) I~Ml (k)r(2kcos t+ п) • 
sш С/2 

. \ ј Х'~<+Н(Ј-Х)"~'-'siП[~ +ksin,Jn Ј х x](Sin ~Г'"' 
Како је I sin и I < I u I и sin":';;;;;":' за 0< t < 8 < ~, то је 

2 т. 2 

I sin [..:. + ksin t-ln _х_Ј 
I 2 . t 1-х ~ т. {~ + k \ЈП 1 х х \}, 

I SШ'2 
па је 

1 

1

1 к.n(с,ћ) 1 ~ Мз(k) r(2k cos t + п) {! xkcost+n-l (l_x)kcost-l dx + 
юпtР о 

1 

+ [XkCost+n-l(l_Х)kСоst-l\lП 1 Х Х \dХ}=Мз(k)Г(2kсоst+n)(Јl+Ј2 1. 
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Интеграл Ј1 се може непосредно израчунати. 

Ј B(k k) 
r(kcost+n)r(kcost) 

1 = cos t + п, cos t = --'-----'-""""'-----~ 
r(2kcos с+n) 

Процениhемо сада 

• ,(х) 

Ј2 = Ј xkco8 t+n-l(I_Х)kсost-l\IП l-х I ах. 
о ' х 

I 
l-х I . Због израза ln -х-' интеграл Ј. морамо 

раздвојити на три интеграла, тј. 

е: l-е: 1 

Ј2 = f + Ј + Ј ' о с /-с Ј , :t' 

о е: l-е: сл. 1 

где је е: > О (В. сл. 1). Због симетрије, први и трем интеграл изра­
чунавају се на исти начин, а други као Ј1 • Наводимо зато само про­
цену за први интеграл: 

1 x"COSt+n-l(I_х)kсost- 1 1 1П l:xl dX = 

е: е: 

= fx"cos 1+,,-1 (1 "-х)kСО8t-l!lп О-Х) I ах+ Jx"COSHn-Ч1-х)kcol t-l!lnxldx 
о о 

1 е: " 

;;;;; 11n О-е:)1 fxkCOS I+n-l (I _x)Acose-l ах + Ј х"СоВ е+n-2 (l_x)Acose-Ј,х Iln х I ах 
о ' о 

1 

~ С(е:) B(k cos Е+ п, kcos с) + JxAcost+n- 1 (l_x)kCOS е-l ах 
о 

~ C(e:)B(kcos Е+n, kcos t)+ВCkcos t+n-l, kcos t);' 

јер је х Iln х! < 1 за О < х < 1. Тако се добија да је 

'lк.n(t,k)/::;;;М(k,е:)Г(2kсоst+n){ r(kcost+n) + r(kcost+n-l)};;;;; 
Sln t/2 r(2k cos t + п) r(2k cos t + n- 1) 

;;;;;M(k,e:){r(kCost+n)+ r(2kcost+n) Г(kСоst+n-l)}. 
r(2kcos е+n-l) 

Но кa~o је 

r(2kcos Е+n) =(2kcos е+ n-l) r(2kcos Е+ n-l) 

то коначно добијамо тврђење леме. 
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ЛЕМА 4. За О < 8 < t < 7t је 

'1 к.n(t,k) I~Mr(kcos8+n) 
S111 t /2 

где .М не зависи од п и Е. 

Доказ. Пођимо од израза за Кn(с,n) из леме 1 и напишимо га 
у 9блику 

tit/2 e- it/2 
Kn(t,k) = -kl-it (ktit + 1) ... (kfJt+ n-l)--- ke-it(ke-it + 1) ... (ke-i' + n-l). 

2; . 2; " 
, -

Очигледно је да се овај израз може написати у облику 

eil/2 r(tikt + п) e-it/2 r(tikl + п) 
KnCt, k) = -- . - - --- -~----" 

2i, г (t.ikt) 2ж' r(tikt) 

ИЩi, стављајyhи eikt = z 

1 {(it/2r(z+n) e- it/2r(z+n) 
Kn(t,k)=- ----

-, 2i " r(z) r(z) 

= Ј.. [ч'" (z, п) - ч' (z, п)] = Ј... 2; Im I\f"(z, n)\ = Im 1Ч'(z, n)Ј, 
~ • ~ • 1_ 

где смо цртом означава..'IИ коњуговане вредности. Функција \f" (z, п) 
дата је изразом 

r(z+ п) ,,'t/2 ЈОО \f"(z, п) = t il/2 _____ = - е-е ln+kcos I-l+ik sin 1 dt = 
r(z) l'(z) о 

t it/2 оо 
= - . f е- ј! ln+k cos 1-1. t ik sin 1 ас = 

r(z) о 

(,;Е/2 .. ' ' - eit/2 ' , 

= -, f е- ! ln+kcos/-ll cos (ksin t:ln t) + isin (ksin t·ln с)! ас = --- (ос + i~) > 
rW ГОО" 

о '_ 

где је 
- оо 

ос = Ј е- ! tn+kёоs 1-1 cos (ksin C·ln t) at, 

о 

~= Ј е- ! .n+kcost-l~in (ksin t·ln t) dt. 
о 
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Међутим, нама је потребан само имагинарви део ФУН1ЩИје 'P'(Zj п) и 
њeroвa процена. ми вемо сада дати ту"проц~ну, 1<оја је, веома груба, 
али сасвим довољна за наше потребе. ' 

Ставимо 

Тада је 

_1_= u(k, с) + iv(k~ с). 
r(z) 

'P'(k, с) = ei'/2 (IX + j~)(и + iv) = б;1/21(IXU-:-~V) + i (~u + IX'V)) =, 
" , 

= (со] ; + i~in ~ ){(IXU-~V) + j(~и + ~'V)}F 

= [(IXU-~V)сОS ~ -(~u+lXv)siп ~]+{(IXU-~V)Sifi~ +(~u+аv)соз ;} 

Значи да је 

Iт I 'P'(k~ с)) = (au-~v) sin ~ + (~u + IXV) cos ~ . 
" 22 

Јасно је, даље, да ве бити 

!JI'P'(k, е)Ј I ~2111X 11 u 1 + '~ 11 vl). 

Но пошто је _1_ цела фушщија и Z = еШ ограничен број, постоји 
, r(z) 

коначна позИтивна константа M(k) таква да је . 

I u I ~ M~k)_ и I v I ~ M~k) • 

Тако добивамо' .' 

ао 

I JI'P'(k~ с))1 ~M(k) 11 а 1:- 1 ~ 1) ~2M(k) f е- ' tn+kcos 1-1 dt ~ 
'о. , . L " '. о'," 

~ 2M(k) r(k соз t + п) 

за свако Е. А пошто је за 7t > t >: 8> О, cos t < cos 8, то је 

1 JI'P'(k~ с)) i ~ 2M(k) r(k cos 8+ п). 
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је 

4 . . Сада ће мо доказати став 1. 

За Fourier-:OB ред фУНlщије ј(х) 

1 ОО. 

ј (х) =- ао + 2: (a,,-cos '1 х+ ЬV sinvx) 
2 '1=1 

Sn(x)=~ jf(t+x). sin(n+1/2)t ас 
27t -п . sin t /2 

те ј е њена ~ -сума дата изразом 
п 

S~= 1 2: [п] kV svCx) = 
k(k+1) ... (k+n-1)v=0 '1 

1 1 ЈП f(x+ с) 2:n 
[ ] . = ----- • - dt n

v 
kV sin ('1 -;- 1/2) [, 

k(k+l) ... (k+rl-l) 27t_,.sint/2 '1=0 

тј. према ОЗНaI<ама леме 1 

Snk= 1 .~ ЈП ј(Х+Е) ..:....:.~~. кn(с, k). 
k(k+ 1) ... (k+n-1) 27t_

n 
sint/2 

Пошто је 

Кn(Е, k}= ~Kn( -t, k) 

то се лако добија 

П 

S~ = 1 . ~ Ј f(x+t) + ј(х- с2. К,,(с, k dt. 
k(k+ 1) ... (k+n-l) 7t о 2 sin t/2 

С друге стране је 

1 ЈП кn(с, k)· 1 ЈП ~ [п]. . - . dt=- ~ '1 kV sш(v+l/2)t(sшt/2)-ldt= 
7t о sш t/2 7t о '1-0 

јер је 

~ [Ј 1 П sin ('1 + 1/2)t = ~ ~ kV
_ Ј. dt=k(k+ l) ... (k+n-l), 

'1-0 7t О Sln Е/2 

~ "r sin ('1 + 112) t -----dt=l, 
7t о . sin tl2 
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и отуда 

1 = 1 . ~ Ј K,,(t, k) dt. 
k(kj-l) ... (k+n-I) 7t o sint/2 

Тако добивамо 
11' 

S~ _ј (х) = 1 f ј(х + t) + ј (х- t)- 2ј(х) • K,,(t,k) dt. 
k(k+l) ... (k+n-l)o 27t sint/2 

Како је, по претпоставци, ј(х) непрекидна функција, то за про­
извољно мало Е> О можемо наћи једно 8> О тако да је 

'ј(х+ t) + j(x-t)-2j(x) 1 < 2Е за 0< t < 8. 

При томе, због униформе непрекидности, 8 не зависи од х. Онда је 

I ~ - ј(х) 1 ~ Г(n) . ~ Ј I K,,(t, k) I dt + - Г(n) .м] I K,,(t,k) I dt. 
r(k+n) 7t о sin t/2 r(k+n) 8 sin t/2 

По леми 3 за О < t < 8 је 

I K,,(t,k) 1< M1r(k+n) 
sin t/2 

а по леми 4 за 8 < t < 7t је 

I _K~(t, k) I < МзГ(k cos 8 + и) 
Sln t/2 

те је 

k r(k cos 8+n) IS" -r- ј (х) 1 ~ Е M1(8, k) + Мз(8, k) . 
r(k + п) 

Но како је 

r(k cos 8 + п) 1 . 
"" ~ О, код n~ со , 

r(k+n) nk(l-cos8) 

јер 8 можемо одабрати тако да буде l-cos 8 > О, то одавде следи да је 

lim S~=f(x) 
n--+ОО 

униформно по х. 

5. Што се тиче доказа става 2, нећемо га овде изводити, јер је 
он скоро потпуно идентичан са доказом става 1. Користе се четири 
леме сасвим сличне лемама из тачке 3. 

(Саоuшшено 25-XI-19~9) 

б зборвик Математичког института 
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LIMITIERВARКEIT FOURIERSCHER REIHEN МIТТЕL 
STIRLINGSCНE VERF AНREN 

V. VU(:KOVIC und V. SIМONOVIC (Ве1grad) 

Fur die Кaramata-Stirlingsche Verfahren Kk, definiert durch (1.1) 
und (1.2), und die уот ersten Author eingefilhrten modifizierten Stirlin­
gaschen Verfahren а«, definiert durch (1.3) und (1.4), wird bewiesen dass 
sie ffu jedes х die Fouriersche Reihe einer stetigen periodischen Funktion. 
zu ih~em Werte Ј(х) uniform nach х limitieren. 


