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ВЛАДЕТА ВУЧКОВИЋ 

ЈЕдАН О-ИНВЕРЗАН СТАВ 

1. Предмет овог рада је ДОI<аз следеhег става: 

Нека је функција А (и), дефинисана за и;;;:; О, огранuчеш варијације 
у сваком коначном размаку, нека је А (0)= О и нека uншеграл 

(1.1) Ј
ОО dA(и) 

S(x)= о (и+х)Р-l' р> 1, 

конвергира за једно (и шиме свако) х> О. 

Ако функција А (и) задовољава услов конвергенције 

(1.2) A(v)-А(и»-muУ за свако и~v~ли, 

где је у йроuзвољан реалан број а л > 1, шада UЗ· 

(1.3) S(X)=O(XY-P+I), х_оо, 
следи 

(1.4) А (и)=О(иУ), џ .... оо . 

Овај став употреб:.гли су у једном rаду Р. БОЈАНИЋ И .В. Вучко­
ВИЋ [lJ, уnyћујућ'! за љегов доназ на {:асщ:аву [2] О. SZA~z.a, у нојој 
додуше став н: је ф~рмул.сан, ал.: се може извеСLI аналогним по­
СТУШ<ОМ. И аутор овог чланI<З је у в' ше наврата норист.ю исти став 
(в. [3], (4]), оп~т без д:жазз. Како је меТ~Д"ша доказа СЛ'IЧIПХ ставова 
у наведеном раду О. SZAsz-а прил·.ЧНО комnл кована, It..звешhу овде 
елементарни доназ наведеног става,пр.·меном једног оnштег ПОСТУПl<а 
за ДОI<аз О-:,нверзних ставова I<oj.r ПОТР.че од" Ј. КлРАМАТЕ (в. (5Ј). 

Случај у = о познат је те ћемо га ЕСI<ЉУЧ:?ТИ ~:з даљег разматраља> 
јер се поступаI< доназ' ваља lI10ра за љега нешто изменити. OclIM тога 
можемо без ограЮ'.чеља општоСТ'~ претnосrав:.ТИ да је у < р - 1, јер 
већ 1. з нонвергенције интеграла (1.1) следи 

А (и)=о(1.4Р- 1), 1.4- оо, 
(в. [6] стр. 330). 
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2. Пr:;е него што п~еђемо на ДОl<аз става r:звешhе!'tlО две ле!'tlе. 

ЛЕМА 1. Из услова (1.2) следи да функција А (и) за свС/ко О ~ х ~ у 
задовОЈьава и услов 

(2.1) 

(2.2) 

. (';'У-l 
А (у)-А(х» - mхУ ----, (';';60). 

лУ -1 

Доказ. За CBal<O у> х могу наfiи природан број k такав да је 

Из услова (1.2) следи да важе неједначине: 

А (y)·-А(Лkх) > -mхУлkУ 

А(лkх)-А(лk- 1 х) > -mхУ л(k-l)У 

.Ар.х).-А(х) > -тхУ , 

па се њ:. ховим сабирањеl\l добз ја 
j(k+l)Y - 1 

А(у)-А(х) > - т . " . 
. . л( -'- 1 

ПрииеНО!\l неједначина (2.2) следи одавде тврђење леме. 

НаЙомена. Кад је "{ = о УСЛОВ (2.1) има облик 

А(у)-А(х) > - -log л-. т (у) 
lоgл х 

и због тога се рачуни у l<ојима се он примењује разликују од оних 
за "{;60. МеђутР.м, меТОДСКЕ поступак је исти. 

ЛЕМА 2. Нека је 
(2.3) а(х)= Мах (-А(Е»). 

О:>"е:О;" 

Тада функција ,,(х) задовољава за све O~ x~y услов 

(2.4) 

("У)У -] 
о ~oc(y)-oc(x) ~ тхУ х ,(у;60). 

. . ЛУ -1 . 

Доказ неhеио наводити јер је идентичан са доказо!'tl лемеа 2 у [5]. 

3. Прелазимо сада на доказ самог става. Као што смо приметили' 
претпоставиhемо да је у =1= О и да је, без ограничења општости, у < ? - 1. 
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(3.1) 

Један О-инверзан став 

Парцијалном интеграцијом интеграла (1.1) добија --се 

S(x) = -(1-р) r A(u)du. 
. g (и+х)Р 

Из процене (1.3) следи да постоји број М>О такав да је 

r A(u)du r A(u)du r A(u)du 
М XY- Р+ 1 > Ј = Ј + Ј --'-':.--

О (и+х)Р о (и+х)Р Р" (и+х)Р' 

где је р позитиван број који ћемо касније прецизније одредr.ти. 
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Према дефиницији функције сх:(х) и леми 1 добија се из горље 
неједначине 

. P"d co d (3.2) MxY-Р+1>-а(Рх)ј u +А(рх)\ u _ 
о (и+Х)Р. рх(и+х)Р 

_ mрУхУ. r [(UЛ)У_ 1 ]Сu + х)-Р du. 
дУ",,"" 1 Ј рх . . 

. р" 

Како је 

(3.3) 

то из (3.2) добијамо 
а Ь 

MXY- Р + 1 > -сх:(рх)-- +А(рх)-- + О (XY-Р+I) . 
xP-1 x P- 1 

и на крају 

(3.4) 
а 

А (х) <-сх:(х) +О(хУ) , х_оо. 
Ь 

с друге стране, опет на основу неједначине (1.3), је 

(3.5) М У-Р-'-1 sQX А(и) du r А(и) du _ Ј r 
- Х ,< + Ј - 1+"2' 

О (и+х)Р qx (и+х)Р 

где је q позитиван број који ћемо касније прецизније одредити. 
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(3.6) 

(3.7) 

то е 

(3.8) 

Владета ВУЧ1<овић 

Применом леме 1 добија се из (3.5), 

QfX du т qx [' хЛ)'У ] Ј1 < A(qx) + --S иУ {L ~ 1 (и + х)-Р du. 
1> (и+х)Р лУ-l 0 \ и 

Како је 

( Qs" du - _1_[1_ 1 Ј. _1_ -~ 
I о (и+х)Р - р-Ј (q + l)Р-l xP- 1 - xP- 1 ' 

! r иУ [( q:,)' -1]си + .)-' du~ о (.У-' +1 ), 

Ј1 < A(qx)~ +O(xY-Р+ 1 ). 
xP- 1 

Применом неједнаЧШIе (3.4) и леме 2 добија се даље 

Ј2 < -- du+O(1) du< -a.(qx) --
Ь. (и+х)Р (и+х)Р Ь (и + х)Р 
р р • р r 

а ј"'1 а.(и) ЈОС иУ а ЈОС du 

(3.9) I 
+ ~. mqYXYJOC[(U")Y -Ј](U+Х)-РdU+О(ХУ-Р+1). 

Ь "У-l qx 
qx 

Како је 

ОС 

Ј 
du 1 d 

. (и+х)Р = (p-l)(q+ Ј)Р-l xP- 1 = ~P-l' 
qx 

(3.10) 

ЈОС [(ил V ] , хУ qx)'-l (U+X)-Рdu=О(ХУ-Р+l) , 

Qx 

то из (3.9) и (3.10) следи 

(3.11 ) т ild a.(qx) О( У-Р-Н) "2<---+ х ,x~oo. 
Ь xP- 1 , , 

, R : i 



Један О-инверзаи став 

Из (3.8) и (3.11), уношењем у (3.5), добија се 

тј. 

и најзад 

(3.12) 

аl ad rx.(qx) , 
-МХУ-Р+l<А(qх)-- + - . -- +O(xY-Р ..,.I), 

, xP- 1 q xP- 1 

ad 
-A(qx)< -rx.(qх)+О(хУ) 

a1b 

, ad 
-А(х» -rx.(x) + О(хУ) , х"""*ОО 

аl Ь 
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Како је rx.(x) најмаља монотона фуmщија која је већа од -А(х)" 
то из (3.12) следи 

ad 
(3.13) rx.(x) ~ -rx.(х)+О(хУ) , х"""*оо . 

аl Ь 

Како је 
ad (p+l)P-l~1 

аl Ь (q+ I)Р-l_1 
узевши р < q, добија се 

rx.(x) = О (хУ) , х"""* оо, 

а одавде, према (3.4) и дефи:ющ:;ји функције rx.(x) , следи коначно 

А (X)=-О(ХУ) , X"""*OQ, 

што је и требало ДОЈ<азати. 

(Саойшшено 30-ХIl-1959) 
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EIN O-INVERSIONSSATZ 

VLADEТA VUCKOVI<: (Zrenjanin) 

Es wird folgender Satz bewiesen: 

Sei А(и) VOt! beschriinkter Schwankutlg аиј jeder endlichen Strecke, 
А(О)=О und 

оо 

S (х) = f _d_A-..:.Сu-,-)_ Ј (? > 1) 
. (и+х)Р-l 
О 

konvergiere јљ" ет (und somit fйr аие) х > О . 

Aus 
S(X)=O(XY-P+l) , Х-'.>-ОО 

und der Коm;еrgеnzЬгdingung 

A(z.')-А(u»-muУ fйr jedes u~v~лu (/.>1) 

folgt dan 
А(и)=О(uУ), и~OO. 

Dieser Satz wurde mehrmals vom Verfasser in [3] und [4] und 
zusammen mit R. BO]ANIC in [1] ohne Beweis angewandt, jedoch mit 
dem Hinweis auf die Note [2] von О. SZASZ, nach deren Muster щаn einen 
Beweis herleiten konnte. Hier wird derSatz, als Anwendung der al1ge­
meinen Methode zur Herleitung der O-Inversionssatze, die von Ј. КлRA­
МАТА herriihrt, elementar bc.wiesen. 


