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С. АЉАНЧИЋ 

6 НЕКИМ НОВИЈИМ РЕЗУЛТАТИМА ИЗ ТРИГОНОМЕТ~~СКЕ 
АПРОКСИМАЦИЈЕl 

1. УВОД. (ј) Нека је С простор непрекидних и пери()д'1ЧКИХ функ­
ција периоде2n. Једном за, свагда претпоставиhемо да је средља вред­
ност функције јеС једнаю нули, тј. 

2" 

Ј f(x)dX=O.2 
О 

Нека је Тn(Л(n= 1,2, ... ) uосшуuак айрокcuмације који свакој функ­
цији јеС координира одређени ТРШ'оно:и.етриски полином Т в(ј; х) реда 
~ n. Такав поступак аПРОl<симације је, нaiIpимер~ низ делшшчних сума 
sn (ј) И низ аpuшмеш.ичких средина (Јп (Л Fourit:r-овог реда' функције ј 
или низ трШ'с;mометрискихполинома најбољеаUРОКСUJrlацuје Т:и) ф у Н­
ције ј. 

За одређени поступак апроксимације Т 11 (1), величина 

LlcU;Tn) = Ilј--:Тn 11 с= шах Ј!Сх)-Tn(f;x) I 
О;О;.,:О;2n 

\. 

је оШсш.уUање полинома Тn(Ј) од функције ј. 

Нека је м' с: С. Скуп отступаља 

(1.1) 

карактерише поступак ащ:юксимације Т п (Л у односу на класу М у 
целини. У вези са овим скупом могу се поставити неколико питаља: 

. ,." 

1 У ·овом експозиторном чланку изложена .су нека питаља изтригонометриске 
апроксимације, о којој, нарочито у најновије време, постоји богата литература. 
Члав:ак је не.што употпуљеии семинар из н!Щедене области који је одржав: 'у летњем 
семестру 1960 на Природно-математичком факултету У Београду. . 

2 Ово није никакво битно ограничење за Ј. 
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(А) За одређени поступак апроксимације Т п (Л и дату класу функ­
ција М оценити с горље стране скуп (1.1). Такав исказ, типа3 

JtM => Ilc(f; Тn) ~K <реп) 
зове се дuрекшан сШав. 

(В) За одређени поступак апроксимације Т П (Л и дату функцију 
<р(n), одредити класу функција М, за коју је <р (п) мајоранта СI<упа (1.1). 
Такав исказ, типа 

6.с и; Тn) ~ К <р (п) => Ј<.М 
зове се uнверзан сШав. 

(е) За одређени поступак апроксимације Тn (1) одредити класу 
функција М и функцију <р(n), тако да за пар (М, <р) важи и директан 
и liнверзан став. Такав исказ, ТdШI 

JtM <=> 6.с и;тn) ~K<p(n) 
зове се сшав еквuваленције. 

На исказе ове прv.:роде указали су још 1908 године Н. LEBESGUB 
[22а] и DB LA VALLEE POUSSIN [40Ы, а први директан став (за поступак 
SN (Ј)) потиче од Н. LEВESGUE-a {22Ь, с]. Значајан корак унапред прет­
стављају радови D. ЈЛСКSОN-а {19Ь] и С. Н. БЕРНIIIТвйн-а [7а, Ь], 
који су дали први директан односно инверзан став за најбољу апрок­
симацију функције Еn(Л. А. ZYGMUND-Y {44Ы припада први нетриви­
јалан став еквиваленције за Еn(Л. 

(Н) Код директних ставова поставља се и питаље најбоље могуће 
констанТе К за одређену класу М, или, што је исто, да се одреди 
величина 

Ес [М; Т п (Л] = sup 6.си; Т п). 
I&М 

Ес[М;Тn(Л] је најбоља айрокcuмацuја класе М ЙосШуЙко.w Тnи). Само 
изузетно могуће је ову тачно израчунати; зато се прибегава одређиваљу 
љеног асимптотског понашаља или љеног реда величине када п -+ оо • 

Први асимптотски образац за најбољу апроксимацију класе функ­
ција (за поступак Sn(Л) дао је А. Н. Колмогоров [21], а прва тачна 
вредност најбоље апроксимације једне класе функција (за поступак 
Еn (1)) потиче од Ј. FЛVАRD-а [13а,Ь]. 

(Ш) Могло би се очекивати да ће за одређени поступак апрок­
симације Т п (1) најбоља аnpоксимација класе М, Ес [М; Т 11 (Л), брже те­
жити нули када n-+ оо уколико је класа М ужа, тј. уколико о љеним 
елементима Ј више претпоставимо. Међутим, ово није увек случај. 
Има поступака апроксимације Т1I (Л, например аn(1) (Е. HILLE [18]), 
који сужаваљем класе М дају све бољу апроксимацију, али само до 
У.звесне грающе - свако даље сужавање класе М ту аnpоксимацију 

• к на разним местима уопште означава различите константе. Kp,q,r • ... значи 
да оне зависе од параметара p,q,T, ... Ако није од интереса да се истакне константа 
К, nисаћемо O[~(n)], 
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~ише не побољшава сем у тр'Ивијалном случају фУНIЩ1iје идентиЧI<и 
једнаке нули. ПреЦ-iзкије, l:звесщм поступц-?ма апроксимације Тn(ј) 
одговара фУНКЦ-iја q>TCn) -+0, n-+ оо, и класа фУНI<Цilја МТ, тако да 

1 о dc (ј; Т п) = о [q>TCn)] => ЈСх) == О; 

20 за пар СМт , q>T) важи став еквиваленције. 

За такве поступке Т п СЛ кажемо да се засuћују (саШурuрају). 
q>T(n) је најбоља айроксимација U о с шу йК а Т n(ј). Класа Мт је класа 
засuћења (сашурацuје) поступка Т п СЛ. 

Исказ о .класи сатурације неког поступка који се засиhује ;~, 
дакле, један став еквиваленције. Но тај став еквиваленције (коме 
одговара пар (Мт' q>T)) битно се разликује од ставова еквиваленције 
тог истог поступака за парове (М, q» такве да q>T/q> -+ О када n-+ оо • 

Зато код поступака који се засиhују овом специјалном ставу еКвива­
ленције дајемо нарочито име - сшав саШурацtlје. 

Појам сатурације увео је Ј. FЛVЛRD [13с]. За поступке аnpокси­
мације који су остварени неким поступком збирљивости Г п СЛ приме­
љеним на Fouri~ r-OB ред фУНIщије ј, 

п 

Гn(Л=Гn(ј;х)= L y~Cay cos vx+bysin ух), 
у=l 

од реда величине l-y~ зависи најбоља апроксимација тим поступком. 

Прецзније (Ј. FЛVARD [13d]), поступак Гn(Л се заcиhује и најбоља 
апроксимација тим поступ.ком је реда q> сп) ако постоје две позитивне 

константе Ку!) и K~2) такве да је г 

(1.2) О <~1) q>/n) ~ 11 - Y~ 1 ~ ~2) q>/n) за свако v = 1, 2, ... , n. 

Први став сатурације (за поступак (1n (ј)) следио је из резултата 
до којих су дошли G. ALEXIТS [За] и М. ZЛМЛNSКУ [42а]. 

Civ) Поред простора С, аналогна разматраља могу се спровести 
и у другим просторима. Ми ћемо се овде задржати још и на айроксu­
мацији у средњем,. тј. на апроксимаци;и у смислу метрике у LP, 

1 ~ Р ~ оо 4. Уводеhи ошсшуйање у средњем, полинома Т п сл од Фун-
кције ! .. LP

, ' 

dLP (Ј;Тn) = II! -Тn IILP = {~ S I!Сх) - тn (Ј; х) ,р dX}I /P 

2" о ----
, L оо, је простор М скоро свуда ограничених функција у коме је 

IIII! =supess If(x) 1 ' 
м O;o; .. ;o;2тt 

коначан број. Кад пишемо р;:;; 1 под тим подразумевамо само 1 ~p < С>О. 

Г~ 
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постављају се аналогни проблеми за скуп 

(6.LP (ј; Т n)IЈе:М, 

где је сада М c:.LP
, односно за величину 

ELP [М; Т n(Л] = sup ДLР (!; т п). 
, ' ЈЕМ 

(v) Овде ћемо (уз већ класичде) изложити најновије резултате 
о исказима типа (А), (В), (С), и још неке који са овима стоје у вези, 
за ·-неке специјалне поступке апроксимације: најбољу апроксимацију 
функције, делимичне суме Fоuгiег-ова реда, љене средине Cesaro-Bor, 
Нбldег-овог, Riesz-овог, Rogozinski-евог, de lа Vallee-Роussin-овог типа, 
затим за de lа ValIee-Роussin-ов и Jackson-de lа Vallee Poussin-ов 
интеграл, као и за опште линеарне поступке и оне дефинисане сума­
торном функцијом. Уопште неЋе бити речи о апроксимацији интерпо­
лационим . тригонометриским полиномима; за ова, као и друга питаља 
тригонометриске апроксимације упyhујемо на монографије DE LA V ЛLLEБ­
PousSIN-а [40 а], D. }AcksoN-а [19а], Н. И. АхИЕЗЕр-а [1] и И. П. НАТАН­
сон-а [26а]. 

2. КЛАСЕ ФУНКЦИЈА 

2.1. КЛАСЕ дЕФИНИСАНЕ МОДУЛОМ НЕПРЕКИДНОСТИ. (i) Нека 
.f е: С. Величина 

<t) (8)= <t) (8;Л=тах maxlf(x+h)-f(x) I =тахl! ЈСх + h)-J(x) Ilc Ih!:;>S O:;;x~21t jhl;:;;S 

је модул нейрекuдносшu функције Ј. 

За свако је:С, модул непрекидности, посматранкао функциј,а 
од 8, не опада и теши нули када 8 -- О. Meђ~M, ово нису једине 
карактеристичне особине модула непрекидноСти. да-би дата функција 
~ (8) била модул непрекидности неке фующије ј, йошребно је и довољно 
(С. М. Никольский [27 d]) да је 

1) ~ (0)= О, 

2) ~ (8) не опада, 

3) ~ (3) је непрекидна функција од 8, 

4) ~(8+'1));;;;~(8)+~('1)) за свако 8~0 и '1);;;:::0: 

Функције које задовољавају услове 1-4) зовемо модулима непрекид­
ности. Ови услови ће сигурно бити испуљени ако уз 1-3) важи и 
да ср (8) 18 не расте.5 

Нека је ~ (8) функција која је l\lОДУЛ непрекидности. Класу функ­
ција ј за које је <t) (8; f) ;;;; ср (8) означаваhемо са Л!р' 

6 За детаље о МОдУЛУ непреЮiДИОСТИ и љеговим особинама види DE LA 
VALLЙЕ POUSSIN [40а], и. п. НАТАНСОН [26 а], С. М. никольский [27d} и н. к. 
БАРИ и С. Б. СТЕЧКИН [6]. ' 
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Као што смо вен напоменуЈГ?, за свако јеС, (0)(8) -+ о. Прецизи­
рајуhи брзину којом (0)(8)-+ о, долазимо до спеЦ-:.fјалнr.х класа фующија 
у с. Например; 

10' Lt'pschitz-oey класу lАех, О < о( ~ 1, образују функције код KOjV.X је 

(о)(8;ј) ~ к ~ . 
с обзиром на дефv.ницију' модула непр'еКидности, ово је екВивалентно 
захтеву 

I!(x+h) - ј(х) I ~ КI h ,ех. 

Ако наРОЧЈiТО жеm!мо да истакнемо константу К у 'овој неједначыlИ, 
пишемо К1Аа.; специјално, РАех значи да је ова константа једнака 
• 8 
ЈеД:1I1F.ЦИ. 

ФункЦија која задовољава Lipschitz-OB YC~OB са о( > 1 своди се 
на константу. Од нарочитог f,нтереса је о класа lА1 : Је lА1 тада И само 
тада ако је апсолутно непрекидна и 'Ј'(х) I ~ к скоро свуда.? 

20 Класу W образују фУН1{~је за које је 

(о)(8;ј) ~ k. 8110g81. 

Између; класе W и Lipschitz-овиХ класа lАiIt постоји.стриктна:инкщrзија: 

11\1 С W с ~AO( ,за свако О < о( <.). 
~. 'о • • 

(јј) Модул непрекидности (0)2 (8;ј) другог реда дефию:сан је са 

(0)2 (8) = (0)2 (8;ј) =пlax ,пlax lј(Х+ћ) +ј(х-ћ)-:-2ј(х)1 
'ы� ;;; 8 о;;; х;;; 2тr, " 

=тах IЈЈ(х+ћ) +ј(х-ћ)-2ј(х) НС. 
'lhl';;;8 'о О о' 

Zуgmund~ову.класу .2Аех (А., iУG~щm [44Ь]) образују функЦије, ј 
за које је о (О)а (8;ј) ~:K !hr' , оо 

• Под lАо ,подразумевамо КЩ1су огравичевих фушщија. 
7 Заиста, ако /еК lА1, она је апсолутно непрекидна и orpaничене варијације, 

, I/(X+h)-/(X) I 
те има изв<щ Cl<Opocвyдa; ИЗ h ;;; К тада .следи I.(х)' ;;;,~o скоро свуда, 

Обрнуто, ако је / апсолутно непреки.џа и IГ(х)I;;;;;К Cl<OpO свуда, / је интеграл, 
1f 

тј. Ј(х) =Ј tp (е) dt и l' (х) =ЧЈ(х) Cl<Opo свуда,. па према томе и 1 tp (х) 1 ;;;к скоро 
... ОЈ<+Ь 

свуда; дакле, /f(x+h) - /(х) 1=1$ ~(t)dt.l;;;;; К I h 1. - Наравно, ако ,г(х) I :i! К 
х 

за свако х, тада /e1A1. Али ако је I г (х) 1;;; К само скоро свуда, мора се uреШuо­
сШaвuШu да је / апсолутно непреющна, јер постоји (види, например, Е. с. TITCH­
МARзн [39], § 11.72) непрекидна функција која има извод скоро свуда једнак 
нули а ипак није апсолутно непрекидна. 
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или, што је исто, 

IЈСх+ h)+ j(x-h)-2j(x) 1 ~ к Ihl oc • 

За О < ас < 1 класе lАос и 2Аос се поклапају (А. ZYGMUND (44а] , т. 1> 
стр. 120). Међутим, lА1 =F 2А1 ; Haњ~e, фуmщије класе lА1 имају скор:> 
свуда ограни.чен извод, док класи 2А1 припадају и функц-,је које нигде 
немају извод (А. ZYGMUND (44Ь]). Прец~;зније: 

(2.1) је 2А1 => (U(~;f);;:;;K~l1og~1 

(А. ZYGMUND (44а], т. 1, стр. 44) и ова процена се не може побољшати. 
Према томе, . 

lA1 c 2A1 cW. 

Примеhујемо да је и други знак ИНКЛУЗ";је у стрШ<тном СМ1iСЛУ. 

(Ш) Модуле непреКИДНОC'rА В~iшег ред:\8 

k 

(Uk(~)= (Uk(~;f)=max 2: (_I)k-X (k)j(x+xh) 
Ihl~8 х=О х С 

увео је С. Н. БЕРнmТЕЙН [7а]. О особинама (Uk(~;f) в"ди А. МлR­
CНAUD [24], С. Б. Ствчкин [33а, с], Н. К. БАРИ И С. Б. СТЕЧКИН [6]. 

(iv) Појам модула непрекидности преноси се из простора С у 
простор и, р ~ 1. Иншегралнu .модул нейрекuдносшu k-тОГ реда функ­
ције ј дефинисан је са' 

k 

(U:(~)=6>:(~;f)=sup L(- l)k-X(~)j(x+xh) . 
Ihl~8 )(=0 LP 

За свако jeLP, (Ј}Р(~;Л-- О када ~-- +0. Ако ЈеС, (Ј}Р(~;Л-- <и(~,j) 
када р __ оо. У простору LP дефинишу се класе 1~ и 2А:, о < ас ~ 1, 

са <ир('8;Л;;:;;К'8ОС односно <иН'8;Л;;:;;К'8ОС ; оне су различите само за ас= 1. 
Примећујемо да, насупрот исказу (2.1) У простору С, који је ту нај­
бољи могући, У простору LP важи 

2 Р _. {K~ll0g~11IP, l;;:;;р;;:;;2; 
је Ар l;;:;;р < оо -> (йР (8,Л;;:;; K'811og811/2 ,р ~ 2; 

и ова процена се не може побољшаТ:I (А. Ф. ТИМАН и М. Ф. ТИМАН 
(38] за р= 2, а за остале вреДНОСТ21 А. ZYGMUND (44е]). . 

2.2. КЛАСЕ ФУНКЦИЈА дЕФИНИСАНЕ ИЗВОДОМ. (1) Једна од класа 
које се вајчешhе сусрећу је класа функција које имају ограничени r-ти из­
вод, Tj.ljrrJ(x) ,;;:;;к за свако х. Општије, W(rJ (r= 1,2, ... ) је класа фуНI<-

8 <»} (8;Л=<» (8;1). 

• <»f(8;f)=<»P(8;f). 
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ција које иыају апсолутно непрекидан (r-l)-и извод а r-ти извод им 
је скоро свуда ограничен, тј. 

IIJfrJ IIM=SUP ess IJfr)(x) I ~к. 
" 

с обзиром на примедбу',јеw(r) тада и само тада ако ј има (r-l)-и 
извод који припада lA1 • 

Уводеhи појам интеграла и ~звода реда r > О, где r не мора· да 
буде цео позитиван број, могу се дефшmсати још оnштије нласе. 

(н) Нека је ј L-Шlтеграбилна цериодичка функција периоде 27r 
(и као увек, средље вредности једнаке нули) и нека је 

оо 

f(x) f"O.J L av cos vx + bv ~jп vx 
V=l 

љен Fourier--ов ред. 

Weyl-08 инШеграл ј, (х) реда т> О фУНIЩИје ј(х) дефинише се са 
(види А. ZVGMUND [44 а] СЬ. ХII, § 8 и 9) 

., () r7r~ avcosvx+bvsinvx . r7r~ avsinvx-~cosvx 
Ј' х =cos-~ + Sln-~ . • 

2 h1 ~ 2~1 ~ 

Тригонометриски ред на десној страни конвергира за скоро свако х 
и Fourier-ов је ред своје суме /т(х). Из дефиниције следи (/')'=/Т+8' 
Како се за r = 1, 2, ... Weyl-ов интеграл своди на r пута поновљени 
обични Шlтеграл, то је, с обзиром на претходну особину, нарочито 
иитересантан случај ј, (х), 0< r < 1. 

Weyl-ов Интеграл може се изразити и у облику 

(2.2) 
1 211: 

јт(Х) =-;-S j(t)'I"r(x-t)dt, 
о 

где је 

'1~ ( ) уn ~ соз vx . ТN ~ sin vx ~ cos (vx-rn/2) 
Тт Х =соз- L., -- + SlD - L., --= L., . 

2 '1=1 '1' 2 '1=1 v' '1=1 v' 

Ред на десној страни конвергира за х #: О и он је Fourier-OB ред 
своје суме 'f r (х). 

Weyl-ов uзвод јГтЈ(х) реда Т, О <т<l, функције ј(х) дефиниmе 
се са (види А. ZYGMUND [44 а] , СЬ. ХII, §§ 8 и 9) 

рт) (x)=~ /1-Т(Х)' 
dx 
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Општије, ако је r > О и п најl\lањн цео број који је веhи од Т, 

dn 
рт) (х) = dxn/ n- r (х). 

Нарочито је важан специјалан случај (једноставности ради, узе­
ћемо 0< r < 1) кад,а је /l-r(Х) апсолутно непрекидна функција. Тада 
се, наиме, Fourier-OB ред од prJ (х) добија формалним диферещџ!ра­
њем Fourier-овог реда од fl-r (х). Шта вр-ше, у овом специјаЈШОМ слу­
чају, могуће' је (С. М. НИКОЛЪСКИЙ [27с]) функције која имају Weyl-ов 
извод овако окарактерисати: 

L-интеграбилна перУ.одичка функција qi (х), периоде; 1t И средље 
вредности једнане нули, је Weyl-ов извод т-тог реда фунн:ције ЈСх), 
ако између /(х) и qi (х2 постоји веза 

1 21< 

/(х)=-; S qi(t)'Yr(x-t)dt, СТ > О). 
о . ' 

Заиста, поредеhиовај сбразац са (2.2), следи да је / = СРђ па је 
/ 1-т = (СРТ)1-Т= ћ = Ј qi d х; дакле, /1-' је нао' l:нтеграл апсолутно непре-

нидна функција и d~(fl-r)= qi скьро свуда. 
у овом раду ми ћемо под Weyl-ОВИl\l изводом увек подразуме­

вати овај· специјалан случај. 

" (Щ) Нека, је r > ~ и ~ реалан број и ставимо 
со ' 

'YT(X;~) = 2: cos (vx:,-~~/~) . 

·v=l· 

са W(r)«(3) означиhемо класу непр~ющних функција ноје имају репре­
зентацију (С. Б. СТЕЧI<ИН [33е]) 

1 21< 

(2.3) /(х)=-; Ј lfI(t)'Yr (x-t;(3)dt 

где је 
о 

21< 

Ј lfI(x)dx=O и IlqiIlM;;;K. 
о 

Ако желимо да истакнено нонстанту К пишемо К w(r)«(3); специјално, 
1 w(r)((3) значи да је она једнана јединиД':'i. 

Нарочнто су интересантни ови специјални случајеви класе W(r)(Ю: 
W(r)(r) = W(Т) и wrr)(o). Прва је маса функција ноје имају Weyl-ов 
извод /(тЈ реда т > О (у смислу прецизираном у (јј)) за ноји је 
'I/(Т) II

M
;;; К. . 
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Примећујемо да за О < r < 1 маса WfrJ стоји према класи lA,: у 
истом односу нао маса lA1 према MaCIf алl . Наиме, с једне стране је 
по деф:>ниц rји 

јЕ WfrJ еквивалентно са јl_1'Е1Лl' 

дон је с друге стране (А. ZYGMUND [44], СЬ. ХII, ТЬ.8.13 и 8.14) 

ј е 1 ЛТ eI<Br: вэлентно са ј1-, Е 2 Л1 • 
. ;" . .:' 

Данле, за 0< r < 1, ваtlщ стринтна,,'Еннлузија 
WfrJ c1Ar , 

дон је W(l) = 1 Л1 • Ово даје повода, а и други резултати на то уназују, 
да је природно продужење I<ласе lЛа;(=2Л(Х), O<rl<l, маса 2Л!> а 

не нласа lЛl , ноја је ПР'lРОДНО продужење масе WfrJ, 0< r< 1. у том 
смислу говорзhемо да је WrrJ, О<:т<'l, маса 'типа lЛ1 , а да је lЛа;, 
О < (х < 1, маса тrша ЗА1 . 

, . 
Аналогон класе W(r) (Ю у простору L образују L-интеграбилне 

фушщије / «оје у мају репрезентацију (2.З) 'Са . 

27<' 

,Ј ~(x) tJх=;,Ои II~ IIL ~ К. 
о 

Ову масу означавамо са wtJ(~). Спец-,флно, WtJ(r) = wtJ је маса 
фунКцF.ја које имају Weyl-ов извод ј(rЈреда r > О за који је!! ј(тЈ IIL ;:;:;; К. 

" ~ , l' -

(iy) КО,'1бинујУh:-,I масе дефиm~сане изводом Н, оне Д~фlЩИ~е 
модулом непрещноСтИ, могу се' формирати сложене I<Ласе: 

W(1'J А<р, r > О, је класа фушщи:ја које имају непренидан Weyl-ов 
извод /(1'Ј чији је модул непреI<ИДИОСТИ CI)(~;1'1'J);:;:;;cp(~). 

W(r) lЛIJ(, т> О, О <<<<1, је класа фyнiщ11ја «оје имају Weyi";OB 
извод јМ који Е 1Ла;; по дефиницији нојусмо далИ WfrJ 1Л1 = W(r+1J. 

W(rJ 2Аех , r > О, 0< rl';:;:;; 1, је, маса фymщија «ојеЕмају Weyl-ов 
ГЗ130Д 1'1') 'I<оји Е 2Лех • ' 

Аналогно се дефинишу сложене масе ,фyнI<Ц~iја у простору 

L P Р > 1 . WfrЈЛР w(r)1ЛР w(rJ ЗЛР , =. <\1' ех', ех • 

2.3. КОЊУГОВАНЕ КЛАСЕ ФУНКЦИЈА. (i) Нена .feL и нека је 
оо 

S иј = 2: av COS,vx + Ьу sin УХ 
У=1 

Fourier-OB {:ед функције ЈСХ); коњугованu ред OBollle је 
оо , , 

S [Ј) = 2: ау sin 'Јх-Ьу COS УХ. 
У=1 

2 ЗборНlU( Математичког института 
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За СК)РО свако х llC)cтoj ... lO 

7t' 

ј(Х)= - 2 Нт jf(X+t) - j(x-t) dt; 
7t <'-..+0 2tg t/2 

ј(х) је коњугована ФУl-l1<цuја функцзји ј(х). Оправдање за ове називе 

лежи у томе што постоји известан параIIелизам између ј и S [Л с _ једне 
и i и s [Ј] с друге стране. Но тај паралелизам није потпун. Тако, ј(х) 
не мора бити L-интеграбилна, нити ограничена или непрекидна ако је 

таква ј(х). 

(Н) Некз је дата класа функција М. Њој коњуговану класу М обра­

зују оне фУНlщије ј чија коњугована функцја ј припада М. Операција 
коњуговања класе не доводи увек до нове класе, тј. ова може бити 

рефлексивна. Искази "М = М" су ставови Приваловљева типа. 
И. И. I1PИВАЛОВ [29] јо показао да 

N 

je1lw., O<ot< 1 => je 1Arx.. 

Како је (Ј) = - ј, то важи и обрнут исказ, тј. 
(2.4) 1Аа. = lAct за O<ot < 1. 

За ot= 1 ово више није тачно, тј. класе 1Al и lA1 су неупоредиве. 

Међутим, -као што је то- показаоА. ZYGMUND [44Ь], класа 2Аl је 

рефлексивна,. тј. jE~A1 <=> јеВА}; што заједно са (2.4) даје 

(2.5) 

Из изложеног следи да -су и класе w(rJ 1 Arx., О < ос < 1, и 
w:(r! 2Arx._~ 0< ос ~ 1~ рефлексивне, док, то није сЛучај ~a класом w(rJ 
или W{I') (О), У чију дефиницију ИМIIJIИцитно улази класа 1А1 • 

УопIIiтењем Приваловљева става на класе- фущщија дефинисане 
модулом непрекидности бавили су се Н: К. БАРИ И С. Б. СТЕЧ:Кин. 

Н. К БАРИ [5] је доказала да за свако ГЈ. > О и k> ГЈ. 

(i)k (~;j) = о (~rx.) > (i)k (~;ћ == O(~) , 

што садржи претходни резултат ПРИВАлов-а и ZYGMUND-a. 

Још општије, Н. КВАРЦ [5] је дала довољне услове, а Н. К. БАРИ 
И С. Б. СТЕЧКИН [6] заједно, йошребне и довољне услове које мора да 
испуњава фУНlщија !р (8) да би се класе функција за које је 

(i) (а;!) = о [~(8)] и (i) (8;/) = о [ср (8)] 

ПОЮIапале. Прецизније: 

10 За ово и даље ВИДИ, наuример, А. ZYGMUND [44а], Ch Н, § 5. 
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Нена фунюџlja ср (8), О ~ 8;5;; п, задовољава ове услове: 1) ср (8) 
је непреющна у [О, п]; 2) ср (8) не опада; 3) ср (8) 'i='O за 0< 8 ~ п; 
4) ср (8) ~ О нада 8 ~.+ О; 5) ср (8) /8 не расте. Потребан и довољан 
услов да би ИCRазй 

cu(8;f)=O[cp(8)] и cu(8;ћ=О[ср(8)] 

били енвивалентни јесте да је 

АналОI1IИ иснази важе и у простору L р ,р ;;::: 1, за интегралне 
модуле непреRИДНОСТИ. Међутим, у простору LP, р> 1, таRВИ ИCRaзИ 
су неинтересантни (с. Б. СТЕЧI<ИН [33d]), јер на основу познатог 
М. RIESZ-ОВОГ резултата 

(р> 1) 

непосредно следи 

cu~ (8;ј) ~ Кр cu~ (8;ј) (р >1). 

КЗRО важи и обрнути ИСRaз, то су У LP, Р > 1, МОДУЈШ cut (8; f) и 
cu~ (8;ј) увен велиtlИНе истог реда. 

, 3. НАЈБОЉА АПРОКСИМАЦИЈА фУНКЦИЈЕ. (ј) Нена је Нп снуп 
тригонометрисi<иx полинома Т реда'::;;: n.за даТо је С, сКуп бројева 
Аси; Т), нада Т пролази све полИноме из Нп, оrpаничен је с доље 
стРане; те има иНф7.МУМ; овај ћемо озна~ти,са 

Еп=Еn(Л= inf АсСј; Т). 
. ТЕН,. 

Еп (ј) је најбоља айрокcШtaцuја функције ј поmшомина из Нп • Е. ВОRБL 
[8] је показао да за СВЗRО п йосШоји у НN полином Т:(Ј) танав :да је 

Аси; Т;)=Епи) 

и тиме оправдао уведену терминологију. Из ЧЕБЫШЕВ-Љевих. резул­
тата (види, наnpимер, и. п. НлТАНСОН [26а]) следи да за СВЗRО п 
постоји само један танав полином Т:(Л. Низ Т-:и) , n="l,2, ... , 
је Низ Шршоно.нeiii.рucкux Йолuно.на најбоље aйpoKcи.нaцuje функцuјi ј реда 
~ п, и љиме је, дакле, остварен један поступан аnpоксимације тпи)· 

Јасно је да Еп не расте са п, а из WEIERSTRASS-ОВОГ става следи 
да Еn - О када п ~ ОО. 

На аналоган начин се дефинише најбоља аnpоксимација функције 
у простору LP

, Р б. 1: ' 

Епи) LP =1 inf А Lp(f; Т). 
ТЕН,. 

2'-
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(ii) Од D. JACKSON-a [l9а, Ь] п:>тичу прве процене најбоље апр.ж­
симације. Ако ЈеС ;.0 им.а мсдул непрекидноС'IИ (о) (О;Л, тада је 

Одавде специјално следи: 

(3.1) 

(3.2) 

je1Aoc , 0< <х ~ 1 => Еn (л= О (n-а.), 

jeW~> Еn (Л = O(n- 1 l0gn). 

Оmптије, ако ј има има непрекидан 1'-ТИ извсд j(rJ, r = 1, 2, ... , 
тада је. 

и специјално 

(3.3) 

Ове резултате пренео је у простор и, р б:: 1,11 Е. S. QUADE 

[30]. ОН је показао да ако ј има извод j(rJ у LP да је тада 

Еn(Лu ;;;; Кт;р n-Т {о)Р (n- 1 ; ј(тЈ), r = О, 1,2, ... , 

и специјално 

jelA~ , р б:: 1, 0< IX ;;;; 1 => EnCj)LP = о (п-ос). 

(iii) ЈАСКSОN-ОВИ ставови закључују из ди~ренцијалних особина 
функције о љеној најбољојanpоксимацији Еnи). С.· Н. БЕРНШТЕЙН 
[7 а, Ь] је, обрнуто, полазећи од најбоље апроксимације функције 
закључио о љеним диференцијалним особинама. Он је показао да 

{
je1Aa., O<IX< 1; 

(3.4) Еn(Л=О(n-ОС),О<IX~l=> jeW, 1X;'1; 

и оmптије, да 

{

f(rJelJ\a., O<IX < 1; 
(3.5) Еn(Л=О(n-т-ОС), r= 1,2, ... , O<IX;;;; 1=> j(rJeW, IX= 1. 

Инверзне ставове у којима се закључује о модулу непрекидности 
функције или љеног ИЗI;lода дао је DE LA VALLEE POUSSIN [40а]: 

Нека је .Q (х) монотона функција која -70 када х -7 оо И нека је 

'" i S О(х) : <оо . 

Ако је 

Еn (Л;;;; n-Т Q(n), ј'= 0,1, ... , 

11 И У друге општије просторе. 
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тада / има непреRидан r-ти извод и . ! al8 00' Ј (ЈЈ (~;/(r)) -;;;;. K r ~ S Q (х) d х + S Q (х) d х, " 
, ,а Ч8 х 

где K r и а не зависе од ~ . 

Специјално, ако се, поред већ наведених услова за Q (х), може 
наћи константа ос таква да хо( Q (х) не опада (од извесног хо), тада је 

оо 

(JJ(~;f(r)) ~K, S Q (х) dx. 
о I~ Х 

Услов ј x-l Q (х) d х < оо је битан; например, за r = 1 ,ОД љега 
зависи да ли не /' бити непрекидна или прекидна функција~ 

Овај DE LA VЛLLЙВ POUSSIN-OB резултат важи и у простору 
р ~ 1 . Е. S. QUADE [30] је показао да из 

En(f)U-;;;;.n-rQ(n), r=O, 1, ... , 

следи да / има апсолутно непрекидан извод /(r-l), да постој~ /(у) 

скоро свуда ::;;"I};>; K,.,j~? Q (x)dx+ ј Q (х) d хЈ. 
а 1/13 Х 

Специјално, одавде следи , 

, о ~nи) р =0 (п-о() => {/ .. Чј,,~, 0<0«1; " 
L cuP(~;f)=O(~llog~I), ос= 1. 

Примећујемо да се 'исказ за ос = 1 може побољша'rи када је р > 1, 
корцсте\iи ZYGMUND-<;>B резултат за, простор LP из наредне таЧl<е (ј,-) 
и § 2.1 (iv). , " " ' 

, ' . ',' 

(iv) Из (3.1) и (3.4) непосредно следи став екВиваленЦИје, 
',! ".' ',' .' . 'о 

(3.6) / .. lAO( <=> Еn (ј) = О (n-а.) за 0<0« 1. 

За' О( = 1 овај ИCI<aз више не важИ'. 'о Могло би се за'rО помислити 
да било исказ 

(3.7) 

б~о исказ, 

(3.8) 
.. 

Вn (Л=О(n"'7.1)-:-:-:> /e:W, 

није довољно прециЗан.' МеђуТим, ооа'су у извесном смислу ~јбоља 
MOгyha; ,као щтото показују фуннциј~ (р = I sin х I и ф = ,1:у-1 Зin' ух. 
(види И. П. НлТАНсон [26 а], стр. '92-94). Наиме, с једнестраие) 

. \ .1 
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ср=:lЛи а за њу је Бn (ср»[21t (2n+ 1)]-1 те се (3.7) не може побољ­
шати; с друге стране, Еп (ф)=0(n-1), а Ф не прииада lЛ1 , тако да 
се у (3.8) W не може заменити са lА1 • 

Питање карактеризащ'је класе функција за коју је Бп (Л=0(n-1) 
решио је А. ZYGMUND [44Ь] уводеliи класу 2А1 ; он је показао да важи 
став еквиваленције: 

(3.9) 

с обзиром на lAex = 2Лех , 0<: а< 1, (3.6) и (3.9) можемо овако написати: 

(3.10) ј <. 2Аа: <=> Бп (Л = о (п-ех) за О < ех ~ 1. 

Oпiuтије, из (3.3) и првог исказа у (3.5) следи 

.j(r)=:lAIX <=> Бп(л=о(n-r-ех) за т=1,2, ... ; 0<а<1. 

што заједно са ZУGМUND-ОВИМ резултатом 

/СТ) <. 2Л1 <~> Бп (Л = о (n- r - 1) за r = 1, 2, ... , 

можемо писати у облику 

(3.11) ј(тЈ <.2Лех <=> Еп (Л =0 (п.,-r-ех) за Т= 1,2, ... ; О < а ~ 1. 

Слични резултати постоје у простору LP, Р б 1. Из Е .. S. QUADE­
ових резултата у (ii) и (Ш), непосредно следи 

ј<.lЛ~ <=> Еп (ЛLР = О (п-ех) за О < ех < 1. 

Примеliујемо да су овај став еквиваленције, без доказа, исказ~и 
G. Н. НлRDУ И Ј. Е. LITTLEWOOD [17]. Нетривијалан став еквиваЛенције 

j=:2A~ <=> Бп(ЛLр=0(n- 1) 

дао је А. ZYGMUND [44Ь]. Слични искази важе и за извод ј(Т). 

(v) ZYGMUND-OB резултат указао је на значај модула непрекид­
ности другог реда када је реч о најбољој апроксимацији. То је пот­
стакло многе ауторе, да уведу и модуле непрекидности вишег реда. 

Тако је С. Б. СТЕЧКИН [33а] дао најОIПIIтију формулацијУ}АСКSОN­
овом ставу: 

(3.12) ј(ТЈ<. С => Бп (Л ~ Kr.k n-r {J}k (n- 1 ;јМ), r = 0,1, ... ; k= 1, 2, ... 

Слично важи у простору LP, Р б 1; 

јМ <.LP => Бп (ЛLР ~ Kr,k,p n-r <ut (n-1 ;j(r)), т= О, 1, ... ; k= 1,2, ... 

из }ACKSON-ОВОГ дире:ктног и DE LA VАLLЁЕ POUSSIN-ОВОГ инверзног 
става за модуле непрекидности, не може ,се простим спајањем дqбити 
став еквиваленције. Зато су даље испитиваља ишла у правцу да се 

погодно ограничи функцијаQ (х) у DE LA V ~E POUSS!N"'OBOM ставу 
'тако да инверзни став заједно са ДирекТним да непосредно .став екви­
.:fiаленције. 



о неким новијим резултатима из тригонометриске апроксимације 23 

С. Б. СТЕчЮrн [33а] дао. је довољне усло.ве за функцију qJ (8) 'да би 

Еnи) =0 [qJ(n':" I )] " > <u~(8jj)'=O[qJ(8)]. 
Ово. заједно. са исказо.м (3.12) за r = О, даје ctaв.еквиваленције. 

С. М. Лозинский [23] је дао. uoiiiребне "и довољне усЛо.ве за фун­
:кцију qJ(8) да би важио. сТав е:квивалеlЩИје: 

Не:ка је Ф класа фymщија qJ, та:к~их да је: 1) qJ (8) непре:кидна 
за О s;; 8 < ОО; 2) 0< qJ (8') ;;;;; qJ (8") за 0< 8' :s;; 8"; 3) qJ (О) = О. 

l С Не:ка је k цео. по.зитиван бро.ј, qJе:Ф и не:ка постојибро.ј К> 1 
та:кав да је 

. . m (К 8) 
limsup т < Kk. 
3-+0 qJ (8) 

(3.13) 

Тада је за сва:ку непре:кидну фун:кцију ! 
(3.14) <Uk(8;f) =0 [qJ (8)] <=> Еn (1) =0 [qJ{n-1)]. 

А:ко. (3.13) није испуљено., тада по.сто.ји непре:кидна фун:кција ј таква 
да важи исказ на десно.ј страни у (3.14), али не важи онај на лево.ј. 

20 Не:ка је k цео по.з.:тиван бро.ј, qJе:Ф, и не:ка посто.ји број К> 1 
та:кав да је . 

1 li inf qJ (К 8) .- lim qJ СК 8) К" 
<т . ~ sup <. 

8_+0 qJ (8) 8-+0 qJ (8) 
(3.15) 

Тада је за сва:ку непрекидну фyНI<цију f 
(3.16) јМе:С и <Uk(8;j(rJ)=0[qJ(8)] <=> En(l)=n-rО[qJ(n-1)]. 

А:ко. услов (3.15) није испуљен, посто.ји непре:кидна фymщија ј та:ква 
да важи ис:каз на десној страни у (3.16), али не важи о.нај на лево.ј. 

(vi) С. Б. Ствчкин [33а] , А. Ф. ТИМАн [36а] , ,као. и А. Ф. ТИМАН 
И М. Ф. Тимлн [38] заједно., фо.рмулисали су инверзне ставо.ве ана­
ло.то о.но.ме :како. је то. учинио. DE LA VALLf!E POU$SIN: (види (Ш», 
упОТРебљујући при ,томе суме уместо. интеграла.Прецизније: 

~ " . 

.. 
<ut (n-1 ;1) ~ Кр." n~" L .,"-1 Бv~, Cf)LP (k = 1,2, ... ). 

У=, 

20 А:ко je:LP, l;;;;;р;;;;;оо, и заl,lе~о фи:ксирано. r (=1,2, ... ) 
оо " 

'L ут- 1 Бv-I ef)LP < оо 
у=, 

тада ј им~ r~ти извод ртЈ e:LP ~ 
.,. оо '* 

6)l (n-1;!(rЈ);;;;; Kp'k,r{ n-
" 
6,vk+r-1 Еу-', (I)LP '+ 6.:;1 Ёv~'(f)LP} (k=: 1~2"",) 

. ~:- t . .:........ ,. 
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СТЕклов-љев резултат се односи само на случај р = CXI, тј. када 
је реч о простору М. Искази 10 и 20 садрже БЕРНШТЕЙН-ОВ, ZYG­
MUND-OB, ЏЕ LA VALL~E PO'USSIN-OB И QUADE-OB резултат из (Ш) и (iv). 

Процене у последња два изказа су за р = 1 и Р = CXI наiбоље мо­
гуће; за 1 < Р < CXI то, међутим, ,више није случај (види и А. Ф. 
ТиМАН И М. Ф. ТИМАН [38] и А. ZYGMUND [44е]). М. Ф. Тимлн 
[37] пабољшао је ове I:сказе за 1 < Р < CXI: 

10 Ако JELP
, 1 <р < CXI, 

Kp.k ll- k {~ vkp - 1 E~-l СЛ LP }IIP, 1 <р ~ 2; 

~P,k n- k {~I v2k - 1 E~_l (Л LP }1/2, 2·~ Р < CXI • 

20 Ако ЈЕ и, 1 < Р < CXI, И за неко фиксtiрано r (= 1, 2, ... ) 
со 

2~T-l EV - 1 (fkp < CXI, 

v=1 

тада Ј l'Ma "-ТИ извод ЈМЕ и и важи 
(tJ~(n-l,Ј(r) ~ 

Kp'k,r{ n-k (~ vp(k~r)-l ~~-l (Л LP )1: ~+lvr-lЕ'oI_l(Л и}' 1 <p~2; 

к •. "! n-.(~ .,.r>HHвJ_. (љ,)'~ ~+:~'EH(f)L') ,2"'p<~. 
(vii) Ј. FAVARD [lЗа, Ь] прю је постав":о питање најбоље могуће 

константе у Д;'ректним ставовима за Еn (Л и успео да одреда: ову за 
класу функција w(r). Наиме, он је показао да je12 . 

Ес [1 W fr); Еn(Л] = sup 11 ј..,...Т: "С = к,. n-Т (.т = 11' 22, ... ), 
/e:\W(r) n= , , .. . 

где је 
. ',;" ~ *C-l)vСт,r 1) 

к,. 7t L- (2v + lУ+1 • 
V=1 ; 

Слично важи за класу W(r) (Н. И. АхиЕЗЕР И М. Г. КРвйн [2]) 

( т: 1,2, .. ')', 
n-l,2, ... 

l' Види И §9(Щ. 

; ; 
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где је 

"" KT=~ 2: (_I)VТ 
1t '1=0 (2'1 + lУ+l . 

Аналогнп резуmати! ПОСТQје (Н. И. fuщЕЗЕР [1], Стр. 210) II за • 
апроксимацију у средњем (р ~ 1): 

ELp [1 w(r); Епи)] =Куn-У И ЕLр[lw(rј;Еп(л]=in-r,(~:~:;::::) 
са истим константама К, и Ку • 

FЛVARD-ова ИСIIИтива~а продужили су Н. И. АХИЕЗЕР И М. Г. 
КРЕЙН (2], В. Sz. NЛGУ [25а] и. други (види Н. И. АХИЕЗЕР т, стр. 
191 и даље) .. 

Ана.логан проблем за класе W(rJ И wtJ; . о < r < 1, решио је 
В. К. Дзядык (11Ь]. Он је показао да је 

( Ј ) 4 . r1t Ес [1 W r ; Епи ] =Ес (1 WfJ; Вn(!)] = -ст sш-n-r (n= 1,2, ... ), 
.1t 2 

где је 

С. Б. СТЕЧКИН [33е] одредио је најбољу апроксимацију класе 
w(rJ(~);O<r<l, т</3;;;';2-у: 

) 4 {31t. 
Ес [1 WlrJ({3); Епи)] = EL [1 ~t ({3); Еп (Л] = -; С, sin 2 n-т , 

где је cr иста константа као у претходном дзяды-овомM резуmaту. 
В. К. Дзядык [lla] посматрао је класу функција I<оје имају 

апсолутно непреl<ИДан (r--'-l)-и извод j(T-:- 1) I<оји је са своје стране 
интеграл функције ср = ј(уЈ ограничене варијације. Нека је 'р = g + ћ, где 
је g функција СI<Ока и h апсолутно непреки.дна. Тада је 

En(f)L = 1t~ Куп n-r- 1 ~ 13'1 1 (~ 13'1 1 > о) 
где су 3'1 СI<ОКОВИ функције g у [-1t,1t) а К, FЛVARD-Qва I<ОНстанта. 

(viii) Све npоцене,како у диреI<ТНИМ тако и у инверзним ста­
ВОВИJlilaу I<оје смо до сада навеЈШ биле су са горње стране. 

Прву процену с доње стране.дао је још С. Н. БЕРнmТЕЙН [7Ь]. 
он је ПОl<азао да ако . су аv и bv Fоurier-ови коефицијенти од f да 
је тада ' 
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С. Б. СТЕЧКИН дао је процене с доље стране сасвим другог 
карактера. У два своја рада [33а, Ь] он је показао да када је реч о 
реду велuчuне модула непрекидности односно најбоље апроксимације 
важе следеhи ставови13 : 

1 о Ако је k цео позитиван број и О < ос < k, тада је 

Еn (Л ,...., n-ос <=> (,)k(8; Л,...., 8ОС • 

20 Ако је ос> О, k ·иr цели позитивни бројеви такви да је 

О ~ r < ос и k+ r > 0(, тада је 

En(f),...",n- rx <=> (,)k(8;f(r}),....,8 rx - r• 

С. М. Лозинский [23] уопштио је овеСТЕчкин-оверезултате, узи­
мајуhи уместо степена општије поредбене функције. Он је показао 
да његови резултати које смо навели у (v) под 10 и 20 важе неnpо­
Niењено и за обострану процену; треба једино знак О свуда заме­
нити са ,...., . 

(ix) Ако је fнепрекиДна функција, таква не мора да буде њој 
коњугована фуш<ција ј. Другњ'\'i речима, из EnCJ)-+О уопште не следи 
Еn СЛ -+ О када п -+ оо. Али, ако и претпоставимо да је ј неnpекиднэ, 
остаје отворено nитање шта се може реhи о брзини којом ЕnCћ-+ О 
кад се зна брзина којом Еп(Л -+ О. Овим проблемом бавила се Н. К. 

БАРИ [5] И дала следеhи одговор: 

Нека је Ф класа функција ср таквих да ср (8) не опада, ср (0)= О 
и qJ (8) > О за О < а < 27t. Ако !р е:Ф, из Еn (Ј) = о [ср (n- 1)] следи непре­

кидност коњуговане функције ј тада и само тада ако је 

оо 1 1 2: ~cp (.~) <оо. 
V=l 

(3.17) 

Услов14 

(3.18) 

је . потребан и довољан да би 

(3.19) . Еn (Л =,0 [ср (rг 1)] <=> Еn 0)= О [ср (n- 1)]. 

.. "Било да су у nитaљу функције или низови, ср-ф значи да постоје две 
позитивне константе К1 и Ка такве да је 0< К1 ;;;о 'ip/ф ;;:;; Ка. 

1" Услов (3.18) еквивалентан је ЛОЗИНСКИй-евом услову: постоји кон-
станта К>l таква да је 

. • ср (KI.\) 
11mlnf-(,,)- > 1. 
1.\--++0 ср о 
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Функција, <р(8) = 801: , О < ех ~ 1, очШ'ледно задовољава услове 
(3.17) и (3.18). Исказ (3.19) може се, у овом специјалном случају, 
добити и примељујуhи редом инверзни део исказа (3.10), затим исказ 
(2.5) и најзад директни део исказа (3.10) по схеми: 

ЕnСЈ) = О (n-OI:) => је2Аа=> је 2Аа:=> Еn (ћ = О (n-IX). 

Примеhујемо да под истим условима исказ (3.19) важи у про:­
Стору, LP, Р ~ 1, тј. 

Еn (f)LP =0 [t:p (n- 1)] <=> Еn (ћLР =0 [t:p (n-1)]. 

Овај резултат није интересантанза р > 1, јер из познатог М. RIESZ-овог 

стаВа, Ili IILP ~ Кр IIj IILP ср> 1), следи 

.Еn (ћ LP ~ lC,p Еn (Л LP , 
... 

па су за р > 1 ве.iшчине Еn (ј) LP и Еn (Л LP увек истог реда. 

Наведене резултате уопштили СУ у једНом заједничком раду 
Н. К. БАРИ И С. Б. СТЕЧКИН [6]. Опису показали: Ако ~еФ и 
задовољен је услов (3.18), тада су 2т+ 2 исказа (за фиксирано т=О, 1', ... ) 

Еn (ј(Р) = nр-т O[t:p(n-1)] , р =0,1, ... , Т; 

En(j(q) =nq-r О[t:p(n-1)], q=O, 1, ... ,т; 
међу собом еквивалентни. 

Услов (3.]8) је овде неопходан. Наиме, ако он за неко t:pеФ није 
испуљен, тада за свако Т постоји функција ј таква да Т-ТИ исказ из 
прве групе важи а да т-ти исказ из друге групе не важи. 

Примеhујемо да овај БАРИ - СТЕЧКИН-ОВ резултат важи и ако 
свуда знак О заменимо са ,..". ' 

На други начин поредио је С. Б. СТЕЧКИН [зза] величине 

E~CJ) и Еn(ћ. Он је показао: ' 

Ако јеС и ако је за неко фиксирано т=О, 1, ... 

CIO 2 yT-IЕ.;СЈ) < оо , 

Тада ј има непрекидан т-ти ИЗЈ30Д ј(т) и 

Еn сј(т) ~ К, { СП + I)Т Еn(Л + ~ , yT-l ЕvCЛ }. 
. . , . у= .. +l , 

Сличан исказ важи и у простору L Р, Р ~ 1. За R > 1 ,такав исказ 
није ,ИНтересантан. 
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(х) У дефиницији најбоље апроксимације функције Ј 

(3.20) Еn(Л= inf IIJ-TII 
ТЕНn 

НN је класа тригонометриских полинома реда ~ п, који иначе не под­
лежу никаквом ограничењу. Говоримо од једносшраној најбољој апрок­
симацији Е;(Л функције Ј ако inf узимамо преко класе Н: триго­
нометриских полионома Т реда ~ п за које важи Т ~ Ј (или т ~ Л. 
Појам једностране најбоље апрексимације у простору С није интере­
сантан, јер је ту 

Е;СЛ ~ 2 Еn(ј); 

Међутим, он се показао веома корисним у простору LP, а специјално 
у простору L.15 

Т. GЛNЕLIUS [16] је испитивао једнострану најбољу апроксимацију 
тригонометриским ПОЛИНО!l1Има у простору L и показао: 

Нека је Нт, r = 1, 2, ... , класа функција које имају непрекидан 
(r-l)-и извод /(Т-1) и овај је интеграл неке функције Јт ограничене 
варијације. Тада за ЈЕН, И свако п постоји полином ТN реда (n-l) 
тако да је 

Tn~J 
и 

(3.21) 

V (Л је тотална варијација функције Ј, а 

СТ = 1 {sup br+1 - inf br+l} 
47t (r + 1)! 

где је 
оо 

Ьm (х) = - 2 т! L: k- m cos (kx-m7t{2), т= 1, 2 .... 
k=1 

Константа ст у (3.21) је најбоља могућа. Примећујемо да тада важи: 
и V(Tn-Л~Кr V(j~)n-r. 

4. АПРОКСИМАЦИЈА FОUR1ЕR-ОВИМ СУМАМА. (i) Нека је 
п 

(4.1) sn(Л = Sn (Ј; х) = 2: tlv ~OS\lX + Ь\l sin \lХ 
\1=1 

низ делимичних сума Fourier-овог реда функције Ј. . 

Н. LbbESGUE-QВ [22 Ь, с] резултат 

(4.2) !J(x)-sn(f; х) I ~ (3 + log п) Еn(Л (п ~ 2). 

15 Н. WEYL [41], L. FEJ:eR [14], Ј. КЛRлМАТЛ [20] и G. FREUD [15] користили 
су једнострану апроксимацију а/lZебаРСКUAl полиномима у разним гранама Аналнзе ~ 
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показује да је апрокси:\!ација поступком $11(1) незнатно слабија од нај­
боље M()ryЋe апроксимације Еn (1) . -Користећи процене за Еn (Ј) за разне класе функција (§ 3), 
добијамо из (4.2) одговарајуће процене за поступак S1l (Л. Например, 
користеhи директни део исказа (3.10) односно (3.11), добијамо 

је 2Аа., O<a.~ 1 => j-S1!(1) = О (n-Чоg п), 
односно 

јМе2Аа., r=1,2, ... ; O<:a.~1 ,>ј-S1l(л=о(n-т-а.lоgn). 

Нигде се овде СИil1.бол О не може заменити симболом о. Примеhујемо 
да се за rJ. = 1, заменом класе 2А1 класом lА1 не може добити ншпта 
бољи резултат. 

~ простору.!!', Р б 1, аналогон исказа (4.2} се битно разликује 
према томе да ли је Р > 1 или је р= 1. Е. S. QUADE [30] је показао 
да је 

! Кр Еn(ЛLр за Р. > 1; 
"ј -$n (1) IILP ~ 

К(I+lоgn)Еn(ЛL за Р=I; 

одакле спечијално следИ 

"ј о (п-ос) , Р> 1; 
11I -sn (1) IILP = " 

, ' O(n-ОСlоgn), Р.= 1. 
је 1Л:, Рб1, O<~~t=> 

. . 

(Н) Најбоља, могућа константа у директНим исказима за поступак 
S1I (Ј) није до Данас одређена Низа једну спенијалну класу фую<ција 
Међутим, А. Н. Колмогоров-у [21] успело је да нађе асимптотско пона­
шаље најбоЉе могуће апроксимаЦије за КЛасу w(rJ, r= 1, 2 ... ;; наиме, 

Ес [1 w(rJ; 'S1I (Л] = sup 11 1 - $11 (1)lIc = ,4/og п + О (п-Т). 
, Је 1 wrr) , п п' . 

Аналоган резултат важи и у простору L; у горљем исказу треба 
само С формално замен:ити са L (С. М. Никольский [27е]. 

С. М. НИКОЛЪСКИЙ [27 b~ с] И В. Т. ПИНКЕВИЧ [28] уоппrrили 
су l{олмогоров-љев резултат У' два корака: први га је пренео на 
1<.ј1асу w(rJ, r > О, а други на још општију класу w(rJlAoc , r б О, 
О ~ a.~ 1. Љихов резултат гласи: 

(4.3) 

Ес [1 w(rJ 1Асх ; $n СЛ] = Ес(1 w(rJ lАсх ; $11 (1)] = 

2(Х+! log п тr/2 
= -- -- i z4 sin t dt + О (n-т-а;) . 

,,2 nТ+СХ.! 
о 

и. Г. Соколоъ [32] и С. Г. СЕЛИВАНОВА [31] дали су прецизнију 
границуза константу I<oja зависи од r и(Ј.' у другом члану асимnтот­
ског обрасца (4.3). 
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Даље уопштеље· постигао је С. М. Никольский [27 сЈ уводеhи, 
уместо Lipscbltz-ове, класу Аср ФУНI<ЦИја чији је модул непрекидности 
(Ј)(8;Ј) ~ ср(8) , где је ср (3) непрекидна, неопадајућа и коНвексна фун­
кција за коју је ср (О) = О. Он је показао да је 

Ес [АЧI; sn(f)] = 2" log п '" ср -- sin t dt + О ср _ТС_ • 2 7</2 ( 4t ) [ (2 )] 
тс ~ 2n+1 2n+1 

Аналогон исказа (4.3) за класу W(r) 2A~ потиче од А. В. Ефи­

мов-а [11а]. Како класе 1A~ и 2A~ дају најбољу апроксимацију Еn (Л 
истог реда величине (види (3.3) и (3.11»), то ће на основу (4.2), то 
бити случај и код апроксимације поступком S1l(f); једина разлика 
је у константи првог члана и у процени другог: 

где је 

Што се тиче 

Ес[1 W(r) 2Аа.; sn(f)] = Ес [1 W(r) 2A~; s1l(л] = 

=~(a.) log п + О (lOg10g n) 
тс2 nна. nT+~ 

(Т б; О, О<ос ~ 1) 

7< 
~ (ос) = sup I Ј j(x)cos xdx I . 

ј&РАа, -7< 

константе ~ (ос) примећујемо, да у исказу (4.3) фигу-
рише константа 

7</2 7<. 
К1 (ос)=21+ot Ј t~sintdt = sup I Ј j(x)cosxdxl· 

о jr.PAa. -7< 

А. В. Ефимов [12 а] је дао аналогне резултате и за класу WM((j) 2A~ .16 

(iii) С. М.- Никольский [27 f] добио је интересантне резултате 
за функције које имају т-ти извод јМ, т::?: О, ограничене варијације. 
'Навешћемо неке од љих: 

./ 
10 Нека су xv' v= 1,2, ... , тачке прекида од јМ у [0,2тс] и нека 

су 3" скокови У тим тачкама. Тада је 

11 j-sn(f) IILP = Ст,р (~13v Ip)1/Pn-r- 1/
p+ о (n-Т-1/Р), 1< р ~ Оо. 

v 

где је константа Ст. р дата одређеним интегралом; нарочито једно­
ставна је Со. оо = 1/2 . 

20 Ако са V(f) означимо тоталну варијацију од ј у [0,2тс], тада 
у простору L важи 

11 j-sn (Ј) IIL ~ К V (ј(Т) n-r- 1 1og п . 

18 Види И најновији рад А. В. ЕФИМОВ-а [12 с] где се третирају аналогна 
питаља за класу функција чији Weyl-ов извод јМ има моДУл непрекидности оо, (8) 
односно (ј)а (8). 
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5. AIIPОКСИМАЦИЈА FЕЈЕR-ОВИМ СУМАМА. (i) Fејеr-ови поли­
номи (ЈnСЈ) функције Ј дефинисани су са 

(Ј) - СЈ') - So сл + SI СЛ + ... + SN (ј) (Јп - (јп ,х _ --=--.;с:...=...--==-=--=--__ ---"" 
n;7- 1 

= ! (1- _v_) (av cos vx+bv sin 'ЈХ), 
'Ј-1 n+ 1 

тј. добијају се применом Cesaro-Bor (е, 1) поступка збирљивости на 
на Fourier-ов ред функције Ј. Како је код овог поступка збирљивост, 

v 
матрица поступка дата са 'Y~ = 1- --, то се, на основу (1.2), посту-

n+l 
пак (јn(Л засићује и љегова најбоља апроксимација је реда 1 јп . 

(п) Први директан став за' поступак (јn(Л потиче од е. н. БЕРН­
штвйн-а [7а]: 

(5.1) J e1Ars., O<~~l => J-(Јn(Л= {o(n-rs.), O<rs.<l; 
O(n-1 10g п), ~ = 1. 

Овде се О не може заменити са о. 

Аналоroн овог Бврнштвйн-овог става у простору L ~ , р ;;=:: 1, дао је 
Е. S. QuADE [30]: 

ЈеlЛ~, р ~ 1, О <~~ 1=> ilJ-(Ј1I (Ј) "u = п за ех = 1 и Р> 1 , ~
O(_CX) ~<lир;;=::l, 

О(n-Чоg п) за rx. = р =i' 1. • 

е. м. Ниl<олъский је посветио неколико својих радова директним 
ставовима за поступак (ЈnСЈ). Тако је показао 

(5.2) 

и 

1° у раду [27а]: 

[2 Г (~) . ~1t -сх (-сх) О l' ,-;- ГO-~) Юn2 . п + о п , <<<< , 
Ес [РЛсх ; аn(л] = ., '() 

f 2. 10g п + о 10g п ,~= 1; 
i 1t П _ П 

20 у раду [27с]: 

'1 
.' о (n- r) , о S;; r < 1; 

Је W(r), у;;=:: О => Ј ~(Jn СЈ) = О (n-Чоg п), r = 1; 
О(n-1),у> 1; 

ј 
О (n- r- CX), О ~ r + ~ < 1; 

Је w(rJ lАсх , r ~ О, O~ rx. ~ 1 => Ј-аn СЛ = . О (n-1 logn), У+ rx. = 1; 
О (n-1), r+rx.> 1; 
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30 У радовима [27с, е]: 

(503) Ес[l w(rJ; O"n(f)]=EL [1 w(rЈ;О"n(Л]=Кr n- 1 +0(n-r),r> 1, 

где, када је r цео број ~ 2, 3, '0" константа КТ има једноставан облик 

Примеhује1\Ю да се ни у једном од исказа у 10 и 20 симбол О не 
не може заменити симболом о. 

Прегледа ради, наводимо овде и неке резултате А. В. ЕФимов-'а 
[12а], који падају у најновије време: 

1 J~[ ( 2Е) (2Е) ] dt 1° JCX)-О""l-1СЈ;х)=- 27t 1 Х+-;;- +1 х--;;- -2ј(х) ~+ 

а 

где је а произвољна константа. Овај резултат за (,)2 (3;Л= 3 дао је 
М .. ZЛМАNSКУ [42а]. 

/(х)-;n-l (ј; х) = 

~- ~nJ(X+ ~)-J(X- ~)]S~'dt+O(~), 
о 

и 

где је а1 најмањи корен једначине f г1 sin ~ dt = 7t/20 
о 

Ес [12А1 ; О"n(Л] = 1', log п +- o(~). 
21og(V2 + 1) п п 

Са гледишта најбоље апроксимације поступком 0"1I(f) , нарочито 
је интересантан исказ (5.3); он показује да за Т> 1 сужавање класе 
више не утиче на апроксимацију већ Cal'iIO на процену другог члана о 
Међуrим, питање нетривијалне класе функција која постиже најбољу 
апроксимацију поступка 0"1I(Ј) , овим реЈулrатом није решено. То је 
постигао G. ALEXITS [3а], IIоказавши да 

(5.4) 1 s: lА1 => 1 - О"n (Л = О(n-1)0 

Због ратних прилика, овај резултат који је претходио Никольский-евим 
наведеним под 20 и 30, остао је дуго незапажен, тако да су у и~ом 
правцу чињени и други покушајио 
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Тако је А. ZYGMUND [44с] показао да за функције ТШIа потеlЩИ­
јa.JПIОГ реда, тј. OH~ чији је Fourier-ов ред облика 

оо 

(5.5) ј ех),...., L: Су ејух, 
у={ 

важи 

(5.6) lf(x)-О"n(Л! ~K(,)(2n1t) 

где је с.> (а) моДУл непрекидности од ј. Одавде cn~цијално следи 

ј е 1Al => ј - О"n СЈ) = о (n-1). 

Аналогон ставу (5.6) важи и у простору LP, Р ;;;;. 1. 

(Ш) Један неинтересантан став еквивалеIЩИје за поступак аn (Л 
следи непосредно из. БЕРНIПТЕЙН-ОВОГ инверзног става (3.4) за најбољу 
апроксимацију ЕnСЈ). Наиме, ако је ј -аn (Л = О(n-«), 0< се < 1, тим 
пре је Еn(ј) = О(n-а.), па на основу поменутог БЕРНmтвйн-овог става 
следи је 1Ла.. Заједно са првим исказом у (5.1) ово даје став екви­
валенције 

(5.7) је lЛа. '<=> ј- аn (Л = О(n-а.) за 0< се < 1 . 

• Овакав начИн закључиваља ефикасан је увек када одређени по-
ступак т nСЈ) даје за неку класу ~ja М апроксимацију реда ''Р(n), 
а за поступак најбоље апроксимације ЕnСЈ) и пар (М, 'Р) вlщщ став 
еквивалеlЩИје. Ниједан од исКаза 20 у (Н), а специјално исказ (5.4), 
не може се на овај начин обрнути. Међутим, М. ZAМANSKY [42а] је 
показао да 

ј - аn (Ј) = О(n-1) => је lЛl , 

што заједно са (5.4) даје став сатурације за поступак О"nСЛ: 

(5.8) је lЛ1 <=> j- аnи)=О(n-1). 

Оба k_сказа, (5.7) и (5.8), су ставови еКВ4валенције за поступак 
о"n СЛ, али, по класи функција ноја у љима фшурише,9fЗВ сатурације 
(5.8) отступа од ставова еквиваленције (5.7), што оправдава увођеље 
специјa.JПIОГ назива за исказ (5.8). 

(iv) G. ALEXIТS [3Ь] пренео је став сатурације за поступан а1l СЛ 
у пр;ктор ЈЈ'Ј р ~ ], а Ј. РАУЛW [13d] га је уопштио на апронсимацију 
Gеsаrо-вимсумамаk-тогреда а: (ј)(k= 1,2, ... ). Ове су дефИЈшсане са 

а:и) = а: (Ј; х) = 

= i(1- n :1)(1- n ;2)'" (l-n;k)(аусоsvх'+ЬvSinvХ). 
y~1 . 

3 Зборник МатемаТИЧЈ(оr ин~а 
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из (1.2) следи да се поступак а: (Л засиhује и да је љегова нај­
боља апроксимација реда 1/n. Класа сатурације за поступак (1~ (Л 

1) У простору С је класа оних фушщија f чија кољугована функ-
ција је lА1 ; . 

2) у простору L је класа оних функција f чија кољугована функ­
ција ј је ограничене варијације; 

3) у простору и, р> 1, је класа оних фуню:rија f чија је кољу­
гована функција ј еквивалентна апсолутно непрекидној фующији g 
која l'ма извод g'eLP. 

Другим речима, став сатурације за поступак а: (Л глаС11: 

( fe1A1 (У простору С); 
I 

l'ј-(1: сл IIc,z.P = о (n-1
) <=> 1 ј ограничене варијације (у простору L); 

ј еквивалентна апсолутно непрекидној 
функцији g чији извод g' е L р (У про­
стору LP,p > 1). t 

Познато је да је поступак (1: (Л као поступак збuрљuвосшu уто­
лико ефинаснији уколико је k веће. Наведени резултат показује да је 
он као поступак aйpOKcuмaцuje, бар у погледу реда величине апрокси.,. 
мације, еквивалентан за свако k. Разлика постоји само у најбољој мо­
гућој константи која до данас није одређена. 

(v) С обзиром на последљу примедбу, од интереса је упоредити 
у погледу апроксимац."lје поступак а: (Л са Нб1dеr-овим поступком 
H~ (Л, јер су ова два поступка, с глеДIiшта збирљивости, еквивалентни. 

Нб1der-ов поступак Н: (Л, примељен на Fourier-ов ред функције 
ј, дефинисан је k-TOCТPYKOM интерацијом поступка (1n (Л. Експmщитно 
он је дат са 

п 

H~ (Л= H~ (ј; х)= L h~ (k) (ау cos ух+ Ьу sin ух) (k= 1, 2, ... ) 
у=l 

где је 

~ (k)= 1- _у ___ V_{7t(l) + ... +7t(k-l)} 
п + 1 п + 1 У, п У, п 

и 

Како је 
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то. се по.ступЗ1< н: (Л засићује и љегова најбо.ља апроксимација је реда 
n-1logk - 1 n. с. АљАНЧИЋ [4а, Ь] је дао став сатурације за ПЈСТУПЗ1< н: (Л: 

I 

T..k (lOgk-l п) 
Ilf- Ј1n (f):!с,LP=О ~-n- <=> 

f.. е lЛ1 . (у простору С); 
ј о.граничене варијације (у 
IЭ'о.сто.ру L); 
ј еквивалентна апсо.лутно не­
прекидној функцији gчији 
изво.дg'еLР (у простор.у LP , 

р> 1) . 

. у свако.м од наведених про.сто.ра, класа сатурације је, дакле, иста 
као. нод по.ступка r!:.(Л, али о.дго.варајућа апро.ксимација је слабија. 
Поредеhи, за исто. k, поступке а: (1) И H~ (ј), видимо да два поступка 
еквивалентна у по.гледу збирљивости то. не морају бити и у погледу 
апроксимације. Слично., поредеhи по.ступке Н:(Л, за две различите 

вредно.сти k, видимо. да о.д два по.ступка један мо.же бити ефикаснији 
у по.гледу збирљивости а да је при то.ме ефективно. слабији у погледу 
апроксимације. Другим речима, ефикасно.ст неко.г по.ступка у по.гледу 
збирљиво.сти не мора да утиче на ред апро.ксимације но.ју о.н пружа, 
и обрнуто. . 

6. АПРОКСИМЛЦИЈА RIЕSZ-ОВИМ ТИПИЧНИМ СРЕДИНАМА. (i) 
RiesZ-о.в по.ступак типиЧ1ШХ средина је нарочито. по.го.дан да се илу­
струје место. става сатурације у о.квиру ставова еквиваленције за 
по.ступке ко.ји се засиfiују. 

Нека је лn низ бро.јева ко.ји моното.но. тежи беско.начно.сти и нека 
је р> о. RiesZ-о.в по.ступак, примељен .на Fourier-о.в ред функци~е ј. 
дефинисан }е са . 

п 

R (ј; Х; лn;р) = 6 ( 1- ~: Ј (ау co.s ух+Ьу sln УХ).· 

Овај по.ступак се засићује и најбо.ља апро.ксимација му је реда l/Лn. 

Специјално., R (ј; х; nл ;.]) где је л> О, о.значавaliемо. са Щ (1); љегова 
најбо.~а апроксимација је реда 1јnЛ. Примећујемо. да је R~(Л = an_~ (ј). 

(Н) ПоступЗ1< R~(1) испитивало је у погледу 2.про.ксимације више 
ауто.ра. А. ZYGMUND [44d], се ограничио. на 1..= 1,2, ... и по.казао.: 

1° За йарно л и цео. бро.ј r ~ л 

(6.1) је W(r/ => f-R~(j) =О(n-Т). 

20 За неиарно л и r ~ 1..-1 о.пет важи (6.1), али za r = л следи сам!) 

ј е W(r) => ј-щ,(f) = О(n-т log п), 

и логаритам на десно.ј страни не мо.же се укло.нити. 
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3" Општије, ако је t' < Л 

је: W(r) lЛIX , 0<(1. < 1.=> ј-R~(Л = О (n-r-,.IX). 

Овај резултат важи и за (1. = 1 уколико Л није непарно и r = л - 1. 

Аналогни искази важе и за класе W(r) односно W(r) lAIX; фор­
мално треба једино реч "паран" заменити са "непаран" и обрнуто. 

Специјално, ако је ј типа потенцијалног реда [види (5.5)], када 
јеј-- - z'j, (6.1) важи независно да ли је Л парно или непарно. 

(Ш) В. Sz. NAGY [25Ь] испитивао је апроксимацију поступцима 
који су дефинисани суматорном функцијом (види § 9). Општи р~зул­
тати до l<ојих је· дошао садрже и исказе о апроксимацији поступком 

Щ(Л, л> О (не обавезно цео број). У том раду В. Sz. NЛGУ је увео 
класу функција ~t7(r)(O), r '> О (види § 2.2), као класу оних функција 

за које је 

оо 

ј r-J 2: av cos 'ЈХ+ bv sin 'ЈХ 
'1=1 

ос 

L vr(avcosvx+bvsinvx) 
'1=1 

Fourier-ов ред неке ограничене функције. ПрИ1l'lеhујемо да се класа 
w(r) (О) може и овако дефинисати: ј е: w(r)(o) ако 

f cos Т;. + I ;in ~1t е: w(rJ . 

Одавде се види да се . W(r) (О) за 'целе парне вредности r своди 

на W(r) а за целе непарне на W(r). Обрнуто је случај код кољуго­

ване класе W(r)(O). 

Нека су Л и r позитивни бројеви; тада 

! O(n-IX), л> (1.; 
10 је: l~, 0< (1. < 1 =>f-R~(Л = O(n- IX lоgn), Л=(1.; 

'. О(n- л), л < (1.; 

20 ј е: W(rJ(O) => ј_ Щ (Л = {' О(n=т), л;;;; Т;. 
. . О(nл),л<r, 

! О(n-Т), Л > Т; 
30 је: WrrJ(O) => ј-Щ (л= О(n-Т logn), л=r; 

О(n-л), Л < Т; 
. !o(n-r-IX),л>r+IX:; 

40 је:w(r)(О)lЛqt, 0< (1.< 1=> ј-R~(Л= O(n-r-IXlоgn), Л=r+(1.; 
О(n-л), Л<r+IX:. 
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1Щг.це се у исказИма ,1- 40 СИ!'1бол О не м~ще заменити симбо-
лом о. ,. 

Неке од ових резултата В. Sz. NЛGУ дао је и у npецизнијем 
облику. Нека је 

Тада је 

~ (-I)V 
Кт,). = Lt (2'11+ l)т-).+1 '. 

( v=O, , 

. 1 2 logn .. ---+О(n-Т), ).=Т; 
Ec [lw(rJ(O); R~(Л] = 7t N' 

Kr,).n-)..+o(n- r), л < Т; 

Од наведених директних ставова само се први исказ у 1 о може 
тривијално обрнути (види. § 5 (Ш)) и такО добити став еквиваленције 

!f.lЛrx.<=>!-R~(f)=О(n-rx.) за O<rx.<l и Л>rx.. 

М. ZAмANSI<Y [42ЬЈ је дао за поступак R~(f), л= 1,2, ... , нетри­
вијални став еквиваленције, ~ то став сатурације: 

! - zt;. (Л = О(n ) <=> . 
-). 1ј<)..-I) f. lЛ1 , Л парно, 

ј<).-I) .. 1 Л1 , Л непарно. 

Примећујемо да је директни део овог исказа садржан већ у ZYG­

МUND-овим резултатима из (Щ. 

(iv) У § 3 (iv) видели смо да је код ставова еквиваленције за 
поступак Еn(Л адекватна класа функција типа 2А1 (види § 2.2 (Ш)). 
С. АљЛНЧИЋ r 4 а] је показао да је то случај и код cтanOBa еквива­
ленuије поступка R~ (Л, с изузетком· става сатурације код кога је 
адекватна класа функција типа lЛ1 • Другим речима, поступци Еn (Ј) 
и R~J), од I<ојихсе само други засиhује, ПОl<азујуу погледу ставова 
е.квиваленције подједнако понашање све до тренутка засиhења поступка 

R: (Ј). Прецизније: 
Нека је л > q, ~ ~ Л и ставимо ~ = r + ос са r = О, 1, ... и О < ос ~ 1. 

Тада је 

(
!М Е2Аос, f3 < Л; 

!-R~(Л=О(n-l') <=> 
!eW(I')(O), [3=).. 

Специјално, ако је ! типа потенцијалног реда (види (5.5)), I<ада 
је i = - ј!, класа' сатура[]ије W«(3)(O) своди се на w«(3). 
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с. АљАНЧИЋ [4а, с] је дао став сатурације иза поступак 
R (Ј; х;лn; 1), а из опIIlТИХ резултата G. SUNoUCHI-а и с. WATARI-a 

[34] следи, као спещ:јални случај, класа сатураIJије за поступак 

R (Ј; х; nЛ ; р), л > о. Последља два аутора одредила су класу сату­
рацоје и у простору L Р, р;;;;' 1. 

Cv) Однос става сатурације према другим ставовима еквивален­
ције .који постоји код поступака R~(Л, није ограничен само на овај 
поступак. Слично важи и за поступак (Јn(Л који је дао ROGOSINSкr; 
овај је дефиносан са 

71-1 

= L cos ~ Cav cos 'Јх + bv sin 'Јх). 
'.1-1 2n 

Поступак (Јп СЛ се засиhује и најбоља апроксимација му је реда n-2 • 

с. Н. Бврнштвйн [7с] је показао да 

(6.2) јЕ1Л(Ј.' O<Cl;;;;;l => j-рn(Л=О(n-r:t.) , 

а према једној А. ZYGMUND-ОВОј [36 Ј] примедби 

(6.3) f'Е 1Лос , O<Cl;;;;;l => j-рn(Л=О(n-1-rx). 

Оба ова исказа се могу тривијално обрнути када је О < cl < 1 
и тако добити ставови еквивалеlЩИје. Но за ос = 1 ситуација у ова 
два исказа је битно различита. Наиме, први се може побољшати 
(с. АљАНЧИЋ [4d]) 

и тек као 'l'aHaB тривијално обрнути, дон се други исназ ~lОже 
(нетривијално) обрнути (G. SUNOUCНl и с. WATARI [34]), тако да је 
W(l)lЛ1 = W(2) = Н7(2)(О) нласа сатурације поступна (Јп СЛ . 

7. АПРОКСИМАЦИЈА DE LA VALLEE РОUSSIN-ОВИМСУМАМА. 
(i) De 1а Vallt~e Рошsјn-ове суме VN (Л (види [40а]) дефинисане су са 

где је 

1 271-1 

Vn(Л= Vn (Ј; х) = 2а2n_1 (л- (1'1-1 (л=-;; L Sy (Л 
\1==1 

2n-l 

= 2: y~(avcos\lx+bysinvx), 
'.1=1 

n_{1, O;;;;;v;;;;;n; 
Уу - . 

2 - v fn, 1Х;;;;; '1 ;;;;; 2n . 
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Основни резултат за de 1а YaЊ~e Poussin-ове суме Vn(J) јесте 
да оне да;у anроксимацију истог реда као поЈПШОМИ најбоље апро­
ксимације т; , тј. 
(7:1) Ј- Vn(f) = о [ЕnСЈ)]· 

Примеhујемо . једино да су тригонометриски полиноми V nСЈ) реда 
2n-1 за разлику од т; који су реда :s;; n. 

Исказом (7.1) У принципу је код поступка Vn(f) решено питаље 
директних,инверзних и ставова еквиваленције за поједине класе фун­
кција. Наиме, сваком директном ставу за Еn(Ј) одговара на основу 
(7.1) и директан став за 'v n(Ј). Иgо тако, сваком ставу еквивален­
ције за ЕnСЈ), на основу (7.1), тривијално одговара став еквива­
ленције за поступак Vn(f) (види примедбу после (5.7)). Једино питаље 
које остаје отворено то је најбоља MOгyh:a константа у директним 
ставовима. 

(н) Уопштена de la Vallee Poussin-ова сума 

,;n,ри) (р=р(n)=О, 1, ... ,n) 

дефинисана је са 

_ СЈ)- СЈ' )_сn+ Оаn(f)-Сn-р) an-p-l(f) - 1 ~ 'СЈ) 
'n,Р -."'i,p ,х - - --L.. Sv 

. . р + 1 Р + 1 у=n-р 

тде је 

Специјално 

·n 

= L Y~ ср) (ау cos ух+ Ьу sin ух), 
У=1 

1

1, O~y~n-p; 
уп (р) = 

V n-у+ 1 
---, n-p~y~n. 
р+1 

(7.2) "2n-l, п -1 СЈ) = V п (Ј), ':n, О (Ј) = Sn и), '":n, п СЈ) = аn СЛ· 

DE LA VАLLЁЕ POUSSIN [40c~a] је показао да је 

(7.3) 
п + 1 I ј(х)-,:n,р (Ј; х) I ~ 2 -Еn_р СЛ· 
р+1 

Одавде се види да апроксимација de 1а Vallee Роussin-овим 
сумама битно зависи од односа бројева п и р=О, 1, ... , n. Ако рјn-6, 
п _ ОО, у принципу треба разликовати случај еве : 1 о 6 = О; 20 0< 6 < 1 
и 30 6 = 1. За 6 = О суме ';n, р СЛ су "блиске" Fоuгiег-овим сумама 
$n (Л, а ~a 6 = 1 Оне су "блиске" Fејег-овим: сумама a~ (Ј) (види (7.2)). 
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Случај 6=0 исrmтао је А. Ф. ТИМАН [36Ь] И показао да је 

Ес [l w(rЈ1ЛIX ; ":n, р (Ј)] = Ес [1 W(r) lЛIX ; "t'n, р (Л] = 

21X+1 1 п 1</2 

= -- ---log -- f еlX sin t dt + О (n- Т- IX) 
п2 nl"+lX р + 1 о 

(T~O, 0< IX;;;; 1) 

Интересантно је упоредити овај резултат са одговарајућом проценом 
~.~за~(/). . 

Случај 0<6~ 1 посматрао је С. А. ТЕЛЯКОВСКИЙ [38а,Ь]. За 

0< 6~1 већ из (7.3) следи 

1 & w(r) или W(r) => I--'n, р (Л = о (n-Т) (Т= 1, 2, ... ). 

ТЕЛЯКОВСКИЙ је прецизирао овај резултат, показавши да је 

Ес [1 Wfr); "t'1I, Р (Л] = Ст, е n-r + о (n-Т) (Т = 1, 2, ... ) 

где је константа Ст, е дата вишеструI<ИМ одређеним интегралом. За 
6= 1, ТЕЛЯКОЬСКИЙ је разликовао два случаја, према томе да ли је 
n-p=const ИЛИ n-р-+rxJ. 

А. В. Ефимов [12 Ь] испитивао је аnpоксимацију поступком 
"п р (Л це npeтnостављајући да постоји гранична вредност количника 
p/~ када n-+ (ХЈ. Он је показао: 

1 о Нека је qJ (~) позитивна функција која је МОдуЛ непреI<ИДНО­
сти (види § 2.1) и означимо са Л!ј> класу функција чији је модул не­
преI<ИДНОСТИ (ј) (8) ~ q> (8). Тада је 

IC[.~(.) log р: 1 +0[.( ~ )], О,;;р,;; ~ ; 

ЕСРЛ!ј>;":n,Р(Л]= I 2 nfPq>(t) d о[ ( 1)] п 
п(Р+l)_4 -;;: t+ q> -;; '"2 ;;;;p~n-l; 

.n+l 

где је 

C[n)(q»= sup 'Ј... SICx)cOSnxdx 1. 
Јс.А!ј> п_те 

20 За свако О;;;;р;;;;n - 1 и 0< 'X~ 1 важи 
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где је 

(п) П (log 10g n) п 
С2 (IX) Iog Р+ 1 +0 nrJ. ,0~P~2' O<rxS;: 1; 

Bn,p(rJ.)= O(n-rJ.), n/2~p~n-l, О<ос< 1; 

1 1 n+l п . 
--- og --, - S;: Р 5, п - 1, IX = 1; 
7t (р + 1) п -Р 2 

и 

cin)(rx) = sup I Ј.. f ј(х) cos nx ах 1. 
fr.1l~ п_n: 

Не постављајући НИЮU<ва ограничења у погледу односа бројева 
п и Р, А. д. ЩЕРБИНА [45] је показала да 

N 4 п 
'ј(х) 15, 1 => !ЈСХ)-Тn,р(ј;х)!5, -Iog- +0(1). 

п2 Р + 1 

8. АПРОКСИМАЦИЈА DE LA VALLEE РОUSSIN-ОВИМ ИНТЕГРА­
ЛОМ. Dela Vallee Роussiп-ов интегралом (види [40 а] и [26 а] ,стр. 183) 

где је 

и 

(8.1) 

h п: t 
Vn(f)=Yn(f; х)= 2n 

Sf(x+t)COS2n2:dt 
7t -'" 
п 

= L: y~ (а." cos \lX + Ь., sin \lX) , 

\1=1 

hn= 2n(2n-2)оо. 4.2 
(2n-l)(2n-3)оо. 3.1 

у= =1--+0-, п (n!)2 \12 ( 1 ) 
\1 (n-\l)! (n+\I)! п n2 , 

дефинисан је поступак anроксимације тригонометриским полииомима. 
На основу (8.1) он се засићује и љегова најбоља апроксимације је 
реда l/n. 

И. П. НАТАСОН [26 Ь] је показао да је за 0< or. 5, 1 

EcPArJ.; УnСЈ)]= ~ гС ;or.) n-rJ. /2+ 0 (n- СЈ). 

Onшти;е директне ставове дэ,о је Р. L. BUТZER (10а]. Он је 
поназао да је у простору С 

ј - Уn (Л = О [Ыз (n- 1 /2 ;Л] 
и 
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а у простору LI1, p~ 1, 

IIJ - VN (Л II LI1 = О [(iI~(fгI/2; Л] 
и 1 

l'е1Л:, 0<1X~1 => IIJ-Vп(ЛI!Lр=о(n-i<1+СХ»). 

Р. L. BUТZER17 [10с] је наслутио, а G .. SUNOUCНI и С. WЛТARl[34] 
су доказали став сатурације за de lа Vallee Роussiп-ов интеграл: 

1

1' еlЛl (у простору С), 
IIJ - VN (Л IIс LP=O(n-1) <=> l' ограниченеваријације(упростору L) 

, Ј" eLP (у простору LP, Р> 1). 

9. АПРОКСИМАЦИЈА СУМАТОРНОМ ФУНКЦИЈОМ. (i) Нека је 
функција g(t) дефинисана У размаку [0,1] и нека jeg(O)= 1 и g(I)=O. 
Овом "суматорном" функцијом дефинисан је поступак апроксимације 

n-l 

, Gn (Л = Lg (:!.-.) (ау cos ух+ Ьу sin ух) ~ 
У-l П 

Ако је g(t) непрекидна у тачки е=О и ограничене варијације у [0,1], 
поступак Gn , као поступак збирљивости, је регуларан. 

Суматорни поступак Gn садржи као специјалне случај еве : 
10 Fourier-ове суме када је get) = 1, O~t< 1; 
20 Fejer-ове суме када је g(t)= l-t; 
30 Rogosinski-еве суме када је g(t)=cos(1ttI2); 
40 Riesz-ове суме Rn(f; nл ; р) када је g(t)=(l-tл)Р; 
50 De lа Va11ee Poussin-ове суме спадају исто тако у суматорне 

поступке, само како су оне тригонометриски полиноми (2n-l)-ог реда, 
то је код одговарајуће суматорне функције g размак [0,2] а не [0,1] 
основан и 

(7.4) 

где је 

2n-l 

Vn (Л = L g (:!.-.) (ау cos ух + Ьу sin ух), 
у=l П 

i(t)= {1, O~t~ 1 ; 
2-t, 1 :::;;e~2. 

60 Jackson-de 1а Vallee Роussiп-ов интеграл. 

А + ос ( 2 е) sin4. t lп(Л=lпи;х)=- S Ј х+- -dt, 
21t -оо П t'" 

где је 

17 Појам сатурације пренео је Р. L. BUTZER [10 Ь, с] и на синrуларне инте­
грале који нису тригонометриски полиноми. 
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такође одређује један суматорШl поступак, истог типа као што су de 
lа Vallee Роussiп-ове суме. Наиме (види н. и. АхиВЗЕР [1]), 

2n-l 

Јп (Л = L g (2.) (ау c~ ух+ Ьу sin ух) 
У-l П 

где је 

(13. З З 0--1 
I --Е·+ -Е ;;::,t;;::,; 

2 4' 
g (с)= t 

~(2-t)З: i ;;5;;с;;5;;2. 
4 , 

(Н) У § З (vi) СМО навели да је Ј. FЛVARD одредио најбољу могућу 
константу за поступмк Еn(Л и класу w(r). Он је то постигао на та; 
начин што је ефективно конструисао поступак апроксимадије G:(f) , 
који се за класу w(r) поклапа са најбољом апроксимације функције 
не само по реду величине апроксимације већ И по најбољој lI-югуfiој 
константи. За поступак G:(Л, дакле, важи 

sup 111 - G:СЛ IIc = sup ЕnСЈ)· 
!EIW(r) !EIw(r) 

FЛVARD-ОВ поступак G:(Л је један CYll-lаторни поступак дефинисан 
функцијом 

оо {l 1} * t = l-Е' -1 У+l + g() L() (2v-t)r (2v+t)r 
У=I 

када је r парно, и 
- _ ОО,{ 1 - 1 } 

*t-l-t' -g С)- L (2у-с)'" (2У+С)Т 
У_l 

када је r непарно. 

(Ш) В. Sz. NЛGУ [26Ь] испи-тивао је аnpоксим,ацију општим сума­
торним фУНI<цијама и дао lШЗ директних ставова за класе lAa, W(r}(O) , 
W(,J(O), w(rJ(O) lл<х (r~O, 0< Ot;;5;; 1). За те опште ставове уnyћујемо 
на оригинални рад, а овде, примера ради, наводимо само ;едан: 

Нека је 

1) g(t) апсолутно непрекидна у [0,1] и нека је g'(t) ограничене 
варијације сем у околиlШ коначно много тачака; 

1-0 { 1 1 +и 
2) Ig'( +0) I +- S (1-и) 2+!og-}ldg'(t) 1< ОО; 

2it +0 ] -и _ 

З) f It-a I'-IX I dg'(t) I < оо у околини сваке изузетне тачке а из 1). 

г 
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Тада 

je1/\.rx., 0<rx.<1 => j-GnСЛ=ОСn-r:t.). 

ИЗ NЛGУ-ОВИХ општих ставова добија се за специјалне суматорне 
поступке sn(f),f1nСЛ,R(f;nл;р),рnСЛ читав низ резултата, већ позна-

тих и нових. Оне за поступак R~ СЛ навели смо § 6. 

(iv) Овде ћемо се задржати још на Jackson-de 1а Vallee Pous­
sin-овом интегралу Јп (Л. Овај поступак апроксимације се засићује 
и његова најбоља апроксимација је реда l/n2 • Поменуliемо само 
став сатурације, у коме инверзни део потиче .од G. SUNoUCHI-а и 
С. \Vлтлю-а [34]: 

, \ f'(x) е:1Л1 (у простору С); 

111 -Јn(Лliс, LP = О (n- 2) <=>'tf'(X) огран. варијације (у простору L); 

J"(x)e:LP (у простору LP, р>l) 

10. ЛИНЕАРНИ ПОСТУПЦИ АПРОКСИМАЦИЈЕ. (i) Нека је 

I~("=O, 1, ... , n+ 1; l(ј= 1; У.:н =0) 

произвољна троугаона матрица бројева и нека је 

п 

Гn(Л= L I~(GZv cos "х+Ь" sin "х). 
"=1 

лuнеарнu йосшуuак аЙроксuм.ацuје примељен на Fourier-ов ред функције ј. 

А. Ф. ТиМАН [36 Ь] је испитивао апроксимацију линеарним по­
ступцима. ОН је поставио питаље које услове треба да задовољава 
матрица уп да би одговарајуhи линеарни поступак Г п (Л давао апро­

" ксимацију истог реда величине као најбоља апроксимација Еn (Л. 
А. Ф. ТИМАН је дошао до ових резултата: 

1 о Да би линеарни: поступак Г п СЛ када п -+ оо давао за све 

класе w(r)lЛrx. и w(rЈ1Лrx. (O~rx.< 1) апроксимацију истог реда вели­
чине као sup Еn (Л, Uoшребно је 'да је 

f 

(9.1) 
~ 1- '(П log' п ( 1 ) 
~-_---!":.....-. = -- + о - . 
"=I"r(n-"+l) n' n

r 

Услов (9.1) није довољан као што показује линеарни поступак 
Гn(ј) дефинисан матрицом 

_ \1' o~" ~[n/2]; 
y~= О, [n/2] <" ~n+ 1, 
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који задовољава (9.1) а за који је 

Ee[W(r) lA ; Ј\ (Ј)] "" lo~. 
~ nT+~ 

20 Нека је маТРlЩа уп линеарног поступка Г п (ј) таква да бројеви 
v 

задовољавају 

(9.2) 

Тада је услов (9.1) uошребан и довољан да би поступак Гn(Ј) 
за све класе W(r) lA~ и W(r) lA~ (О ~ ~ < 1) давао апроксимацију истог 
реда Вe1IиЧИне као sup Еn (ј) . 

f 

А. Ф. ТИМАН је дао и Н~КОЛИI<О ОПШТИХ процена за апрокси­
мацију линеарним поступком, и то како с горље тако и с доље стране. 
Овде ћемо навести само две најједноставније. 

1 о Ако матрица уп поступка Г п (ј) задовољава услове 
v 

тада је за О < ~ < 1 

= --s fXsшtdt . L +0 -
ЕеО lA~; гnи)] Ј 2~+1 7</2. ~ ~ ( 1 ) 

ЕеР lA~; Гnи)] 1t'2n~ о v~l n-v + 1 n~' 

20 Ако матрица уп поступка Г п (ј) задовољава услове (9.2), тада 
v 

је за 0< <Х< 1 
Ее [w(rJ lA~ ;Г п (Ј)] = 

2~+1 тr:/2. . П 1 - уп log п (1 Т 
=--S~SШldt." v -- +0-

1t'ln~ . Lvr(n-v+I) nr nr+cx • 
о V=l 

Овај резултат важи и за <Х= 1 ако десну страну' помножимо са 2. 

(и) G. SUNOUCНI и С. WATARI [34] дали су читав низ ставова 
сатурације за cnецијалне поступке апроксимације (види §§ 6 (iv), 8, 9 (iv» 
користеhи један општи инверзан став. Нека је квадраШНОAt матрицом 
yn(v=O, 1, ... ; n=О, 1, ... ) дефинисан поступак апроксимације 

v 

оо 

Гn(Ј) =Гnи;Х) = L ~(av cos vx+bv sin vx) 
. 'V_l . 
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Ако постоје позитивни бројеви с, r и р такви да је 

1iП1nr[1-'У~]=СVР (у=о, 1, ... ) 
n--+(>c 

и ако са F означимо тригонометриски ред 

тада из 

следи да је 

оо L уР (ау sin ух-Ьу cos 'Јх), 
у=1 

1) F Fourier-ов ред неке скоро свуда ограничене фушщије (у 
простору С), . 

2) F Fourier-Siеltјеs-ов ред неке функције ограничене варија­
ције (у простору L), 

3) F Fourier-ов ред неке функције из LP (у простору LP, р> 1). 

Још оnштији став сатурације за квадратне поступке Г 11 (Л дао 
је недавно Н. BUCНWALTВR [9 а]: 

Нека је ср (п) позитивна функција која тежи нули када n--НО 
и нека је низ Лv такав да је 

О ~ ло < ЛV < лv+! - оо, )'Нl = О (лv) . 

Претпоставимо још да је 

оо 

1).LI~I<oo за свако n=О,I, ... ; 
'1=0 

2) 1-'Y~ -'Ау ср (п) за свако '1 = 0,1, ... и n- оо ; 

'Y~-'Y~+1 3) 'УП и монотоно, теже нули иада v _ оо за свако 
'1 ЛV+1-Лv 

довољно велико п; 

n--l 

4) L '1 I Лv--l - 2 ЛV + лv+l I + п (Л1l- Л1l--1) = о (Л1l) • 
'Ј=1 

Под наведеним условима поступаи Г 11 (Л се засићује, најбоља 
аnPОl<симација му је реда ср (п), И 

11 f -г 11 СЛ IIC,LP = О [ср (п)] 

Код G. SUNоuсш-а и С. WATARI-a параметар п не мора да буде цео пози­
тиван број, те су могуliи и други гранични прелази а не само п ..... оо. Например,. 
за I~=nv", 0< п < 1 и п ->- 1-0 обухвaliен је Abel-0В поступак. 
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тада и само тада ако је 

оо 

1) С= L Лv v-1 (а", sin 'ЈХ - bv cos 'ЈХ) е:1Л1 (у простору С); 
'Ј=1 

оо 

2) С'" L "v v-1 (av sin vx-bv cos 'Јх) ограничене варијације (у 
'Ј=1 

простору L); 

оо 

3) g"'LЛv(а",СОS'IХ+ЬvSiпvх)е:LР су простору LP, р>l). 
'Ј=1 

(јјј) Појам сатураци;е третирало је у ОПIIIтим просторима више 
аутора (Ј. РАУЛW [13 d], Р. L. BUТZER [10 a~ Ь, с], к. ZELLER [43], 
Н. BUCНWALТER [9 Ь, С])Ј но то излази из оквира овог приказа. Овде 
наводимо само да из општих ВUCНWALТER-QВИХ резултата' следи класа 
сатурације за Н61dег-ове (§ 5 (У)) и Riesz-Qве (§ 6 (iv)) суме, као и за 
Nбг1uпd-ове суме у простору L,P р> 1 . 
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QUELQUES RESULTATS RECENTS SUR L'APPROXlМATION 
PAR POLYNOМES TRIGONOмETRIQUES 

s. ALJANCIC (Belgrade) 

Soit С Ј'езрасе des fonctions continues periodiques de periode 2~ 
et а valeur тоуеппе пиНе. Soit Т nи) ип procede d'approximation qui 
а tout јеС fait correspondre un роЈупоте trigonom6trique d'ordre ~ n. 
Soit М с с. L'ensemble 
(*) (lIј-тnи) lIе }/еМ 

caracterise Је procede Т п (Ј) par rapport а Ја сЈаззе de fonctions conti­
пиез М. Les problemes suivants зе posent: 

(А) Роит un procede Т п (Ј) paтcuЦeт et ипе classe М donnee, 
determiner ипе majorante de Ј'ensзтЫе (*). Un tel enопсе, 

јеМ=> Ilj-Tn(f) Ile ~ к rp(n) , 

ев! ип theoreme ттше. 

(В) Pour un procede Т п (Л particulier et ипе fonction positive rp(n) 
qui tend vers zero lorsque п -'r оо, d6terminer Ја classe de fonction М 
роит laque11e rp (п) est ипе ma;orante de 1'ensemble (*). Un tel enопсе, 

liј-тnи) Ile~Krp(n)=> јеМ 

ез! ип teoreme inverse. 

(С) Роит un procede Т п (Л particu1ier, determiner unе c1asse М 
е! ипе fonction ср (п), de sOrte que роит М et ср а Неи simu1tanement 
Је шеотете directe et 1е шеотете inverse. Un te1 enопсе, 

јеМ <=> Ilj-T 1I (f) Ile ~ к ср (п), 

ез! un theoreme d'equivalence. 

Dans Је саз des theoremes directes оп реи! розет aussi 1а question 
de 1а теi1lеите constante К роит Ја с1аззе М donnee, се qui revient а 
determiner 

Ее[М; Тnи)] =вир l!j-Тn(Л Ile. 
ЈеМ 

• 
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En general оп n'arrive qu'a determiner lе comportement asymptotique 
de Ес [М; Т п (Л] 10rsque п -НО. 

Certains procedes d'approximation Т п (Л sont satures, с. а. d. i1 
existe une fonction <?т(n) е! иnе c1asse МТ (dite de saturation) {еllе que 

10 11/-Тn(Л Нс = о [<рт(n)] => /=0; 

20 1!/-Тn(Л Il е = о [<рт(n)] <=> /ЕМт . 

L'enonce sur 1а classe de saturation d'un tel procede est donc un theo­
reme d'equivalence de nature particuliere; оп lиј donne le пот du {Ыо­
reme de saturation. 

Оп pose des questions analogues dans l' espace L Р, р ~ ј. 

Dans lе present expose оп donne un aperqu sur les theoremes 
directes, inverses, d'equivalence е! de saturation, et sur-quelques questi­
ons qui s'y rattachent, pour quelques proce;:es d'approximation particu-
1iers: mei11eure approximation Еп (Л (§ 3), sommes de FOURIER SN (Л (§ 4): 
de FEJER (Јп (Л (§ 5), de НБLDЕR н: (Л (§ 5), de RIESZ R~ (Л (§ 6) , 
de ROGOSINSKI p~ (Л (§ 6), de DE LA V ALLEE POUSSIN 't'n, р (Л (§ 7), integrale 
de DE LA VALLEE POUSSIN vn(л (§ 8), integra1e de ЈЛСКSОN-DЕ LA VЛLLЕЕ 
POUSSIN Јп (Л (§ 9) et рои! les procedes lineaires Г п (Л (§ 10) et сеих 
definis par une fonctions sommatoire ОП (Л (§ 9\ 

, 


