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]. КАРАМАТА 

О САNТОR-ОВИМ БРОЈНиМ СИСТЕМИМА 

~ТОR-ОВИ ставови О развијаљу реалних бројева у редове облика (2) су 
нешто допуљени и дат је прегледнији доказ. . 

у једном од својих првих радова G. CлNтОR· [2Ј (ви'дК и flJ, 
[3Ј, [51 и [@ је проучавао MOryhнOCТ једнозначног претстављаља ре
ammx бројева редовима Об~ 

d1 dt dз 
~+.-.-+--. -+ .. , 
ql . ql qa ql qa qa . 

и добио ове резулта~: 

Нека је (qn} низ йрuродНUX бројева йодвргнуших једино услову 

qn ;;:: 2, . V n .. N. (1) 

Сваки реалан број C~ 0< t ~ 1, може се йреШсШйвuii'iu на један ис1со 
један начин бесконачнUAt редом об,!U1<а 

со d" 
e~= L:. , 

,.-1 ql qa ···qn 
. (2) 

шако да су "дeцшtале" d,. цели бројеви који задовољавају услов 

(3) 

Преmоставка да је . ред (2}беСI<Оначан садржи у 'ееби услов 

d,,>O за бесконачно много ncN. (4) 

1 У овом раду сиcrематcюi употребљавамо ове' dзнаRе и СЈфаЬ:еsИце:·N - низ 
природних бројева, OiN; Q - скуп рационa.mmx бројева; R - скуп реалних бро
јева; А => В - ,,А имплицира всс·Или ,iиз А следи ВСС; А ~ В - ,,вз А следи В и 
обрвyrо"; а .--- постоји (најмаље један); V - ма који (ма какав био); V х е: N - ма 
који природни број Х; (а,Ь) - највehи зајеДВИЧЈ<И делитељ брОјев«Q и Ь. 

1 Зборник Математичког иис'tИТYта 
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Овај став следи из чињеюще што су при оваквом развитку де
цимале dn дате изразима 

(5) 
где је 

(х]*=највеhи цео број који је < х. 

Заиста, ако ставимо 

Еn = ql q2'" qn-l t - (ql q2'" Qn-l е] *, n= 2, З, ... , Е1 = Е, (6) 

и из (5) и (6) елиминишемо заграде [ ]*, биhе 

(7) 
а отуда следи 

t = dn + d,.+1 + d,.H + .. " V nr.N, 
п qn qn Qn+l Qn Qn+l qn+2 

(8) 

што за n=l даје Е1 =С, тј. ред (2). 

При томе 
(5)=> (З) 

јер је 
о ~ [nх]*-n [х]* ~ n-l~ V nr.N и xr.R, 

а 

(6) и (8)=> (4) 
јер је 

х- [х]* > О, V xr.R. 

Исто тако лако можемо увидети да је под условима (З) и (4) раз
витак (2) једнозначан, јер 

(З), (4) и (8) => 0< Еn ~ 1, V nr.N, 

а према (2) и (8) је 

(9) 

отуда следи да је са (3) и (4) низ Idn \ једнозначно одређен изразима (5). 

Напомиљемо да све ово важи за V qn r. R ако је само 

тада децимале dn нису дате обрасцем (5) већ са (7) и 

dn = [qn Еn]* , 

(види W. SIERPINSKI [4]). 
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Поред овог става CлNтОR даје и два I<ритеријУЛlа да би teQ, и то: 

а. Ако низ йриродних бројева (qn! задовољава йоред услова (1) још 
и услов 

v keN, 3: nkeN, шакво да k дели ql q2'" q", V П ~ nk' (10) 

шада, да би teQ, ii.оШребно је и довољно да 

3: noeN шакво даје d,,=q,,-l, Yn~no. 

Ь. Ако нUЗ (q,,) задовољава услов (1) и ако је он ii.ериодичан ii.очев 
од uзвесног п-а, да би te Q, йошребно је и довољно да и низ децUAШЛа 
(d,,) буде ii.ериодичан йочев од извесног uндeKca n. 

Приметимо најпре да је и I<pитеријум а. непосредна последица 
обрасца (5), и да из овога можемо добити и следеhи нешто прецизнији 
резултат: 

с. Нека је CCQ, шакав да аЈЬеС aI<0 је (a~b)= 1 и ако 

3: keN шакво да Ь дели ql q •... qn-}) V П ~ k. 

Да би збир t реда (2) бuo број скуйа C~ Шј. да би teC~ 0< t ~ 1, 
йошреБНО' је и довољно да 

3: keN шакво да је d,,=q,,-l, Vn~k. 

Јер, aI<O Ь дели qlqa ... q"-l' биhе, према (5), 

d"=qlq2".d,,l-l-q,,(qlq2 ... q"-lt-l)=q,,-1, Vn~kj 

обрнуто, al<o ово важи, биhе 

Al<o НИЗ I q,,) испуљава услов (1 О) тада је С = Q, па је према томе 
CANtOR-ОВ став а. садржан у с. 

Изгледа, међутим, да се у општем случају, тј. I<ад се о низу jqn) 
ништа не претпостави, не могу добити задовољавајyhи I<pитеријуми 
за рационалност збира t редова оБЛИl<а (2). 

ИПaI< постоји потпуна аналогија између развијаља рационалних 
бројева у редове оБЛИl<а (2) и у периодичне децималне раЗЛОМl<е aI<0 
при томе, правило I<oje важи за децималне . раЗЛОМl<е oвal<o форму

. пишемо: 

СваЮf рационални број 

а 
t=-, О<а·<Ь, (а,Ь)=l или t=a=b=l, (11) 

Ь 
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може се једнозначно разви:rи у беСlсоначан периодичан децим.алан раз
лом.ак оБЛИI<a 

.~ ~ . . 
E=~-, аnе:(О, 1,3, ... ,9), Vne:N; 
~ lOn n=l 

ако са 1 означимо дужину пеРИQде а са k- 1 број цифара које прет
ходе периоду, тада су k и 1 најмаљи природни бројеви . такви. да 

Ь дели 10k - 1 (Ш~ 1); 

најзад, Н t' е: Q такво даје 

d.. 101-1+dn+1101-2+ ... +dnH~'l=·e'(101_1), Vn~ k . 

Познато је Ha~Me да,' 
. ','; . 

V be:N, Н k,le:N такви да Ь дели 10k - 1 (101-1), 

и, ма K~HO изгледало' на први поглед изненађујуће, . слИчно важи и над 
низ десетица (qn== 10, Vne:N). заменИмопроизвољним. ,низом (qn) ано 
је само qn ~ 2, Vne:N; наиме, 

. V beN, Н бес~оН!iчан СI<У'п NbC: N, такав да Ь дели} " - , ' , (12) 
ql q2'" qn-l (qn qn+1'" qm-l-. 1), V n,m,е: fVb', 

Шта више, ако, је te:Q, облика (11), и ако образујем.о M~ I<О;И од 
СI<упова Nb који одговара' именитељу Ь броја' Е, тада Н е' е: Q такво да је 

аn qn+1 ..• qm-l + аn+1 qnH' .. qm-l +- . ; .. + d.n-2 qm-l + аm-1 = 

= е' (qn qn+1' .. qm-l- 1),Vn, me:Nb• 

Да бисмо ОВО увид~ли, приметимо најпре да према, (6) 

te:Q => tne:Q, Vne:N, 

тако да можемо, према (9), ставити 

а,,' . , , 
Еn·=:- са аn , bne:N, 0< аn < Ьn , 

Ьn " ~ 

(аn, Ьn)= 1 или ~ = Ьn = 1 
и, 

а тада се (6) своди на 

(13) 

(14) 
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Из (14) ВИДИll10 да 
Ьn дели Ь, V no.N, 

и да се, према томе, низ (tnl састоји само из коначног броја различи
тих чланова. 

Даље можемо показати да је 

(15) 

Ово следи непосредно из 

а 
qlq2 .• ·qn-l (qnqn+P··qm-l- 1)-= [qlq2···qm-l с]* - [qlq2 ... qn-l е]* + tm-tn • 

Ь . 
а ову једначину добиhемо из (6). 

Како низ (tnl може имати само коначно много различитих чла
нова, то се извесни чланови морају поновити беCI<Оначно много 
пута, па ако означимо са Nbr;;.N скуп индекса једног таквог бес
KOHa~oг низа, тј. 

tn = tm ~'n, mo.Nb, 
тада видимо да 

(15) и (16) => (12), 

јер број bo.N можемоnPоиз~ољно бирати. 
Ако ~авИмо још' 

tn=tm=t', V п, mo.Nb , 

и ако приметимо да из (8) следи 

dn dn+l d",-l ' 1т' 
tn =-+ + .. , + +-_.......:.:.'----

qn qn qn+l qn qn+l'" qm-l qn Qn+l'" qm-l 

то из (15) и ове једначине добивамо и тврђење (13). 

(:16) 

Напоменимо јОlIl да услов облИЮl (13) 'npетставља истовремено 
и критеријум, иако веома сложен, за рацио~алност збира редова об~ 
(2). Јер, ако постоји број l'o.Q И бесконачан скуп Nbt;;N такав да (13) 
важи, тада је с .. Q. Заиста, ако са 

n<m<Т<ј< ... 

означимо један бесконачаА: низ бројева из' N b , биhе, према (13), 

dn + d..+l + ... + dm- 1 = е' (1- 1 ) 
qn qn qn+l qn qn+l· .. qm-l ,qn· .. qm-l ' 

dm 'd.n+l d'-l '(1- 1 ) + + ... + =е . , 
qm qm qm+l ~т qm+l' . ,! q,-l , qm" ·q'-l 

d, + ~1 + .. , + ds- 1 .· = е' (1- 1 ), 
q, q,q'+l q,q'+l· .. q'-l q,· .. q'-l 
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је, према (8), 

dn dm- 1 tn =-+ .. ·+ 
qn qnqn+1,,·qm-1 

dm d,.-1 
tm=-+ .. ·+ 

qт qmqm+1'" qr-1 

d,. dS- 1 t,=-+ ... + 
qr qr qr+l ... q'-1 

tm +--- , 

+ 

+ 

qn qn+l ... qm-1 

tr 
qmqт+l'" qr-l 

ts 

q, qr+1 ... qS-1 

1 
+ 

qn qn+1 ". qr-1 

+ 1 _ ... )=t'e: Q, а tne: Q=> te:Q. 
qn qn+1 ... qr-1 

Одавде !'IlОжемо добити и CлNтОR-ОВ критеријум Ь. Јер ако су 
низови {qnl и {d,,1 периодични са периодом 11' односно ~, тада ће (13) 
бити испуљено ако за скуп Nb узмемо извесну аритметичку прогресију 
чија је разлика једнака најмаљем заједничком садржатељу бројева 11 и 12' 

Обрнуто, ако је t е: Q и низ (qnl периодичан са периодом 1, тада 
из (5) и (12) следи да и низ Idnl мора биТ'rt периодичан са периодом 
која је дељива са 1. Јер, ако ставимо 

q= qn qn+1 ... q"+Z-1' 

И (12) применимо на низ 

ql> q2' ..• , qn-1' q, q, q, ... , 

добиhемо да 

:I re:N тако да Ь дели q1 q2 .•. qn-l (qt-l), 

а отуда следw, пре!'llа (15), да је 

tn = tn+rl' V П ~ по· 

Како, према (5), 

јер је 

dm = (q1 qa'" qn-1 (qn qn+1'" qm-l- 1) t + ql qz .. · qn-1 qm (]*

- qт [q1 qa .. · qn-1 (qn qn+l'" qт-1- 1) t + q1 qa .. · qn-l []* = 

= (q1 qa .. · qn-1 qm t]* -qm [ql qz .. · qn-1 t]*, 

то мора и низ [dn] бити периодичан, са периодом дужине rl. 

(Примљено 17-VI-1960; 
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SUR LES SYSTEМES NUMERIQES DE CANTOR 

Рас Ј. КARAМATA (Geneve) 

Soit (qnl иnе suite de nombres naturels satisfaisant а l'unique 
condition 

qn~2, VneN. 

G. CANTOR [2] а montre que tout nombre reel t, О <t ~ 1, est. 

developpable d 'une seule mani ere еn serie de la forme 

оо d 

t= Lq1 q2~ •• qn ' 
n=! 

(1) 

а condition que lа suite des "decima1es" (dnl soit une suite d 'entiers te1s que 

et que 
0< dn, роис une infinite de n. 

Il montre еn outre que, а) si 

V k, н: nkeN tel que k divise qlq2 .•• q.n, V П ~ nk (2) 

alors, te Q si et seulement si 

d,. =qn-1, а partir d'un п, 

Ь) si 1а suite (qn) est periodique а partir d'un п, alors teQ si et seule
ment si la suite (dnl est periodique а partir d'un n. 
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Оп montre que lе premier theoreme est une consequeuce tres 
simple du fait que 1а suite des decimales Idnl est donnee par 

(3) 

0\1 [х]* designe le plus grand entier < х. 11 suffit en effet de poser 

Еn def ql q2 .•• qn-l [- [ql q2." qn-l с]*, 

pour n= 2,3, ... , et t1- t. 

La proposition а) est de m&ne .une consequence immediate de (3), 
car оп en deduit sans peine lа suivante. 

Soit CS; Q tel que !: еС si et seu1ement si Са, Ь) = 1 et s'i1 existe k 
Ь 

tel que 

Ь divise QiQ2'" Qn-1' V П ~ k; 

pour que teC, О<с:::;l, i1 faut et i1 suffit que 

g keN tel que d..=Qn-1, Vn~k. 

f 

се resu1tat contient lа proposition а) de CлNТОR car (2) => С= Q. 

ОП peut de тете en deduire 1а proposition Ь) en montrant аи 
prealable que V beN, g un ensemble infini NbS;N tel que 

Ь divise Q1Q2'" qn-1 (qn qn+1'" Qm-l- 1), V П, meNb ; 

i1 en decou1e une ana10gie presque complete entre les developpements 
des nombres rationnels en series de lа forme (1) et leur developpement 
en fractions decimales. 


