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O CANTOR-OBUM BPOJHI/IM CI/ICTEMHMA :
CANTOR-0BH craaonn o pasnmamy peanHux 6po;esa y pemoBe obmuka (2) cy
HEITO JONYHm:eHH W AT je NMpETNICHHHjH IOKas.

vy ]eD;HOM OJf CBOjHX IpPBHX pa;:oaa G. Canror [2] (Buze u [1],
3], [5] u [6]) je mpoyuaBao moryhHOGT jemHO3HAUHOr npe'rc'raBJbaH:a pe-
aymHnx GpojeBa pemoBHMA oﬁnmca

d
—.1+,:-d‘+;+ ——d’——
@G D192 919:9s
Hu nobuo oBe pesyrarel: '
Hexa je {q,) nus apupeonux 6pojesa iodsperytizux jeduro yc/toa'y ‘
gn=2,-VneN. S ¢ )

Ceaxu peaaan 6poj t, 0 <t <1, moxnce ce apeu‘lcu‘laewﬁu Ha jedar uca.uo
Jjedan Hayun GecKoHauHum pedoK 06AUKA

-

N> 4 T
S vl @

thaxo da cy Oeyumane“ dn yeau bpojesn Koju 3a00606a8ajy ycaoe
- 0=d,S¢gn—1; ¥neN. . - < (3)

Hpemociasxa , ua je- pex (2) GeckoHauaH CaZPIKH ¥ '¢ce0H yClOB

d,>0 3a beckonauno muozo neN, (C))

1 Y oBOM pafly CHCTEMATCKH ynoTpeGisaBamo oBe daHake i CKpaliémmite: N — Hu3
Opupogumx Opojesa, 08 N; Q — cKyn palpaoHanHEX GpojeBa; R — cKyn peammmx Gpo-
jepay A =—> B — , A ummwmupa B<“mm ,u3 Acnegu B“; ASB — ,u3 A cier Bn
o6payT0“ ; d ~— mocToju (HajMame jeman) ; V — Ma Koju (Ma xaxas 6uo); V xe N — ma
Koju OpupoRuM 6poj x; (a,b) — majBehn sajemnmuxu nemtrers Gpojess a m b, -

1 36o0pauik MaTeMaTHUKOT AHCTUTYTIR
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OsBaj craB cileu U3 YMILCHMIIE INTO Cy NPH OBaKBOM DAa3BHTKY Jle-

numane dn Jfare mM3pasmuma

) dy=1q1 92 € 1) — s (91 42.-. §u—12}*> neN,
rae je
[x)* =HajBehu peo Gpoj koju je < x.

3aucra, ako CTaBHMO

tﬂ:ql Q.. Qn-1 t— [41 L/ YR Py t]*s n="2’ 3’---3 t1=t:

u u3 (5) u (6) emmmumminemo sarpape [ 1*, Ouke
qntn=dn+tn+1> VneN,

i, dn b
an 9n9n+1 9 9n+19n+2

a oTyAa CiehH
t?l

+"', VnE:N,

wro 3a n=1 maje r;=t, 1j. pex (2).

IIpu Tome
. (H=>®
jep je '
0= [nx}*—ni{x]*<n—1, ¥VneN u xR,
a
o © n ®)=> 4
Jep je

x—[x]* >0, ¥ xeR.

©)

(6)

(M
(®)

Victo Taxo Jnaxo MOXKEMO YBHIETH Ma je mop yciionma (3) u (4) pas-

ButaK (2) jemnosnauaH, jep
(3), @ u @®=>0<1,<1, VneN,
a npema (2) n (8) je

n—1
dy In

: + 5
S0 DG

®)

oryza ciefu na je ca (3) u (4) Hus {d, ) jennosHauno ogpehen mspasuma (5).

Hanomumemo xa cBe 0Bo Badi 32 V gseR ako je camo

0<4¢1¢2.c-gn—>0, n—>0;
Tafia merumalle d, Hucy pate ofpacueM (5) Beh ca (7) m

dn = [Qn tn]* ]
(supu W. Sierrinski [4]).
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Topen oBor traBa CANTOR Jiaje | JBa KpUTepHjyMa Aa 6u tcQ, M To:

a. Axo nus Gpupodnux 6pojesa |ga) 3adosomasa toped ycaosa (1) jow
u yca08

V keN, d nieN, ihaxeo oa k deau ¢,qs...q, Vn=mny, (10)
wada, oa 6u teQ, iowipebro je u 0ogomHO 0G
- d n,eN iwakeo oa je d,=g,—1, Vn=n,.

b. Axo nuz |q,) 3adosomasa ycace (1) u axo je on depuoduuan tiowes
00 useecnoz n-a, da 6u tcQ, tiotipebro je u d0soano da u Hu3 Oeyumana
{d,} 6yoe diepuoduuan tioues 00 usgecnoz uroexca n.

IIpumerrmo Hajmpe Aa je W KPHTEpHjyM a. HENOCPeAHA IOCHeAMna
obpacria (5), U Ja U3 oBora MOXKeMO HOGUTH M ciefich® HeINTO MpeNu3HUjH
pe3yaTar:

¢. Hexa je CC Q, wmaxas da albeC axo je (a,b)=1 u aro

H keN iaxeo da b deau gy qg...qn-1y Vn k.

Jla 6u s6up ¢ peda (2) 6uo 6poj cxyia C, @j. da 6u tC, 0<t<1,
dotapebro je u 0osonHo da

A keN idaxeo da je dy,=g,—1, Vn=k.
Jep, axo & gem ¢, g,...9,-; , Omhe, mpema (5),

=1 ¢z Gt —1 —Qn(Q1Qz---9n-1F— =¢,—1, Vn2k;
o0pHYTO, aKo 0BO Ba)KkH, Omhe

[~ -]
q,,— 1 d, 1
1= = eC.
Z qz-. Qn . Z 0. Qn cer G-y

n=1

 Axo Hu3 |g,) mcuymasa ycios (10) Tama je C=O, a je mpemMa ToMe
‘CANTOR-OB CTaB a. CajjpyKaH y C.

HUarnena, mehyTum, fa ce y ONIUTEM CIYYajy, Tj. KaX CE O HU3Y {¢a)
HUILITA He IPETHOCTaBH, HE MOry Jo0uTH 3aJoBoJpaBajyhim KpuTepHjymu
33 palHoOHaJIHOCT 30mpa ¢ pefoBa ofymka (2).

Hnak mocroju MOTHyHA aHAlorHja uamelly pasBHjamba DPAIMOHATIHHX
6pojera y pemoBe o6imka (2) B y HmepHOAWYHE IelMAIHE Pa3IOMKE aKo
IpH TOME, HPaBHIO KOje BaXKu 3a nemmanﬁe ‘passomxe oBaxo ¢opmy-
. JUALIEMO 2

CBakxy panuoHayiHM Gpoj

:=%, 0<a<b, (a,b)=1 wm r=a=b=1, (11)

1=
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MOXKe CE: jC)IHOBHa‘IHO pa3BUTH ¥ 6ec1c0naqaﬂ TIEPHOANYAH [CIHMAJIaH pas-
JIOMaK OOJIHKa

- -
. dn ) . ]
z_;l—m, d,c{0,1,3,...,9), VaeN;

aKo ca | 03HAUMMO JY)XKMHY Tepuofe a ca k—1 6poi Imq)apa Koje mper-
XOJie TIEpUOMY, Tafa Cy k u [ HajMamu npupomHu OpojeBH "TakBH. Ja

b pemm 104-1(10°=1);
.’Haj:_aan,'ﬂx'éQ TaKBO [ia ‘je » o
41014y, 1024 < e s =2 (10—1), V2 b
HosnaTo ;e Hamme Jla L .
v baN ’:I k,leN TaKBY Ja b Jienn 10"‘1(10' D,

M, MA KAKO W3IMefalio HA TpB [Oref naueﬂaby)yhe, CIMYUHO BOKA U Kafl
Hu3 peceruua (g,=10, Y neN) 3aMeHnMo NPOU3BOJBHMM HH30M (g,} aKo
Je camo ¢, = 2, VneN HauMe,

Vbe N | Geckonauan cxyn NbCN TaKap JJ;a b penu } " 1)
0192+ 9n-1(@ndns1eee Gm-1—1)s Vn,me Ny

Hira suime, aKo. je te Q, obnuka (11), u ako 06pa3y1eMo Ma KOju off
cxynosa N, KO]H o,urosapa HMEHUTEIRY b 6p0)a t; Tafa At € Q TaKBo fa je

dy ¢1n+1 * Im—1 + dpt1 ‘1n+2 * gm-1 £ -+ =2 Q-1+ d,,,_1 (1 3)
=1 (¢ Gns1" " —1— D, Vn,mt-:N,,.

Ja Gucmo oBO an,uejm, npume'mmo Hajupe Aa npgma. 6)
tsQ > tne 0, VneN

TaKo na MO)KCMO, npema (9), crapuru

__t,;—:ag”—- ca 'a,,,b‘,,sN,Ov<.a,,<b,,',
n . [ o ﬁ

. (@ b)=1 wm a,=b,=1

a Taga ce (6) cBoOM Ha

‘_i_‘l}_fl?'_'_.._' -1 (49192 "gu-—1t]* + 2 . (14)

b b,
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Hs (14) sumumo aa
b, nenu b, VneN,

H Ja ce, MpemMa ToMe, HH3 (7,} cacToju camo u3 KoHauHor Gpoja passudm-
THX WIaHOBA.

Jame MoXkeMO IOKAa3aTH Ha je .
=1, <= b nmenn G192+ Gn—1 (Qn Qnt1-- Qm—l—,'l)- (15)

OBO cnemy HENOCPEMHO M3
0192+ @n-1(@n i1+ Gm-1— 1)-——[4142 -1 ¥~ 0102 Gua ] + 1

a oBy jeHaumHy RoGuhemo us (6).

Kako Hm3 {z,) Moske MMaTH CaMO KOHAYHO MHOrO pasiMUHTHX 4Wia-
HOB2, TO C€ M3BECHM WIAHOBH MOp3jy. IIOHOBMTH OECKOHAYHO MHOIO
mmyra, ma ako osHaumMo ca N,CN cKyn MHOEKCa jexHor Takeor Oec-
KOHAaYHOI' HM3a, Tj. .

L=tl,x"n, meNy, ’ (16)
Tafa BUIHMO Aa E s
o (15) m (16) => (12),
jep 6po; beN MOXKEMO nponsaomno Gupartu.

Ako craBEMO jour o ,
t,=tuy=0t, V n,meN,,

1 axo npumerMo Aa m3 (8) ciuepu

d _ . g
Gy Gen G ” ,
n In In+1 Inqnt1-+9m—1 ° InGnt1e+- Gm~1
to u3 (15) H ope jeamauune moGusamo m TBpheme (13).

I, =

Hanomenumo jotur ma ycioB obamka (13) TipercraBiba HCTOBPEMEHO
H KDHTEPHjyM, HaKO BeoMa CJIOXKEH, 32 PALMOHANHOCT 30HMpa pe/ioBa obmKa
(2). Jep, axo mocroju 6poj t'cQ u GeCKOHaan cxynn N, SN taxa na (13)
BaXM, Tajfa je te Q. 3aucTa, ako ca

n<m<r<s<... o »
03HauMMO jemaH Gecxomauan Hu3 OpojeBa u3- N,, Ouhe, mpema (13),
d - 1
Gy G oy -_“m—l-_ﬂ'(l—————— ,
a9 9n qnta Qn Qnt1--m-1 . Inee-Om-1
d_’"_,_.j_"ﬁ'_l-_l_ ._+____‘1L__1_é___,=t"(1___.._1__,.),

In  Gndmtr  GmOwhree; Gr Gm++Gr-1

- ' 1
i"'—ji— + .0+ —-—‘—iii——l—-—'—-=t'(1—,—_-—————),
qr 9r9r+1 ) 9 qr+1-- s~ g; gs
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a Kako je, nipema (8),
d dm—l tm

=" 4.+ + ,

an Andn+1-+9m-1 Qndnt1+9m-1

— L

tp=—" ...+ d-y + e,

m Imdmt+1--- dr-1 Imdm+1-++ 9r-1
O . = + fs ,

4 G qr+1-- 91 qrdr+1---Gs-1

TO je
, 1 1 1
=1 (1— — - +
Inn+1 -+ 9m-1 dnqn+1 - Q-1 n Gn+1 oor Gr—1
1

+ —— — )=t a t,eQ=>1ecQ,
I I ) 2 e Q Q

OpaBpe moyxeMo mobGutu u CANTOR-0B Kpurepujym b, Jep axo cy
nusopu {g,) u {d,] mepmommuun ca nepmomom I, opHocHo I, Tama ke (13)
OUTH WCHYESEHO aKo 3a CKyn N, y3MeMO u3BecHy apHTMETHYKY IpPOrpecHjy
yija je pasmuKa jefHAKA HajMAmbeM 3ajeJHIYKOM CafgpixaTelby Opojesa ly u .

O6puyTo, axo je teQ u nus (¢, mepuoguuan ca nepuopoMm I, Taga
u3 (5) u (12) cnemu pma u Hu3 |{d,} Mopa OuTd mepuOmHYAH Ca HEPUOAOM
Koja je HJemuBa ca . Jep, ako CTaBUMO

9=qnqdn+1 - qnti-15

# (12) mpuMeHHMO HAa Hu3

91 925 « - o5 Qu-15 9> 95 4>« . «»
nobukemo nma

AreNTako pa b pema ¢, ¢s - - - @u—1 (g— 1),
a orypa cnenu, npema (15), pma je
by =tytry V20
Kako, npema (5),
Gn=qm U L=ty ==> Gy=dy,

jep je

dn=191 92 Gn-1(@n Gt ++ Gm-1— 1) £+ Q1 G2 1 G t1* —

~ G182 Gn-1(Gn Grt1eee Gm-1— DI+ G Gaeve Guy I* =
=0 G101 —an 1 g2 G- 1%,
TO MOpa ¥ HM3 [d,] Gurm mepuonuuaH, ca NepHOZOM Ayxkuse rl.
(ITpummeno 17-VI1-1960)
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D
SUR LES SYSTEMES NUMERIQES DE CANTOR
Par J. KARAMATA (Geneve)

Soit {g,) une suite de nombres naturels satisfaisant i l'unique
condition
4. =2, VneN.

G. Cantor [2] a montré que tout nombre réel L O0<t=1, est

développable d’une seule maniére en série de la forme

= d,
= Dy —" 1))
;ﬁ 92+--49n » (

4 condition que la suite des ,,décimales® {d,) soit une suite d’entiers tels que
0=d,<q,—1,

et que
0<d,, pour une infinité de .

Il montre en outre que, a) si _
V& AneN tel que k divise q;qz... Qns V=1, 2
alors, tcQ si et seulement si
d,=g,—1, & partir d’un n,

b) si la suite [g,] est périodique & partir d’un n, alors zeQ si et seule-
ment si la suite {d,) est périodique & partir d’un n.



] ) J. Kapamata

On montre que le premier théoréme est une conséqueuce trés
simple du fait que la suite des décimales {d,) est donnée par

. d,=19192 € 1*—q, (g1 G2 g1 1%, ‘ (3)
ol [x1* désigne le plus grand entier < x. Il suffit en effet de poser
‘ I, 2 @192+ Gn—1 t— (01 Go-e g1 1%,

pour n=2,3,..., et ty=t.

La proposmon a) est de. méme une conséquence immédiate de (3),
car on en déduit sans peine la suivante.

Soit CS O tel que —Z—sC si et seulement si (a,b)=1 et s’il existe k
tel que ¢
b divise gige... g1, VN =k
pour que teC, 0<i=1, il faur et il suffit que
H keN tel que d,=q,— 1, Vr=k.

Ce résultat contient la proposition a) de CanTor car (2)=>C=0Q.

On peut de méme en déduire la proposition b) en montrant au
préalable que VbeN, H un ensemble infini N,SN tel que

b divise ¢1¢s..- Go-1(Gn Gt10- Gm—1—1)s V', meN,;

il en découle une analogie presque compléte entre les développements
des nombres rationnels en séries de la forme (1) et leur développement
en fractions décimales.




