
Зборник радова САН LXI/l- Л1ате.матички институт САН, КIb.7; 1959 
Recueil des tгa\laux de I'АсddёinlеSегЬр des Sclences LXJIf 

Jnsfltut Mathema/ique М7, 1959 

.м. ТОМИЋ 

О УНИФОРМНОЈ КОНВЕРГЕНЦИЈИ НЕКИХ 

ТРИГОНОМЕТРИСКИХ РЕДОВА У БЛИЗИНИ НУЛЕ 

1.1. Познати став С h а u п d У и Ј 011 i f f е-а [5] казује да је 
за тригонометриски синусни ред 

оо 

{1.1) с(х) = ~ ау sin vx, 
v=l • 

.а у = о (v -1) (односно а. = О (v- 1» потребан и довољан услов за 
униформну конвергенцију (односно уюiформну ограниченост) у 
.()лизини нуле. Шта више за редове (1.1) чињеница да g(Э) ~l/t.1rA 
.еквивалент1/а је са чињеницо.м да паn ... А [6]. Овај последњи став 
може се и даље уопштавати. Тако је у [1] доказан овај став: 

а) Нека је О < ех < 2, А > о, а n -1- о; тада из 

c(x)~--__ -xa:-l L - , A~ (1) 
2f(ex)sin~1t х 

x~O, 

.<:леди 

{1.3) 

.ll обрнуто. 

Овде L (!) означава споро променљиву функцију (види [1]). 

Став важи и за ех=О под условом да је аn монотон и кон­
:вексан низ који тежи нули; тј. важи: 

Ь) Нека је А > О и а/l један конвексан низ lюји тежи нули. 
Тада из 

{lА) an-::::::.АL(п), n~ оо, 

.<:леди 

(1.5) x~O. 
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с) Ако је А > О и аn само монотоно тежи нули тада, обратно, 
uз (1.5) следи (1.4). 

Из дела а) овога става следи очеви дно и униформна кон­
вергенција од (1.1) ако av .... О и ако се g (х) понаша у близини 
нуле као 

и где је L (l/х) нека споро променљива функција која тежи нули 
кад х .... О. у ствари у том случају из а) следи најпре 

(1.3') 

Због 

1 
ап~А-L(п), 

п 

и 

п .... 00. 

наведена теорема Chaundy и' JolIiffe-а имплицира тада униформну 
конвергенцију од (1.1). 

Ставимо сада 

(1.4') nan==bn'.::::::!.ML(n), П4ОО, 

- и претпоставимо још да је L (п) конвексан низ који тежи нули. 
Тада, ако је 

п 

(1.6) 
2 -

Ь" = --; Ј g*(x) sin v х dx 

о 

следи према Ь) 

(1.5') g*(x)'.::::::!.A ~ L (~), 

Најзад, ако се g* (х) понаша као у (1.5'), а Ь" које је дато са (1.6) 
монотоно тежи нули (дакле не мора бити конвексно) имаhемо 
према с) 

(1.4') оп == Ь" '.::::::!. А Ј.- L (п), 
п п 

тако да -у овом последњем случају, због оп + О и пап == Ьп .... о, 
следи униформна конвергенција од (1.1) у близини нуле, тј. 

п R Ь 

~ av sin vx=~ 2. sin VX .... O, х .... о, 
1 1 V 

за свако п. 



о УНИфОРМНОЈ конвергенциЈи неких тригонометриских редова... 137 

Другим речима можемо казати да из три претпостаВllе 

1) 

3) 

x-tО, 

п 

(*) Ьи = ~ Ј с* (х) sin vxdx, 

о 

v=1,2, ... 

следи према ставу Chf.lundy и Jol/ilte-a да 

~. ~b\l. О 
~ аи sш vx == ~ - sш vx -t , 
1 1 V 

х -t о. 

у овим ставовима очевидно с* (х) не мора бити ни L - инте­
грабилно, веЬ само такво да интеграл на десној страни у (*) по­
стоји. У доказу свих тврђења наведених под аl , Ь) и с) битна је 
претпоставка да Ьи монотоно теже нули, одакле, онда следи не 
само униформна конвергенција од (1.1), веЬ и асимптотско пона­
шање функције дефинисане са (1.1) у близини нуле. 

у овом раду, у овој тачки 1.1, претпоставиhемо да Ь" не 
само да нису монотон и веЬ да су и произвољног знака. оче­
видно, чим нема услова да су Ьр монотони, не може бити речи • 
о асимптотском понашању коефицијената и функција дефини­
саних синусним редовима са таквим коефицијентима. Али прет­
постављајуhи више о функцији g*(t) може се извести униформна 
конвергенција од 

ао ао Ь 

~ аи sin ~'x== ~ ~ sin vx 
11=1 у:=l V 

у близини нуле. Тако, у тачки 2.1 доказаhемо овај 

СТАВ 1. Ако су Ьџ == (v аи) Роигјег-ови синусни коефицијенти 
једне неi1арне L - интеграбилне функције с*( t), тј. 

(*) 

п 

Ьи= ~ Ј с* (t) siп vt dt, 

о 

v=-l, 2, ... 

где је g*(t) ограничено у (е, n:), 6> О и где се g*(t) Понаша у бли­
вини нуле као 

g*(t)==o(_1_), t-+O, 
tlg t 

тада ва свако п 

п п Ь 

~ аи sin v е == ~ .2 siп v е -+ О, е -t о. 
11=1 11=1 V 
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ПРИМЕДБА. Ако су Ь U Fоuriеr-ови косинусни коефицијенти 
једне парне L-интеграбилне функције, тј. 

я 

Ьо==О, 2 Ј . ЬU == -; g* (t) cos vt dt, v= 1,2, ... , 

о 

тада на основу познатог правила о интеграцији члан по члан 
Fourier-овог реда 

со 

~ Ьџ cos vx, 
~=1 

следи веЬ и униформна конвергенција од 

оо оо Ь 

~ av sin vx == ~ .2 sin vx, 
v=1 1=1 V 

за све х. 

1.2. У овој тачки посматраhемо обрасце Parseval-овог облика 
~ Су ЛV где је 

(2.1) 

и 

g (х) ,-..., ~o + L ау cos vx 

{(х),-..., 1.0 + L лусоs vx 
2 

я 

ау =!.Ј g(x) cos vxdx, 
Лу ~ {(х) 

о 

и где се о функцијама g (х) и f (х) претпоставља да имају моно­
тон карактер. Parseval-ове формуле таквога типа детаљно је сту­
дирала S h е i 1 а М. Е d m о п d s [2, 1, 11, IП] (11, теорема 15, и IП, 
теореме 21, 22 и 23). У тим ставовима S. М. Edmonds показала је 
и када су, у исти мах у обрасцу 

2я 

(2.2) 1 Ј а л оо - {(х) g(x) dx = _0_0 + ~ аvлу , 
~ 2 v=1 

О 

оба израза (ред и интеграл) коначни или бесконачни. 

. у овом раду занимаhемо се само са конвергенцијом реда 
L а у л v не улазеhи у то, када је тај збир једнак са левом страном 
у (2.2). Овде су и претпоставке различите од оних у {2]. 
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у тачки 2.2 Доказаhемо 

СТАВ 2. а) Нека је g(x) EL(O,1t) 

а "" 6 [g] == -.!+ ~ ау cos vx, 
2 v=1 

(2.3) 

й" > О, и нека Ig(x)1 има у близини нуле монотону мајоранту, тј. 

~ 

(2.4) Ig(x)1 ~ О(х), О(х') > О(х), х' < х, f О(х) dx<oo. 

о 

Ь) Нека је "'" један двоструко монотон низ!) који тежи 
нули, тј. 

и нека је 
х 

(2.5) Ј(1.0 ~ ~ t) dt АоХ ~ "'" sin V'X - + ~ JI."COS V = -+ ~ . 
2 2 v=1 V 

О 

једна конвексна функција у близини нуле (не конкавна), тада ~аvл 
конвергира, ако 

п/п 

(2.6) (~/v) flg(t)1 a't= о (1). 

о 

Ь') Претпоставка Ь може се заменити са 

ПОСЛЕДИЦА. Ако је g(x) ограничено у близини нуле, тада 
се може узети "'" == 1. У слов (2.6) је тада испуњен као и услов 
(2.5) и став 2 се своди на следеhи Р а 1 е у - ев став [5, став 81]. 

Ако је g(x) ограничено у близини нуле, 6 [g] дато са (2.3), и 
av> О, тада је ~ а" < оо. 

2.1. Д о к а з става 1. а) Како су Ьу == vav Fоuriеr-ови коефи­
цијенти L-интеграбилне функције g*\t) то vav -+ О, v -+ оо. За Э<I/n 
имамо тада 

~ а" sin vЭ ~ ~ -" ==-~ va" -+ О, п -+ оо. 
I 

п I п va 1 п 

v=1 ~=I П П ,,=1 

1) Овај ус.10В имплицира да је Р,о(2 + ~л." cos vx) Е L (О, п). 
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Ь) Нека је сада k<n и 

(k + 1) - 1 < 9 ;;; k-2, 

тада из 
1r 

va v == : f g* (1) sin vfdf, v= 1, 2, ... 

о 

следи 

(1.8) 

(1.9) 

1r _ 

~ . э 2 Ј *(/) (~Sin vЭsiп vt)d . ~ av SIП v = - g ~ и == 
11=1 Я v=1 V 

. о 

Отуда је 
е/2 

111 I ~ ~ !Ig*(t)I I ~1 sin v: sin vt I dt. 

о 

На основу једног F е ј е r-овог става [3] у вези са једним 
ставом Fejer-Lukacs [4], израз2) 

(1.10) 
i; sin v9 sin vl 

11=1 v 

је позитиван у квадрату 0< t < п, О < е < п, ако се последњи 
члан у њему замени са (sin пО sin nt}/2n. 

1) Тај F е ј е r-OB (3) став гласи: потребан и довољан услов да 

п 

f (6)== ~ 'J..k sln ke sin kt > О, (О < е < ", О < t < п) 
k=1 

је да 
п 

q> џ)= ~ k'J..k sln kt ~ О, (О < t < ")' 
k=1 

Овде је 
1 

q> (f) == sin t+sin 2t+· .. + 2" sln nt, 

и према Fejer-Lukacs (4) tp(t)~O је за O~t~n и свако п. 

R I 
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Најзад због уау-+О смена последњег члана у (1.10) са 
(siп п 9 siп пђЈ2п мења ,вредност збира у (1.8) за о (1) кад п -+ оо. 

ИЗ (1.9) следи 
6/2 

1/11 s~ ±,siп vЭ sin уе ЈI g*(t) I dt, 
11: v=1 v 

(1.11 ) 

О 

где' над знаком збира означава да последњи члан у њему треба 
сменити са (sin п Э sin п е)ј2п. Овде је сада О < е < 9/2. 

Ставимо 

~,sinv9sinve ~SiпvЭSiпvе ~,SiпvЭSiпvе Ј Ј 
~ --_....:.= ~ + ~ = ј+ l' 

11=1 v v=1 V v=k+l V 

Како је э::::;: k-1 то је 

I Ј1 1 s ± v sin уе <~ ± I sin уе I = 0(1). 
11=1 vk k v=1 

За I Ј2 1 важи, због 0<;::::;: 0/2, процена 

1 1 < . + --=0(1), 
- 2(k+l)sinO/4 2(k+l)siпЭј2 

ако се при томе води рачуна да је 

На тај начин за свако довољно мало Э имаhемо униформно 
по Э 

±,Sin vЭ sin у; =0 (1). 
k=l v 

Отуда, из (1.11) за Э довољно мало, због претпостављене 
L-интеграбилности од g*(t) у (O,1t) имамо 

6/2 

1/11 s 0(1) Јl g* (t): dt=o(I), Э -+ О. 
о 
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С друге стране је, водеhи рачуна да је (1.10) позитивно 
:tr 

lј2 1 = I f g*(t) (2;1' siп v: siп vt ) dtl < 
91 ~ 

:tr 

< I g* (.!) 1 f f I sin vG sin vt dt = I g* (~) I [~, Sill (2 v + 1; 9 . 
2 v=1 V 2 v=o (2 v + 1 ) 

о 

Сада, на основу једне примедбе Р. Н е у w о о d - а [7Ј, uз 

следи 

ос> 

g(x) = L l.v sinvx, 
1 

g (х):::: Ах 19 l/х, х ~ О. 

Применом ове примедбе можемо извести најпре да је 

f Sin2~G = O(Gllg91), e~o, 
џ=1 (2v) 

а отуда и 

f Sil1(2V+~)G = O(9\1gGI), 
џ=о (2v+ 1) 

e~o. 

Даље је због k<n, (k+l)-l<G, 

f sin(2v+l)9 <~<Ae e~o, 
[п/2Ј+l (2v+ 1)2 = П = , 

тако да је дефинитивно 

[~] Sil1(2v+l)G = O(Gllg91), e~o. 
о (2v+ 1)2 

Због претпоставке о функцији g*(Gj2) дате у ставу 1, следи 
тада из (1.12) 

11:1 I <21 g* (.!) 1 ([2] Sil1 (2v + 1) G ) = 
2 у:=о (2v + 1)2 

=о( 1 )O(G 1lg G!)=O(1), e~o, 
е 11g е 1 ' 

и тиме је став 1 доказан. 
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2.2. Д о к а 3 става 2. Нека су Сnу коефицијенти Cesaro-ове 
трансформације трећега реда: 

(2.7') 

v=o, 1, 2, ... , п; 

тада је лако проверити да је 

.12 {Спр Лv} > о, v = о, 1, 2, ... , П, 

због .1Лv > О и .1 2Лv > о, јер је 

.602 {сflvЛ,.} = ЛV .602 (Сnу) +2.60 (C"v) .6о/... р + Сnу (.6о2Лv). 

Према добро познатом резултату L. Fejer-a следи тада 

Л п 
Pnv(t) == ~ + L Спу лv cos vt > о, 

2 у=1 
(2.7) 

за свако '. 

Посматрајмо сада 
1t 

I ло ао + ± ау Сп v )'. I = ~ I Jg (/) Р пу (t) dll· 
2 у=1 1t I 

О 

где је Р"р (t) дефинисано са (2.7). 

Тада је 

(2.8) 
& 1t 

+ ~ Јlg(t)IIРпv(t)!dt+-~ Јlg(l)I:Рпv(t)ldt-/l+/з+lз. 
1I(n & 

Пре свега је 

о 

па је 11 ограничено на основу услова (2.6). 
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На исти начин, будуhи да је 1) утврђено, имамо 

of 

Iз = . ло Jlg(t)ldt=O(I). 
sш8/2 . 

/) 

Посматрајмо најзад са т/п < 1) «т+ 1)/n 

/) (k+l)n/n 

2 Ј 2 т-Ј Ј l'l= -; Ig(t)IIРпv(t)ldt=-;- k~ Ig(t)!!Pnv(t)! dt. 

п/п kn/n 

На основу напред поменуте особине да је полином у за­
гради позитиван имамо 

где је 
(k+l)n 

ik < О (k-'::) {ЛО те +( ±cnv лv siп vt) I-n-},~ 
п I П v=l V kn 

п 

Приметимо сада да је на основу једног Fejer-овог резул­
тата [3] арuШ.меШиЧllа средина Шреhега реда делu.мuчних збuрова 
Fоuгiег-овог реда једне КО.'lвексне функције (не конкавне) исШо Шако 
KOllBeKCHa и да је исиод функције. Зато сада због ЛП = о (1), п -+ оо 
(тј. због непрекидности од лоt/2 + ~(лv/v) siп vt) следи 

(2.9) (};с., џ~" vt) I ~?' -о( ~). 
п 

Водеhи рачуна о овоме, имамо 

ik < ~ o(k;). 
и како О (х) монотоно опада, биhе најзад, због т/п = о (1), 

(2.10) с т (kП ). Ј/) 12 <-.! ~ О - <С. О (х) dx, 
п k=1 П 

О 

а тиме је због претпоставке (1.4) доказан став 2 при условима а) и Ь). 
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Да став 2 важи и при услову Ь') следи из чиљенице да се у 
случају ~йv/v < оо, образац (2.9) може опет оценити са О (1/n). 

Најзад, PaJey-ев став следи из чиљенице да за ограничено 
g (t) образац (2.9) постаје, према напред поменутом Fејег-овом 
ставу, функција ограничене варијације. 

(Саоiiшiliено 8 аllрила 1959) 
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SUR LA CONVERGENCE UNIFORME DE CERTAINES SERIES 
TRIGONOMETRIQUES Аи VOISINAGE DE ZERO 

М. ТОМIС (Beogcad) 

1.1. D'apres Је theoreme соПllU de С h а и п d у et Ј о Ј Ј i f f е [5], 
йи = о (v -1) est Ја сопditiоп песеssаiге et suffisante pour Ја conver­
gепсе ипifогmе de (1.1) (Йv-'О) аи voisinge de zero. De pJus, pour 
(1.1) ауес йи-'О оп а d' apres [1]: 

De 

c(x)~ A7t Xa-1L(..!..) 
2Г(а) siп ал/2 х ' 

resulte 
n-.оо, 

е! inversement. L (t) dеsigпе ici "ипе fопсtiоп а croissance Jente" [1]. 

10 Зборник Матеuати'lКОГ ииститута 
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Ое се resultat оп еп dMuit aussi 1а conlusioll suivante. Les trois 
hypotheses 

1t 

1 .( 1 ) 2 Ј g*(x)-:::::A-L -, х-+О, 2)Ьџ .О, 3)Ьџ ==- g*(x)sinvxdx, 
х х 1t' 

1) 

О 

impliqueni роur tout п, еп vertu du fheoreme de Chaundy et Јо l/iffe , 

(А) 
п п Ь 

~ ау sin vx == ~ ~ sin vx -+ О, 
1 1 V 

х -+ О. 

Dans cette note 110US а110118 donner 1es conditio11s re1atives а 
1а fonction g*lx) sous 1esquelles 011 а (А), еп supprimant еп тете 
temps 1а conditio11 2), с. а. d. 1а monotonie de Ьџ • Оп demontre 
dans § 2.2 1е 

THEOREME 1. !, Ьу sin vx efanf Ја serie de Роurјеr d'une tonction 
g*(t) јmрајrе L-iпtegrаЬЈе, Ьоmее dans (Е!, on), е> О, telle que 

g* (t) == 0(_1_), t-+ О, 
t1g t 

aJors Ја tоrmuЈе (А) аurа lieu роur fout п. 

1.2. Се theoreme se deduit а l'aide de l'estimation de 1а for­
ти1е (1.8) pour (k + 1 )-1 < е s; k-1• А cet effet, pour eva1uer (1.9) 
оп uti1ise ип resultat de Ре ј er [3] d'apres 1eque11e роlУ110те(1.10) 
est positif dans le сапе О<.! < 1f, О < е < я si son dernier соеШ­
cient est remplace par 1/2п. Usant 1е тете resu1tat оп obtient l'esti­
таНоп pour 12 (formu1e (1.12») еп tenant compte du fait que d'apres 
Р. Н е у w о о d [7] de . 

со 

g(x) == ~ Ау sin vx, Ау + О, et Av -::::: Av-2 

1 

resulte g(x)-:::::Axlg1/x. 

2.1. Dans се paragr~phe nous consider011S 1а formu1e La v А\., de 
type de Perseval;. оu ау et Av 80nt 1е8 coefficients de Fourier de 
t (х) et g (х) donnes par (2.1). Les formu1es de Parseva1 оu f, g, ау 
et Ау ont ип caracterere monotone sont etudiees par S. М. Е d -
m о и "s [21. [)ап~. 2-.2 поцs demontrons 1е 
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ТНЕОIЩМЕ 2. а) Soient g(x) Е ЦО, 1t), (5 [gJ donnee раг (2.3), 
а.>О е! Ig(x) I admet аи voisinage de zero ипе majorante О(х), топо­
tone е! decroissanle, L-ini€grable (les conditions (2.4». Ь) А• + О, еl 
А• {огтеп! ипе suite deux {ois monotone. La {onction 

(2.5) 

soit convexe аи voisinage de zero (non-concave), alors ~a. Лv < оо si 

п/п 

(2.6) (~/v) !lg(t)1 dt= 0(1), п-+оо. 
о 

Les condltions Ь) peuvent etre remplacees рог les suivontes: 

Ь') 

Corollaire. Si g(t) est Ьоrnее оп peut prendre Av=l. Les,con­
ditions (2.5) et (2.6) du theoreme precedent etant alors remp1ies, оп 
obtient ainsi lе resultat suivant dfi а Р а 1 е у [5Ј: Soit g (х) Ьоrnее, 
(5 [gJ donnee рог (2.3) et av :::-: О, olors 1:а• < оо. 

2.2. Pour demontrer се theoreme 2, nous formons d'abord Је 
роlупбmе РМ. (2.7) ой с". designent ]es coefficients de ]а transfor­
mation de Cesaro d'ordre 3 (formu]e (2.7'». La formu]e (2~8) qui 
donne еп reaJite ~a. Ау (а cause de О. > О) peut se majorer par 
1I +/2+/з, La cOl1dition (2.6) se reduit а /1 = 0(1). Les hypotbl~ses 
faites sur А• donnent ]а positivite de Р М" et, d'apres ип theoreme 
de Fejer [3], ]es moyennes arthmetiques d'ordre 3 de sommes par­
tiel1es de (5 [{Ј seront сопуехе et au-dessous de { toutes ]es fois 
lorsque { est сопуехе. Or, de ]а, resulte (2.9). La mojorante monotone 
О (х) (ауес ]es cOl1ditions (2.4» nous а conduit finalement а '2 = 0(1). 
L'estimation 1з = 0(1) est evidente. 


