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M. TOMWUh

O YHHUPOPMHOJ KOHBEPTEHLHMJH HEKHUX
TPUT'OHOMETPHUCKHX PENOBA ¥ BJ/IM3WMHHU HYJIE

1.1, TTosnatu ctaB Chaundy u Jolliffe-a [5] kasyje ma je
3a TPUrOHOMETPHUCKH CHHYCHH pej

1.1) g(x)=Sa, sinvx, 4,40,

v=1

a,=0(v-?) (ogHocHo a,=O (v~!)) norpe6aH u HOBO/LAH YCJOB 3a
yuudOPMHY KOHBEpreHuujy (OZHOCHO YHH(ODMHY OrpaHHYEHOCT) Y
6au3unn Hyse. lllra Buwe 3a pegose (1.1) wumwenuya ga g(8) »'/,nA
exBUBaNeHlinG je ca dumwenuyom Aa nan- A [6]. Obaj nocieiawu cTas
MOxe ce W jabe yommrtaBaTH. Tako je y [1] mokasan oBaj cTaB:

a) Hexa je 0 <a<<2, A>0, a.|O0; maga us

(1.2) c)=— AT e L(—l—) . x0,
or (a) sin"Q_" x

caepu

(1.3) an~An—*L (n), n- oo

u o6pHyilo,

Osxe L (f) o3nauaBa cnopo npomeHbuBy Gynxuujy (suau [1]).

CraB Baxu ¥ 3a a=0 noJ yclI0BOM fa je an MOHOTOH M KOH-
‘BEKCAH HU3 KOjH TeXH HYJAH; Tj]. BaXH:

b) Hera je A >0 u a, jenan wonsexcan Hu3 Koju Medcu HYAU.
Taaa u3

{1.4) an~AL(n), n- oo,

Laequ

(1.5) g(x)gA%LG), x0.
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c) Axo je A >0 4 a, camo monomono feacu nyau Maga, 06paimHo,
uz (1.5) caegu (1.4).

W3 pena a) oBora craBa CjaeAu OuYeBHUIHO M YHU(DOPMHA KOH-
Beprennuja ox (1.1) ako a,~»0 u axko ce g(x) moHawa y 6Ju3uHH
HyJe Kao

g(x)’zAL(:lc—), %0,

u rge je L (1/x) Heka cnopo mpoMeH/bHBa (yHKIHMja dea TEXH HYJIH
xax x-0. YctBapu y TOM Caydajy M3 a) ciAeiu Hajnpe

(1.3) a~ALL@), nooc.
n

360r
a,+0 H na,.f—!AL(n)~>0,>

HaBegeHa TeopemMa Chaundy w Jolliffe-a uMmnaumupa raga ysudopmny
KoHBeprenuujy ox (1.1).

CrasuMoO cana
(1.4) na,=b,~ML(n), n- oo,

- ¥ NPETNOCTaBHMO jow na je L (n) xoHBekcaH Hu3 KO]H TEXH HYyJIu.
Tana, axo je

(1.6) b= = f g%(x) sin v x dx
T
clexu npema b)
(1.5 g*(x)rzAlL(l>, x+0.
x x
Hajsan, ako ce g*(x) nonamwa kao y (1.5), a b, koje je naro ca (1.6)
MOHOIIOHO Tedcu Hynu (maksie He Mopa OuTH KOHBEKCHO) nMatiemo

npema c)

(1.4 aeli~al ),
n n

TaKO Ja -y OBOM IMOCJeAleM Ccaydajy, 360r and0 u nan=b,-0,
cnexy yHubopmua xouseprennuja ox (1.1) y 6ausunm Hyne, Tj.

n . n b, .
Y a, sinvx=3] -2 sin vx 0, x-0,
1 1 v

3a CBAKO n.
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Ilpyrum peuuma MOXeMO Ka3aTu Aa u3 ipu ipeiilocliaBke

1
1) g*(x)zA——L(l), ©>0,  2) 6,40
X X

n
3) (® bv=£fg* (x) sin vxdx, v=12,...
3
0

caequ fpema coiasy Cheundy u Jolliffe-a ga
n . z b, .
Ea.,smvxaz—‘i sin vx 0, x-0.
1 1 vV

Y oBuM craBoBUMa OueBHAHO g*(x) He Mopa 6utH Hu L — unTe-
rpabusiHo, Beh caMO TakBO Ja WHTerpax Ha JecHoj crpanu y (¥) mo-
cToju. ¥ JHoxa3y cBux TBphema HaBeJAeHHX MOX a), b) u c) 6uTHa je
NpeTnocraBka Aa b, MOHOTOHO TeXe HYAW, OJAKAe, OHAA CAeAU He
camo ynudopmua kouBeprenuuja on (1.1), Beh u acumnrorcko nosa-
mame Qysxnuje medunucane ca (1.1) y 6ausnnu nyne.

Y osom pany, y osoj tauku 1.1, npermocrasuhemo na b, He
€aMO Ja HHCY MOHOTOHM Beh Ja cy H npousBobHOr 3Haka. Que-
BH/JHO, YAM HEMa YCJIOBA Ja Cy b, MOHOTOHM, HE MOXe OuTu peuu
O AaCHMNTOTCKOM MOHamawy koedunujenata m Pynxnuja medunu-
CaHUX CHHYCHMM peJOBMMa Ca TaKBHM Koedundjentuma. Aam nper-
nocras/bajyhn Bawme o Qynkuaju g*(f) moxe ce ussectn ynudopmua
KOHBepresuuja oxn

o @ . L /) .
Y a, sinvx=y = sinvx
v=l v=1 V

y 6ausunu Hyne. Taxko, y Tauku 2.1 mokasahemo oBaj

CTAB 1. Aro c¢y b,=(va,) Fourier-oBu cunycHu xoeguyujeniiiu
jeane neilapne L — unilierpabuane cyuxyuje g*(t), @j.

k4
*) b,= -2—fg* (f) sin vt dt, v=1,2,...
k1
0

rge je g*(t) orpanadeno y (g, x), € >0 u rae ce g*(t) onawa y 6ru-
3uUHU HyJNe Kao
1
fy=o0[——|, t-+0,
£0 ( tlgt)
Miana 3a CBAKO n

n . n b .
Za,smvesz—”smve—»o, 6-0.

v=1 v=1 V
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NPUMENBA. Axo cy b, Fourier-oBu xocunycuu xoedulujeHTn
jenne napne L-unrerpaGuine Qyukumje, 1j.

n
2
by=0, b,:-—fg*(t)cosvtdt, v=1,2,...,
T
0

Taja Ha OCHOBY MNO3HATOI MPaBWJa O WHTErPalMjd 4YJaH MO 4JIaH
Fourier-oBor pezna

oo
3 b, cos vx,
v=I1

creqn Beh um yHudopmHa KOHBepPreHIHja of
-]

il . b, .
Y a,sinvx =3 — sinvx, 3a cBe x.
V=1 v=1 V

1.2. ¥ oBoj Tauku nocmarpatiemo o6pacue Parseval-oBor 06.uka
2a, N THE JE

g(X)N—? + a, cos vx

2.1)

f(x)N%" + 0 A, cos vx
" k14

ay _ 2 (g(x)

A, "o 1) cos vx dx,

u rae ce o ¢ynkuujama g(x) u f(x) npernmocraB/ba ma HMajy MOHO-
ToH Kapakrep. Parseval-oBe (opmyse TakBora Tuma AeTasbHO je CTY-
nupana Sheila M. Edmonds [2, I, II, Il] (II, Teopema 15, u III,
Teopeme 21, 22 u 23). ¥ Tum craBoBuma S. M. Edmonds noka3ana je
M Kaja cy, y UCTH Max y obpacny

2%
1 @
(2.2) —ff(x)g(x) dx= ot | 3 a, M,
T 0 2 v=1

06a u3pasa (pef, U MHTErpaa) KOHAYHM MMM GECKOHAUHH.

. ¥ oBom pany sanumaheMoO ce caMo ca KOHBEPreHIMjOM Dela
Ta,\, He yJnasehn y TO, Kaja je Taj 36Mp jeaHak ca JEBOM CTPAHOM
y (2.2). OBxe cy u mpeTnocraBke pasamyute ox oHux y [2].
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Y rtauku 2.2 noxaszahemo

CTAB 2. a) Hexa je g(x) €L(0,x)
(2.3) Glg] = %+§°'j a, cos vx,
v=1

8,20, u Hexa |g(x)| uma y 6auzunu nyne moHoMoHy Majopaniiy, Ij.
)

24) 1S O, ()20, ¥Sx [Glx) dx<on.
0

b) Hera je M\, jeaan aBoclipyno MOHOUOH Hu3" koju Teixcu
Hyau, [j.
A20, AN, =X—%,,,=0, AZ,=A(AN)=0,
u Hexa je

X
(2.5) f<}1+2 A, CoS vt) dt = M_,_i D sinvx.
0 2 2 v=1 14

jeana xouBercna hynryuja 'y 6ausunu nyne (ne KOHkaBHa), Waxa Za, )
KOHBeprupa, aro
n/n

(2.6) s [le@ie=oq).
v=1 s

b’) Hpemiociiaska b moace ce 3amenuiliu ca

AN =0, AN, =0 u E}i<oo.
v

NMOCAEAMULA. Ako je g(x) orpanuueHo y Oau3uHM HyJe, TajAa
ce moxe y3etu A,=1. Ycaos (2.6) je Tama ucnymed Kao u YCJ]OB
(2.5) u craB 2 ce cBofu Ha caenehn Paley-es cras [5, cras 81}).

Axo je g(x) orpanudeno y 6ausunu uyne, G|g] aamo ca (2.3), u
a,=0, maga je La, << .

~21. loxkas crasa l. a) Kako cy b,=va, Fourier-osu xoedu-
nujentn L-unrerpabuine ¢ynkumje g¥t) to va,»0, vooo. 3201 /n
HMaMo Taja
5 vay 1

=3 ==—2n: va,-»0, n- oo,

=1 N noy=t

n -
E a, sin vé
v=1

1} OBa} ycaoB uMnamuupa aa je (Ag/2+ iy cos vx) € L (0, n).
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b) Heka je caza k<<n n
k+1)-rZeLk,

Tajga M3
n
vav==z fg* (f) sinvtdt, v=1,2,...
11 .
carenn
3 a, sin v = ~f *(1) ( w)du =
v=1 v=1
(1.8)
o = ]
(f f)g (t)(E sinv smvt)dt I+1,
=] 14
Y ‘ .
Oryana je
o 8 sin vt
(1.9) <2 f lg*(0) ‘z sin v8 sin v,

Ha ocnoBy jemuor Fejér-oBor craBa [3] y Be3u ca jenuum
craom Fejér-Lukdcs [4], u3pas?

(1.10) 2”: sin v8 sin v

v=I 4

je mo3uTHBaH y KBanpaTy 0<t<n, 0<6<n, ako ce mnocaenmu
uJaH y HheMy 3aMeHH ca (Sin n6 sinnf)/2n.

*) Taj Fejér-os [3] craB raacu: [Tolipe6Gan u n0BOMGH YCAOB 24

f(e)Eélz,, sinkésinkt =0, (0<o<m 0t <n)
je na
cp(f):k)_gl kipsinkt =20, (0<t<n)
Osze je

1
¢ (f)=sin t+sin 2+ - - - +?sln nt,

nnpeMa Fejér-Lukdcs [4] o{f)=0 jesa 05 S~ u cBako n.
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Hajsax 36or va,»0 cmena nocaexwer ujgaHa y (1.10) ca
(sin n0 sin nt)/2n memwa .BpexHoCcT 36upa y (1.8) 3a 0 (1) kKax n- oco.

U3 (1.9) caean
o/2

sin v@ sin v
(1.11) |1,|s Sy Ef[ g+ dt,
v=1
e ' HaJl 3HaKOM 36ypa O3HayaBa [a MOCAeAIbH UNaH y HeMy TpeGa
cMeHuTH ca (sinn6sinng)/2n. OBme je cama 0 << § < 6/2.

CraBumo

,sinvésin v X sin v6 sin vE 2":, sin v9 sin v

=z

v=1 v=1 v—k+1 4

= J]+J.o

Kaxo je 6 <k~! To je

k

v sin vE <

wsf; b %_Jsinv&{:O(l).

3a |J,| Baxu, 360or 0 <E<6/2, nponena

AN i,sinvesinvs 1 é' cos(®-§) &, cos(6+Y) <
Y- v 2 liTh v ] v =
1 ‘ 1

= Sks oot Togrsmez 00

aKo ce NpM TOME BOJAM pauyHa ja je
k+)1K0k-

Ha Taj Hauun 3a cBako n40BO/bHO Mano 6 umaheMo ynudopMHO

no o
n  sin v8 sin v
r——=0(1).

k=1

Oryza, u3z (1.11) 3a 6 mOBO/KHO Mano, 360T MPETNOCTaB/beHE
L-unterpa6buanocta ox g*(t) y (0, =) umamo

9/2

[L1=0) fle* () dt=o(1), 0.



142 - M. Tomuh

C mpyre crpane je, sojgehu pauyna ga je (1.10) nosuTuBHO

TR ' fg*(t) (Z

sin v@ sin vt )
/2

( )U’é sin v6 sin vt _sinvesinvt g*(—;—)

Cazxa, Ha ocHoBy jenne npumenbe P. Heywood-a [7], us

dtl<

23 sin(2v+1)0 i
v=0 (2V+1)2

g(x) =3 Msinvx, M0, v NAVTE Voo
]

creau
g(x)~Axlg 1/x, x-+0.

[TpuMenom oBe npumenbe MOXKEMO H3BECTH Hajnpe Xa je

©  sin 2vh
~0@6|lgo]), 040,
Z @y

a oTyJla u
® sin(2v+1)6

)

y=0 (2v+l)2
Hame je 36or k<n, (k+1)-*L96,

= 0(8]lge)), 6-0.

© sin(2v+1)6 AéAe, 040,
w1 (2v+1)2 n

TaKo Xa je meduHUTHUBHO
%2 sin (2v+1)8

> vt i)y =0@®|lg8]),  0-0.

36or npernocraske o ¢ynxnuju g*(/2) nare y craBy 1, caenm

traga u3 (1.12)
]
#[ 2
£ (2)

1
-_-o( Tige] )O(G[lgej) =o(l), 00,

TAPS) (["/21 sin(2v+1)9>=

p) (2v+1)°

¥ TUME je cTaB 1 J0Ka3aH.
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22. Jlokas crasa 2. Heka cy c,, Koepuuujenru Cesiro-ose
Tpaicdopmanuje Tpehera pena:

R o e

Taja je JIaKO MPOBEpUTH fa je
A% {c,, M} =0, v=0,1,2,...,n,
s6or AN, =0 u A%\, =0, jep je

co+

v=0, 1, 2,..., n;

A% {c, N} = N, A%(c,,) +2A (c,0) AN, + Cny (A%N).
[lpema no6po nosnarom pesyaraty L. Fejér-a caexu Tana
@.7) P (?) E% + 3 €y, cOS 1t =0,
3a CBaKo £ =
IMocmarpajmo caza

kao
2

+2 a, Cny M

) Purt) dt]

rae je P,, () nedunuucano ca (2.7).
Tana je

nin

( +2 c,,v}\,,>6[)g(t)[d1+

%Ug(ﬂpw(t)drjg%
0

(2.8)

2 ffg(t)ma) dt + -—f|g(m Pry (0] dt =1+ o+ Iy
n/n

Ilpe cBera je

nin

11_g_(%+§llu) fig(f)ldf
0

ma je I, orpaHHYeHO Ha OCHOBY YCJOBa (2.6).
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Ha ucru Hauud, 6yayhu ma je 8 ytepheno, umamo

N [ :
o af lg () dt=0,1).

IMocmatpajmo Hajsap ca m/n <8 < (m-+1)/n

0 5 9 mt (k+1)z/n
b /f eOIPnOe=2 3 /f 2 ()] IPn(0)] a.

Ha oCHOBY Hampex nomeHyTe OCOGMHE Xa je MOJMHOM y 3a-
rpajyu NO3UTHBAH WMAMO :

n-+-1
n m—|

m—1 N A, sin vt
L < zg(m(—; + 3y 23R )
. k=1

=t v T A

. n
rue je
(k+W)n

n ~
kn

n

n;uvn y=l1

n .
<0 (k) [P ( Ecnvﬂfn_vt)
v

[TpumeTuMO caZa Ja je Ha OCHOBY jemHor Fejér-osor pesya-
taTa [3] apuiimeluyra cpesuna Hpehera pepa AenumudHux 36upOBa
Fourier-osor pena jeine roxBexcne Qydryuje (He xoHKaBHe) uciio Mako
KoHBexcHa u aa je uciiof ¢ynxyuje. 3aTO caja 360r An=o0(l), noo
(Tj. 360r HenpexHZHOCTH OX Nf/2 +Z(N,/v) sin vf) caenu

1)
ol
kx n

n

Boaehu pauyna o oBOMe, uMamo

2.9) (2%

A, sin vt)

=Loff),
n n
u kako G (X) MOHOTOHO onaja, 6uhe Hajsax, s6or m/n=0 (1),
Ly i k“ ) 3
2.10) <& ¥ G(—)gc,fa(x) dx,
n k=1 n
0

a Tume je 36or npernocraske (1.4) A10Ka3au cTas 2 npu ycaosuma a) u b).
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Jla craB 2 Baxu u npu yciaoBy b') crezum u3 uummenuume ma ce
caydajy 3a,/v < oo, o6pasan (2.9) moxe oner onenutu ca O (1/n).

Hajsaz, Paley-eB craB cienu M3 YHIEHHLE Ja 33 OrPaHUYEHO

g(f) obpasan (2.9) nocraje, npema Hanpen mnomeHyToM Fejér-osom
cTaBy, (yHKIH]ja OrpaHHYeHe BapHjauuje.

(Caofwiieno 8 allpuaa 1959)
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SUR LA CONVERGENCE UNIFORME DE CERTAINES SERIES
TRIGONOMETRIQUES AU VOISINAGE DE ZERO

M. TOMIC (Beograd)

1.1. D’apres le théoréme connu de Chaundy et Jolliffe [5],
a,=o0(v-1) est la condition nécessaire et suffisante pour la conver-
gence uniforme de (1.1) (a,~0) au voisinge de zéro. De plus, pour
(1.1) avec a,»0 on a d’aprés [1]:

De
g(x)N————A—E———x“—lL(-L), xa00, 0<a<2, A>0,
2r(a) sin an/2 x
résulte
an=~An—%L (n), n- oo,

et inversement. L () désigne ici ,une fonction a croissance lente“ [1].

10 36opEHKk MaTemaTHYKOT HHCTHTYTA
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De ce résultat on en déduit aussi la conlusion suivante. Les frois
hypothéses

b4
1) g*(x)’—"-A —I—L(—l—) x-20, 2)6,40, 3)b,=£fg*(x) sin vx dx,
X x 7 :
0

impliquent pour tout n, en vertu du théoréme de Chaundy et Jolliffe,

n n
(4) Sa,sinve=S 2 sinves0,  xo0.
1 1 Vv

Dans cette note nous allons donner les conditions relatives a
la fonction g*(x) sous lesquelles on a (A), en supprimant en méme
temps la condition 2), c. a. d. la monotonie de b,. On démontre
dans § 2.2 le

THEOREME 1. Z b, sin vx étant la série de Fourier d’une fonction
g*(t) impaire L-intégrable, bornée dans (g, w), € >0, felle que

1
“() = o[——|, t-0,
g* () o(tlgt) -

alors la formule (A) aura lieu pour tout n.

1.2. Ce théoréme se déduit a Paide de I’estimation de la for-
mule (1.8) pour (k+1)=* <0< k~'. A cet effet, pour évaluer (1.9)
on utilise un resultat de Fejér [3] d’aprés lequel le polynome (1.10)
est positif dans le carré 0 <f<x, 0<<0<n si son dernier coeffi-
cient est remplacé par 1/2n. Usant le méme résultat on obtient Pesti-
mation pour /, {formule (1.12)) en tenant compte du fait que d’aprés
P. Heywood [7] de

g(x) = i)“’ sinvx, AN 40, ef A, =Av-3
1
résulte g(x)=Ax lg 1/x.

2.1 Dans ce paragraphe nous considérons la formule Za,2,, de
type de Perseval,-ou a, et A, sont les coefficients de Fourier de
f(x) et g(x) donnés par (2. 1) Les formules de Parseval ou f, g, a,
et A, ont un caracterére monotone sont étudiées par S. M. Ed -
mong¢s [2]. Dans 2.2 nous démontrons le
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THEOREME 2. 2) Soient g(x) €L(0,x), &[g] donnée par (2.3),
a,=>0 et |g(x)| admet au voisinage de 2éro une majorante G(x), mono-
fone et décroissante, L-intégrable (les conditions (2.4)). b) X,10, et
N\, forment une suite deux fois monotone. La fonction

- MoX & A, i
(2.5) f f(t)dts—25+2 ST
0

r=1 14

soit convexe au voisinage de zéro (non-concave), alors Za, X, < oo Si

n/n

(2.6) (gx) f[g(t)[ dt=0(1), 1 oo.

Les conditions b) peuvent étre remplacées par les suivantes:

b") A} =0, AN, =0 ef 27 [v<<oo.

Corollaire. Si g(t) est bornée on peut prendre A,=1. Les con-
ditions (2.5) et (2.6) du théoréme précédent étant alors remplies, on
obtient ainsi le résultat suivant dft 2 Paley [5]: Soit g(x) bornée,
G [g] donnée par (2.3) et a,=0, alors Za, < oo.

2.2, Pour démontrer ce théoréme 2, nous formons d’abord le
polynéme P,, (2.7) ol ¢,, désignent les coefficients de la transfor-
mation de Cesaro d’ordre 3 (formule (2.7')). La formule (2.8) qui
donne en réalité Za,A, (3 cause de a,=>0) peut se majorer par
I, +13+1;. La condition (2.6) se réduit 3 7, = O(1). Les hypothéses
faites sur A, donnent la positivité de P,, et, d’aprés un théoréme
de Fejér [3], les moyennes arthmétiques d’ordre 3 de sommes par-
tielles de G[f] seront convexe et au-dessous de f toutes les fois
lorsque f est convexe. Or, de I3, résulte (2.9). La mojorante monotone
G (x) (avec les conditions (2.4)) nous a conduit finalement a /, = O(1).
L’estimation /;=0(1) est évidente.



