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МИРКО СТОЈАКОВИЋ 

ПРИМЕНА ХИПЕРМАТРИЦА 

НА ВИШЕДИМЕНЗИОНАЛНУ ИНТЕРПОЛАЦИЈУ 

У радовима [1], [2], [3] изложио сам неколико ставова о по­
средној и непосредној инверзији матрица Вандермондовог типа. 
Изложио сам у тим радовима и примену добивених резултата 
на проблем једнодимензионалне интерполације. У [1] дао сам ре­
зиме, у [2] доказе главних резултата а у [3] дао сам неке допуне 
проширујуhи своју методу и на друге класе матрица. Овде ре­
зултате из тих радова и даље проширујем на нове класе матрица 
што омогућује и примену на проблем вишедимензионалне интер­
полације. 

1. Нека је 

(1) Vn=[VI}]=[X{:J]; (i,j=1,2, ... ,n+l; x~=l), 

Вандермондова матрица величина Хо , Х1 , ••• , Хn ' Тада је према [1] 

'Где је 

(2) S 
___ {(-1)i+i(jt1+ 2_t_j ; (i+i:(n+2) 
IЈ -

О ; и+ј>n+2), 

а (jlk су елементарне симетричне функције величина Хо , Х Ј , ••• , Х,,; 

(3) L =[/]' Ј ={<-l)Ј:LЈ,n(ХЈ-I); и=ј) 
п I}, 'Ј О (О О) 

; 1 =F Ј 
а LJ•n (х) је 

;-2 п 

(4) LJ,n(x)= П (х-х,,) П (х,,-х). 
v=O v=j 

Према овим обрасцима, број ТN операција које је потребно 
извршити да би се добила матрица V;l полазеhи од познате ма-
трице V п и познатих величина Хо ' ХЈ ' ••• ,Хn састављен је овако: 
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а) За израчунавање разлика величина Ху 

б . (П + 1) потре но Је извршити свега 2 одузимања. 

Ь) За израчунавање производа разлика из тачке а} треба 
изврши ти свега п2 

- 1 множења. (Извесном рационализацијом по­
ступка може се овај број нешто и смањити али ми на томе не 
инсистирамо). 

с) За израчунавање вредности елементарних симетричних 

функција величина ХО ' Хј , ••• ,хп потребно је изврши ти с; 1) 
сабирања и с; 1) -1 множење. 

д) За израчунавање производа Sn Уп' потребно је извршити 

(п + 1) с; 1) сабирања и (п + 1) (~) множења. 

е) За израчунавање производа (Sn Уп') Ln потребно је извр­
шити (п + 1)2 дељења. 

При овим срачунавањима броја потребних операција узето 
је у обзир да Вандермондова матрица има један ред јединица 
а исто тако да се и троугаона матрица Sn састоји делом из нула 
а делом из јединица, што знатно смањује број потребних мно­
жења и сабирања. 

(5) 

Укупно се на овај начин добија 

Тп = 2пВ +9п3 +7п-2 
2 

операција. За п = 1 (матрице формата 2 х 2) наш поступак је 
"лошији" од уобичајеног поступка који захтева да се елементи 
адјунговане матрице деле вредношhу детерминанте матрице: по 
нашем поступку треба 8 операција а по класичном свега 5. За 
П = 2 по нашем поступку треба 32 операције а по класичном 35. 
Што је п веЬе то је предност нашег поступка изразитија. Шта 
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више наш поступак је по броју операција рационалнији и од 
других поступака који су разрађени за матрице општег или спе­
цијалног типа. Видети например [5], стр. 248 - 274 и [6]. 

2. У раду [4] навели смо неке ставове о хиперматрицама. 
Тим именом називали смо матрице дефинисане на прстену спе­
цијално на под скупу комутативних матрица прстена квадратних 
матрица. Овде Ьемо показати како се једна класа те врсте ма­
трица на природан начин појављује у проблему вишедимензио­
налне интерполације, доказаhемо ставове о инверзији те врсте 
матрица и искористити ту инверзију за решење проблема више­
димензионалне интерполације. 

з. Нека је 

(6) z=! (х, у) = ~O хј (~O QI) уј) 

функција од две променљиве х, у која за 

v=O,I, •.. ,m, 

)З.=О,I, ... ,п, 
има вредности 

Тада, за одређивање коефицијената ао треба решити систем 
(т + 1) (п + 1) линеарних једначина по непознатима а.ј којих такође 
има (m+ 1) (п + 1) на број. Тај Систем гласи 

т . ( п ) . (7) zvp.= L x~ L a,jY~; v=0,1, ... ,m; )З.=О,l, ... ,п. 
;=0 ј=О 

Нека је Z вектор-врста чији су елементи yk х'; k=O, 1, ... , т; 
1 = О, 1, ... ,п сређени лексикографски по растуhим вредностима 
експонената k,l (и где се узима по дефиницији хО == уО == 1). Нека 
је А вектор-врста чији су еЈ1ементи аџр. таКОђе сређени лексико­
графски по растуhим вредностима индекса V)З.. Нека такође и Zo 
буде вектор-врста чији су елементи zvp. лексикографски сређени 
по растуhим вредностима индекса V}1. Нека је најзад V т ... матрица 
система (7). Њене су врсте једнаке оној вредности вектора Z 
коју овај узима кад је х.". Хџ • у = Ур. и кад се те вредности лекси­
кографски ређају у матрици \' т. п' Са овим ознакама тражени 
полином (6) пише се 

(8) z=ZA' 

а систем (7) пише се 

(9) Zo'= Vm.n А'. 
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Из овог задњег је 

(10) А , - V-1 Z' - т,n О, 

а онда (8) постаје 

(11) 

па се проблем налажења функције z своди на инверзију ма­
трице Vm,n' 

4. Нека је сад Ап нека матрица формата п х 1l дефинисана 
на телу k скалара а, ~,.... Прстен матрица Ап пресликаhемо 
изоморфно на подпрстен прстена матрица формата mn х mn и то 
на два различита начина. 

ДЕФИНИЦИЈА 1. Нека је 

(12) 

где је 

ФmАn~[аiЈ]; m=1,2, ••. 

{ нула .маШрица фор.маii1а п х п ако је i =I=ј: 
ајЈ = 

Ап ако је ј==ј; ј,ј,==1,2, ... , m. 

Према овој дефиницији матрица ~т А п састоји се од матрица 
А п као блокова на главној дијагонали и нула матрица ван главне 
дијагонале. Оператор ~m може се применити и на сам скалар <t 

(као матрицу формата 1 х 1). ~m а је тада једноставно nскаларна 
матрица" то јест матрица која има елеменат џ: на главној дијаго­
нали а остали елементи су јој једнаки нули. Познато је да је 
скуп скаларних матрица изоморфан телу скалара на коме су те 
матрице дефинисане. 

ДЕФИНИЦИЈА 2. Нека је А п == [а/ј] .м а Шриц а формаii1а п х п де­
финисана на К и нека је 

Према овој дефиницији матрица 9Лm Ап добија се из матрице 
А п кад се у овој најпре сваки елеменат «и трансформише у ска­
ларну матрицу Фm «;ј формата т х т а онда из оваквих матрица 
састави и сама матрица 9Лm А п • 

Лако је видети да су скупови· {9:nт Ап }, {Фm А п }, {А п } за 
утврђени природни број т међусобно изоморфни у односу на 
операцију сабирања и множења матрица односно сабирања и 
множења у телу скалара. 



(14) 

Примена хиперматрица на вишедимензионапну интерпопацију 125 

ТЕОРЕМА 1. 

Юlт (А +В) =9)Ст А + Юlт В; 

Юlт (АВ) = Юlт А Юlт В; 

(9)(m A)-l =9Лm (А -1); 

Юlт (9nр А) =Юlmр А . 

Поli1liуно ucli1e операције важе и за оПераli1ор ~т. 

Ова теорема следи из поменутих изоморфизама. 

Тако, за матрицу 

имамо 

а 

1 2 О О 

3 40 О 

О О 1 2 

0034Ј 

1 О 2 01 

9n
2 
А 2 = О 1 О 2 1', 

3 О 4 О I 
0304_ 

док је 

то јест оператори ~ и Юl су комутативни: 

ТЕОРЕМА 2. Важи увек 

(15) 

Нека су сад W1 и И/S Вандермондове матрице величина 
ХО'Х1' •• ·'Хт респективно величина УО'УI' ••• 'Уn. 

ТЕОРЕМА 3. Важи увек 

(16) 
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д о к а 3 се састоји у верификацији. Ми ћемо верификацију 
провести на примеру величина Xd, Хр ХЈ И Уо' у1 то јест кад је 
m=2, n= 1. То ће уштедети простор а једном УТВРђени лексико­
графски поредак величина омогућује да се закључак прошири 
и на општи случај. У овом случају је 

1 У1 Х1 Х1 у1 
2 

Х) 
2 -

Хl у1 I 

1 УII Х1 Х1 у2 
2 

Хl 
2 

Хl У2 

1 У1 Х2 Х2 Уl 
2 

Х2 
2 

Х2 У1 

У2,l = 
1 

?, 2 
У2 Х: Х2У2 Х2 Х2 У. 

1 Уl Ха Ха у1 
2 

ХЗ 
2 

Ха У1 

L 1 У2 ХЗ Ха У2 
2 

Хз 
2 
ХЗУ2_ 

па се лако УВИђа да је та матрица производ матрица 

-1 Уо О О О 0- 1 О ХО О 
2 

ХО О 

1 yt О О О О О 1 О ХО О 
2 

ХО 

О О 1 Уо О О 1 О Х1 О 
2 

Хl О 

О О О О 
= ~8 W2 , 

О 1 О О X~ 
= 9Л2 W1, 

У1 Х 1 

О О О О 1 Уо 1 О Х2 О 
2 

Х2 О 

О О О О 1 УЈ_ О 1 О Х2 О X~ 

где је 

1 ХО 
2-

ХО 

W1 == 1 2 W. == [1 УО Ј. X t Хl , 
1 У1 . 

1 2 
Х2 Х2 

Сада примењујуhи релацију инверзије 
матрицу V т.n из теореме 3 добијамо 

из теореме 1 на израз за 

(16') v-, 9л w-' ~ W-I 
т,n== l+n I ,+т 2, 

а онда релација (11) гласи 

(17) z==Z(9Лнn Wl1~1+т W;-')Zo', 

" 
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што и претставља формулу за дводимензионалну интерполацију. 
у овој формули посебно се врши инверзија Вандермондових ма­
трица W1 и W2 И од њих формирају после инверзије хиперма-

трице 9Л1+n Wt1 и ~1+m W2-
1

• Треба још истаhи да се интерпо­
лациони полином добија у облику сређеном (лексикографски) по 
степенима променљивих што није случај ни код једне до сада 
познате формуле за интерполацију. 

5. Изложиhемо још и случај интерполације полиномима са 
три променљиве. 

Нека је 

(18) 

функција од 1рИ променљиве Х, У, z која за 

х=х,; i=O,l, ... ,m, 

(19) У = Уј ; ј = О, 1, ... , п, 

z = Z" ; k = О, 1, ... , р, 
има вредности 

(19') U=Ui,k' 

Тада задатак да се одреде коефицијенти аv)Ј.Ч захтева да се реши 
по непознатим величинама ay)J.fj систем линеарних једначина 

(20) 

којих има (m+O(n+l)(p+l) на број са исто толико непознатих. 
Матрица тог система нека је Vm•n• p ' Нека је А вектор-врста чији 
су елементи avp.fj сређени лексикографским поретком по индек­
сима VflIl; исто то нека важи и за вектор врсту ио са елементима 
U'Jk' Нека је U вектор-врста чији су елементи Хи у)Ј. zЧ сређени лек­
сикографски по растуhим вредностима експонената VI1!J (и где се 
по дефиницији ставља хо = уО = ZO == 1). 

Са тим ознакама систем (20) пише се овако 

(21) 

Одавде је 

(22) А , V-l и' =z т,II,р О. 
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Како се функција и може записати са 

(23) u=ИА' 

ТО из претходног следи 

(24) ·UV-1 И' и:::: m,n,о о' 

па се проблем налажења функције u своди на инверзију ма 
трице Vm •n•p • 

ТЕОРЕМА 4. Важи увею 

V '".".р = (~(т+l)(n+l) Wз) (Фm+t ~PH W2) (~(n+l)(p+1) W1), 

где су W1 , Wz, Ws ресПективно Вандер.мондове .матрице величина 

Хо ,Х1 .···,Хт ; УО'Уl""'Уn; ZO,Zj,""ZP' 

д о к а з опет добијамо верификацијом на специјалном слу­
чају при чему једном за увек утврђени лексикографски поредак 
величина са којима се оперише обезбеђује проширење добивеног 
закључка и на општи случај. Нека је ради уштеде у простору 
т = 1, п = 2, р = 3. У овом специјалном случају матрица V1.2. 3 гласи 

Wз Уо W, y~ WS ХО WS ХоУо WS 
2 -

ХОУО Wз 

Wa УЈ W, 
2 

Уl Wз ХО Wз ХО у1 Wз 
2 

XoYI Wa 

Wз У2 Wa y~ Wз ХО Wз ХО У2 Wa XoY~ Wa 
V1• 2•a= 

Wз Уо Wa y~ Wa Х1 WS Х1 УО Wз Х1 y~ W. 

Ws yt W. 2 
у1 Ws Х1 Wa Х1 Уl Wa X1Y~ Ws 

_ W, У2 Wa y~ Wз Х1 W. Х1 У2 Ws Х1 y~ Ws _ 

па се лако увиђа да је она производ матрица 

Фв Wз , ~2~4 Wt , ~'2 W1 

одакле следи тврђење у наведеном специјалном случају а и у 
општем случају јер број величина xv , Ур., ZIJ не игра у закљ учи­
вању нарочиту улогу. 

Примењујуhи сада ставове о инверзији производа матрица 
и ставове о инверзији хиперматрица из теорем.е 1, можемо за 
функцију и према (24) писати 

(25) и::=:. U ('iIЛ(п+ l)(РН) Wi
1 Фm+t ~P+l Wz1 ~(т+l)(n+l» wз1) ио', 
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што и претставља формулу за тродимензионалну интерполацију. 
У овој формули посебно се врши инверзија Вандермондових ма­
трица W1 , W;:, Wз И посебно од ових формирају хиперматрице 
ffi?(tt+1)(P+O W\1, ~m+1 gлР+l W2"l, ~(1I1+1)(n+J) ",3"1. Као што се из 
наведене формуле види, интерполациони полином се добија у 
облику сређеном (лексикографски) по степенима променљивих. 

Сада се лако може уочити правилност у распореду Вандер­
мондових матрица и оператора ffi? и ~ У обрасцу (25). и одатле 
извести закључак о томе како гласи интерполациони образац за 
општи случај: Производ индекса оператора gл, ~ и формата Ван­
дермондове матрице на коју се ти оператори примењују у сваком 
случају је исти. (У (25) то је број (т + 1) (п + l)(р + 1).) Почиње 
се најширим могуhим оператором ffi? па се поступно уводи опе­
ратор ~ док на крају не преостане само оператор ~. (У (25) 
за матрицу W11 најшири могуhи оператор ffi? јесте gл(П+Ј)(Р+I)' 
Прелази се на матрицу wзl и оператор ffi?(tt+I)(P+I) смењује са 
~т + 1 gлр + l' Најзад прелази се на матрицу wз1 и оператор 
~m+l gлР+1 смењује са ~(т+I)(n+I)') Уосталом, према нашем раду 
(4] оператор ~ из образаца (11') и (25) може се и сасвим изо­
ставити а да не дође до двосмислености. Образац (25) тада гласи 

(26) и=и(gл(П+Ј)(Р+1) W11
) (9ЛР+l W2"I) (",'3"1) ио'. 

Објаснимо примену овог обрасца неким једноставним примером. 
Узмимо д,а је т=п=р= 1 и да је 

I хоl Х 1 I Уо i У1 I Zo I ZI I 

i 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 

I иооо' иОО11 иО101 иоll l и1001 и1011 иЈјоl иНI 

I~ 1:-'-_1 1 __ ~ __ 1211 1 12 

Интерполациони полином тада гласи 

а систем линеарних једначина по аv~ч гласи 

аооо+5001 +3аоI0 + 15аОl1 + а 100 + 5а1О1 + 3ано + 15а 111 -1, 

йооо+6001 +3ао1о + 18аО11 + а100 + 6а1О1 +3ано + 18а111 =2, 

аооо+5001 + 4аО10+20аОl1 + а10О + 5а1О1 +4а оо +20а111 = 1, 

ао 00 + 6001 +4аОlа+24аОIl + а100 + 6а101 + 4аllо +24аl11 = 1, 

аооо +5001 + 3а010 + 15аОl1 +2а100 + 1ОаlО1 +6а1l0 +30а111 =2,. 

9 Зборник Математнчког института 
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йооо + 6001 + 3аО10 + 18aOll + 2а10с + 12а'О1 + 6аllо + 36Йll 1 = 1, 

йооо +5001 + 4аО10 + 20аОl1 +2аl00 + 10а. 01 +8а110 + 40а1l1 = 1, 

Унутрашњу структуру матрице VI .1•1 овог система није лако 
сагледати; међутим је према теореми (4) 

V1,1,1 =~4 Ws ~2 9)1:t W2 9)11 WII 

где је 

W =с 1] W = [13] W -с 5Ј 112' :1 14'· 8-16' 

Како је 

[ 2 -1] W,I= -1 l' [ 4 -3] 
W2'"1= -1 1_' WI-3=[ 6 

-1 
-5Ј 

1 ' 

биhе 

Vl,l,1 =5014 WI-
1 ~25012 W2-

1 ~4 Wa-t, 

где је 

2 О О О -1 О О О 

О 2 О О О -1 О О 

О О 2 О О 0-1 О 

gл. w,I~1 
о о о 2 О О О -1 

~1 О О О 1 О О О 

О -1 О О О 1 О О 

I о о -1 О О О 1 О 

L о о о -1 О О О 1 

r 6 -5 О О О О О О 

- 1 1 О О О О О О 

О О б -5 О О О О 

~4 W;I= о о -1 1 О О О О 

О О О О б - 5 О О 

О О О О -1 1 О О 

О О О О О О б -5 
О О О О О О -1 1 
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а 

4 О -3 О О О О О 

О 4 О -3 О О О О 

-1 О 1 О О О О О 

~29ЉW21= 
0-1 О 1 О О О О 

О О О О 4 О -3 О 

О О О О О 4 О -3 

О О О О -1 О 1 О 

О О О О О -1 О 1 

па је стога 

-
48 -40 -36 30 -24 20 18 -15 

-8 8 6 -6 4 -4 -3 3 

-12 10 12 -10 6 -5 -6 5 

V- 1 2 -2 -2 2 - 1 1 1 -1 
1.1.1 = 

-24 20 18 -15 24 - 20 -18 15 

4 -4 -3 3 -4 4 3 -3 

6 -5 -6 5 ..:..6 5 6 -5 

-1 1 1 -1 1 - 1 -1 1 

а како је 

и= UVI-ll.IUо'; ио =[1, 2, 1, 1, 2, 1, 1,2]; U = [I, z, у, yz, Х, xz, ху, xyz], 

биhе интерполациони полином 

и= -78 + 15z+21y - 4yz + 59х- l1xz -16xy+3xyz, 

па је сад лако проверити да он испуњава постављене услове. 

На крају приметимо да формула (25) садржи у себи и фор· 
мулу (17) а ова са своје стране садржи формулу за једнодимензио­
налну иитерполацију наведену у [1], [2], [3]. Збиља, ако је р = О, 
имаhемо у формули (25) 

Wi1:=[1], 9Лrn+l) (р+1) Wl- 1 =9л,.+1 W1-
1
, 
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па се добија формула (17). Ако је сада и n=О имаhемо даље у 
формули (17) 

W-I an w-J W-1 
9Л1I-tt 1 = .;u~1 Ј = Ј, 

w;-l = [1], ~I+m wзl = ~1+т[1] , 

а то даје раније изведену формулу 

z = ZWi1 Zo' 

33 интерполацију полиномом са само једном променљивом. 

(СаОllштено 24 децембра 1958) 
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SUR UNE FORMULE D'INTERPOLAТION PAR POLYN6MES 
А PLUSIEURS V ARIABLES 

М. STOJAKOVIC (Beogrlld) 

Dans nos articles [1], [2], [3], nous а vons donne lа formule 
d'inversion exp1icite 

de lа matrice vandermondienne Vn ои Vn' est lа transposee de уп , 
Sn lа matrice triangulaire et Ln lа matrice diagonale definies ici par 
(2), (3), (4), се que nous avons alors app1ique а lа determinantion 
du роlупоmе d'interpoJation d'une seule variabIe. 
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Nous donnons ici les formules d'inversion des matrices qui cor­
respondent .аи probl~me le plus general d'interpolation par роlупб­
mes а plusleurs vапаЫеs. Nous donnons ici les definitions et les 
formules pour le cas de trois variables еп laissant аи lecteur le soin 
de faire la genera1isation qui est dailleurs tres naturelIe. 

DEFINIТION 1. Soit 

и = t (х, У, z) = t X
V (± yl1 (± aVf1!l zЧ )), 

V=O ч=о ч=о 

lе роlупбте а trois variables х, У, z qui роиг х = Х/, У = УЈ, Z = Zk а lа 
lа ~'aleur u =U;Jk; i =0,1, ... , т; ј =0,1, ... ,п; k =0,1,. ", р. 

Soit А (resp. И; ио) la matrice-ligne dont les elements aVf1I1 
(resp. XV уР- zЧ; U/jk) sont ordonnes par l'ordre lexicographique des 
indices vJ1.I') (resp. des exposants vJ1.I]; resp. des indices ijk). 

THEOREME 1. La matrice V m.lI,p de.~ coefticients du systeme des 
equations lineaires algebriques 

ј=О, 1, ... , т; ј=О, 1' .•. ' п; k=O, 1' ... ' п, 

ои dans lа !огте matricielle 

ио'= Vm •n•p А', 

аих inconnues aVf1!l satis!ait а lа relation 

WI' W2 , Ws e/ant resp. les matrices vandermondiennes des quantites 
Хо, ХЈ,"" Хт; уо, УЈ"'" Уп; zo' ZJ"'" Zp et ~,gп les operateurs de­
!inis раг lа 

DEFINIТION 2. Soit А n lа matrice quelconque d'ordre (п Х п) de!inie 
sur lе СОГР$ К de scalaires а, ~, . . . .. А lors, pO$ons 

~ А ~[R.]. Q = {matrice zero $ј i =1= ј 
т 11 - /"ј Ј t'aJ А ., . .. 1 2 

п $11=/; /,1= , , ... ,т. 

9Ј1m А n !ш [~'" а;Л, й.,ј etant les el€men/s de А n • 
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THEOREME 2. 

9Jtm (А +В)=9)1m А +9Лm Вј ~m (А +B)=~т А +~т В; 

9Лm (АВ) = 9Лm А 9)1m В; ~т (АВ) = ~m А ~т В; 

(9Лm А)-l=9Лm (А-1); (~т A)-l=~m (A~l); 

9Лm (9)1р А) = 9)1mР А; ~m (~p А) = ~тp А. 

Pour р = о lа formule (*) donne 

~(т+1) (п +1) W3"1 = ~(т+1) (n+l)[1] = Е (matrice unite); 

и пе depend donc de lа variable z et nous oblenons lа formule 
(17) d' interpolation par polynomes а deux varables 

Si l' оп а aussi п = О cette dernH~re formule donne 

и пе depend donc que d'une seule variable х et nous oblenons la 
formule d' interpolation рас polynomes а une seule variable х 

се qui ete deja expose dans [1], [2], [3]. 


