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СТАНИМИР ФЕМПЛ 

О ЈЕДНОМ ТИПУ ЕЛИПТИЧКОГ ИНТЕГРАЛА III ВРСТЕ 
И О ЊЕГОВИМ ПРИМЕНАМА 

Постанак различитих облика нормалних типова елиптичких 
интеграла био је условљен гледиштима са којих су се посматрали 
елиптички интеграли или елиптичке функције. Док Legendre, на­
пример, иде за тим да интеграл у коме се појављује квадратни 
корен полинома III или IV степена редукује на најједноставнију 
форму, Weierstrass-y је стално пред очима веза свих елиптичких 
функција са б-функцијом. ЈасоЬи, опет, бира типове који дозво­
љавају непосредно развијање у редове итд. 

Показало се, још, да није оправдано дати извесном типу 
елиптичког интеграла ПI врсте неку нарочиту предност, а с тим 
у вези и неко нарочито функционално обележје, јер су се нашле 
многе друге равноправне форме; поготово, што се овакви инте­
грали који садрже три аргумента могу свести на функције које 
садрже свега два аргумента. Но у великом броју случајева, наро­
чито у применама, показало се да је ипак оправдано узети неки 
тип за нормалан, јер се у таквим случајевима радило о много 
једноставнијим трансформацијама. 

При свођењу једног нормалног типа на други јављају се 
релације које би се могле поделити у две категорије. У једној 
се веза између два нормална типа интеграла Ш врсте изражава 
елементарним функцијама. У другој категорији се у везама поја­
вљују и елиптички интеграли ниже врсте. Интеграли прве групе 
могли би се назвати "сродни" интеграли. Они друге групе били 
би "слични". Тако напр. ЈасоЫ-јев нормални тип 

ср 

Ј -Ј k2 sinacosaдo(a)sin2 8 dЭ 
П(n,k,ср)- (l-k2 siп2 аsiп2 8)Д(Э) 

о 

(n= -k2 sin2 a, 

и Lеgепdrе-ов 
ср 

п(nk )-Ј dЭ 
, ,ч' - (l + п sin

' 
Э) .1 (Э) 

о 
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везани су релацијом ([6], стр. 344) 

где је F (k, ср) Lеgепdге-ов нормални елиптички интеграл 1 врсте. 
Ови су типови слични. Међутим, у проблемима динамике [4] по­
јавио се и Неитап-ов тип 

Овај је са Lеgепdге-овим типом везан релацијом 

Л( k ) _V<П+k2)(П+l)п( k ) 
п, ,ср - П, ,ср , 

п 

као што је то лако увидети. Ови су, дакле, интеграли сродни. 

Од сваког новог типа, и поред тога што се он - као такав 
- непосредно јавља у применама, очекује се да обрасци који 
важе за такав тип не буду компликованији од аналогних образаца 
за Lеgепdге-ов тип. Јер би тада, уместо да се директно оперише 
са таквим типом, било згодније да се он најпре сведе на Legendre­
ОВ, изврше потребне трансформације, а затим да се он врати у 
свој првобитни облик. Директно' оперисање изискиваhе више ра­
чунања и нови тип имао би само фигуративан значај. 

Сродни интеграли испуниhе, разумљиво, тражени захтев и 
они нису од интереса. Ради се само о типовима који су само 
слични са Lеgепdге-овим. Такви типови имали би, дакле, свој 
гаisоп d'etre ако· обрасци за њих имају исту структуру као и они 
за Lеgепdге-ове, евентуално и простију. 

У овом раду указујем на један тип интеграла III врсте који 
се појављује у проблемима геометрије код испитивања коничних 
површина: код израчунавања отвора развијеног омотача у раван, 
код компланације косе кружне купе, у једначинама линије основе 
конуса развијене у раван итд. То је интеграл 

q> 

л (п, k, ср) ~ _ct_g_t f __ !l~(Э-,-) d_Э __ 
!l'("') 1+сtg2tsiпSЭ 

п = ctg
2 
"'. (1) 

u 



о Једном типу елиптичког интеграла 111 врсте и о његовим применама 109 

Показаhу да обрасци који се односе на овај тип ништа нису 
компликованији од оних за Lеgепdrе-ов тип, да су неки, шта више, 
и простији. 

Обзиром на геометриски значај овог интеграла, он би се -
аналогно називу "елиптички" - могао назвати "конички" интеграл. 

1. Интеграл Л је дефинисан, као што се види, за позитивне 
вредности параметра. Ако се 0/ изрази помоhу п, добије се 

---:---:-- q> 

л(" k ) = 1In(,,+1) Ј i.\(э)~в , 
,,(ј) v n+k2 l+пstп"Э 

о 

а овај се израз може дефинисати и за вредности 

Ако се подинтегрална функција напише у облику 

n+k" 

,,(I+nsiп2 Э)d(Э) 

израз за Л добиhе облик 

п d (Э) 

Л( k )_v(n+1)(П+k2)п( k )- k2 V n+l F(k ) п, ,(ј) - П, ,q> ( + k2) , ср 
/l 11 П 

Види се да су Л и П слични интеграли. 

(2) 

(3) 

Образац за збир два интеграла III врсте са истим модулом 
и аплиту дом, а са различитим параметрима ([2}, стр. 237) 

П(",k,q»+П(~ ,k,q» = 

11 п {tgq> l!(n+l)(n+kZ
)} 

= V(n+I) (n+k:l)arctg d(q»V п +F(k,(j) (4) 

када се место ових интеграла унесу вредности изражене помоhу 
функције л, добива облик 

{ 
tg (ј) 1 f (п + 1)( п + k2

)} '! 11 п 
= arc tg d(q» V п + k V (n+ 1)(n+k2) F (k, q» (4*) 
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За п = ±k следи 

2 Л (+ k, k, ср) = arc tg [(1:kl:~ ср ] +(1 =f k) F (k, ср). 
На исти начин, образац помоhу кога се интеграл са пози­

тивним параметром изражава помоhу интеграла коме се параметар 
налази између - 1 и - k2 ([2Ј, стр. 240) 

п (n,k, ср) = п ---,k,cp +-.-F(k.cp)+ п k'2 (п + k'? ) kЗ 

(п+ 1) (n+k2
) п+ 1 n+k2 

11 п {Sin ср COSi:p 1In(n+k2)} 
+ V(n+l){n+k2)arctg 6. (ср) V n+l 

добива облик 

t {
sin ср cos ср п (п + kl

) } 

+arc g ~~ п+1 . 

Адициона теорема за елиптичке интеграле III врсте ([1], стр. 13) 

п (п, k, ~) + п (п, k, '1') = п (п, k, о) + 

11 п t { sin ~ sin '1' sin о V п (п + 1) (п + kl
) } 

+ У(п+1) (n+k2) arc g 1+nsinla-nsin~sin'fcosa6.(0) I 
(5) 

која важи за п > О или -1 < п < - k2 уз услов 

COS 0= COS ср cos '1' - sin ср sil1 '1' 6.(0), (6) 

добива облик 

11 п+ 1 . 
Л (п, k, !р) + л (п, k, '1') + k2 V П (п+ kS) [F (k, !р) + F (k, \}t)- F (k, о)] = 

= л (п, k, о) + arc tg ф, (5*) 

где је w израз у великој загради једначине (5). Како уз услов 
(6) важи још 

F (k, ср) + F (k, \}t) = F (k, о), 
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то адициона теорема за функцију Л добива облик 

Л (п, k, ср) + Л (п, k, 0/) = 

Л( k) t 
siпq>siпtsiпО'Уn(n+l) (n+k2) = п а + arc g . , , п + 1 - п cos ср cos t COS (Ј 

уз услов 

С03 (Ј = COS q> COS '" - sil1 q> sin t д(а). 

Овај образац је простији од обрасца (5). 

За q> = t, о' = ",/2, услов (6) се своди на 

ctg2 q> = k', 

док из обрасца (7) следи 

1 1 [1 'Vn(n+k2
)] Л(n,k'СР)=2ЛО+-2-аrсtg l+k' n+l • 

кадгод важи (8). Овде је са ЛО обележен интеграл 

пЈ2 

(7) 

(8) 

(9) 

Л =л(n k!!.-):::: lln(n+l) Ј Д(O)~O (ЈО) 
о , , 2 V n+kz 1 +n sш2 е 

о 

и он договара потпуном интегралу Л. 

Познато је да се потпуни интеграл П треће врсте може 
изразити помоhу интеграла 1 и II врсте. L е g е п d r е ([5,] t. 1, стр, 
133) је, наиме, показао да је 

п/2 

. .1. ,1. А, (.1.) Ј COs2 О dO 
SlП '1' COS 'I'и '1' --:::: 

1 - COs2 
'" COs2 О д(О) 

о 

;:;:..!: - [FE (k', t) + EF (k';"') - FF (k', t)J:::: 
2 

п/2 

k'Z . .1. .1. А, ('I')Ј sin2 е d6 = SШ '1' COS '1' Q '1' --
1 +( -1 +k'2 sin2 t)sinZ O Д(О) 

о 

где је Е (х, t) Lеgепdrе-ов нормални елиптични интеграл II врсте 
модула х и где су са F и Е означени потпуни нормални елип-
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тични интеграли 1 и II врсте (моду о k). Ако се први разломци 
подинтегралних функција напишу у облику 

cos2 е 1 1 1 

1 - cos2 t cos' е sin2 t cos2 t 1 + ctgl t sin2 е cos2 t 

--------= 1-sin
2

6 1 [ 1 ] 
1 +( -1 +k'2 sin2 t) sin2 е - 1 +k'l! sin2 t 1+(-1 +k'2 sin!t) sin26 • 

тада следи 

ПО (ctg2 ф) = 

= sin Ф cos Ф{~+ Ftg \}ILl' (Чr)- [РЕ (k', Чr) + ЕР (k'.t) - рр (k'. \}I)]} (11) 
Ll' (\}I) 2 

и 

ПО ( - 1 + k'2 sin2 Чr) = 

= ~/(Чr) {~+[FЕ(k',t)+ЕF(k',t)-FF(k',t)]}+F, (12) 
k,2 S111 t cos t 2 

где је са ПО означен потпуни интеграл од П за параметар ctg! t 
или - 1 + k'2 sin2 \}I. Прва од ових једначина важи за позитивне 
параметре, друга за оне између -1 и _k2 • 

Потпуни интеграл ЛО се много простије изражава ПОМОhу 
елиптичних интеграла 1 и II врсте него интеграл ПО. Јер, ако се 
у једначини (11) стави ctg2 \}I= k2/n добиhе се 

где је са Ј обележен израз у средњој загради од (11). Приме­
њ уј уhи образац (4) из којега за ~ =- тс/2 следи 

и израз ивши, на основи (3), интеграл ПО (п) помоhу ЛО (~=- n:/2), 
тај израз за ЛО добива следеhи једноставан облик 

ЛО (п) = F Е (k', Чr)+ ЕР (k', ф) - F F (k',\}I) 

п> О, tg \}I=- Vn/k. 
(13) 
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(Одавде за 0/ == 1t/2 следи Lеgепdrе-ова релација РЕ' + ЕР' - рр' = 
::: rt/2, па је 

lim ЛО (п)::: л/2). 
nf;;O 

Примењујуhи исти поступак на једначину (12), из ове следи 
( - 1 + k,l sin~ 0/ == k2/n) најпре, 

(14) 

з затим 

ЛО (п) = [РЕ (k', 0/) + EF (к', 0/) - РР (k', 'V)] - F k21/ п (::~:!)' 
1 ,1 п+Р 

tg '1' = k V - п + 1 . 

Интересантно је напоменути да за -1 < п < - к2 Неumап-ов 
потпун интеграл Л (п,к, rt/2) води на израз Ј, што се лако увиђа 
ако се у (12) унесе вредност Л. Дакле, 

л (п, К, л/l) = F Е (k','1') + EF (k', 0/) - рр (k', '1'). 

Извод функције П по модулу k има облик [l стр. 283] 

дП (п, К, 'Р) ::: _ _ К_ { kl sin ср cos ср 1 Е ( П } 
д U k"~ k'" K,~)+· (n,k.rp) . (15) k n+k 6 

'- (ср) • 

Извод функције Л по модулу k имаhе много простији облик 

дЛ(п,k,q»=_k ,In(n+l) F(k ) 
дk V (п+к%)в ,~ , (16) 

1<ао што је то лако увидети. 

Такође је то случај са изводом функције П по параметру п 
([1], стр. 286) 

дП(п,kср) 1 
--д-п- = 2п (п + l)(n+kS) 

/ 

{ n_2_si_n..:..q>_co_~~CP_A....:.(CP~) -(п+к2) F (k, <р) +п Е (К, <р)_(п2 - к2) П (п, k, ср»). (17) 
1 + п sш2 'р . 

8 Зборник Матеll;ТИ'lкоr института 
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Ако се, сада, Л изрази ПОМОhу П на основи једначине (3), то на 
основи (17) следи простији облик 

д Л (п, k, tp) 
дп (18) 

::= 1 {nSincpcosCP~(tp)_ nk,2 F(k,CP)+E(k,CP>} 
2 v п (п + 1) (п + kZ) 1 + п sin2 ср п + k2 • 

Предност образаца (16) и (18) над (15) и (17) је и у томе 
што се у првим обрасцима уопште не појављује елиптички инте­
грал III врсте П (п, k, Ч') односно функција Л (п, k, ср). 

2. Указаhу, сада, на- случајеве где се интеграл Л непосредно 
појављује. 

У једном свом ранијем раду [3,а] показао сам да крива 
линија основе омотача косог кружног конуса развијеног у раван 
има једначину 

О(р)= (П+l)(П+k2)П(Пk )_k211 п+l F(k ) 
п ' ,ср v п (п + k"/.) ,ср, 

(S1 - S2)2 
п=----, 

4s1 S2 

k~siп ~ - у 
2 ' 

где је G величина отвора мреже купе који одговара величини р. 
Овде су S1 и S2 највеЬа и најмања изводница, р макоја изводница, 
~ и у наспрамни углови странама S1 и S2 У карактеристичном тро­
углу. Пол координатног система је у темену купе, а поларна оса 
је изводница S2' 

Ако се горњи интеграли скупе, једначина поменуте линије 
биhе 

е (р) = л (п, k, ср). 

Величина е може се изразити у функцији угла (\) кога гради полу­
пречник основе одговарајуhи изводници р са основом карактери­
стичног троугла (полазеhи од S2)' Тада између елемената конуса 
постоје везе 

S~ = S2 + ,2 + 2, S cos а, s~ = S2 + ,2 - 2, s cos а, 

р2 = S2 + ,2 - 2, S cos ,\" cos 'f = cos а cos ОО. 
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Величина s претставља основу конуса, , полупречник основе, 
tt угао осовине према основи, а 'f угао између изводнице р и 
полупречника основе одговарајућег тој изводници. После краћег 
рачуна следи 

е(оо) = л (п, k, <р), 

. ~-y 
k=81O --

2 ' ~
-

q> S1 W tg-= - tg-. 
2 S2 2 

(19) 

Одавде се одмах види геометриско значење потпуног интеграла 
ЛО (п). Наиме, за w = tt добива се, услед симетрије, половина 
отвора мреже. Тада је и q> = tt. Како је интеграл Л узет у гра­
ницама (О, tt) једнак двострукој вредности интеграла узетог у 
границама (О, tt/2), то следи да: 

Потпуни интеграл Ло претставља четвртину отвора омотача 
развијеног у раван. 

На основи (13), овај се резултат слаже са резултатом једног 
мог ранијег рада [3, Ь] У коме сам показао да је отвор омотача 
развијеног у раван 

е = 4 [РЕ (k', \}I) + ЕР (k', t) - рр (k', 0/)], ". . 2, 
't' = arc81O----. 

S1 +S2 

Од интереса је напоменути још. да омота ч косе кружне купе 
има површину [5, с)} 

где је 

М -= ,2 'fr.+2, 1/S152 Е-2,2 ЛО (п), 

~-y 
k= sin--' 

2 

3. Интеграл Л појављује се и у једначини линије основе 
омотача усправне елиптичке купе развијеног у раван. Узеnемо 
за пол теме купе, а за поларну осу најмању изводницу. Макоја 
изводница на купи, вектор t, имаhе координате у правцима осо­
вина ели псе 2а и 2Ь и У правцу висине Н 

t (а sin <р, Ь cos <р, -Н), 

где је q> комплеменат ексцентричне аномалије ели псе. Елеменат dO 
отвора омотача развијеног у раван имаnе, по W u п d е r li с Ь-у [7], 
вредност 
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или 

где су $1 = -Уа2 + Н2 и $1 = 'УЬ= + Н2 највећа и најмања изводница, 
а 8 нумерички ексцентрицитет елипсе. Стављајуhи 

види се да је 

Како је још (t';::: р2) 

то је једначина тражене линије 

е (р)::: Л (п, k, ср), 

и 

тј. 

а2 8' 
-а-=n>О 

'~2 

Р2 _ $2 

t ~ 2 g-<p::: --, 
s~-р:Z 

k:::
H6 , 

$2 
(20) 

3а р;::: S1 је једна вредност ср;::: тt/2, па се, услед симетрије 
купе, види да потпуни интеграл ЛО и овде претставља четвртину 
отвора мреже. 

Из једначине криве линије могу се 'прочитати неке особине 
криве. Тако напр. за одређивање конвексности потребно је испи­
тати израз 

где је 

р';::: -(dO)-Ј dp 

Ако се величина dG изрази у функцији од р, лако следи да је 
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па је 

и 

Види се да је крива стално конкавна према полу и да нема пре­
војних тачака. 

Координате центра кривине (ро,60) добивају се из једначина 

( '2 ") росоs(Эо-Э)= р -РР Р = 
Ј 

= (22) 

Из друге једначине види се да је за вредности 

величина во = о и центри криви не леже на самим наведеним извод­
ницама Р. Како на купи не постоји прва и четврта изводница, 
то у обзир долазе само изводнице Р = S1 И fi = S2' За ове вред­
ности је cos (во - в) = 1, па је 

Полупречник криви не је 
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и његови екстреми постојали би за р:::: О, р:::: V s~ + s~ - Н2, р:::: S~2 И 

VS2S2 а2 Ь2 
р == _1_2 ___ • Прве три изводнице не постоје на купи, а такође 

Н3 4Н2 

ни четврта, јер би услед S1 > ~, тј. 4 s~ (s~ - Н2) > а2 Ь', следило 
2 

S2 S2 а2 Ь2 
12_ >2 П ' П H~ - 4 НЈ Sl' рема томе, раЗВИЈена крива нема темена. олу-

пречници кривине за р == Sl И р:::: S2 јесу 

Из изложеног следи да се могу коиструисати они оскула­
тории кругови који одговарају изводницама S1 и S2' 

Користеhи образац (9) могу се одредити још две тачке у 
којима се могу положити оскулаторни кругови. До њих се до­
лази на следеhи начин. Из (9) следи 

1 
Л (п, k, tp):::: - (ло + (1), 

2 
где је 

Ако се са а и р означе углови између висине и изводнице SI 

односно S2' тада је 

:::: Hs2 tga-Hs1 tg1.:::: S2 tg a - sltgp 
Н2 Н 

as -bs 
и величина arc tg z 1 се може конструисати, па према томе 

НЈ 

и величина 8== 1/2 (ЛО + (1). Надаље, изводница која одговара углу 
б добива се, на основу (8), из 

дакле 

V S2 2 

rp=arcctgYi?:::: arcctg= ---f=-~-. 
р - S2 
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одакле је 

Како је још 

то је 

а81+ bS2 

а$2+ bs( 

(as 1 +bs2) (a82 -bs1) 

aJs~ - b2S~ 

па се величина Рl конструише као четврта пропорционала из 

последње три величине. Центар кривине за ову изводницу добива 
се на основи (21), (22) и (23), те после краЬег рачуна следи 

РО COS (ео -е) = о, Ро sin (оо-е) -= Рl tg оо, 

и координате центра кривине су (Р" tg оо, 1'0/2 + е). Најпосле, полу­
пречник криви не за ту изводницу је R1 = PI/COS оо. Као што се 
види, ове величине могу се конструисати ако се зна отвор разви, 

јеног омотача. 
(СаоПшшено 25 јуна 1958) 
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UN ТУРЕ D'INTEGRALE ELLIPТIQUE DE TROISIEME 
ESPECE ЕТ SES APPLICATIONS 

S. FEMPL (Beograd) 

Le but de cet article est d'etudier ип type d'integrale elliptique 
de troisieme espece (1) resp. (2) qui se rattache аих problemes de 
geometrie [3]. Cette integrale est dеsigпее par Л (п, k, ср) et admet, 
contrairement аи type normal de Legendre, ипе signification geome­
trique concrete. L'expression Л (п, k, ср) represente ипе partie d'ouver­
ture de lа surface developpee d'un сбпе e1liptique droit (du сопе 
circulaire oblique), donc l'integrale complete (О Е [О, п/2]) represente 
lе quart d'ouverture. Par analogie а 1 'expression "iпtеgгаlе e1liptiqUe", 
l'auteur Мпотте l'integrale t 1) "il1tegrale cOnique". 

Dal1s cet article оп demol1tre pour lа fопсtiоп Л les formules 
соrrеsропdапt а cel1es du type de Lеgепdге. Аiпsi, par ехетрlе, 
lа formule (4*) exprime lа somme de deux iпtеgгаlеs avec lе тете 
module (О <: k <: 1) et de тете amp1itudes ср, mais avec les para­
metres dШегепts; lа formule (5*) represente lе theoreme d'addition; 
lа formule (13) represente l'equation de transformation а l'aide de 
laquelle l'integrale complete ЛО s'exprime par les integrales e11ipti­
ques normales de premiere et seconde especes, епНп les formules 
differentielles (16) et (18). 

Оп еп conclut que lа plupart de ces formules relatives а lа 
fonction Л possedent ипе structure plus simple que les formules 
соrrеsропdапtеs de Legendre. 

Les еquаtiопs des 1ignes de lа base du сопе e11iptique droit 
et du сбпе circulaire oblique, developpees dans lе рlап, sont donnees 
sous lа forme 

Э=Л(п,k,ср) 

les grandeurs п, k, ср ayant ипе signification differente pour lе сопе 
elIiptique et circulaire. 

Оп dоппе епПп quelques constatations geometriques de lа 
fonction Л. 


