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VACLAV VODICKA .

UBER EINE FORMEL DER ELEMENTARMATHEMATIK

Dieser Aufsatz befasst sich vor allem mit der Herleitung einer
nicht allgemein bekannten Formel der Elementarmathematik. Sie steht
in_enger Beziehung zur Theorie periodischer Zahlenfolgen, zur Multi-
plikation der Potenzreihen (es sei hier insbesondere auf einige Fragen
aus der Theorie der lakundren Reihen hingewiesen) und zu mteres-
santen Problemen der Unterhaltungsmathematik.

1. DIE AUFSTELLUNG DER GRUNDFORMEL. Ist r>2 irgendwelche
ganze Zahl, so hat die Zahlenfolge

r—1
B =L S cos 22T (z=0,1,2,...) (1)
r p=0 r

offensichtlich die Periode r und ihre Anfangsglieder sind 4§’ =1,
AP = = = A2 = 0.
Die gewiinschte Grundformel ergibt sicht indem wir die Ausdriicke

n
HD =3 #Y (n=0,1,2,...;r=2,3,4,...), (2)

y=0
auf zweierlei verschiedene Weisen berechnen.
Zuerst hat man offensichtlich

5{’=1+[l] (1=0,1,2,...; r=2,34,...), 3)
r

wenn [x] gewohnlicherweise den ganzen Teil von x bedeutet.

Die zweite Form von (2) ergibt sich durch direkte Berechnung.
Mit Hilfe von (1) bekommt man dafiir zuerst

. npw
n —1 r—i st T i
rHy = > 2 cos T entr+ > cos(n+l)f—=
r
=0 60 $=t gig £T

r
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| sin@n+ )= 1 _sin@n+1)2F
— r = r
=ntr+=Y —l|=n+-(r+1)+ -
» 2e=1 sin 2% 2 2"2—:" sin &
_ r ) r

Obgleich die Rechnung nur unter der Annahme n>1 durch-
gefiihrt worden ist, gilt das Ergebnis auch noch fiir n=0 und wir
gelangen zur zweiten Beziehung fiir die Ausdriicke (2):

| i sin(2n+1)"7" ,
W= =—|2n4r+14+ ¥ ——————|(1=0,1,2,...;r=2,3,4,...). (4)
2r =1 sin2Z
p

Durch Gleichsetzung von (3) und (4) gelangen wir nun zur
unseren gewiinschten Grundformel

- i
_,sin(2n+1) -

—r-1 2r(" ["])( 0,1,2 2,3,4,...). (5)
=r—-1-—- — - | n=Y,1,4,...;1 =4,0,%,...)
p=t sin &% ! ’

r

r

Wird ganz allgemein unter {x}=x—[x] der gebrochene Teil von x
verstanden, so kann man (5) auch noch in die Form

. pr
,y Si0 (2n+1)7

s L =r_1_2r{_"_} (1=0,1,2,...;r=2,3,4,...) (5.1)
p=1 sinp—x r
p

setzen.

2. MULTIPLIKATION VON UNENDLICHEN RE!HEN. Ist

2(0)= 145+ +...= g (6)

n=0
irgendwelche konvergente Reihe und r>>2 eine ganze Zahl, so geht
es zuerst um die Aufstellung der Potenzreihe fiir g (4). g(¢")-
Da man mit der Bezeichnung (1) offensichtlich

o™

gL =3 Apee (r=2,34,...) )

n=0

hat, so folgt gewohnlicherweise

$O2@)= Z v Fio= Tupy- B w

n=0 v=0 n=0 n=0 r
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und wir kommen zum Ergebnis

ry — 1 — < () n— S [n+r] n
= = Hy = _—
e =y S =Z ]

8)
(r=2,3,4,...).

In der Form mit [ ] gilt ibrigens (8) auch noch fir r=1.

r

Gehen wir mit irgend einer anderen ganzen Zahl s$>>2 noch
einen Schritt weiter, so haben wir nach (7) und (8)

g(g)g(y)g(y)—zé"ih‘”[ ”*’]—

n=0 v=0 r
© sl p—ys<+r © n [n/s] n—x%s
-Beglr R ]
n=0 r n=0
Zusammenfassend ist also , ,
1 ®
e e )= = S AP,

1-0)(1-)(1-¢) sz
(rs) _ ], Bl n—xs =
Al _1+[8]+x§=;o[ : ] (rs=2,3,4,..). (9)

Mit einer dritten ganzen Zahl #3>2 haben wir nach (9)

2 gt g (5= 3 ALt = 3VAD Al g

n=0 n=0
und daher
g(t)etNe®)e) e (L”) g = EOE" goh"’ AR AL =
= 2 gn 2 A(l' S)A(l' S)
n=0 *=0

Wir kommen also zur Formel

g g®) &) (L) g5 gt =

l bl (r,s,t)
= = By,
D=0 =0 (-9a=y)g =" °




96 V. Vodicka

B(f,s ) E A(r. S)Aglfy_f)zt’
%=0

sl fn—vs
AT =14 =]+ [
S y?—_:o r

und verzichten auf naheliegende Weiterfithrung unserer Erwigungen,
da die bisherigen Ergebnisse fiir unsere weiteren Zwecke vollig
ausreichen.

(s, t=2,3,4,...) (10)

3. ZWEI PROBLEME DER UNTERHALTUNGSMATHEMATIK. Die in in dem
vorhergehenden Abschnitt skizzierten Tatsachen hidngen offensichtlich
mit der Theorie Diophantischer Gleichungen und mathematischer

Spiele zusammen. Die Grosse ASL*® aus (9) bestimmt ja bekanntlich
die Anzahl der verschiedenen Arten, auf die man die Summe von n
Kronen mit Banknoten im Betrag von 1, r und s Kronen bezahlen
kann. So lisst sich z. B. mit den Banknoten 1, 3 und 5 Kronen die
Summe

von 10 Kronen auf A% =7 verschiedene Arten,

» 25 » » A g’; % = 29 » s USW.

auszahlen.

Ahnlich bedeutet die Grosse BY'®" die Gesamtzahl von Mog-
lichkeiten etwa n Kopeken mit Miinzen und Banknoten im Betrag
von 1, r, s, t, rt und st su bezahlen. So ldsst sich ein Rubel aut

B%s 10 verschiedene Arten in Minzen 1, 2, 5, 10, 20 und 50 Kopeken
auszahlen.

Die nach (10) durchzuftthrende Rechnung ist einfach und ganz
mechanisch:

AFY =1, APV =1, A%V =2 A%V =2 A0 =3,

AZY 4 ARD 5 ARI 6 APV =7, AP =8,

A% =10, AGY =29, AGY =58, AGY =97, ASY — 146, AGY =205,

AGY = 274, A‘“’ 353, A%Y = 442, A%Y = 541;

ng,g,lw— E A AGD . —1.541+1.442+2.353 +2.274+3.205 + 4.146 +
2o

+5.974+6.584-7.29+8.10410.1 = 4.562.

Die obige Transaktion kann also auf 4562 verschiedene Arten durch-
gefiihrt werden, wie iibrigens aus der Literatur her gut bekannt ist.
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. 4. SCHLUSSBEMERKUNGEN. 4.1. Bei verschiedenen Gelegenheiten
sind mehr geschlossene Ausdriicke fiir einzelne {Glieder der peri-
odischen Zahlenfolge (1) von Nutzen. Wir fithren hier daher die For-
meln fiir ein Paar anfingliche Werte von r an, wobei natiirlich die
moglichst einfache Form gewahlt wird.

Es ist fiir n=0,1,2,3,...
1

2
A = cos? 1211, by = -5—<1+2cos g“). he = cos% cos’—'Z—c.
4 1 (1+4 cos = cos Snn ) H® 1 cos? ’m(l+2cos ”n)'
n = — — , —_— - ==\;
5 5 5 "3 2 3
lz,(.7)=—l— l+2(1+2cos 2nm )cos dar ,
7 7 7
1 nw nw nw nm
AP = — cos?—= cos——-(cos~—- cos? ——) 11
) 2 4 ' 2 (1

42. Betreifs der obigen Aufgaben der Unterhaltungsmathematik
sei bemerkt, dass unsere Betrachtungsweise in diesen Fragenkomplex
hoffentlich mehr Systematik und einen tieferen Einblick bringt, als
man es gewohnlich in der Literatur? finden kann. Die auf ersten Blick
miihsame Rechenarbeit wird sich der Leser nach ein wenig durch-
gerechneten Zahlenbeispielen selbst vereinfachen konnen.

(Eingegangen am 4 Dezember 1957)

O JENHOM OBPACLIY U3 EJVIEMEHTAPHE MATEMATHUKE
B. BOANYKA ([1uasen, YexocaoBauka)

Y oBOM pany u3BOAM ce jenaH o6pasan M3 eqeMeHTapHe Mare-
MaTHKe KOjH CTOjH HENOCDPEeXHO y Be3W ca NMEPHOJHYHHM HHU3OBHMA.
IberoBa npumena ce cacToju y MHOXEHmY HEKMX F€OMETPHCKHX IpO-
rpecuja, Kao M y HeKuM eleMeHTapHuM npobieMuMa H3 Kom6uHua-
TODHKe.

¥ rtaukm 1 mokasaH je taj o6pasan. Heka je r >2 ma xoju ueo

6poj, Taxa Gpojun nu3 AL, (n=0,1,...), nedunucan ca (1), umMa nepu-

1YG, Pélya und G. Szegt, Aufgaben und Lehrsitze aus der Analysis,
I, Berlin, Julius Springer, 1925.

7 306opHHK MaTeMATHYKOF MHCTHTYTa
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oxy r u oueBHmHO je A =0, k=1,2,...,r—1, #{’=1. O6pasa, o Kome
je peu mobuBa ce Kaj ce u3pa3

HD = 21#” (n=0,1,...; v=2,34,...)

M3pauyHa Ha ABa Pa3auunTa HauumHa. I1pBu HaduH A0BOAM KO Oo6pacna
(3) y xome [x] o3HauaBa HajBehin meO 6pOj cagpxaHn y x. JlupexTHuM

u3pauyHaBambeM HY, nonmasu ce mo o6pacua (4), u B;rnopehme,a}bexvr
o6pacua (3) ca (4) usBoam ce ocHOBHM O6pasan (5). YBoheweM cum-
6ona {x}=x—[x), o6pasan () ce moxe HanucaTH W y 06iuky (5.1).

Y tauxu 2 ce nocmarpa reomerpucka mnporpecumja g (%) Aara ca
(6), u 3a r>>2, obpacueM (8) wuspaxes je npousBox g(L)g(L")
y o6amky mporpecuje uujm cy koedumujentd Hy. Hcro Taxo,
o6pazan, (9) zmaje u3pas 3a g(L)g(()g (), s=>2, a (10) uspas 3a
g0 g () g (&) g (L) g g (5.

Y rauxu 3 mara je npumena Hanpen Lo6usBeHux obpasana Ha
peulebe HeKMX eJeMeHTapHuXx AuO(AHTOBHX jeJHauMHa, KOje ce jaB-
Jbajy y enementapHoj Kom6unaropuus, Tj. y MareMaTHdKuM urpama.
KoedpuuujeHTn nomMeHyTHX penosa y Taukd 3, Aajy O6poj pemema
HeKuX nuo(daHTOBMX jeXHauuHa y ueauMm OpojeBuma. OG6JHK THX
Koedunujenata xar je obpacuem (10) u 3aTO MX je JaKo u3padyHaTH.

Hajsan, y Tauku 4, y o6pacnuma (11) uapauysaTto je HEKOMMKO
OCHOBHMX H3pasa.




