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VACLAV VODICKA 

OBER EINE FORMEL DER ELEMENT ARMA THEMATIK 

Dieser Aufsatz befasst sich vor аllеm mit der Неrlеitипg einer 
nicht allgemein bekannten Formel der Elementarmathematik. Sie steht 
iп enger Beziehung zur Theorie periodischer Zah1enfolgen, zur Миlti­
plikation der Роtепzrеihеп (eS sei hier iпsЬеsопdеrе auf einige Frаgеп 
aus der Theorie der lakunaren Rеihеп hingewiesen) und zu interes-
santen Рrоblеmеп der Unterhaltungsmathematik. ' 

1. DIE AUFSTELLUNG DER GRUNDFORMEL. Ist г> 2 irgendwelche 
ganze Zah1, so hat die Zаh1епfоlgе 

ћ (г) 1 ~1 2np'1t 
п = - ~ cos--

г р=о г 
(п = о, 1, 2, ... ) (1) 

offensicht1ich die Periode г und ihre Al1fangsg1ieder sind ћ~" = 1, 
hir) = мр = ... = ћУ2. 1 = о. 

Оје gewiinschte Grundformel ergibt sicht indem wir die Ausdriicke 

п 

H~) = L hV) (п=о, 1,2, ... ; г=2, 3, 4, ... ), (2) 
v=o 

auf zweierlei verschiedene Weisen berechnen. 
Zuerst hat mап offensichtlich 

H~) =1 + [~] (п =0,1,2, ... ; г=2, 3, 4, ... ), (3) 

wenn [х] gеwбhпliсhеrwеisе del1 gапzеп ТеН vоп х bedeutet. 
Оје zweite Form уоп (2) ergibt sich durch direkte Berechnung. 

Mit НШе уоп (1) bekommt mап dafiir zuerst 

. np1t 
SlП --

п r-l 2vp1t r-l Г p1t 
rHf,{) == L L cos -- =п+r+ L cos(n+l)- = 

у=о р=о Г р=1 sin p~ r 
г 
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- sin (2 п + 1) р" sin (2 п + 1) р,. 
1 г-1 , 1 1 г-1 , 

;::::n+'+-~ -1 ;::::n+-(,+l)+-~----
2 р=1 . р" 2 2 р=1 . р,; 

s1П- s1П-, , 
Obgleich die Rechnung nur unter der АПl1аЬте п> 1 durch­

gefuhrt worden ist, gi1t das Ergebnis аисЬ посЬ fur п;:::: О und wir 
gelangen zur zweiten Beziehung Шс die Ausdrucke (2): 

Н(Г)- .! 
п -

2, 

. г-1 Sin(2n+l)P,'; . 
2 п +, + 1 + ~ (п ;:::: О, 1, 2, ... ; , ;:::: 2, 3, 4, ... ). (4) 

р=1 sin р,; , 
Durch 01eichsetzung von (3) und (4) gelangen wir пип zur 

unseren gewunschten Orundfocmel 

г-1 sin (2 п + 1) р; п п 
~ . Р" ='-1-2'(- - [-])сn =0,1,2, ... ;Г=2,з,4, ... ).(5) 
р=1 S1П- r r , 
Wird ganz allgemein unter {х} == х-[х] der gebrochene' Tei1 УОI1 х 
verstanden, so kann тап (5) аисЬ посЬ јп die Form 

г-l sin (2 n+ 1) р; п 
~ ='-1-2'{-} (n=0,1,2, ... ;,=2,3,4, ... ) (5.1) 
р=1 sin p:t , , 
setzen. 

2. МULТlРLIКАТЮN VON UNENDLICHEN REIНEN. Ist 

'" g(b)= I+Ь+Ь%+ .. ·= ~b" (6) 
п=О 

irgendwe1che konvergente Reihe und ,>= 2 eine ganze Zah1, so geht 
es zuerst ит die Aufstel1ung der Potenzreihe fur g (ь)· g (ь'). 

Оа тав mit der Bezeichnullg (1) offensicht1ich 

'" g (br) = ~ h(~)b" (7) 
п=О 

hat, so folgt gewohnlicherweise 

, '" п '" оо [n+,] 
g(Q·g(b') = ~o ь" v~h~)= n~H~)ь"= n~ -,- ь" 
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------------------------------------------------
und wir kommen zum Ergebnis 

C(~)C(~T) = 1 = ј; H~)~n = ј; [n+Г]~n 
(l-ь) (l_~r) n=О n=о г· 

(г=2, 3,4, ... ). 
(8) 

Јп der Form mit [n;гЈ gi1t iibrigens (8) аuсЬ посЬ fiir г=l. 

ОеЬеп wir тН irgend einer anderen ganzen Zahl s> 2 посЬ 
einen Schritt weiter, so ЬаЬеп wir пасЬ (7) und (8) 

= ~ ~n ~ = ~ 1 + - + L - ~n. "" (n/S][n-x.~+r] ""( [п] In/S][n_x~.]) 
n=о х=О Г n=о S х=О Г 

Zusammenfassend ist a1so 

(r,s) _ [п] [nlsl [п - XS] 
А n -1+ - +L --

S Х=О Г 
(г, S = 2,3, 4, ... ) . (9) 

Mit einer dritten ganzen Zahl t > 2 ЬаЬеп wir пасЬ (9) 

"" оо 
g (И g (~rt) g (~st) = L A~'s) ~n! = L ћ~) А i~,:l ~n 

n=о n=о 

und daher 
"" п 

g (~) c(~г) g(~S) g(~t) g (~rt) g(~st) = L ~n L ћ~) А i~iN A~.:.sJ = 
n=о р=о 

ао [n/l] 
_ ~ уп ~ А(Г' s)A(r, s) 
- ~ ~ ~ х n-xt· 
n=о х=О 

Wir kommen a1so zur Forme1 
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[п/Ј) 

В(г, s, () _. ~ А(Г' s) А(Г' s) 
п - "-')(. n-)(.t, 

)(.=0 

(г, s, t=2, 3, 4, ... ) (10) 
(r,s) [П] [n/s) [n-Vs] Аn =1+ - +L -

s v=o Г 

ul1d verzichtel1 auf l1aheliegel1de Weiterfiihrul1g Ul1serer Erwagul1gel1, 
da die bisherigel1 Ergebnisse fiir unsere weiteren Zwecke vбllig 
ausreichen. 

3. ZWEI PROBLEME DER UNTERHALТUNGSMATHEMAIlK. Die in in dem 
vorhergehendel1 Abschnitt skizzierten Tatsachen hangen offensichtlich 
mit der Theorie Diophantischer G1eichungen und mathematischer 
Spiele zusammen. Die Grбssе А}," s) aus (9) bestimmt ја bekannt1ich 
die Anzah1 der verschiedenen Arten, auf die mап die Summe von 11 

Kronen mН Banknutel1 im Betrag VOl1 1, Г und s Kronen bezah1en 
kann. So lasst sich z. В. mit den Banknoten 1, 3 und 5 Kronen die 
Summe 

von 10 Kronel1 auf А \~5) == 7 verschiedel1e Arten, 

" 
25 

" 
А (3,5) - 29 

" 2Ь- " " usw. 
auszah1el1. 

АЬпliсЬ bedeutet die Grбssе B~,s,t) die Gesamtzah1 von Мбg­
lichkeiten etwa 11 Kopeken mit Miinzen ul1d Banknoten im Betrag 
VOI1 1, Г, s, t, rt und st su bezah1el1. So lasst sich ein Rubel auf 
B~Ђ~'\O) verschiedene Arten in Miinzen 1,2,5,10,20 und 50 Kopeken 
auszah1en. 

Die пасЬ (10) durchzufilhrende Rechnung ist einfach und ganz 
mechanisch: 

А (2,5) _ 1 А(2,5) - 1 А(2,5) - 2 А (2, 5) - 2 А (2,5) - 3 
0-,1 -,2 -,3 -,4-, 

А (2,5)_ 4 А(2,5)_ 5 А(2,5)_ 6 А(2,5)-7 А(2,5)-8 
5 -,6 -,7 -,8 -,9-, 

А (2,5) 10 А (2,5) 29 А (2,5) 58 А (2,5) 97 А(2,5) - 146 АЊ5) =205, 
ш = , ~ = , ~ = , ~ - , ~ - , w 

А (2,5) 274 А (2.5) 353 А (2,5) 442 А (2 5) 541 . 70 = , 80 = , ~O = , 100 = , 
10 

B(2,5,IO)= ~ А(2,5) А(2,5) = 1.541 + 1 442+2.353 + 2.274+3.205 +4.146+ 
100 kJ у. 10()-101(, • 

)(.=0 

+5.97 +6.58+ 7.29+8.10+ 10.1 = 4.562. 

Die obige Tral1saktion kal1l1 a1so auf 4562 verschiedene Arten durch­
gefiihrt werdel1, wie ubrigens aus der Literatur her gut bekal1nt ist. 
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. 4. SCHLUSSBEMERKUNGEN. 4.1. Веј vеrsсhiеdепеп Gelegenheiten 
sшd mehr geschlossene Ausdrucke fiir einzelne Юliеdеr der peri­
odischen ZahlenfoIge (1) уоп Nutzen. Wir fiihren hier daher die For­
mеlп fiir ејп Paar anflingliche Werte уоп r ап, wobei naturlich die 
mбgliсhst einfache Form gewahIt wird. 

Es ist fiir n=О, 1,2,3, ... 

(3) 1 ( 2nn) ћn = - 1+2cos--
3 3 ' 

(4) nтс n-rc 
ћn =- cos- cosJ _, 

2 4 

ћn = - 1+4cos- cos -- , (5) 1 ( n-rc 3n-rc ) 
5 5 5 

ћ~) = Ј.. cos2 nn(l +2cos n-rc); 
323 

(7) 1 [( 2n-rc ) 4nх ] ћn = 7" 1 +2 1 + 2 cos -7 - cos -7 - , 

ћn = - cos2
- cos- cos - + cosl - • 

(8) 1 n-rc пп (nЈ; nrc) 
2 2 4 4 2 

(11) 

42. Betreffs der oblgen Aufgaben der UпtеrhаItuпgsmаthеmаtik 
sei bemerkt, dass unsere Betrachtungsweise in diesen Fragenkomplex 
hоffепШсh mehr Systematik und еiпеп tieferen Einblick bringt, als 
тап es gеwбhпIiсh јп der LiteraturO finden kann. Die auf ersten Blick 
miihsame Rechf'narbeit wird sich der Leser nach еiп wепig durch­
gerechneten Zahlenbeispielen seIЬst vereinfachen kбппеп. 

(Е/nеееаnееn ат 4 Dezember 1957) 

о ЈЕДНОМ ОБРАСЦУ ИЗ ЕЛЕМЕНТАРНЕ МАТЕМАТИКЕ 

В. ВОДИЧКА (Пилзен, Чехосnовачка) 

У овом раду изводи се један образац из елементарне Мате­
матике који стоји непосредно у вези са периодичним низовима. 
Његова примена се састоји у множењу неких геометриских про­
гресија, као и у неким елементарним проблемима из Комбина­
торике. 

У тачки 1 доказан је тај образац. Нека је r > 2 ма који цео 
број, тада бројни низ ћ!:Ј, (п = 0,1, ... ), цефинисан са (1), има пери-

1) О. Раlуа und О. Szеgб, Aufgaben und Lehrsiitze aus derAnalysls, 
1, Вегllп, Julius Springer, 1925. 

7 Зборннк Матеиатичког института 
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оду г и очевидно је h~) = О, k = 1,2, ... , г-1, h~) = 1. Образац, о коме 
је реч добива се кад се израз 

п 

H~):: ~ h~) (n::О,l, ... ; v::2,34, ... ) 
1'=0 

израчуна на два различита начина. Први начин доводи до обрасца 
(3) у коме [х] означава највеhи цео број садржан у х. Директним 

израчунавањем H~), долази се до обрасца (4), и упоређивањем 
обрасца (3) са (4) изводи се основни образац (5). УВОђењем сим­
бола {х}:: х-[х], образац (5) се може написати и у облику (5.1). 

У тачки 2 се посматра геометриска прогресија g (~) дата са 
(6), и за г> 2, обрасцем (8) изражен је производ g(Qg(~r) 
у облику прогресије чији су коефицијенти H~). Исто тако, 
образац (9) даје израз за g ('f,) g (~r) g ('f,S), s> 2, а (10) израз за 
g ('f,) g (~r) g (~S) g (ь') g('f,rt) g (~stj. . 

У тачки 3 дата је примена напред добивених образаца на 
решење неких елементарних диофантових једначина, које се јав­
љају у елементарној Комбинаторици, тј. у Математичким играма. 
Коефицијенти поменутих редова у тачки 3, дају број решења 
неких диофантових једначина у целим бројевима. Облик тих 
коефицијената дат је обрасцем (10) и зато их је лако израчунати. 

Најзад, у тачки 4, у обрасцима (11) израчунато је неколико 
основних израза. 


