
Зборник радова САН LXlJI - МаШе.матички институт САН КIb. 7, 1959 
Recuell des travaux de /'Academie Serbe des Sciences LXlll . 

lnstitut Mathemafique М 7, 1959 

В. МАРИЋ 

О ЈЕДНОЈ КЛАСИ FОURIЕR-ОВИХ ИНТЕГРАЛА 

УВОД 

0.1. У различитим гранама анализе често је за доказ поје­
диних теорема потребно проценити функције комплексне промен­
љиве z, дефинисане интегралом 

G (z) == Ј ехр {g (/) +zt} d/. 

к 

Специјални случај g (t) == - tcr. је нарочито много рађен. Тако 
су, на пример, Н а r d у и L i t t 1 е w о о d [7], У вези с проблемом 
Waring-a, дали асимптотски развитак за случај 

о<: 

Fk (z) == Ј ехр { ~ uk +zu} du, 

о 

где је k природан број вели од јединице, у једном делу комплексне 
z-равни. В а k h о о m (2) је проширио њихов резултат на читаву 
z-раван. 

Р61уа (упореди [9], стр. 191-210) и Тасkliпd [10] су, у 
вези с парцијалним диференцијалним једначинама, развили у асимп­
тотски ред кад t~ оо функцију 

оо 

Н (t) == Ј ехр { - tu2 т + i х и} du, 

-оо 

где је т природан број вели или једнак 2.1) Приметимо да је за 
k=2m 

Р2m (~)+P2m (-i~)=tf/2mн (t). 
t l /2m t l /2m 

1) Код Е в r р а Ф о в а [51, СТр. 119-120 се, као пример, налази први члан 
~Э8иtка за H(t). 
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w r i g h t (11, 12] је посматрао функције које претстављају 
генерализацију Веssеl-0ВИХ функција а дефинисане су интегралом 

Ф (Рј ~j z) == -~ Ји- fS ехр (и +~) du, 
2щ иР 

.с ' 

где је ~ произвољан комплексан број, Р> - 1, а С је контура која 
полази од - оо на реалној оси, обилази почетак у позитивном 
смеру и враЬа се у - оо. 

А в а к у м о в и h [1] је, специјално, користио процену функције 

(х) 

ф (- ~ ; О; - z ) == х (z) == f ехр { - uk 
- zein1k и} du, k> 2, 

О 

за доказ неких теорема Tauber-ове природе. 

0.2. Нека је 
2m-l 

Р (у) = L avy2т-V 
v=0 

полином са произвољним комплексним коефицијентима ау (v = 
= 1, 2, ... , 2m - 1) и ао= 1 тада Fourier-ов интеграл 

(х) 

Ј1 (z)= !e-P(x>+zx dx 

претставља целу функцију од z. 
Предмет овог рада су два проблема: 

1 о Испитати да ли постоји нека једноставна комбинација по­
знатих функција којом се функција Ј1 (z) може изразити. 

20 Због различитих примена у анализи, наhи асимптотски 
развитак функције Ј1 (z) у целој комплексној z-равни, имајуhи 
нарочито у виду примену на једнодимензионални случај најоп­
штије параболичне диференцијалне једначине с константним кое­
фицијентима, због чега се, уосталом, испитује баш овај тип ин­
теграла. 

0.3. Одговор на оба ова питања добиhемо доста једноставно 
из прве теореме из Главе 1. Та теорема је посредног карактера, а 
смисао јој је у томе да се функција Ј1 (Р' (у» изрази у облику 
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.де су Фv (у) функције које је лако развити по степенима од l/у 

а Rn (у) је остатак који се може довољно оштро проценити и по 
променљивој у и по п. 

За доказ ове теореме користи се једна варијанта методе сед­
ласте тачке која једним делом, у основи потиче од В а k h о о m - а [2]. 

Користеhи процену остатка Rn (у) по п из наведене теореме, 
показаhемо у Глави II да се функција Ј1 (Р'(у» може претставити 
као производ једне функције експоненцијалног типа и једног кон­
вергентног реда Wright-ових генералисаних хипергеометриских 
функција, што претставља одговор на прво питање. 

у истој глави Ьемо, поред тога, показати да у читавој ком­
плексној z-равни важи асимптотски развитак 

и дати поступак за израчунавање коефицијената D v, (х," V = 0,1, ... , 
чиме је одговорено на друго питање. Овај резултат добива се из 
обрасца (0.1) на следеhи начин: Ако све функције Фv (у) развијемо 
по степенима од 1/у и саберемо их, на основу процене :остатка 

ЙN (у) по у добиhемо асимптотски развитак функције Ј1 (Р'(у» по 
степенима од l/у. Користеhи развитак функције у = у (Х) дефини­
сане једначином z = Р'(у), по степенима од l/z, добивамо резултат 
(0.2) . 

Напоменимо да се у случају да полином Р (у) има реалне 
коефицијенте, исти развитак може добити и методом стационарне 
фазе V а п d е r С о r р u t - а [6]. 

у Глави I1I, показаhемо, као примену резултата (0.1) и (0.2) 
да се фундаментално решење К(х; t) горе поменуте диференци­
јалне једначине може развити у овај асимптотски ред 

где је 9t{t} >0, t-+O. 

Доказ се заснива на чињеници да се К (х; t) може изразити 
интегралом типа Ј1 (z), при чему су сада сви коефицијенти av (осим 
првог) полинома Р (у) одређене функције од z. Основна теорема 
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из Главе 1 важиhе и у овом случају. Поступак којим се из обрасца 
(0.1) добива асимптотски развитак је, међутим, нешто сложенији 
него мало пре, због зависности коефицијента Оу од Z. 

ГЛАВА 1 

1.1. Да бисмо избегли понављања и олакшали читање, уве­
шhемо ове дефиниције и ознаке: 

Нека је Р (х) полином степена 2 т са произвољним комплек­
сним коефицијентима av (v=I,2, ... ,2m-l) и 00=1, тј. 

а) 

Ставимо ли 

2m-l 

р (х) == L Ov x2m
- v 

v=o 

2т-l рм (у) yv 
Ј(х;у) = ~ -----'.:....:...:....- xV

, 

v=3 vl 

онда су за i=3p,3p+l, .. '.,(2m-l)p и р=-о, 1,2, ... ,2n поли­
номи QI,p (у) дефинисани релацијама 

Ь) 
(2m-l)р 

{! (х; у)}Р= L Q"p (у) х/. 
,=3р 

Ради једноставнијег писања дефинисаhемо још 

Qt,p(y)=O за i>(2m-l)p. 

Поред тога, увешhемо и ове ознаке 

с) 
[i/3] (- l)p 

А, (у) ~ L I Q/.P (у), 
р=1 Р 

за i = О, 1, 2 нека је по дефиницији 

d) Q2k(y)=2y Јехр { _ p"~(y2 X2_y2тxsm}X2kdX, 
Lrp 

те те 
- tp - - < arg у < - т+ -- , 

4m 4m 
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где је Lrp полу права из координатног почетка која са позитивним 
правцем реалне осе заклапа угао ~. 

ао 

е) ЈI (z)= Je-РСIн:t dt, Ј 1 (р' (у) ) = Ј (у ). 
-оо 

1.1.1. Да би смисао теореме 1.1 коју ћемо прво формулисати 
и доказати био јаснији, показаhемо да се функције 02~ (у) де­
финисане обрасцем d) могу изразити помоhу познатих специјал­
них функција. 

Прво приметимо да је 

(1.1) 

оо Р"(у)ш2 

2 f ___ w2т 
0211 (у) = - е 2 w2k doo 

yZk 

О 

јер се интеграл на десној страни обрасца d) добива из (1.1) у 
области - 1С/4m < arg у < тс/4m сменом оо = ух, у> О, а у осталом 
делу у-равни аналитичким продужењем интеграла који се добио 
сменом, обрhуhи сукцесивно његову путању интеграције за угао 
1>= argx. 

Посматрајмо, затим, интеграл 

ао 

(1.2) - = е и и. Р( t) Ј 
tu-uт k-l/2 d 

о 

Ако функцију е'" под знаком интеграла развијемо у ред и 
интегришемо га члан по члан, што је очевидно дозвољено (в. [3Ј, 
стр. 176-180), после смене u'l1=v у интегралу (1.2) добиhемо 

ао 2k+2n+l 

1 ао tn f 2m F(-t)=-~ -- e-V v 
m n=f)f (n+l) 

dv 

о 

1" r(2k+2~+ 1 ) 
=-~ tn 

т n=О Г(n+ 1) 

Према томе је 

(1.3) 
1 

F ( - t) = - 1 Fo (!) , 
т 
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где је ЈРО (1) специјалан случај Wrigt-ове генерализације хипер­
геометриске функције 

при чему је 

рР q (t) = f t (п) tn , 
n=DF(n+ 1) 

бројеви а1 , "', Рl'"'' су реални и k = 1 + Рl + ... + Pq -0:1 - ... - О:р>О [13]. 

Из (1.1) и (1.3) следи непосредно да је 

(1.4) 

са 0:1 = l/т, 

1.2. Нека су СО, С1 , C1, ••• , позитивне константе које зависе 
само од т уколико није наглашено друкчије, и нека је уо неки 
довољно велики позитиван број. Доказаћемо прво ову основну 
теорему: 

ТЕОРЕМА 1.1. ставимо ли 

{

(2 m-l) п } 

f) Ј (у) = e-Р(у)+уРI(у) k~O . A2k (у) Q2k (у) + R'I (у) , 

шада постоје фиксирани бројеви а > О, ~ > о такви да за све }­
области 

~ т+l п т+l 
-- --<argy<---

4m т-l 4m m-l 

D: IYI >уо 
~ т+l ~ т+l 

~----<argy<~+---
4m т-l 4m т-l 

и сваки природан број 1l, воже неједначuне 
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Доказ теореме 1.1 заснива се на ове три леме: 

где је 
1 

R = 1 f(1-t)n-l (Z -z )n е-(ZГZ1) t-Z2 dt. 
п (n-1)1 2 1 

О 

Тада је 

ЛЕМА 1.2. Нека је arg у = в, arg х = ср и 

2m р<и) (у) у" 
Zl= ~----xи, 

v=з vl 

р" () :1 
z. = У У х2 + у' m х! т· 

! 21 ' 

тада је 

f 
2n (- 1)Р (2m-l)n 

у e-zz ~ --,-(zl- zz)Рdх= ~ A 2k (y):02k(Y)' 
р=о р. . k=O 

N 

при чему је N Права која заклаПа угао tp 
са Позитивним правце.w реалне осе и 

~ 1t 
- - «9+ср)<-· 
4т 4т 

ЛЕМА 1.3. Нека су функције 

дефинисане као у леми 1.2; тада за 
све у области 

~ т+1 1t т+1 
- - --<argy<- --, 
4т т-1 4т т-1 

Сл. 1 

43 

(В. сл. 1) важе неједнаЧllне 9t {ZI}' 9t {Z2} > со I у 1 2т Мах {I х 12, l:c 12т}, 
Под Претпоставком да за 9 и ср важе релације 

~ 1t 
--<9+tp<-, 

4т 4т 

~ ~ 
--<т9+ср<-. 

4 4 
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1.4. ДОКАЗ ТЕОРЕМЕ 1.1. Доказаhемо прво да теорема важи 
у области D1 • 

10 Да бисмо за процену остатка Rn (у) могли употребити 
методу седласте тачке, трансформисаhемо Ј (у) на погоднији облик. 
Извршимо, стога, у интегралу којим је функција Ј (у) дефинисана 
смену t::::: уи; тако Ьемо добити 

"" 
Ј (у) ::::: у е- Р (У)+ Р'(у)у f е- Р (уи)+ Р' (у) уи + Р (У)-Р'(у)у du. 

-оо 

Приметимо да овај образац важи не само за реалне у веЬ и за 
све комплексне у::::: I у I ее; области - '1t/4m < е < '1t/4m јер горњи ин­
теграл у тој области претставља аналитичку функцију од y~ 
Да бисмо важност горњег обрасца проширили на читаву ком­
плексну раван, потребно је да аналитички продужимо интеграл: 
на десној страни горњег обрасца на читаву комплексну у-раван .. 
Обрнимо, стога, користеhи СаисЬу-ев став, његову путању инте-· 
грације за угао ср::::: arg и, што је дозвољено кадгод су е и <р везаНИI 
релацијом - 'It/2 < 2 т (е + ср) < 'It/2. Ако са М обележимо тако до-· 
бивену праву која заклапа угао <р са позитивним правцем реалне 
осе, добиhемо да је 

(1.6) 

Ј (у)::::: у е-Р(У)+ Р'(у)у I e-Р(Уи)+ Р' (у)уи+ Р(У)- Р'(у)у du, 

м 

при чему интеграл на десној страни овог обрасца претставља 
тражено аналитичко продужење интеграла 

оо 

Ј е-Р(уи)+ Р' (у)уи+ Р(у)- Р' ~)y du 

-оо 

у читаву комплексну у-раван. 

Седласте тачке су, у овом случају, решења једначине 

d 
- { - Р'(уи)+ Р'(у) уи + Р(у) - Р'(у) у}::::: О. 
du 
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Искористиhемо ону седласту тачку која је реална и налази 
се у тачки и == 1. Ако, стога, у интегралу на десној страни обрасца 
(1.6) извршимо смену и == 1'+ х, добиhемо да је 

Ј (у) = е-Р (у) + Р' Су) У 1 (у), 

где смо ставили 

l(у)=у f e-(Zj- ZV- Z2 dx, 

N 

при чему смо са N обележили праву која се добива применом 
СаисЬу-евог става паралелним померањем праве М за + 1, и 

(1.7) 

Како је 

Zl == Zl (х; у) = р (у +ху) - Р' (у) у (1 + х) - Р (у) + Р' (у) у, 
Р" () 2 

Z2==Z2(X;Y)== ; У х2 +-у2 m х2m. 

2т р(џ) (у) уџ 

Р(у+ху)= ~ --хџ, 
, \1=0 vl 

то се Zl (х; у) може симетричније писати овако 

(1.8) 
2т Р(џ>(у) уџ 

Zj (х;у)= L ----Хџ• 
\1=2 vl 

Ако сада функцију e-(Zj- zv у интегралу 1 (у) развијемо по 
Taylor-овом обрасцу задржавајуhи се код 2n-тог члана, добиhемо 
да је 

где смо ставили 

при чему је, као што је познато 

I 

R2n +1(t ; у) =_1_ !(1- t)2n (zJ _z,)2n+l e-zа-(Zl-zО> t dt. 
(2n) I 2 

о 

На основу леме 1.2 је 
_ (2m-l)n 

Ј (у) = L A 2k (у) Q2k (у). 
k=O 
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20 Преостало је још да се процени Rn (у) за произвољно у 
области D1" 

Како је, према дефиницији функција Zl и Z2 

то је на основу лема 1.1 и 1.3 

I R2n +1 (Хј у) I =< (2n: 1) 11 У 12т(2n +1) Мах {I Х 19(2n+l), I Х 1(2т-l) (2n+1)}. 

(1.10) 

Сада лако можемо проценити ЙN (у): 
Како је према (1.9) 

~ 1 ж 

IRn(y)<2Iyl!IR2ntl (x;Y)ldx= Ј+ Ј, 
о о I 

то је на основу (1.10) 

(1.11) 

1 1 

~ s 1 Х IВ(Јn+1) e-СоlУl2т IхЈ2 dx = Ј 2С 'У 12т (2n+l)+ 1 f 
"'" (2n+l)1 

о о 

СоЈуЈ2т 
С. (п) Iyl-m (2n+ 2)+1 f 

~ uВn + 1 е-и du, 
(2n+ 1)1 

о 

где је С4. (п) = Св Сг(8n+2). 
Из обрасца (1.11) следи, с једне стране, да је 

I 

(1.12) J~ с (n)г (3n+2) 1 у ,-т (2n+2)+1. 

'"""" 4 Г(2 п + 2) 
о. 

Имајуhи у виду вредност константе С4 (п) добива се из (1.12) на 
основу СТИРЛИНГО80Г обрасца да је 

(1.13) 

I 

Ј' С5 nајn 'у 1- т (2n+I)+:I, 

О 

где је аl одређен позитиван број. 
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Из (1.11) добивамо, с друге стране, да је 

1 

J
~ CalyI2m(2n+l)+1 • 

~ (6n+4) (2 п + 1)1 
о 

47 

На основу Стирлинговог обрасца постоји позитиван број Рl такав 
да је према (1.14) 

. (1.15) 

1 f < СВ п - ~ln 1 у 12m (2п+ 1 )+ 1 • 

О 

ао 

На сличан начин процениhемо и други интеграл Ј. 
1 

На основу (1.10) је 

116 Ј
аО CB!YI2m(2n+l)+1 ЈСО ( ) ~ ! х !(2m-l) (2П+l) е- СО I у 12m I Х 12m dx 

. ~ (2 n+l)1 
1 1 

одакле сменом Со! у 12m ! Х !2m = t добивамо 

(1.17) 
СО (! 12 1 СО 2m - 1 

Ј< Су п) у п+ Ј t-m -
n е-I dt, 

""'" (2 n+ 1)1 
1 Со 1 у 12 т 

где је 

С - (2m-l)(2n+l)+1 

Су (п) = _8_ Со 2m 

2т 

Ако у интегралу на десној страни обрасца (1.17) експоненту од t 
додамо и одузмемо 2n(т+ 1)+2 т, добиhемо да је 

(1.18) 
( 
2m-l ) ао Г П + 2n (т + 1) + 2т 

J~ С (п) ly!-m(2n +2)+1 т . 
~ 7 Г(2n+2) 

I 

Имајуhи у виду вредност константе С7 (п) добива се из (1.18) на 
основу Stir1iпg-овог обрасца да је 

(1.19) f < Сз nаа П !yl-m(2n+2)+1, 

1 

где је а2 > О одређен позитиван број. 
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Поред тога, из (1.17) следи непосредно да је 

(1.20) 

На основу Stirliпg-овог обрасца постоји позитиван број 132 такав 
да је према (1.20) 

(1.21) . Ј <: С9 !у!2n + 1 n-f30n. 

1 

Обрасци (1.13), (1.15), (1.19) и (1.21) заједно дају 

где је а:=Мах {ap~2} И f3=Min{~ .. ~2}' чиме је доказ теореме 1.1 
завршен у области D1• 

30 Да бисмо доказали да теорема ).1 важи и у области· 

х m+l ~ m+l 
1'(-- --<argy<x+ - !У!>Уо 

4m т - 1 4m т - 1 ' 

(В. сл. 1) посматрајмо интеграл 

Ако У овом интегралу заменимо t са - t и ставимо Р (t) = р ( - [), 
z == Р'(у) добиhемо 

оо 

Ј(у) == Ј1 ( - р; (у) = Ј е-Р (1)+ PI(y) t dt. 

-оо 

Према теореми 1.1. биhе у области D 1 
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где је, као и раније, 

_ 2m р<у) (У) уџ 
Zl= ~ -----хџ, 

џ=2 vl 

р"( ) 2 Z = У У х2 +у2m х2m 
2 21 ' 

02k (у)=2у Je-Z; х2" dx, 

L,p 

- fi/3] - ( - l)р. - - -_ 
А/(у)= },; Q/.p(Y)--, 1>3, Ао =l, А 1 =А 2 =О. 

р=l р! 

(Ј/. р (У) су коефицијенти уз x l функције 

{f (х; у)}р = ~ -' _LL хџ 
( 

2m-l Р'у) ( ) v }р 

v=3 vl 
и 

1 

Rn (У) = (n~ 1)1 f dx f(1-/)n-1 (z--; - zJn е- <~ - %;) t - %; dt, 

Lrp о 
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при чему за остатак R-:a (У) важе неједначине наведене у тео­
реми 1.]. 

Нека су, поред тога, функције Zp Z:I' Q,.P' А ј , 02/( дефи­
нисаце као и раније. Како је 

р (у)=Р (- У), 
Р<У) (У) уџ р<у) (_ у)( _у)џ 

vl vl 

то је према горњој дефиницији функција ~, Z2 

~ (X;y)=Zl (х; -У), ~(x;Y)=ZI(x; -У). 

па према томе и 

Q2k. р (У) = QSk. Р ( - У), 
односно 

О21с (У) = O~1c ( - У). 

Следи да се образац g) добива из обрасца f) стављајуhи У = - у. 
Стога g) претставља аналитичко продужење функције Ј (У) у о­
бласти D 2• Овим је доказ теореме 1.1 завршен и преостало је 
још да се докажу леме 1.1 - I .3. 

4 Збориик Математичког института 
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1.5. Ради потпуности у излагању навешhемо и доказ леме 
1.1 иако је он познат од раније. 

1.5.1. Д о к а з леме 1.1. Како је 

1 

n-l (Z - Z )Р 1 f 
e(Z'-Z\);::: ~ _2 __ 1_ + (1-t)'1- 1 (Z:-ZI)n e-(Z\-Z.)t dt, 

р=О рl (п -1)1 
О 

то је 
1 

I R 1 ~ I Z2 - Z \ In Ј(1 _ t)n-1 e-x.-(x\-X.,t dt. 
п ~ (n-l)1 

Линеарна функција Х2 +(х1 -х2) t достиже свој минимум у једној 
од крајњих тачака размака 0< t < 1, па је 

чиме је лема 1.1. доказана. 

1.5.2. Д о к а з леме 1.2. За доказ је потребно функцију 

2n (-1)Р 2n (_1)p(2m-l)p 
~ -- (ZJ-Z2)P= 1+ ~ -- ~ Qt.p(Y) х' 
,,=0 Р 1 р=1 рl 1=3,. 

(1.22) 

, ' 

која претставља полином по х уредити по растуhим степенима 
од х. 

Ставимо 
2n (-1)Р (1m-l)p 

X(X;Y)=~-I- ~ Qi.P(Y)X/j 
р=1 Р i.=.3p 

тада је очевидно 

и 

(1.23) 

Х (Ој у)=х' (Ој у):::: х" (Ој у) == О 

[1/3] (-I)Р 
х(I)(Оју)=јl ~ --Qt.Р (у), ;>3 

р=1 рl 

што је лако проверити индукцијом. 

Како је функција Х (Хј у) ~полином по х степена 2n (2m - 1) 
то је према (1.23) на основу Мас Lаuriп-овог обрасца 

(1.24) о' • __ , 

.~ v. ~ . 
2n(2m-l) 

Х(ХјУ}= ~ A,{y)xi 
- . ,'. "., ј=3 
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Из образаца (1.22), (1.23) и (1.24) следи да је 

Ј 
2n (- I)Р 2n(2т-l) Ј 

у e- Za ~ --- (Zj - Z2)P dx = ,.~_з А/ (у) У e- Zz xl dx. 
р=l рl 

N N 

Како је још 

Ј {
02k (у), i=2k, 

у e-z.x1dx= k=2,3, ... 
О i =2k -1, 

N 

то је лема 1.2 доказана. 
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1.5.3. Д о к а з леме 1.3. 10 Да бисмо проценили с доње стране 
9l {Zj}, писаhемо функцију 

2171 P(v) (у) yv 
Zl (х; у) = k ---- XV 

v=~ vl 
У згоднијем облику. 

Како је 

то је 

односно 

(1.25) 

2т-l 

Р(у+ху)= k йvу2т-V(1+х)zт-v 
V=G 

2т 

Zj(x;y)= ~ Й2т_vуV{(1+х)v-хv-l}, 
__ 2 

2т 

Zl (х; у) = ~ G2m-v yV Tv (х), __ 2 

где смо ставили 

Из 

(1.26)1 

Tv (х) =(1 +x)v - vx-l. 

1 

Tzm (х) =2m(2m-l) Х2Ј(I- t) (1 +xt)Zm-Z dt, 

о 

где је х =! х! еЧ'i, следи да је 

{ Јl (е-Ч'i )Јm-а 
9l {y2 rn Tzm (х)} = т (2m-l) !у!2т Ixl2m е2т(Э-к»i (1- t) t+ ~ dt+ 

о 

Јl (еЧ'i )2m-з dt 1. +e-2'11(НЧ')i

о 
(1-t) t+~ ~ 



52 В. Марић 

где је у = 1 у 1 e91 • Како је 

е2т(е+'Р); t + -- + e-2т(е+'Р); t + - с= ( е- 'Р; )2т-2 (е'Р; )2т-2 

Ixl Ixl 

=2 ~ { -- cos (2тЭ + 2тЧ' - vrp), 
2т-2 2т _ 2) t2т-2-v 

v=o \ v I х IV 
то је 

(1.27) 9t {у2т 12m (х)} = I у 12т Ix l2m (СОS(2тэ + 2тЧI) + O(I:I)}' 

На исти начин добивамо из обрасца (1.26) да је 

9t {у2т Т2m (x)}=IYI2т Ixl2 C~\2mv- 2) Ixlv cos (2тЭ + 2rp+vrp }. 

Па је тако 

(1.28) 9t {у2т Т2т (х)} = yzm Ixl2 {cos (2тЭ + 2ЧI) + О (Ixl )}. 

Да бисмо из образаца (1.27) и (1.28) могли закључити да постоји 
константа k1 =k1 (т) > О таква да је 

потребно је да буде истовремено 

(1.27 а) 
я ~ ~ я 

--<Э+rp< -, --4 <тЭ+rp<-4' 
4т 4т 

одакле следи да је 

1t m+l 1t т+l ----<argy<- --
4т т-l 4т т-l 

највеhи размак у којем се е = arg у може налазити. 

Треба још показати да је 

9t {Zl } > k2 (т) 9t {yZт Т2т (х) } 

за довољно велико у. Како је 

Tv (х)=(1 + x)V - xv -1, v=2, 3' ... ' 2т 
то је 
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и тако 

(1.29) /Tv(X)/<Clo/T2m(X)/, Ixl<1, v=2,3, ... ,2m-l. 

С друге стране је 

па је. као горе, 

(1.30) ITv (x)I<Cll IT2m (x)l. Ixl>I, v=2,3, ... , 2т-l. 

Сада према (1.29) и (1.30) следи да је, на основу (1.25), 

ffi{zj(x; у)} > k1 ffi {у2,m Т2m (х)} {1- k2 2~1 :;i2:~!} 

(1.31) 

за свако х области (1.27а) и произвољно у области D 1• 

20 Из дефиниције функције Z2 следи непосредно да је и 

чиме је лема 1.3 доказана са СО = Мiп{Са, C1R }. 

1.6. Да бисмо теорему 1.1 могли да искористимо за доказ 
да функција Ј (у) има у читавој комплексној у - равни репрезен­
тацију која је наведена у уводу, потребно је да се докаже ова 
теорема: 

ТЕОРЕМА 1.2. Ред 
01) 

~ A2k (у) а2lc (у) 
k=O 

ICонвергира апсолутно и униФормно у сваICОМ ICоначном делу у-равни. 

Доказ теореме 1.2 заснива се на овој леми: 

ЛЕМА 1.4. постоји ICонстанта В> 1 таICва да ICоефицијенти 
Ь)I,р) iiОЛUflома 

2mр-Ј 

Qi,P (у) = ~ ЬуЏ,р) у2mр-у 
V=O 

задовољавају неједначuну 

I by(i,p)1 < 8р 

за v = О, 1, ... , 2mр - i и свако i = 3р + 1, ... , (2m - 1) р. 



54 В. Мариа 

1.7. Д о к а з теореме 1.2. Да бисмо доказали теорему 1.2, 
показаhемо да низ 

п 

Sn- ~ I02k (y)IIA 2k (у)' 
k=O 

тежи униформно ка некој функцији S (у). Доказ ћемо извести 
у три корака: 

10 Ставимо 
_ 12m-l\n _ 

S(2111-1>n = 'L A2k (у) !O:Zk (у)!, 
k=2 

где је 

Како је Ој (у)=О за непарне i, то се на основу (1.22) истим ре­
зоновањем као у леми 1.2 добија да је 

(1.32) 
_ 2n 1 (2m-t'p 2n а (у) 

S(2m -1)n = 'L -, L 1 Q"p (у) 11 О, (у) 1 = L _Р_,-, 
р=1 Р ј=3р р=1 Р 

где смо ставили 
.. 

(1.33) 
(2m-t)p 

ар (у) = 'L IQ"p (Y)!IQj (у). 
i=Зр 

Показаhемо, прво, да' низ ~ ар (у) конвергира униформно за свако 
р=1 р' 

!у! < М. За то нам је потребно да погодно мајорирамо функције 
IQ;,p (у)1 и !О; (y)l. 

За свако lyl < М је 
"" 10, (у)! < IYI-I f ekixll-lxl2m Ixl i dx, 

О 

со 

(1.34) < kati+1)IYI-' Ј eklma(ul_u2m) и ј du 

о 

k=k (М), 

о 

где је а={2(m-l)}-1. 
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а због 

и 
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1 

Ј < ek1т«, 
О 

со .,. _ 2т« Im/2 

Ј /' ktm« Ј k и I d ~ е е u и, 

1 О 

На основу леме 1.4 је, с друге стране, 

(1.36) IQiP(y)l<t2mp-i+1)Вр Мах {lyli,IYIJlmp }. 
O<IYI :5М 
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ИЗ процена (1.35) и (1.36) добива се, према обрасцу (Ј.34) ова 

процена за аР (у) . 
р! 

( 1.37) 

(2т-l)р+! г(2m-1 р+ _1 ) 
ар (у) ~ с (М)р22 2m Бр 2m 2m. 
р! ~ 14 Г(р+1) 

. Мах {1,lyl(2т-I)P}. 
O:5/YI:5 М 

На основу Stirliпg-овог обрасца следи из (1.37) да постоји кон­
станта l) > о таква да ј е 

ар (у) < Са (М) р-ор Мах {1,lуl(2т -8')}, 
р! О:5/У/:5М 

одакле на основу Weierstrass-ова критеријума следи да низ 

f ар (у) 
р=1 р! 

конвергира униформно за lуl < М. 
20 Како је, према (1.32), 

- _ 2n ар (у) 
SC2m-1)II(у) = ~ --, 

р=1 р! 
ТО и низ SC2m-1)1I (у) конвергира униформно за 'у' < М. 
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30 Из дефиниције функција А; (у), А I (у) следи да је 'А; (у )1< 
< А; (у) за свако i, па је према томе и низ S(2т-t)n (у) униформно. 
конвергентан. Како је, међутим, низ S" (у) монотон и Sn (у) < < S2т-t (у) за дато т;> 2, свако п и свако ЈуЈ -< М, то следи уни­
формна конвергенција низа Sn (у) односно апсолутна и униформна 

со 

конвергенција реда ~ A 2k (у) 02k (у), што је требало доказати. 
k=l 

Преостало је још да се докаже лема 1.4. 

1.8. Д о к аз леме 1.4. Коефицијенти Тауl0Г-ОВОГ развитка 
функције {f (х; у)}Р дати су Саuсhу-евим обрасцем 

(1.38) 

Како је 

(1.39) 

то је поново 

(1.40) 

Q. (у) =_1_ ,({Ј(Х;У)}Р dx. 
'.Р 27ti Ј хј +1 

Ixl=R 

2mр-; 

Q"p (у) = ~' bv(l,p) i 'mp- v , 
v=O 

Ь/ј,р) = _1_,( Qi,P (у) dy. 
27ti Ј y2mp-v+l 

lyl=R 

Из дефиниције функције f(x; у) следи непосредно да је 

па је према (1.38) и (1.39) 

IQ;,p (у)' -< БР lyl2mp R(2m-1)p-i-1 

или, специјално за R = 1, 

На исти начин је, због (1.40), 

одакле са R:::: 1 следи лема. 
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ГЛАВА II 

2.1. ТЕОРЕМА 2.1. Нека су функције A 2k (у), 02k (у) дефинисане 
као и раније; lПада је за све у КО.+tЙлексне у-равни . 

., 
Ј (у) = е- Р(у)+ PI(y)y ~ А 2k (у) 02k (у). 

k=i) 

д о к а з теореме 2.1. Како на основу теореме 1.2, ред 

конвергира апсолутно и униформно ка некој функцији S (у) за 
све 'У "М и како на основу теореме 1.1 у области D важи не­
једначина 

то је 
Ј (y)-е-Р(у)+РI(у)у S(y) 

у области D. На основу принципа аналитичког продужења десна 
страна овог обрасца претставља функцију Ј (у) свугде тамо где 
је регуларна. Одатле, на основу теореме 1.2, следи тврђење тео­
реме 2.1. 

2.2. Да бисмо у току ове и идуhе главе скратили писање, 

чињеницу да ред ~Фv (х) претставља асимптотски развитак неке 
функције Ј(х), тј. да је ФУ+l(Х)=О{Фу(Х)} и 

N-1 

'(х)= ~ Фџ(х)+О(ФN(Х»' х-.оо, 
v=i) 

обележаваhемо са 

f (х) "'"" ~Фу (х). 

2.3. ТЕОРЕМА 2.2. ПОСlliоје бројеви ау = ау (ао, а" ... , а2m _ј), 
Dv = Dy (ао, аl"'" а2m - 1 ) lПакви да у целој ко.мЙлексној z·paBHU важи 
аси.мЙlliОlliски развитак 

где је 
2m 

Do = (2m-l) (2m)- 2m-Ј 
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ЛЕМА 2.1. Нека је функција у = у (z) дефинисана једначино.м. 
z=Q(y), где је Q(y)==P'(y); тада иосшоје бројеви Лv=}.Аао , а 1 , ... ,а2m-1), 
ЛО = 1 шакви да у целој ко.м.iiлексној z - равни важи аси.м.итОШски 
развиiliаu 

2.4. Д о к а з теореме 2.2. За формирање датог асимптотског 
развитка користиhемо теорему 1.1 са проценом остатка Rn (у) по у: 

(2.1) Ј (у) = е- Р(у)+уР'(у) t(2~I)n A 2k(y) 02k (у)+ o(y-m(2П +2)+1 )}. 

k=O 

Прво ћемо развити функцију Ј (у) по степенима од l/у па 
затим применити лему 2.1. 

1 Q Да бисмо добили асимптотски развитак функције 

02k(y)=2y Јехр [_P"~~y2 xt_y2mx2m} X2k dx, k=2,3, ... ,(2m-l)n 

Lcp 

примениhемо поступак из доказа теореме 1.1 са 

Тако добивамо 

(2.2) 

где је 

Р" (у) у2 :1 
Z2~ ----х. 

21 

02k (у) = 2у f e-(Z,-Z2}-Z, х2" dx = 

Lcp 
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Процену остатака RN (х;у) извршиhемо као и раније кори­
стеhи лему 1.1 и неједначине 

IZt -z21N < C18 lyl2m N Ixl'mN, 

~ {Zl} > CHIYlam Ix12
, ~ {z,} :> CJ7 IYI2ffl Ixl:a, 

које следе непосредно из дефиниције функција ZjJ Z2 и важе за 
све у области DI ; добиhемо да је 

оо 

(2.3) 2Iyl!IRNldX<C18(N)Y-&', 81 =m(2mN-2N+2k+l)-I. 

О 

Дефинитивно је, према (2.2) и (2.3) 

(2.4) 
N-l _ 2mp+2k+l 

02k(y)_y- 2k ~ I3k.p{P"(y)} -2- +0 (у-&.). 
р=О 

Из овог обрасца је сада лако добити асимптотски развитак функ­
ција 02k (у) користеhи елементарне операције са асимптотским 
развитцима. 

Како је 

то је 

(2.5) 

2m-2 
р" (у)= ~ аи (2m - v) (2-т:-v - 1) у(2т-2)-и, 

V=O 

2mp+2k+l 
{р" (у)}---2- r-.I y-(m-I) (2mp+2k+l) ~ di.P.k у-I, 

i 

што следи множењем развитка функција {Р" (y)}-mp-k и {Р"(у)}-I/2 
који се добивају сасвим елементарно. Из образаца (2.4) и (2.5) 
добивамо, даље, да је 

O:,t (у) = y-т(2Н 1) + 1 ~ ~p.k ~ :.pk + О (у-<т-Щтр -Мо) + 
{

N-I [МI-1 d ] 
p~O (=О y(m-l)2mp +1 

+ О (y-т(2mN-SN»} , 

односно, после сабирања, да је 

где је 
М:а= Мiп{m(2mN-2N),М1 }· 
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Поред тога, специјално је за k=O 

(2.7) { 
М2-1 е } 

ОО (у)=у-<т-1) ~o ;~O +0 (у-М2) • 

Како је по дефиницији А о (у)=1, А 1 (у)=А 2 (у)=0, 
ном A2k (у) је степена 2m [2k/3J, то је према (2.6) 

а поли-

(2.8) 

где је 

(2.9) 02=m -1 +2m (k - [2kj3]), k"> 2. 

Ако 
да је 

развитке (2.7) и (2.8) уврстимо У образац (2.1), добиhемо 

(2.10) { 
М.-l g } 

Ј (у)==е-Р(УНР'(У)У .L v + (у-(т- 1)+М.) , 
" џ=О ут -1+v 

при чему је, go = ео. о = fЗ0'0{(2m-1)2m}-I/2, јер је, према 
02 >m- 1), 

(2.9), 

20 ,Користеhи лему 2.1 развиhемо сада функције е-Р(У)+ Р'(у)у 
и y-m+1-V по степенима од l/z. Степеновањем развитка функције 
у по степенима од 1/z, множењем константама и сабирањем тако 
добивених израза, користеhи притом лему 2.1, добиhемо да је 

2т-l 2т-џ Мб-l _ ~ (_ Мб-2m 
Р{у)+Р'(у)у= ~O Dviт-I + ]т D~z 2m-l+ 0 Z 2m-I). 

односно да је (В. [8], стр. 535-543) 
. 2"1 2т-џ 11 

(2.11) e-Р(у)+РI(у)у"",ехр {~ D~z2m-l} .LD;Z- 2т-l 

где је 
-~ 2т-2 

Do=(2m -1) (2m) 2m-l, D~ = ~ а;(2m - i -1) ЛI' 
;=0 

С друге стране је, истим резоновањем као горе, 

т-l 
---М.-l 

=Z 2т-l ~ 

џ=О 

(2.12) 

М.-l g 
~ v + О (у-(m-1+М4» = 
~O уm-1+Џ 

Мгl _ џ+р. _ џ+Мв 

Bv {~O hv.p. z 2т-l + О (z 2т-l)} + о 

Mr-1 _ т-l+џ _ т-I+М7 

= ~ l. z 2т-l +O(z 2т-l), 
v=0 
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где је М7 =Мiп{м6,М4 +m-l}. Множењем обрасца (2.11) и (2.12) 
добива се дефинитивно, с обзиром на (2.1), 

т-1 

где је ao=~o.o D~ (2m)- 2т-l {(2 m-l) 2 m}-1!2. 

Све операције с асимптотским развицима које су овде из­
вршене без доказа, дозвољене су на основу правила која за такве 
операције важе, а сви коефицијенти Dv , D: dv , еу, •.. израчунавају 
се као да су операције вршене с конвергентним редовима [8]. 

30 Показаhемо да тако добивени развитак важи у целој ком­
плексној z - равни. 

Нека је, поново 
оо 

Ј1 (z)=- !e-p(t)+zt dt; 

-оо 

тада мало пре формирани развитак 

(2.13) Ј1 (Р' (у) ""е-Р(У) + Р'(У)У ~-~ 
ут-l+ у 

важи на основу теореме 1.1 за све у области D11 па према томе 
специјално и за 

1t 1 п 1 
---- -8<argy<---- +8. 

22m-l 2 2m-l 

Како је z=p' (у) и на основу леме 2.1 

1 \1 

( 
Z )2т-l~'\ -2т-1 

у'""" - 2m ~ lI.\lZ , 

1'0 развитак 

(2.14) 

важи у десној полуравни, тј. за I arg z I < тr;/2. 
С друге стране је 

оо 

Ј1 (-z)= Ј e-P(t)+ztdt, 

-оо 
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где је Р (t) = Р ( - t), па се асимптотски развитак функције Ј1 ( -]5, (у» 
добива, према 1.4, 30, стављајуhи у образац (2.13) у- -у, тј. 

(2.15) J1(P'(-y»,.....,e-P(-y)+pl(-y)(-y)~ gv 
(_ у)m-2+и 

за све у области D 2 па према томе, специјално и за 

1t 1 1t 1 
1t- - -- -8 < arg у < п+ - -- +8. 

2 2m-l 2 2m-l 

Како је овде z = р; (у), односно - z = Р' ( - у), то је на основу 
леме 2.1 

1 

(2.16) 
( 

_ Z)2m-l ~ __ v 
(-У)"-' 2m ~ лv(-z) 2т-l. 

Из обрасца (2.15) и (2.16) следи да се развитак у левој полу­
равни добива стављајуhи у образац (2.14) z= -z, чиме је доказ 
теореме 2.1 завршен. 

Преостало је још да се докаже лема 2.1. 

2.5. Д о к а з леме 2.1. Из дефиниције функције у = у (z) следи 
непосредно да је 

1 

( 
Z )2т-l 

• у,,-, 2m ' z -+ оо . 

Ставимо, даље, 
1 

- -zo ( 
z )zm-l 

2m ' 
у = zo + zo {\)о, 

при чему 000 = 000 (z) -+ О, z -+ оо. Тада је 

z = Q (zo + Zo 0)0) = 
(2.17) 

Q"(z) Q'Sm- 1)(z) = Q(z )+Q'(z)z w +-~(z (0)2+ •.. + . о (z 0о)2m-1. 
О О О О 21 о о (2 т _ 1) 1 оо 

Како је 
2m-и-l 

Q(v) (у) = L b~) у2m-и- 1 -)1, v = 1, 2, ... ,2 т -1, 
)1=0 

где је 

b~) - ај1 (2 m-р.) (2 m- р.-l) ... (2 m-џ.- v), 
то је 

(2.18) b~) 
В =--. 

V vl 
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Из образаца (2.17) и (2.18) следи да је 

z - Q (zo)+z~m-l {(1 +ЕЈ) 8100+ (1 + Е2) 820,)2+ •.• + 

+(1 + Е2m- Ј ) 82т- 1 0,)2 m -Ј} 

при чему Еу -+ О, Z -+ оо, одакле је 

(2.19) 
1 

о,) Г">ОЈ ----

2m(2m-l) 

Како је 
z-Q (Zo)=Z - {z+b~O) Zo2n-2. +Ь~z2m-з t··· +Ь~~Ч}, 

то је, према (2.19), 

Тако смо добили да је 

01 
Y'-""'Zо+Аl' А1 = - -. 

2m 

20 Ако поступак продужимо стављајуhи 

Zl=ZO+A1, Y- Zl+ А1 ооl, 

63 

добиhемо на исти начин као горе да је 0,)1 '" Z - Q (Z2). односно 
Аl Q' (Z1) 

где је >-2 =~(!!.t)\2m-2) _ 02 (2m-2) . 
2 2m 2m-l 

Прва три члана развитка су, према томе, 

Л2 Y,.....,Zo+AJ +-. 
Zo 

Петпоставимо да је уопште 

и 

(2.20) 

Истим резоновањем као горе добиhе се да је 
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Због претпоставке (2.20) сви коефицијенти полинома Z - Q(Zk) 
закључно са коефицијентом уз степен Zo(2m-2)-(k-1) једнаки су 
нули, па је тако 

л 1.' k+t z-l u.Jk"""--- О , 

Ak 

где је Ан! коефицијент уз степен Zo2m-2-k. Тако смо добили 
да је 

чиме је лема 2.1 доказана. 

ГЛАВА III 

3.1 У овој глави искористиhемо резултате теореме 1.1 и 
2.1 за формирање асимптотског развитка фундаменталног решења 
једне парцијалне једначине. 

( 
д ' Нека је L дх) симболични ПОЛИНОм с константним комплек-

сним коефицијентима: 

( д ) _ n-! (д )n-v 
L - -~bv - , 

дх v=o дх 

при чему ЬО може бити 1 или -1. Ако је 

(3.1) п == 2m и ЬО ( - 1 )m-l ~2m позитивно дефинитно за реално ~, 

онда се за диференцијалну' једначину 

{ L (:х)- ~t }и(х, t)=O 

каже да је параболичног типа и њено фундаментално решење 
претстављено је интегралом [9] 

(3.2) 

ао 

К (х, t) = ~ !еtЦiU)+ ixu du. 
21t 
-со 

Овај интеграл конвергира, због услова (3.1), за 91 {t} > о. 
Показаhемо да се фундаментално решење К (х, t) може из­

разити помоhу интеграла Ј1 (z). 
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За коефицијенте ау полинома Р (v) У интегралу 

со 

Ј1 (z)= f e-Р(.нzv dv 

-оо 

:бираhемо, специјално, бројеве cvz-V са Сџ = - Ь!) ј2m ХЈЈ, при чему за 
Ьо треба узети 1 или -1 тако да услов (3.1) буде испуњен. Тако 
.добивени интеграл обележиhемо са Ј* (z). Ако У Ј* (z) ставимо 
.z=;xt- 1/2m И извршимо смену v=ut1j2m , t> О добиhемо' 

-со 

.односно, према (3.2), 

{3.3) к (х, t) = 
t-1/2m 

2it 
Ј* ( ;Х ) 

t1/2m 

:Како интеграл К (х, t) конвергира за 91 {t} > О, то образац (3.3) 
-важи не! само за t> О, веn на основу принципа аналитичког про­
.дужења и за све 91 {t} > О. 

На тај начин, проблем формирања асимптотског развитка, 
кад t~O, фундаменталног решења К (х, '), свео се на формирање 
.асимптотског развитка, кад z ~ оо, интеграла Ј* (z). 

3.1.1. Теорема 1.1 важи и за интеграл Ј* (z), јер се коефици· / 
јент ао уз степен и2т полинома Р (и) није променио а коефици­
јенти уз мање степене од u не утичу битно на ток доказа. МеђУ­
'тим, лема 2.1 се мора модифицирати, јер је сада функција у:::; у (z) 
.дефинисана једначином 

,(3.4) 
2m-1 

Z =о< ~ Су (2 т - v) ySm-v-1 z-v 
у=:{) 

:па nе развитак функције у очевидно морати друкчије изгледати 
яего раније. 

Ако једначину (3.4) пишемо у облику 

·односно 

1 2m-1 
z"", -- ~ Су (2 т - V)(УZ)2т - v-l, 

Z2т-1 џ=О 

2m-l 
Z= ~ cv {2m-V)У2m-V-l, 

џ=О . 

:где смо ставили 

Y=yz, 

5 Зборник Математичкоr института 
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добипемо из леме 2.1 да је 

( 
z )2~-1 ~ _ __V Yr-J- 1.Z 2m - 1 

2m v , 

односно 

(3.5) 
_1_ 2m 

( 
Z )2m-l ~ - -2m-l v 

у ,--, 2 т k.i Ау z . 

Сада можемо доказати теорему 3.1 за Ј* (z) аналогну теореми 2.Z 
за Ј1 (z). 

3.2. ТЕОРЕМА 3.1. Посшоје бројеви av=av (Со' С 1 , ••• , с211 -1) Ша­
«ви да у целој 1tо.м.i1ле«сној z-равни важи асu.м.i1ШОШС«И раавиШаlC 

т-1 { 2m} 2mу 
J*(z),.....,CZ-2m- 1 ехр A Z 2m-l Lav Z- 2m- 1 • 

где је 
2m 

А = (2m -1)(2аЈ)- 2m-Ј, ао = 1, 

Y2n { - 1 } с= -- (2m)-I Ј2(2m-l) ехр (2m)-I/(2m-l) [(2m-l) Со 1.1 +- (2m-2) С ] • 
2m-1 2m Ј 

Д о к а з теореме 3.1 Да бисмо формирали горњи развитак: 
и притом дали поступак за ефективно израчунавање коефиције­

ната ау, развипемо функције 
(2m-Ј)n 

H1 (y)=e- Р(У)+Р'(у)", Н2 (у)= .L A2~(y)Q2k(Y) 
k=O 

по степенима од 1/z и применити теорему 1.1 са проценом оста­

тка Й,. (у) по у. 

10 Како је 
2т-l 

-Р(у)tР'(у) У= ~ Су (2m-v-1)y2m - v z-v, 
v==O 

а према (3.5) 

--,,", - 2m-l z2m-l ~ ~I'-,"Z -2m-l 1'-, 
у!m - v (1 )2т-у ~ (1-У) 2m 

zv 2m . 1'-
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то је 

( 
1 ) 2m 2m 2m 

-р(у)+Р'(у)у,....., 2m 2_1 (2m-l)zzm-1 + Ly"z-2m-1 "-

Дефинитивно је [8] 

(3.6) 

где је 

60= 1 А =(2m-l) (2~ )2~~1 , 

8= ехр {(2m)- 2~-1 [(2m-l)11 со + 2~ (2m - 2) С1 ] }. 

20 Развитак функције Н2 (у) добиhемо као збир производа 
развитака функција 

На првом месту је према (2.4), 

N-1 2mpf-2k+1 
(3.7) y2k Q2k (у)= ~ ~k,P {р" (у)} --2--+ О .(y-m(2I11N-2N+ 2k +1) +1) • 

р=о 

Међутим је, према (3.5), 

(3.8) 
2mp+2k+1 m-1.--L _ _ ~" 

{р" (у)}---2 -_ .z- 2т-1 (2ml'.2k+l) "'" d 2 1 г . - ~ f1,p,k Z т-
f1 

1 
па из (3.7), (3.8) и у = о (z 2т-1) следи да је 

+ О (Z-2m-1 т- р) + о (Z 2т-1 ). 
2т [NrН 1)] } m(2mN-2N+2k+1)-1 

Сабирајуhи у горњем обрасцу члан ове са истим степенима од 
l/z и стављајуhи 
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добиhемо да је 

m-l (2k+l) {N.-l -~y ( _~ N2)) (з.9) у2" Q2k (y)==z2m-l ~o ev.k z 2m-l + О Z 2т-l . 

Да бисмо још развили полиноме 

потребно је експлицитно изразити зависност њихових коефици­
јената од z. 

Како је 

рМ(у)уУ 1 2т-у у2т-}.. 
---==- L с}.. (2 т - 1.)(2 m- 1.-1) ... (2 m-1.-v-1)----=----

vl vl }..==о z}.. 

р(у) (yz) (yz)v 
== 

vl z2 т 

то Q2k.P (у) можемо писати у облику 

1 2mp-2k_ 
Q2kP(Y)==-- ~ fvky2mp-v. 

• Z2тp у=О • 

Следи да је 

где је Y=yz. 

A: k (у) ~ [2f] (-l)p 

у2 " р==l рl 

1 2mp-2k_ L fv.k y2mp-v-2k. 
z2mp-2k У:::О 

На основу (3.5) је даље 

}'2mp-2k-v 

Z2mp- 2k 

па је, према томе, 

(3.10) 

Из образаца (3.9) и (3.1-0) следи, множењем и сабирањем, 
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Стављајуhи у (3.9) k = О добивамо специјално да је 
т-1 2m 2m 

ОО (у) =z- 2m-l {%ер.,о z- 2m-l р. + о (z -2m-l N2)}, (3.12) 

где је ео .о = ~o.o па је, из (3.11) и (3.12), 

(3.13) 

Дефинитивно је, на основу (3.6) и (3.13), 

1/2-с = у 2m: 1 (2m)-1/2(2m-l). В, 

'Одакле следи теорема. Коефицијенти 13, у, . .. , а, е. .... израчунавају 
се и овде као да су операције које су вршене са асимптотским 
развитцима, вршене са конвергентним редовима. 

Доказана теорема важи у читавој комплексној z-равни, бу­
дуhи да као и у прошлој глави (3.14) важи у десној полуравни, 
тј. за I arg z I ~ тr./2, а развитак у левој полуравни добива се, ста­
вљајуhи у (3.14) z = - z, јер је у овом случају 

Ј* ( -z) =Ј* (z). 

3.2. На основу обрасца (3.3) теорема 3.1 садржи као специ­
јалан случај развитак фундаменталног решења поменуте дифе­
ренцијалне једна чине, по степенима од t. Формулисаhемо тај ре­
зултат у виду засебне теореме. 

ТЕОРЕМА 3.2. Не/Са је К (х, {) фунда.менi11аЛНrJ решеlbе Парцијалне 
диференцијалне једначиnе 

у случају /Сада је она Йараболична. Посi110је бројеви a~ (х; Ьо , Ь 1 , ••• , Ь2m- 1 , 
i11a1&BU да за ~ (t) > О важu acuMai11oi11c/Cu развиi11а/С 

t~O 
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где је 
2т 2т 

А 1 =(јх)2т-l (2m-1) (2m)-Zm-I, 

т-l у-- 1 1 --- 2,; ---
С = - (јх) 2т-l --- (2m) 2(2m-l). 

1 21t 2m-1 

{ 

__ 1 _ 1 } 
. ехр (2 m)зm-l (2 т -1) Л1 - 2m (2 m-2) ЬЈ ј2т Х • 

3.3. Напоменимо, на крају, да се потпуно аналогни резултати 
могу доказати истим поступком који је употребљен у овом раду 
и за нешто општији интеграл 

СХ> 

tv(Z) = f e-Р(U)+zuuvdu. 
-СХ> 

Као примену у овом слуqају добили бисмо асимптотске ра­

звитке извода функције K~)(x; t) за t-+ О. 

(СаоПшil1ено 30 окil10бра 1957ј 
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Let 

ON А CLASS OF FOURIER INTEORALS 

v. MARIC (Beograd) 

2т-l 

Р(х) = ~ ау x2т - v 

v=O 

Ье а роlупоmiаl with соmрlех соеffiсiепts, ао = 1, 

оо 

Ј1 (z) = f e-P(t)+zt dt, Ј1 (Р'(у) =Ј (у) 
-оо 

апd 

Q2k(y)=-- tFo ---1 {Р" (у)} 
myZk 2 

where 1РО (х) stапds for Wrigt's gепеrаlisаtiОl1 of hypergeometric 
fuпсtiОl1, with 

1 2k+ 1 
a t = -, ~I = -- (see СЬ. 1, § 1.11). 

Пl 2m 

Further take А, (у) to denote а certain class of polynomial de­
fined Ьу с) in § 1.1. 
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ТЬе following theorem, from Chapter 1, сопсеrпiпg Fourier in­
tegral Ј (у) is .fundamental in Ље paper: 

THEOREM 1.1. If we ри! 

then there exist fixed numbers а, ~ > О, so that the inequalities 

hold {ог every positive integer п, and all у belonging to the domain 

~ m+ 1 .,. m+l 
--<argy<-

4m m-l 4m m-1 
D: 'У' >Уо 

~ m+1 . ~ m+1 
~-- --<argy <1t +-- --

4m m-1 4m m-l 

where уо is а sutficiently large пumЬег. 

For the proof а suitable modification of Ље saddle point method 
is used. 

As Ље consequence of the theorem 1.1, two theorems of dif­
ferent kinds are proved in Chapter 11. 

ТЬе first theorem contains а representation о! Ље integral Ј (у) 
as а product о! а function о! аll exponential {уре and а convergent 
series in Wright's function quoted above. 

THEOREM 2.1. Јп the whole complex y-plane we have 

оо 

Ј (у) = е- Р(У)+ Р' (у)у }; A!k (у) D1k (у) 
k=O 

In Ље second ,theorem Ље asymptotic expansion of Ље integral 
Ј1 (z) is given as folIows: 
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THEOREM 2.2. Тћеге exist numbers Р" = D . о.мјl"" 2111 _1)' 
= a v (ао, а1" .. , а2т-l), so that the expanslOn ~~ Ф '" ... «. 

2m-v \ m-l+v > " "'Л. 

J1(z)---exp {]оl D v z - 2т-l } ~ av Z""'",--"I-, z";~;" 
". 

holds јn the whole z-plane. ':, 
\. ~'.:,\ 

The method for caIculating coefficients D" a~ "щ also indicated. 

Јп the lastchapter Ље resuIts and methods from\jheorems 1.1 
and 2.2 асе employed in order to get ап asymptotic eocpansion о! 
fundamentaI solution о! а certain differentiaI equation. ' 

Let L (~) denote а simbolic polynomial in 1- with complex 
дх дх 

coefficients, i. е. 

Љеп 

( д) n-l (д)" -.v L - = ~ bv - , Ьо = ±1, 
дх 11=0 дх 

. со 

К (х, t) = Ј... Jet Ц/ин;хи du 
2n: 
-со 

is Ље fundamentaI solution of Ље partial differential equation 

in Ље case when it is расаЬоНс, ј. е. when п = 2m and Ьо ( -1)т -1 ~ 2т 
is positive definite Јос сеаl ~. 

v 

If in Ј1 (z) for av we put especially - Ьу i%m t 2m
, Љеп we get 

/-I/2т 
К (х, t) = -- Ј1 (ixt-1/2",), 9l {t} > О 

27t 

Using this formula we рroуе Ље following 

THEOREME 3.1. Тheгe exist numbers а; (х; Ьо , ••• , Ь2т- 1 ) so that 
the expansion 

1 v 

К (х; t),...... С1 t - 2(2~-1) ехр {А 1 t- 2т-l} ~ а; t2m
-

1
, t ~ О 
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where 
2m 2m 

A1=(ix)2m-l (2m-l)(2m)-2m-l, a~=l 

m-l v- 1 1 --- 21С ---
С1 =-(ix) 2m-l -- (2m) 2 (2m-l) • 

21t 2m-l 

holds when 9l { t} > о. 


