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YyBOJ

0.1. Onepucamwe ¢ IuBEpPreHTHUM peLOBuMa IOjaB/bYyje ce Hemo-
CPeAHO nocje cTBaparma MHOHMHHTE3WMAJHOr pauyHa, Beh Kox camor
Leibnitz-a. Jlajbum mmupeweM MaTeMaTHUKe aHaau3e ynorpe6a KuBep-
FeHTHUX pejoBa mocraje cse yewha, Maremarniapu 0CaMHaeCTOr CTO-
neha yBuaenM Cy Ja JAMBEPreHTHH pENOBH INPETCTaB/bajy CHaXKHY
anapatypy, KODUCTHJM Cy Ty amapatypy 4 H06uaum HHU3 3HAYajHUX
pesyarara. Euler je, nanpumep, usBeo ¢yHxuuoHanHy jexunayudy Rie-
mann-ose §-dyHkuuje, yutaB Bek npe Riemann-a. MehyTum, nowmTto
OCHOBHH MAaTE€MaTHUKHM NOjMOBH, Kao nojam Gpoja, rpaHuie Wiy ¢yHK-
nuje, jomwr HUCy OMaH CTPOro usrpalend, NPUpPORHO je IITO Cy npH-
M€beHa Pe30HOBama 6usa HEeNOBObHO pHUropo3Ha. UumeHnuua Ja cy
pesyaTaTH A06HjeHH Ha TakaB HauWH GWJAM WNAK HCOPaBHH, MOXE Ce
jeAuHO 06jaCHHTH BaHPENHOM WHTYHUHjOM OHHX KOjH Cy JAO THX pe-
3ynrata powad. Euler je, meljyTum, cxBatHo norpe6y 3a M3BECHHM
3aCHMBabEM pauyHa ¢ JuBepreHTHuM penosuma. OH je BpJAC HO6pO
ocehao pasiauky u3amehy onepanuja ¢ KOHBEPreHTHHM U AUBEPreHTHAM
pemoBuMa, ¥ nucao je, Hanpumep: ,Bepyjem nma cBaku pex mopa
umatd jeiHy oxpeheHy BpelAHocT. [la 6u ce usberne cBe Tewkohe,
KOje ce NpH TOME InOjaB/bYyjy, Ty BpeAHOCT He 6H Tpebajo 3BaTH
HMeHOM 30upa, jep je ommTe yo6uyajeHO ca TOM pedjy Be3UBaTH
jenaH TakaB nojaMm, Kao xa je 36Mp HAcTao CTBapHUM calHpamew,
a Ta uAeja ce KOX JMBEPreHTHWX PEJOBa He jaBmba....“ Amm nedu-
HHLlMja cyMe AuBepPreHTHor pena kojy je Euler nao 6uaa je mame
cpehua. Ilpema mweroBoj neduuuumjn: ,Cyma 6uno xor pena jecre
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BPEJXHOCT OHOT KOHAa4yHOr M3pa3a 4ujuM pasBUjambeM je pen pobujen.“
Hemocrarak Aedununuje je y ToMe IWTO OHa MMILUIMLUMTHO MpeTHo-
CTaB/ba Ja Ce jejaH pex MOxe JOOUTH pasBujam-eM C€aMO jeXHOT
KOHA4YHOT u3pasa. Aju, Hanpumep, pex 1+2+4+84 ... kome Euler
xoneibyje xao BpeiHoctT —1, ofjammasajyh# TO uumeHHUOM J1a je
Taj peX Ao6ujen pasBujamem Qyskuuje (1—x)~! 3a x=2, moxe ce
no6uTH M pasBujareM Qynxuuje 2 (e2Y—1)"!' no (e*v+41)"* zay=0,
u crora 6u My Tpe6ano npunucaTd BPEAHOCT oo (KoMmiekcHo). Taj
Hegocrarak Euler-ose nedunuunnje 6uo je mpumehen Beh ox mwero-
Bux caspemenuka (Bernoulli, Callet, Lagrange,.

Ma ga cy znuBepreHTHH peloBH OuJM 4ecTO Kopuuihenu, He
camo ox Euler-a, Beh u MHOrMX HEroBux caBpeMeHHKa u CaefGeHHKa,
HapouuTo Fourier-a u Poisson-a, 6uio je y ucrto 1o6a u maremaTtu-
yapa KOju Cy Ce CKENTHUYKH OJHOCHJIW NpeMa ynorpebu AuBePreHTHUX
penosa (D’Alembert, Laplace, Lagrange). Hecte n Hensojgse XucKy-
cuje O JMBEPreHTHMM peIroB¥Ma [pPEeKHHYyTe Cy Haj3ah paIoBuMa
Cauchy-a u Abel-a, Hapounto Cauchy-eBuM CTpOruM 3acHMBamEM MOjMa
konsepresuuje. Kao u Euler, un Cauchy uuje ycneo ma o6jacuu um-
HhEHUIY Ja C€ OYMIVIENHO HEXOMYUITEHAM ONepalujaMa ca JuBep-
FeHTHUM pelOoBHMMa JO0Ja3usa0 A0 TayHHX pesyartara. MehyTum, 3a
pasauky on Euler-a, He ycmeBmu na o6jacHu Ty uumenuny, Cauchy
HHUje HM omepucao ca IUBEPreHTHUM penoBuMa. JIWBepPreHTHH PelOBH,
K40 CpeiCTBO JOKa3a, HeCTaJu Cy M3 MaTeMaTHuKe aHaxauze. OHH ce
NOHOBO jaB/ba)y TEK Kpajem xzeserTHaector Beka (Frobenius, Holder,
Hapouuto Cesaro). :

Cesaro je nedunucao cyme 3a M3BECHE KJace JIHBEPreHTHUX pe-
J0B4, ajl¥ j€ OCHOBHM 3HAuaj HEroBOr Pajla y TOMe IITO jeé MCTAKao
Ja cy TakBe AeduHunuMje cTBAD KOHBenuuje. He nocrasiba ce, makae,
nuTame WTa jé cyma JuBepreHTHOr pena, Beh xako peduHncatu cymy
JuBeprentHor pena. [lpo6iaem je Haj3ax 6MO NMPaBHJHO (POPMYJIHMCAH.
[Tpupoxnuo je 6us0, 3aTuM, OrpaBUYHTH CJO6OAY IdeduHuuuje ca gBa
3axTeBa: NpBO, Xa xeduHMCaHW 36UD NpPETCTaB/ba FeHepaau3alujy
36Upa KOHBEPreHTHOr pela, M APYro, Aa 3a HedwuHucaHM 36MD Baxe
OCHOBHH 3aKOHU KOjH Baxe 3a 36upOBe KOHBEPreHTHHX peJoBa, a KOjH
ce onHoce HA cabupame IBa peJla ¥ MHOXEHE peJa HeKuM GpojeM.
OHo wito 614 BepoBaTHO 3auyAun0 MarematHuape Euler-oBor 1063,
jecte na nocTojd 6€CKOHAYHO MHOWITBO Pa3aHuMTHX AeduHUIMja KOje
ucnymwasajy 06a ycnoBa, u Aa mehy mHMa He NMOCTOjM HHjeZHA KOjy
61 6ua0 NPUPONHO NPETHOCTaBUTH CBuM OcTaiauM. [la 6u ce ucraknaa
Ta DENAaTHBHOCT, Y TEOpPHjU JIMBEPreHTHUX pDEAOBA C€ HE FOBOPH O
A—, B—, uta. pedununujd 36upa AuBeprestHor pepa, seh o A —,
B— utHA. noctynky 36upJ/bMBOCTH, M CaJPXHUHA Te€ TEODHje je HCIH-
THBawe MchyCOOHMX OJHOCA Pa3NMYHTHX MOCTYNaka 36upJ/bHUBOCTH.
Teopuja nuBepreRTHUX pejoOBa KOHA4HO je ONpaBJasa CKOPO CBe pe-
syarare koje je Euler no6uo onepuinyhn ca guBepreHTHUM penoBuMa,
¥ ckopo cBaka Euler-oBa ¢gopmysa nocraje TayHa Kaja ce X0Ja O3HaKa
opropapajyher nocrynka 36up/buBoCTH. McTo Tako, y nmpoGaemmma
y KOjUMa Cy M paHHje mpeTexHO KopuiuhieHW IWBEPreHTHM PpenoBH,
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1bHX0Ba ynotpe6a Hana je HOBe 3HauajHe pesyarare (Teopuja Fourier-
0BHX peooBa: Féjer-oB cTaB; TeOpHja aHaNMTHIKOr NPORYykewa: Borel-
oy, Lindelof-oBu, Mittag- Leffler-oBu pesyJsITaTH).

0.2. Panu y6p3ama KOHBEpPreHuuje Copo KOHBEPreHTHHX penoBa
M pagu cabupama AMBEPreHTHHX pexnoBa, Euler je, npumehyjyhu na
pen Za, Hacraje u3 pema Za,x"t! 3a x =1, a rakohe u3 pexa

Za

+1 1
3a y= —, NUcao
1- y) 2

Zakxkﬂ:Eak(l_}’_)kH: Eakz(k”‘)y"“J’l‘
-y k

-3(2(2)a )y,

TaKko Ja je cymy peja Za, u3pauyHaBao Kao cymy pena Z b, rae
jeba=2"""1%,()a,

To, wro je xon Euler-a 6uno npokas, Knopp je mao xao zedu-
HuUHjy: pex Za, je (E, 1) — 36up/buB Ka s, ako je pex = b, KOHBep-
reHTaH ¥ cyma my je s. M3 Bese koja noctoju usmely onmrux, una-
HOB2 HaBeJeHa JBa peJa Moxe ce Hahu u Besa xoja noctoju usmehy
HUXOBUX NMapuujaiHMX CyMa, TaKO Za ce zaTta AeduHuuuja Moxe ¢op-
MyJaHcaTH ¥ Ha caefetin HauWH: HU3 S, Je (E,1) — 36upmuB Ka §

aKo Hu3 6,=2"n32(})s, KoHBeprupa ka s.
Ty nzedunnunjy Knopp je name yonmtuo: Hu3 s, je (E,q) —

36Hp/bUB Ka § aKO HU3
n

=L+ 3 (M) g, 4>0,

v=0

KOHBeprupa Ka §. Taja OYMIJIeZHO, aKO €a a,, O3HAUUMO €JEMEHT
MaTpule Koja Tpacdopmuiue HU3 S, Y G,, BaXHU

Apy = (1 +q)-" ( " )qn—v.
v

LpyruM peduMa, eJE€MEHTH Y n-TO] BPCTU Te MaTpulle NMpPETCTaB/bajy
koeduuujeHTe CTeNeHOr pa3BuTKa (QyHKUM]je

fr(2) = (Z+Z). g>0.

Meyer-Konig je romuune 1949 nedunncao jexny HOBY Kiacy S
nocTynaka 36MpJ/bHBOCTH KOja CTOjU y M3BECHOM OJHOCY CHMETPHje
ca xnacom Euler-Knopp-oBux nocrynaka [6]. Haume, maTpuna koja ox-



4 ' B. Bajmancka

roBapa jenHom Meyer-Konig-ovom nocTynky 36MpJ/bUBOCTH HauMibeHa
je Tako 1a eJeMEHTH Y 1EHO] N-TOj BPCTH jecy KoedHUHjeHTH CTe-
neHor pa3sBMTKa QyHKuHje

2=

1

r\n

), o< r<l.
rz

Hako nocroju 3uaTHa cpojHocT usmehy wux, Euler-Knopp-oBu u Me-
yer-Konig-0BH MOCTYynuu npercTaB/bajy ABE pa3iuuyMTe KJace NOCTY-
naka, Of KOjUX HM jeJHa He caApXu JPYry Kao Cneuujana ciayuyaj.

Jledunucasmu jeany BpcTy nocrynaka 36upbUBOCTH CKOPO HCTO-
BeTHUX ca Meyer-Konig-osuM, Kapamara je noxyinao ma oTkpuje u
jeXHy KJaCy mocTymaka 36upJ/bMBOCTH KOja 6u c3jpixana Kao cne-
uMjanan ciayuaj, kako te nocrynke, tako u Euler-Knopp-ose. Crora
je nedunucao nocrynke 36Mp;LHBOCTH Ca MAaTPHILIOM Yuja je n-Ta BPCTa
Jata KoedHIHjeHTHMMa CTeNeHOr pa3BHTKa (yHxnuje

f(2) = (az+b)".

cz+d

Kapamara [5] je dopmynucao u cTaB nepmaHeHuuje 3a iTe NOCTymnKe
36Up/bUBOCTH, KOJU je 3aTHM JNOKa3ao Szegd.

0.3. Mu hemo yonmTHTH HaBeJeHE MOCTyNKe 36HP/HMBOCTH HA
Taj HauuH wWTO hemo Aedunucatd NOCTynaK 36UP/bLUBOCTH uHja Ma-
TpHLA Y N-TOj BPCTH CaXpxkH KoedulMjeHTe n-TOr CTENEHEe HeKe aHa-
aatnuke (Qysknuje f(2). Ha Taj HauuH cBakoj aHaNUTHYKO] GYHK-
nujn f(z), perynapsoj y nouerky, oxroBapahe jemad mocrynax 36up-
JbUBOCTH KOju hemo 3BaTu renepaiaucanum Euler-osum moctynxkom u
o3nauasatu ca (E, f) [8]. CraBmajyhu '

z+ 1—r az+b
f(z)= q' ’ ’
1+4g¢ 1—rz cz+d

Hall noctynak 36upJbuBocTH cBewhe ce wa Euler-os, Meyer-Konig-os
nau Kapamartun. Crasmajyhu f(z)=e* !, notuhemo Borel—Gaier-os

nocrynak [4] xoju ox Borel-oBor paszBaja camo jeHa He3HaTHa pas-
JuKa (ako

. xns,
e-"E——»s Kajg X - o

1

n=0 N:

HU3 §, Ouhe 36up/bMB Ka s: Borel-oBUM NHOCTynKOM. YyKOJMKO X He-
NPEeKHAHO TEXN OECKOHAYHOCTH, NOCTYNKOM (E, €2~ 1), YKONHKO X TeXKH
6eCKOHaYHOCTH MNPEeKO HM3a NMPUpOAHMX OpojeBa. Ouuraenno je na
u3 B—36upmuBoctu ciaenH (B, er—1) 36upsbuBocT, pakae, (E, e~ 1) no-
CTyNnaK je jauu, aau je taj JOOGHTaK TpPUBHaNaH).

OcnoBuu mpoGaem KOju Hactaje neduHMIUjOM OBHX NOCTYymaKa
36up/bUBOCTH jecTe Hahu ycsaose 3a QyHKuMjy f(2) Tako ja HOj aco-
HupaHy moctynax 6yne nepmadentas. [losnaro je ma Toeplitz-Schur-os
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CTaB Jaje TPH YCJIOBa KOJd Cy NOTPeGHH M NOBOBHH Aa 6u jeldad
nocTynak 36uHP/bUBOCTH 6HO nepmaneHTaH. TH yC/lIOBH ce W3paxasajy
Npexo eJeMeHaTa MaTpule NMOCTyNnKa 36HpP/bHBOCTH, Y HAlleM Cay-
yajy npexo 6pojesa a,,, FIe CMO yBeJiu 03HaKy [ (2) =2, a,,2". ¥ Kembu
Jla MCKODHUCTHMO YHEHHUY IITO Ce€ paad O CHelMujasHOj KJaacu MNo-
cTynaka 30MpJ/bHBOCTH Aa GHCMO CTaB O NEPMaHEHIHWjH, KOjH BaXH
3a CBaKd NOCTyNaK 36MPJbUBOCTH, YNPOCTWJIH, NPETBOPHIM Yy CrHelu-
(MuaH cTaB O NepMAaHEHUMjH 3a HAWIY KJaCy MOCTynaka 36Mp/bHBOCTH,
MOpaMo ycJaoBe O KoedHuIMjeHTHMa a,, MNPEBeCTH Ha YCJIOBE Hemno-
cpexno o ¢yukumju f(z). Ilpea npBa ycaoBa Toeplitz-Schur-a nako
ce mpesoje y ToM cMucay. Aaum Tpehu yciaos, Haume yCJOB Aa

-
Y law|=0(1), nsw,
( y=0

noxocu remkohe. Yak m kax je ¢dysknuja f(2) penaTuBHO jenHO-
CTaBHa, Kao, Ha NpuMep, y chnelujalHOM CJAyYajy KOjH je TPeTHpao
Szegd (B.[5] nam [1] rae je nara upeja SzegO-osor nokasa) BpJO je
TEIIKO MOKa3aTH Ja j€ rOPbH YCJI0B 3a10BO/LEH, H3y3umajyhu HapaBHO
TpUBHa/NaH Cayu4aj Kaj cy koepunujeHTu on f(z) mo3utuBHu. [a je
HalMUCaHH YCJOB MPOCTHjH WM Ja ce OJHOCH JHPEKTHO Ha Koeduiu-
jeHTe a,y, MM 6MCMO ra MOIVIM 33J[PXKAaTH Kao yCJI0B O KOehHLujeHTHMa,
XPTBYjyhH YHEKOJIHMKO NPaKTHYHH W ECTETCKH 3aXTeB Ja ce CBH YCJOBH
ojxHOce Ha QyHKuH]y f(2). MehyTuM, ropmu yCcJioB je ynpaBo HajTEXH
0l CBa TPH YCJNOBa, H HEroBO NpOBEpaBale Y KOHKPETHOM cJaydajy
MOXe GHTH NPAKTHYKH HEOCTBap/buBO. Crora je GHJIO HYNKHO HEMY
HahH exBUBaJeHTaH, HAM 6ap AOCTa OMIUTH AOBOJBAH YCJOB, KOjH
6u ce oxnocHo Ha Qynkuujy f(2). To je yuumweHo y craBy 2.

Mehytum, ycaoBu koje ctaB 2. moctaBma ¢Gyrkumju f(2) nXa
6u nocrynak 36upspuBoctd (E, f) 6MO0 nepMaHeHTaH HUCY HHMAJO
ouurnennu. IlocraB/pba ce NPUPOAHO YMTAaB HM3 MNMUTawba: Ja AU CYy
TH YCJIOBH HEMNPOTHBPEYHH, Ja JH Cy HE3aBHCHH, KOJHKO je MHPOKa
Ka1aca QyHKUM]ja KOje UCMyHaBajy Te yc/oBe, NIPUNaiajy Ju TOj KJIacH
¢dyHkuuja B GyHOMje uuju Cy KoepHLHjeHTH NO3HTHBHM H 3a KOje
je, mpema TOMe, CTaB O MepMaHeHUHjH TpHBHAJIaH. Jla/be, yCJOBH CTaBa
2. matu cy y O6MHKY KOju je mojpecaH 3a u3BOheme JOKasa, che-
IHjaJHO 33 NOKa3uBawe CTaBa O NEePMaHEHUMWjH, alu KOJH Huje TO-
JIHKO MOrofxaH 3a edexTHBHO nmpoBepaBawe. Crora je notrpe6HO Hahu
eKBHBAJICHTHE YCJ/IOBE 3a KOjeé je J/JaKO MNPOBEepUTH Ja JM HX JaTa
Gdyuknuja 3agoBo/baBa uau He. Hajsam, yxonuko Qymkuuje f(z) u
£ (2) 3am0BO/bABajy yCJAOBE CTaBa 2., MEPMAHEHTHH Cy He CaMoO IO-
CTynuu 36UpP/bUBOCTH acOLMpaHu HbuMa, Beh W OHH KOjU Cy aconu-
panu dynkuujama f(2) g(2) u g(f(z)). IlocraBma ce nuTame Aa Jd
u Te xBe (QyHKLMje 3aL0BO/baBajy ycJOBe CTaBa 2. YKOJAMKO TO
HHje caydaj, He caMO IUTO YCJOBH CTaBa 2 HACY JOBO/bHO MPUPOAHH,
Beh moamsexy BpJaO TpUBHMAAHMM TreHepanu3anujama. HujegHo ox Ha-
BeJeHHX MHTamba HeMa JTOBOJbHO OYMITIEJaH OATOBOP. YCAOBHM CTaBa
2 3axrteBasu Cy npeMa TOMe XeTa/bHO HcnuTusawe. Crora cmo QyH-
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Kuuje Koje 3aJ0BOJbaBajy MNOMEHYTE YCJIOBe H3ABOJWJIM y NOCEGHY
KJaCy, KOjy €MO, KpaTtkohie paau, nassamu xnaacom E-dyskumja. Hs-
ABajame OBMX (yHKIMja y noceb6Hy K/aaCy onpaBiaHo je MehyTum u
ca jefHOr apyror cranosuuirta. Hecto ce y reopuju dynknuja cycpehe
ycnoB 3a dynkumjy f(z) xoju 3axresa ma AOAUD KPuBHX f(e*) u et
6yle HajBuile MPBOT pena. E-CBOJCTBO, KOje jeé KapaKTePUCTHYHO 3a
E-pyHKuHje, npeTcTaB/ba jeNHY reHepaau3alMjy TOr yCJOBa, H MO-
ryhHO je Ja MHOrM CTaBOBM ()OPMYJMCAHM Ca YCJOBOM O IOAHPY
KPUBMX MOr'y OHTH reHepaJucaHW THMe IITO Gu ce Taj YCJIOB 3ame-
HHO ycJoBOM Aa ojroBapajyhe dynxnuje 6yane E-pynxuuje [2]. [IpBu
oxe/baKk 0BOr paja nocpehen je mpoyuasawmy E-byHknuja, ucupnaom
y OHOj Mepu KoOja je moTpe6Ha 3a Aaba u3narawa. Cras o nepma-
HEeHLM]H Jaje ce TeK KacHuje, y APYrom OJe/bKYy, TaKO Ja Cy me-
roBU YCJOBM Tajfia AOBOJ/bHO jacHH. Y HCTOM OJile/bKy Jaje ce jenad
craB 0 norpebuum yciaosuma 3a ¢yukumjy f(z) ma 6u (E, f) nocry-
nak 36UpP/bUBOCTH OGuO mnepmaHeHTaH. Taj CTaB HaM je CHEIMjaHO
omoryhno Ma noTnyHo pemumo npo6aem nepmasennuje E (a, B) mo-
cTynaka 36Mp/bUBOCTH, jep je Szeg0d-0B pe3yarar pemuo Taj npobiem
camo jenumuyso. CTaB O UHKJAY3MiM KOjU OOMYHO Jaje Haj6OobY CAUKY
olHOCa YHyTap jeiHe KJjace nocTynmaka 30MpP/bWBOCTH, HWHM Cajp-
xuHy Tpeher ozebKa. ¥ uyeTBPTOM OJeJ/bKy JAaTH Cy CTaBOBM nep-
MaHeHIIWje ¥ MHKJIy3Mje 3a KJjaCy mocTynaxka 36upJ/bMBOCTH KOjy je
nebunucao Kapamara. Tu craBoBM — 0J KOjHX je AeJMMHUYHO @O-
3HAT jeZWHO NPBHM, IUTO CMO Beh HanoMeHyJu — JaTd Cy Kao Ju-
pPeKTHE MocaeAMlie NPEeTXOXHO AOKasaHMX ONWTHX CTaBoBa. Hajsax,
KaKo cmenujajsy cJydajeBn NOCMaTPaHMX NOCTynaka 36upJ/bUBOCTH,
kao Euler-osu u Borel-oBu moctynuu, mmajy 3Hayaja kao amaparypa
y Teopujn aHaNMTHUYKOr NpPOAYMkKewa, 6ui0 je ON uHTepeca JaTH Om-
IUTE CTaBOBE O AHAJMTHYKOM NpOAYXewy nomohy nocrynaka (E, f),
IITO j€ Y4HUILEHO y HocielmeM OMAEbKY.

I. JEIHA KJIACA ¢YHKHWMJA ¥ BE3W CA FEHEPAJIMCAHUM
EULER-OBHIM TIOCTYIILIUMA 3BHMPJ/bHBOCTHU

1.1. ¥V oBoMe ogemKy nocmatpahemo jeany moTKaacy Kiace yHu-
MoxynapHuxX GyHxumja, TO jecT dyHkuMja Koje Cy perynapHe y jemu-
HUYHOM KDYIy W YHjH je MaKCHMaJHM MOAYO y 3aTBODEHOM jeiu-
HUIHOM KpPYTYy jenHak jexudunun. dynkumje Te norkaace Guhie ocum
TOra peryJapHe W Ha jeAMHHYHOM Kpyry. Habe, Ha jeAMHUYHOM KPYTY
one he MaxcuManH¥ MOJYyO JOCTH3aTH HajBUIIE y KOHAUHO MHOTO Ta-
yaka, uan he OutH obmuka ¥ 2%, £=0,1,2,.... [locrexmwu ycnos
npeTcraB/ba yCTBapu n0CTa 6iaro orpanuderwe. Hanme, u3 unmenune
aa je ¢yuxuuja f(z) peryjapHa Ha jeIWHMYHOM KDPYTy M pasHuuTa
O KOHCTaHTE CJeJH Ja OHAa jeNMHHWYHM KPYI MNPECAUKABA HA HEKY
aHaM¥THYKY KpuBY. AKO 6u QyHKUMja HOCTH3aJa CBOj MaKCHMAJIHM
MOJAYO, KOjH je PaBaH jeXuHMIM, Y GECKOHAYHO MHOrO TauaKa jeau-
HUTHOT KPYyra, OHIa OH Ta aHAJINTHYKA KPMBA MMaja Ca jeUHMYHUM
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Kpyrom GeCKOHayHO MHOro 3ajeLHHYKHMX Tauaka. Kako pBe aHanuTHuKe
KpuBe ca 0€CKOHaYHO MHOTO 3aje ITHHYKMX Tayaka MOpajy OuTH ulleH-
THUKe, TO 64 (yHKIHMja NMpecinKaBasa jeAMHHYHH KPYT HA jeNUHHUHH
kpyr. C apyre CTpaHe, KaKO je pery/japHa y W Ha jeHHHYHOM KPYTy,
¢dyHKIMja y beMy MOXeE MMaTH HajBulllé KOHaYyHO MHOro Hysua. Heka
Cy Te HYJE 2;,25,...2i,...2,, U HEKA je

Z—2

8 =——=—, £(9)=£(28F)..-8().

1-22

Tana je dyHxumja
1(2) =f(2)/g()

npBO, peryjJapHa y ¥ Ha jeLUHHYHOM KPyry, APYro, Hema HyJa yHy-
Tap mera, Tpehe, med MOAYO Ha pyOy jelMHHUHOr KPyra je KOHCTaH-
TaH ¥ jegHak jexuuuny. Crora je f1(2) HeKa KOHCTAHTA YHjU j&€ MOLYO

paBan jenununy, maxae /(z)=e%. Omarae je
2=z

f()=edl g()=ed lpl i , lzil<<l 8ai=1,2,...p
i=1 -

IIpema TOMe, ycr0BOM KA Q)ymcuu]a JOCTHXE CBOj MAKCUMAaJHI MOLYO
Ha jeJMHHYHOM KDYTy HajBuille KOHaYHO MHOTO MyTa, HCK/bYUH/H CMO,
OCHM KOHCTaHTe, jefuHO QyHKUMje KOje Cy NPOHU3BOA KOHAYHO MHOrO
creunjanHux xomorpagckux (yHkuuja. Yocraaom, KOJIMKO Cy CBH
HaBeJAEHW YCJIOBM OIINTH, NMOKa3yje M YMIEHHIA La je 3a CBaKy aHa-
JUTHYKY QYHKUH]Y f(2), pery/napHy y OKOJHHM HeKe TaukKe 2, MOry-
thHO Halim — u TO Ha GeCKOHAYHO MHOrO HaYWHAa — TPH KOHCTaHTE
A,a,b TakBe na ¢yskumja Af(az+b) 3amoBosbaBa CBe HaBeXeHe
ycJoBe.

[Mopen nHaBemeHuX yCJOBa MW NOCTaB/bAMO M jellaH YCJIOB O MOHa-
wamky (QyHKIHje Y OKOJNMHM OHHMX TayaKa Ha jeIHHUYHOM KPYry y
KOjUMa OHa JOCTHXE MaKCUMaJHM MOJIYyo, H JajeMo caejehe aBe
Aedununuje.

IESUHULIMIA 1. Hera je ¢yuryuja f(2)
i) perynapua y oxonunu mauke z2=1,
ii) f(1)=1, u nera je

iii) | f(e') | << 1 3a t zoBomHO Mano.

Pehu hemo Hiaga pa gyuryuja f(2) uma E-cpojciBo y Mayxu
z2=1 aro

iv) us
f(2)—22=Air(z=1)P+0(l) (2=1)7, 21, a=f'(1), A#O,

caequ
RIA # 0.
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Pehu hemo na ¢ynryuja g (2) uma E-cBojciliBo y Mauku 2= axo
Gynryuja 8Eh uma E-cojciio y Mauxu z=1.

NEGWHULIMIA 2. Ananuiliugka ¢ynxyuja f(2) je E—gbymtuuia.ah'o
3a40B0baABA caejehe ycaoBe

i) f(2) je peryaapo 3a |z] <R, R>1,
ii) Max |[f(2)|=1 3a |z|=],

iti) f(2) uma E-cojcliBo y cBaxoj Tiauwu Hepuchepuje jegunuynor
Hpyra y Kojoj AoCHUuNCe MAKCUMANHU MOZYO.

[lpumerumMo oaMax ja ¢y dyHkuuje obauka edl 2%, k=0,1,2,...
E-bynkuuje. Paaum Tora je HOBOJbHO YTBPAMTH Aa OynKumje 2,
k=0,1,2,... nmajy E-cBoicTBO y Tauku z=]. OHe OuMIIIeJHO 3a10-
BO/baBajy ycaOBe i-iii) medununmje 1, a ycnos iv) 3am0BObaBajy,
jep NPeTnocTaBKka TOT YCAOBAa KOX HHX HE MOXe OWTH HCHymeHa

Jla 6ucMO: nOKasadn Aa Cy ycaoBH y AeQuHHIUJH 2 HE3aBHCHH,
JOBOJ/bHO je Ja NMOKaxeMmMo jJa ycJoB iii) Huje nocieauuna mnpsa JIBa
ycaosa. [locmartpajmo, paau Tora, QyHKIuMjy

f(@:z—(z;1>:

KOja 3af0BOJbaBa yCJOBe i-ii), a MaKCHMaJHM MOAYO HOCTHXE Y
Tauku z=1, jep je

. P t
e')|2 =1—sin* —|1 + cos2—],
£ ()] w2 )

¥ Koja He 3a10B0/baBa YCJOB iii), jep je

f@)-2= = (1)
TO ject
A=——1
o]

1.2. 3a noxas craBa 1 noTpe6Ha cy HaM u3BeCHa cBojcTBa E —
¢ynxunja, koja ce pajy y caesehe Tpu neme.

JIEMA 1. Axo ¢pynryuja f(2) uma E -cBojciio y mMauwu z =1
v peryaapra je 3a [z2|<<R,R>1, Maaa 3a 6pojeBe o, A u p pegpunu-
cane fdomohy

a=f(1)
f@)—2% = Air(z~1)P+0 (1) (z—1), 251, a=f(1), A#O0,
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BaJcU
i)y a>0,
i) RIA O,
iii) p je Gapan 6poj.

Hoka3s. 36orperyaaproctu ¢yukunje f(2) y taukn z=1 mo-
MEeMO NUCaTH :
fle)y=1+f1)ti+0?), t-0,

I (e)| = 1=Fm (1) t+0(1), 10

Kako |f(et’)| no npernocraBuyu Huje Behe OX jeaunuue y OKOIMHHA
rauke t=0, To je §m f' (1)=0, nakae f'(1) je peanno kxam rox f(2)
uMa E - CBOjCTBO y Tauku z2=1.

Ha ocHoBy npunuuna makcumaasor Moxyaa |f(1)| > {f ("), r<1,
na je, 36or tora wro je f'(1) peanHo,

IS+ (-1D)+0(r-12=1+fN)-D+O[(r-1}%) r-1,
ozpakae je f'(1) nenerarusHo.

Hajsanx, npernocraBumo zxa je f'(1)=0, n o3Hauumo ca k pen,
ca T apryment, a ca ~Rk! MORYyO HajHHxer u3Boxa QyHkuuje f(z) y
TaukH 2=1 KOju je pa3anuut ox Hyne. Taxa je

f(2)=1+ReT' (z—1)k+o0 (1) (z- 1)k, zo1.
CraBiajyhu z—1=re!’, pobujamo
[f(Q+ret)|=1+Rr*cos(T+ kt)+o(r*), r-0.

onaxkse je

Jexnocrasan pauyH nokasyje jga je yBexk MoryhHno usa6paTv TakBo f
y oTsopeHoM uHTepBany (r/2, 3n/2) ma je T +kt y HEKOM HHTEpBany
(2mr—=n/2, 2mn + x/2), pake cos (T+kf) >0, na crora NOCTOjH TauKa
Z yHyTap jeIMHMYHOr Kpyra 3a kojy je |f(z)|>1, mTo je y KO=H-
TPaAMKIMjM Ca NPUHIMNOM MaKCHMMaJHOr monyuxa. [Ipema Tome, f.l)
He Moxe O6uTH HyJa.

C npyre crpane, u3
f(a)=2* (1+AiP(z—1)+0(1) (2—1)?), z->1, a=f(1), RIAFO,
cnenun
flet)=exti [1+(=1)p Atr+o(1)tr], t-40, a=f (1), RIA=O.
[Towro je « peanno, oxarie xo6ujamo na je
[f(e))|=1+ (-1 RUAtP+o0 (tr), t-0, RIAZO0.

Kaxo ¢yukuuja |f(e!’)| mocTuxke excTpeMyM y Tauku t = 0, To je
p=2k, u Kako je Ta] ekcTpeMyM MakcumyM, RI A <O.
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Hanomenumo na je uummenuna na je f'(1) peanHo ¥ mO3UTHUBHO
YKOJUKO Cy 3aJ0BOJbeHM yCaoBM i-ii) medununuje 2 u yenos f(1)=1,
nosnara ([3], crp. 112).

Ha ocHoBy HaBenene sneme npumehyjemo nma ako dyskuuja f(2)
Koja Huje cremeH Ojx 2z uMa E— cBOjcTBO y Taukum 2 =1 Tajga je

(1) f(2)—2% = (- 1)* A (z—1)*+0(1)(z= 1), 21, a=f'(1), RIA <O.

. M3 neme 1 npoucruue cnenujajsno xa je ckyn E—dyHknuja 3a-
TBODEH y OXHOCY Ha MHOXEHE M uTepaud]y, TO jecT Ja aKo cy
(@) n g(2) E - bynxumie, Tana cy u [(2) g(2) u g(f(2)) E-dynx-
nuje. OuuraesHo je Jjga nociaexwe jase (PyHKIMje 3aZ0BOJbaBAjy
ycaose i—ii) medununuje 2. Jexuuo je noTpe6HO MOKA3aTH Aa 3a10-
BOJbaBajy ycuaoB iii). To je eBuzentHo axko je Gap jenna ox ¢pyHkuuja
f(2)u g(2) crenen ox z. Y cynpoTHOM caydajy, 6e3 orpanudema
onmwTocTH MoxeMo npernoctaButu JAa je f(l)=g(1)=1 n najez=1
jenuHa Tauxka Ha nepudepuju jexuHHYHOTr KpPyra y kojoj f(2) u g(2)
JOCTHXKY MakcuMaiand moxyo. CraBumo Taja

f(D=224+Air(z=1)+0(1) (z-1)7, 21, a=f'(1), RIAF0,
g()=B+ Bit(z-1)1+0(1)(z-1)9, 21, B=g'(1), RIB+FO.
Hmahemo ma je
fReg(@=X+Cir(z-1)+o(l) (z-1)r, 221,

rae je y=a+B8=f(1)g)+f(1)g ()=[f(2) £(@)s=1, r=Miu(p,q),
C=A,B; A+B npema TOMe Ja Jau je p<, > wiH=g¢, Na je y cCBa-
KOM CJ1yudajy, Ha OCHOBY TBphema ii) jeme 1, RIC==0, mro 3Hauu
aa je f(2)g(2) E-pyuxunja.

Ha cnuuan naums, Bomehin pauysa o tome zma je

f(2)-1=a(z-1)+o(1) (z-1), z-1,
fB(R)=28(1+BAir(z=1)P+0(1) (z-1)p), 21, RIA=0,
no6ujaMmo na je
gif@)=2Y+Cir(z-Dr+0(1) (2-1), z-1,

rae je y=oB=[g(f(2))]:~,, r=Min(p,q), C=BA, a’B, BA+aB
npemMa Tome Ja JM je p <, > niaM =gq. ¥ CBaKOM Cayuajy, U3 TBp-
hewa i-ii) neme 1 caexn ga je RIC==0, wro 3Haun 1a je g(f(2))
E-¢byHknuja.

JIEMA 2. E-¢hynryuja uau je o6auxa edl 2%, k=0,1,2,... uau max-
CUMANHU MOZYO AOCHIUNCE CAMO Yy KOHAYHO MHOrO [Mavara depugbepuje
jeaunuqnor gpyra. '

Hoxas. Hexa je f(z) E-bynxuuja paziuduta ox ed z*. CBakoj
Tauku { nepudepuje jemunuunor kpyra y kojoj je |f(2)|<<1 ozro-
Bapa 300r HENPeKMAHOCTM MOAYyJa jefaH OTBOPeH JyK Ly jeauHu-
YHOr Kpyra TakaB ja je |f(z)| <1 xax rox z mpunmaxa L.
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Heka je { jexna Tauxa ca cBojctBOM |f(()|=1. Be3 orpanuyemwa
ONMIUTOCTH MOXEMO mnpernocTaBuTH Ja je { =1, f(1)=1. Kako je
f(@)=F 2%, 10, nmpema (1), mocroju 6poj A TakaB na je RIA <0 u
aa je

f(2)-22=A(=1)(z=-1)*+0(1) (z=-1)%, =zo1, a=f'(1),

M3 uera caenu

[F(e)|=1+RIA 125 4 0 (12%), £+0, RIA<O.

Ilaxne, nocroju & mosutuBHO TakBo xa je |f(ef)| <1 3a 0|t <e.
Ha Taj HauuH cBakoj Tauku § nepudepuje jeXMHUIHOr KPyra TAKBO] Aa je
[f(g)j=1 0AroBapa jejan OTBOPEH JyK L jeXMHAaYHOr KPYra y Kome
je § jeanHa Tauxa y Kojoj f(2) mocTaxe Maxcumanaiu Moxyo. M3 damu-
avje cBuX JaykoBa Ly moxeMo mnpemMa Heine-Borel-oBom craBy u3a-
GpaTn KOHa4yHO MHOrO JyKOBa TaKBHX Jia CBakad Tauka mnepudepuje
jeAnHuuHOr Kpyra npunajza jexHome of tux. Kako cBaknm OX THX
JIYKOBa CaJipKu HajBuwe jelHy TauKy y k0joj f (2) HOCTHKE MaKCH-
MalHH MOAYO, 6pPO] TaKBHX TauaKa j€ KOHayaH.

JIEMA 3. Hera ¢pyuryuja f(2), pasaunulia o4 cllellena 04 2, uma
E-cBojciiBo y Mauku z=1. Axo je

Y (r, )=Rllog r—% e~ f (ret)) =log | f (re!’) |—a log r,
fmana dociioju oxonuna V dauke r=1, t=0 @daxsa Aa
iy Y (r,t) uma cse Oapyujanne ussoge y V,
2k
i) yVje 1 V(1) < -M, M>0, rae je 2k pegpunu-

(2k)! otk
cano fiomohy (1),

i) ﬂ;ﬁi L Cp|r=1[#=m, Cp>>0.
=0

Hdoxas. CsojctBo i) cienu u3 uumenune pna je f(z) pery-
JnapHo y Ttauku z=1 u ma je f(1)=1#0.

[TomToO je
f(R)=2% (1+A (-1)(z—1)**+o(1)(2—1)%), 221, a=f(1),
TO je
[f(et)] =1+RIAt* 40 (%), 120,
na je
1 0%y (1, 1)
(2k)! ot t=0

=Rl A <0.
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' 0%\ (r, 1 s
Crasumo M= —1!/, Rl A. Tana U3 HenpeKUAHOCTH 3ar caenu ii).

Hajszan, us
7o f(2)=14+0(1)(2-1)%*, z-1,

caepm Y (r, )=Rllog[1+O(1)[et (r—1)+ (et - 1)]*] xam r+ 1, t-0.
[Towro je et'—1=ti+O(f*), t+0, cBW napuujandy U3BOXM peaa HH-
xer on 2k dyuwkumnje (r, f) 6Guhie jemHaku Hyau y Tauku r=1, t=0,
Ha ocnoBy rora cBu u3BOIAM pela Huxer oX 2k—m Qynxuuje
0™ (r, t)
otm

anyaunpahie ce y raukm r=1, jep je
=0

ﬂ(d”’wn )

|- 2
drn otm =0

O tm Qrn

t=0

[Mpema ToMe, cBaka oA GyHKIM]a MMa y TaukM 1 =1
=0

HyJy penxa HajMame 2k -m, ofakne ciaenm iii).

m

o\ (r, 1)
ot

1.3. ¥ oBom naparpady saBeumrtieMo HEKOJIMKO CHEUUjaJHUX Kaaca
E-bynknuja.

Hajnpe, axo ¢ynxnunja f(z) 3agoBosbaBa yciaoBe i-iii) nedunu-
uuje 1, v jeman on caexehux mehyco6HO exkBuBaJIEHTHHX YCJOBa

a) R (V)£ a?—a, a=f(1),

b) moxup xpusux f(et) u ef je mpeor pexa,

¢) moaup kxpuBux |f(2)|=1 n |z|=1 je npsor pena,
tafa f(z) nma E-cBOjcTBO y Tauku z=1.

[Tokaxumo Hajupe ma cy ycaoBu a), b) u ¢) mehyco6Ho ekBu-
BajentHu. [lomwTo je, Ha ocuoBy aeme 1, f'(1)0 xax ron cy 3anoBo-
Jbe€HH YCJOBH i-iii) medununnje 1, b) u c) cy exBuBansedtsu. Jasme, u3

f(ef)=1+1 () ti=2/y (f" )+ (1) 4 0(8), 10,

caenn
) P=1—(RI/" () =1 (1) +0()), 10,

' ma je ycJOB a) eKBHUBaJEHTaH yCAOBY b), Kai rox Cy 3al0BO/bEHH
ycaoBu i-iii) xedpununuje 1.

Jla 6ucvo noxasamm Ja GyHKumja Koja 3a40BO/baBa YCBOBE i-iii)
nebunnunje 1 u ycaoB a) uma E-CBOJCTBO y Tauku 2z=1, AOBOJBbHO
je Xa npuMeTHMO na je

@)=z =1 (1) - AP+ )] (z=1)*+0(1) (z-1)%, 21,
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[Tokasahemo na ako cy KoeduLujeHTH CTeNeHOr pesa QyHkuuje
f(z) peainm u HEHEraTMBHH, aKoO je f(z) perynapHa3a [2|< R, R>1,
u f(1)=1, raga je f(2) E-dpynkuuja.

Tephewe je oumrnepno y cnyqa;y f(2)=2z* TlpernocraBumo
crora za je f(z) pasauuuto ox 2%, k=0,1,2,... Taga ce y crenenom
peny ¢ynkuuje f(z)=Za,z" nanase 6ap zBa xoecbuuujema pasau-
yHTa OJ HYyJe. Osnauumo HX ca a, u dg P#Q.

Ha ocnoBy Schwarz-oBe Hnejennauune, a 360r HeHEraTHBHOCTH
Koedunujenara a,, umahemo

(i Aan )2= (i"VEr: Va, )2< i{;n’an i{;an .

3Hak jezmaxocm y HaHHCaHOJ HEJEI[Ha‘-lHHH HEe MOXE cra]aTu,

jep 6u Taxa nVa, 6uao NPONOPLHOHAMHO Ca Va, kagron je a, # 0,
na 6u 6uno p=gq. Crora je

© 2 ©
(Enan) < ¥nta,
0 0

Il CMO MCKODUCTHJM UHIEHHIY 1a je a,, Ha OCHOBYy yCA0Ba O
¢byskuuju f(z), jeanako jemunuud. M3 mobujeHe HejefHauYdHE HMaMO

(EZnan )2—i(;nan< f:;n (1-1) a,.

Jlakue, 3an0Bo/beH je ycaoB f/(1Y2—f(1) Rl /(1.

[Morpe6Ho 61 6ua0 ga HOKaxeMO Aa je CAHYaH YCAOB 3a10-
BO/bEH Y CBMM TauKama jeJJMHHYHOT Kpyra y Kojuma f(z) HOCTuXe
MakcuMalHd MOAyo. AJiu, c o63upoM Ha je f(z) pasamuuto OX 2%,
k=0,1,2,... u 1a umMa HeHeraTuBHe Koe(ulLlHjeHTe, MNOCTOJH C€aMoO
jemHa TakBa Tauyka, Tauka z=1.

Hajsan, nanomennmo na y cayuajy Aa Cy Koe(uIHMjeHTH CTe-
nedor pexa (yukuuje f(z) peanHu, Taga - ako f(z) 3aL0BObaBa Y-
caose i-iii) pedunnumje 1 — na 6v f(2) umajso E-CBOjCTBO Yy Tauku
z=1 noTpedHo je u HOBOMBHO ja f(z)—z%, a=f'(l), uma y z=1
HyJny HapHOr peja.

IIl. NIEPMAHEHUWJA TEHEPAJIMCAHHX EULER-OBHUX
ITOCTYIAKA 3BbHMPJ/bHBOCTH
2.1. CTAB 1. Hera je

1 (2)= i Qv 2.

v=0
Axo je f(2) E-gynryuja, Mana je

ilam.|=0(l) kag n-oo.
v=0



14 B. Bajmancky

Hoxkas. [Tomro je f(z) perynapHo 3a |2|<<R, R>1, 10 je
CBAKM OX PENOBA 30 |dn,| KOHBeprentan. [la 6u ce nokasaso u 1aje
HW3 CyMa TUX peJ0Ba OTPaHWUEH, NOTPeGHA je JIOBOJ/HbHO OLITPA OLEeHa
Koe(unujesara |a,,/, anu je NOBOJbHO Ty OLEHYy JaTH CaMmO 3a n Be-
auxo. Onena he 6utn nobujena npexo Cauchy-ese dopmyne, anu he
6utH u3abpaHa NMpOMeH/bHMBA NyTalka WHTErpauuje, NnyTawka 3aBUCHA
ox n, v 1 pyskuuje f(2).

Axo je dynxumja f(2) o6-
avka edizk, k=0,1,... TBpheme
ctaBa je eBupentHo. Ha ocHosy
JeMe 2 MOXeMO CTora INperno-
cTaBuTH Xa ¢yHkuwja f(z) mo-
CTH)KE Ha je IMHWYHOM KPYTYy MaK-
CHMaJIH{ MOJLYO CaMO y KOHAuYHO
MHOTO Tauaka Pp:z=elm, Osna-
yuMo ca Qn:z = ef'm mexy rau-
Ky Ha jeIMHHYHOM KpYyTy Koja
ce Hajnasu u3Mehy naBe cycexHe
tauke P,_, u P, Taza kpy-
KHOM JYKY Qm Qmyy Npunaza
tauka P, a w0j, npema (1), ox-
roeapajy JABa no3uTuBHa 0poja,
2km ¥ an. OHZa je MoryhHo ne-
¢uHucaTH KpyxHe NyKoBe Cpny
u ayxu Dg,, nomohy

Cony:
Pon<<argz<tmyy
l—Ynm 338 v<a,n
[z’={l+Y,,_m'3a v >a,n.
Dyt

z=re'm, rme ce r mewa y wuurepsany
(1 =Ymm 1=Yn, m+i] 3a v<n Min (05 44)
I—=Yn m 14Yn meil 38 Upiy IV < Ay 1y
YT+vYa,m 1=Ynm+i) 32 O NV < CGpyy 1l
T+ya,m 1+Yrm+s) 3a v _>n Max (aGm, Qm 1q)s

1PN HEMY j€ Y, m=n"H2km,

Kpyxu# nykoBu Cpny U AYXKHU D, 3ajeZHO 06pa3yjy nyramwy
C nox ycnosoM ja je no Ayxuma Dn,, nomecHo u3abpaH cMep WHTE-

rpanuje. Ta nyrama je OUUrJexZHO 3aTBOPEHA H CAaADPXKH y yHyTpaul-
wocTH Tauky z=0. Name, xako je dyukuuja f(2) E-dynkuuja, oHa

e bk - gt o icbio itk b ook |
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je perymapsa 3a |z|<<1+48, 8 >0. C apyre crpane, Tasaka e'mi uma
KOHAaYHO MHOrO, nma noctoju 6poj k=Max k,. 3a cBaky Tauky 2 ny-
tamwe C Baxu |2|{<C1+n~!2% nasan_>N,>6-2knyrawa C npunaga
o6aactu peryaapHoct QyHnkumje f(2). [Ipema ToMe, 3a n 10BOJLHO
BENMKO, JonywreHo je npumenutn Cauchy-eBy dopmyay

o f fr(2) 2t de=

=?1_ ffn(z)z—v 1dz+_2_n_2 fr(2) z7v-1de,

Cmnv Dmnv

2nla,, | < Ecmnv'l'zdmnv,
m m

na je

rie je
Cmnv:'flf(z) [*|z]~=1dz],

Cmnv

iy = flf(’)l“IZI’” t[dz].

Dmnv

Crora, a ¢ 063upOM 13 HHAEKC m y3uMa CaMO KOHAYHO MHOTO
BpPEIHOCTH, TOBOJbHO je ha MOKaxeMmo Ja je

a) X Cmmy=0 (1) KaJ n-+ oo 3a CBako m,
14

b) X dmay=0(1) Kajg n- oo 3a CBakKo m.
v

Pty
2) = f'”z)"‘lzl‘"-‘ldzl—flf(re“)ln v dt=

Cmnv m
t'm 4

@) __:ramn—vfr—amnlf(,e:i) [ dt.

'm

JeanocraBHOCTH panu, npernocrasurhemo, wTo Hehe cMamuTtH
ONIUTOCT HallMX 3aK/by4daka, Aa je i,=0, u ungexc m nehemo y6y-
Ayhe nucatu. YBenuMmo, y CKJaaly C THM, O3Hake l'=fp,, t"=1tp,,.

Kako je f(2) E-dynxuuja, craBmajyhu ¥ (r,f) =log |f(ret)| —alogr,
no6utieMo Ha OCHOBY JeMe 3 ga mocroje N, M & TakBa Ja KaX rOX



16 B. Bajwancku

je |r=1{<n="2 |t| <e,e<e,n>N, Taga je

1 0¥ (r,1)
(k)] ok

<_M) M>0;

(3)
_1_ 0 ‘]’(f, t) gcm[r—li"‘—"‘, Cm>0-
m! otm —0

Kako je r—¢|f (re'')| HenpeKUIHO y jeJHOM NPCTEHY OKO jenu-

HUYHOT Kpyra, M Kako je |f(et)[<<1-26,6>0 za t'<t< —€ U
e <t < 1", T0 nocToju Ny TaKBO Ja je

reef(ret)| < 1 -
3an>Nyg n e<t<tut<<t<<—e rae je |r—1| n1Rk,

%

CraBmajyhu N=Max (N,, N;, N;) umahemo 3a n > N

" —g

() f + f [r=en| f (re) | df]) < 2 (1—B)n.

C apyre crpane, Jema 3 Ham omoryhyje aa npumenumo Taylor-
oBy ¢dopmyny Ha Qyukumjy ¥ (r,t), na xobujamo

(5) V(r, )= 2 Cm (r)t" 32 n >N, [t <_e,
m=0

rie je
RN CT) R I S VR
m! atm li—o

Cn(r)= :

iw ,m=2k;"f|<lt|<5.
m! otm li=c ,

Ha ocuoBy (3) nmahemo
Cn () < Cplr— 17, € >0,
Cor (r) <—M, M>0,

oZakJe je, Ha OCHOBY (5),

2k—1
V(Y Colr— 12m [ tjm - M,
mn=0

ST T 7 T ST Py
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mna je
& E
fr-cm ’ f (,-eu') In dt = fen\p(r, N dt <
—e —&
e
2k~—1 ,
<fexp n[ > Cm [r—1[2=m|fim — Mt ] dt <
it m=0
p 2k
< 2fexp{2 C, n™>2k tn— Mn 12“] dt
0 =0
: 2k—1
K 2n—12k f exp [ > Cnum— Muz"] du.
m=0
0
Ogxaarne, 36or (4), cnexun na je
tll
fr—“" | f(ret')|n dt = O (n—112%), n oo,
tl
Ilpema (2)
'll
(6) E Cov = 2 ran—vfr- ar | f(reti) |0 dt < Kn—!/2 V pon—v,
o
t ' ‘
Kaxo je
_ {r1 3a v>an,
re 3a v<an,
THe je
ry=1+4+na"V2, ry=1—n-12,
TO je
lan)
Y re—v > o 2 rz <] =n‘/2".
van v=0 y=0
<
D T R T
v=an vy = |an]+l T v=0 ry—

H3 pobujenux oueHa caexu

-

E ree~v< 2l 4]
y=20

2 36opHHK MaTeMaTHYKOr HHCTHTYTA
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na ce Ha OCHOBY (6) no6wuja
Y caw=0 (1), n oo,
v=20

b) ¥YBenumo caenehe osnaxke: a=Max oy, k=Max kn, 8,=n"12,
Ya=n"12k, Taja je

( 14+vn
f\.lf(re”"") [rr-v-tdr 3a v<an,
1—vYn

i

dmnv=flf(2)l"IZI‘”“‘IdZI<

1+y
Dmnv "

f [f(rel'm)nr=v=1dr 3a v >an.
Ll+8n

Ilo npernocrasuy je |f(e'fm)|{1—2¢, 0<e< 1/2. Tana he 36or
HenpexkuaHocTH 6utH |f(relfm)|<C1—¢ 3a |r—1]<8, rae je 8§ >0.
Kako y,»0 xazx n- oo, TO je, 3a 7 XOBOJbHO BENHKO, Y, << 8. Crora je

14vn o )
' 2Yn(1-€) (1-Yn)"¥"" aKO je Bn= = Yn,

f lf(fe”’")("f“’“‘dr<{ ( " "

1+8n Ya(l—g)*(148,)1 ako je B,=38,,

oJakane, 3a n A0BOJJbHO BEJIHMKO, TaKkBO ha je

1
RS Yn<—;—" (=Y *>1-¢,
caenu
- -] an @
Edmnv< 2 dmml+ E dmnv<
v=0 v=0 v=qon

<2Ya(l—e)y V‘Z (I-va) v 4 ya(l-¢) V_Ean (148,) v 1<

=0
L2(-er(d-y)—en+287" (1—e)n <
2(1-€)2+2fn (1—g)" =

<
< o(l) xKax n- oo,
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2.2. Kao nenocpefny nocneauny crasa 1 xoGujamo crepehin
craB o nepmanennuju (E, f) mocrynaka 36up/bHBOCTH.

CTAB 2. [osoman ycnos 3a fiepmanenyujy (E, f) Gociliyika 36up-
muBocliu jeclie ga f(z) 6yse E—ynnyuja pazaunuiia on rounclanie
u aa je f(1)=1.

I oxas. Ha ocHoBy mosnaror Toeplitz — Schur-osor crasa no-
TPeGHO je Ja moKayemMo Xa

L
a) Y an-»1 xam n+ oo,
v=0

b) a4, -0 xam n- o 3a cBako v yrBpheno,

) 3 law|=0(1) xan n o,
=0

rae je fr(z) = E Qyy 2V

[Mowro cy ¢yuxnuje f*(2) perynapHe 32 |z| <R, R>1, 10 je
f1(1) = Xan. Kako je f(1)=1, 1o je E a,,=1 3a cBe n.

[Mowro je |f(2)|<C13a |z|=1, u nowro je f(2) pasnmuuuto ox
KOHCTaHTe, Ha OCHOBY MNpPUHIMNA MaKCHMaJHOr MojAyiaa Guhe, 3a
2| =1/2, Max|f(z)|=8<1. Ha ocuoBy Cauchy-eBe HejexHaunHe
umahtiemo Taza |a,,| < 2v%" nma Baxu b).

Hajsax, u3 crasa 1 caenu c).

Joxasanu craB naje noBosbHE ycaoBe Ja 6u (E, f) nocrynak
36up/pUBOCTH 6MO nmepManeHTaH. [IpHpPOZHO ce NoCTaB/ba MUTamkE O
noTpe6HUM M JAOBO/bHHM yCA0BUMa. OQUUIJENHO je Aa NPBH YCAOB Y
zebununuju E-PyHkuHje, ycaoB KOju 3axTeBa peryJapHocT Qynkuuje
f(2) y u na jenunuuHOM Kpyry, Huje norpeban. [lorpe6Ho je na
¢ysknuja 6yze pery.napﬂa YHyTap jeXMHHWYHOT Kpyra, jep y Cynpor-

HOM CJy4ajy pexOBH 2 | @,y | HE 6 Guau cBH KOHBEpreHTHH. Mehy-

TAM, Huje norpebHO 11;a q)yuxun]a f(2) 6yne perynapsa ¥ Ha jemu-
HHYHOM KDYTy, mTo nokasyje npumep (Qynkuuje nedunucane crene-

6 2
HUM DenoM —- E —, UnjM je MOMYNpeYHuK KOHBEpreHmuje pasa
ne np=—0 N
jeaunnny, a Koja unak AeduHULIE jefaH NMEPMAHEHTaH IOCTyNaK 36up-
BbUBOCTH. YKOJIHKO 6MCMO ce pemuau xa npo6iemy npuheMmo y CBOj
morytioj onmToCcTH, MOpPaad GUCMO TPEeTHPATH ¥ ClrydajeBe Kajaa q)ym(-
uMja Huje peryJjapia Ha py6y jemMHayHOr Kpyra. ¥ TOM caydajy,



\

20 B. Bajuancku

mehytuM, Toeplitz-Schur-oBu ycnosu o xoeduuujesTuma a,, He 6w
ce BMIIE JajaM MPeBeCTH Ha JeJHOCTaBHe ycaoBe O dyskuuju f(2).
Ha npumep, npesofiere camo Toeplitz-Schur-osor ycaosa a) saxre-
Baso 6M pe3ysTare 3HATHO OWITPUje OJi OHUX KOjH CY CaApKaHu Y
Fatou-Riesz-oBom uau ancoaytuom Fatou-Riesz-osom crtaBy. Crora je
NpUpPOJHO orpanuueme Ha one (E, f) mocrynke 36up/bMBOCTH umja je
¢yHkuuja redepaTpuca peryjnapHa y 4 Ha jeXuHuuHOM Kpyry. Hano-
MEHMMO Ja Cy CBM paHuje nocMmarpasu cneumjassu caydajesu (E, f)
nocTynaka 36MpP/bUBOCTH MMaJy NOMEHYTO CBOjCTBO.

Ounrnenso je pa cy ycaosu f(l)=1u [f(2)|<1 3a |2]| <
notpe6uu 3a nepmanenuujy (E, f) mocrynka 36upruBocm yKonm{o
Ce OrpaHMduMO MOMEHYTHM 3aXTeBOM Aa je f(Z) peryjapso y Kpyry
BeheM opn jeaunuunor. llro ce Tuye ycaoBa iii) y nedununuju E-
¢yukumje, craB 3 nokaszahe 1a ce Ta] ycIOB He MOXe CaCBHM OT-
crpanutd. OcCTaje OTBOPEHO MuTame€ Ja JU CE Taj YCJIOB MOXKe 3a-
MEHUTH ONUITHiuM, HA NpuMep ycaoBOM ja dyHkuuja f(2) 6yne uam
CTENMeH OJ Z WIM A2 MaKCMMajJHH MOAYO Ha jelHHHYHOM KPYry XHO-
CTHIKE HajBMINE Y KOHAuHO MHOrO Tadaka.

2.3. CTAB 3. Hexa je
i) f(2) perynapno 3a |z| <R, R>1;
ii) |f@@)|=1 3a |z]=1;
iii) f(z)#edi 2% k=0,1,2,.
Tana, us
fr2)=73 aw2
v=0
caeau

o
E{anv[—»oo Kaj n- oo,
v=0

Hdoxa3s. llokasahemo Hajnpe na a,, YHHUQOPMHO TeXH HyIH

Kax n Texu 6eckonaudoctu. [Ipumenumo pazu Tora Cauchy-esy dop-

myay. Ha ocnoBy ii) umahiemo Tana

2n{a,| = | ff"(z) v ldz

jz;=1

— Ife[nfp(t)—vt]t dti

rie je
¢ ()=arg f(e!)=—ilog f(e").

360r i) u ii) f(2) 6uhe nmpomsBox KxOHauHO MHOrO (yHxuuja 06-
2 -2
aunka ed! 15, | 2,| < 1, npu 4emy, 360r iii), cBu z; Hucy ucro-
V4 .

{

b s s seide ks A o acdinli ey
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BpeMeHO jexHaku Hyau. Ha ochHoBy Tora ¢' () Guhe 36up KoHauHO
MHoro ¢yHkuuja o6Jnka

1-p;
1-2p, cos (t—0;)+p3

rge CBM p, He MOr'y MCTOBPeMeHO OHTH jeAHaKu HyIu, na ¢ynxuuja
@' (f) MOxe MMaTH HajBHIIE KOHAYHO MHOrO HyJa y uHrepsany (0,2x].
IMomohy myna ¢ynkumuje ¢” () u Tauaka koje MpeTCTaB/bajy CpeAHHE
IBejy y3acTONMHHX HyJa uHtepBaa [0,2r] paszesbeH je Ha kOHauaH 6poj
2k nopuureppana. Heka je jexan takas noxaunrepsai [a, 3]. Be3 orpa-
HHYEHba OMIITOCTH MOXKEMO NMPEeTNnoCTaBUTH Ja je ¢” (a)=0, ¢” () >0
3a a <t p. Hame rtBpijeme Guhe HOKa3aHO akO MOKaxeMo 1A je

-, B
(7) U’e”‘q’“””’“dti<2ik 3a n>N(g) u cBaku Leo 6poj V.
' !

Hexa je

2
g(e)=Ming” (t) 3a a+i<,<p n N(e)= 1024 &

g2g(e)

Ouuraenno je
at-e/4k

8 ef"°"""””"dt1<i.
® - <g

o

Jla 61CcMO OLEHHJIM MHTErpaJ NPeKO uHTepBana [a+&/4k, 8] npu-
menuhemo caenehy snemy Van der Corput-a (B. Ha np. [10], ctp. 117).
Axo je f"(ny>p>0 3a a<n< b, Taza je :

b
Ueiﬂn)dn <&,
Vo
a
Ouarae je
; .
! () —vt] § 8 8 €
(9) 3 fe[ P(t)—-vi] dt’<— < _&
it T Vngle) TVN(e)a(e) 4k

H3 (8) n (9) caenn (7), naxkne a,, yHHPOPMHO TEKH HYJH Kal f1-» oo.
[lpema Tome p,=Max |a,,|>0 kax n+ oo.

Ipema i) u ii) umahemo, Ha ocHoBy Parseval-oBe ¢opmyie,

2n
~ z__l_ 1i _
X lan —2noflf(e ) Pdt=1.
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Kako je ouurmejHo -

w

Pa 2 Gy | 2> E IanvP»
y=0 v=20

TO je

o
S oy >t oo xam nooo,
v=0 Pn

guMe je TeopeMa JOKa3aHa.

l1l. UHKJIY3WJA MEBY TEHEPAJIMCAHMM EULER-OBHM
MOCTYIUHMMA 3BHPJ/bHBOCTH

3a xoka3 cTaBa uHKJy3uje norpebHa HaM je caexeha
JIEMA 4. Hexa je ananufiuyka ¢yunyuja f (2) perynapua 3a |z] <R,
R>1 unera je |f(R|<1 3a |2|=1. Aro je f*(2)=Y an, 2*, Manaje

=0
)

Y lam|=01(n) kaz n- oo.

v=0
Joxas. Heka je a nponsBosban nosuTuBaH 6poj ¥ Heka je
M(r)=Max [f(2)| 3a |z|=r. [Ipumenom Cauchy-eBe dopmy.e Ha PyHK-

uujy fr(2)= Y aw 2 nobuja ce

v=0
(10) [@n| K MA(r) r=Y =ron=v [r—= M (r)]" 3a cBaxo r <R.

[Tpema Hadamard-oeoj teopemu, log M (r) je xouBekcHa ¢yuk-
udja ox log r, ma je _

(11) reM{i)=14+0(r-1), ral
CraBumO
{l—n“1 3a vgan,
I ==
1+n-1 33 v>an.
Tama ce 3a n> N> (R-1)"1, 360r (10) u (11), nobuja
Ylawl= ¥ law|+ ¥ lawl<

y=0 y=ian > an

<H+0E [ F (1=rerr P (L] <

v=can v>an

(D[éou—n—l)v + 3 (@ ) -

v=0

<0
<O (2n+1)=0(n), noe.
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HanomenuMo Ja ce QOKa3aHa JieMa MOXe NOGHTH M Kao nocjue-
X
auua caepehe teopeme: Ako je dynxkumja f(2) = 3 0 a, 2" pery-
napHa 3a |z| <R, R> 1, tana je
2n

3 laal < f | (e dt.

n=0
0

Hanomenumo, takole, ma je 3a goka3 craBa 4 JOBO/bHA 4 CJa-
6uja ouena Y, ,-o|a,,|=0(8") 3a csako 8 >1, xoja je nosmara ([7],
1V 176).

CTAB 4. Hera cy (E, f) u (E, g) aBa lepmanenilina focilylixa 36up-
supocliu, Axo je

i) @ynunyuja h(2)=g(f~1(2)), roja je gegpunucana y orxonuHu
faune z=1, E-¢hynryuja u aro je

ii) sa=0(r"), n»o00; r<R, M(r) <R’ raeje ¢pynryuja f(2) pe-
rynapna 3a |z2| <R, ti)yquuja h(z) aa |2|<<R' u rge je

M (r)=Max|f(2)] 3a |z]|=r,
mana u3
(E,f)-lims,=s
caequ
(E,g)-lims,=s.

Joxkas. [IpernocraBuMo na Ccy ycaOBH CTaBa 3aJ0BO/bEHH H
yBefuMmo caejehe o3Hake

@)=Y aw?, g'(Q)= Dbwz', h"(2)= 2 ca 2’
y=0 v=0 y=0

Ti=[an), Ta=[bm] Ts={ca)
[Mowro je h(f(2))=g(2), 6uhe A" (f(z))=g"(2), na je crora

E Cny E Qym 2T = E bpm 2™.

Crora, Ha ocHoBy Weierstrass-oBe teopeme O ABOCTDYKHM DPEIOBHMA,
nmahemo

bam= % Cry Qym, HAKTE, Ty T = T..
y=0

IMomro je Hu3 s, 36upmuB (E, f) Ka s, u NMOWTO je MOCTyNaK
36upmusocty (E, h) nepmanentat, Ty (Tys,)~s. Tpeba nokasaru na je
Hu3 §, Takohe (E, g) 36upmuB Ka s, 10 jecT Aa T,Sp=(TyTy) Sy~ 5.
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Paan Ttora je noBo/bHO moxaszatu Aa je Ty (T s,)=(T3T,) S, TO jecT
Ja je
(‘2) ' E E Cav Qvn Sm = 2 E Cny Qym Sme

v=0 m=0 m=0 v=0

Panu tora npumennhemo Weierstrass-oBy Teopemy 0 IBOCTPYKHM

pe}lOBHMa Ha pe}l
. (-3 o
Y Cw X GymSm 2™

Ha Taj nauun, npomeny mnopetka cymauuje (12) onpaszahemo ako zo-
oo

KaXxeMo 1a je pen“ E aym Sm 2™ = f, (2) KoHBeprestad 3a |z| 1438,

8>0u pa je pen Ec,w fv (z) ysudopmuo KoOHBEprenTan 3a | z| < Si+s.

Hexa je r<R u M(r)<R'; moryhuo je u3abparnu 8>0 Mry,
takBe jga je (148)r=r,<r,<R n nxa je

(13) M(r)) < R".

Tanxa, 3a [z|<{ 1+,
| 3 L] Isn] I2In< K 3 lam|rm (1+ 8=
(14)
‘ <K i |@ym) 11 < 00,
jep penosu e

o0 ) 0
Y oaw?, Y e n Y |an|?

y=0 v=0 v=0

MMajy HUCTH NOJYNPEuHHK KoHBeprenuwje. Jlaxie, pexoBu xojuma Cy
Jdebunucane Qynkunje f, (2) xouseprupajy sa |z| < 148.
C xpyre crpane, 360r (14), nMahemo

(15) 1L @OI<K S Jam| Ty 2] <T+8.
m=0
ITpumenom seme 4 na ¢yuxunjy f(ry.2)/{M(r;) nobnjamo

i laym | 1T < Lv MY (1),

m=0

OJaKJae CcaAenu E |aym | 1T << LMV (r,) 3a v Behe on u3BecHOr v,.
m=0
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Ha ocnoBy (15) nmMamo Tana
[y I KLMY(rs), [2]<KL+S, v >,

na, nowTo je pex Y |cn|MY(ry), 36or (13), xouseprentan, pern
v=0

L=}

> cavfu(2) ynudopmHO KoHBeprupa sa |z|<C1+3, uume je Teopema
y=0

JIOKa3aHa.

Jloxkasana Teopema noCTaB/ba OWTPe ycaoBe Gynkuuju g ().
CrporocT THX yC/l0Ba He mOTH4e, MelyTUM, OX HEJOBOJbHE ONIUTOCTH
TeopeMe — OHa je y camoj npupoxu ctBapu. Ja 6HCMO TO NOKasanu
npuMepoM, nocmarpajMo mnocrynak (£, e:~!). [lowro ¢ysxuuja e?~1
y3uMa BpPEIHOCT jelaH y Taukama z=1+2kni, k=0, +1, £2,...,
cBakH oI Hu3oBa s,=(l+2kri)", k=0, £1, +2,..., 36upmuB je Ka
jenunnun. Ha rtaj nauwu, ma 6u nocrynak (£, g) caxpxao mocrynax
(E,e*~') norpe6HO je, u3mehy ocTasor, ma CBaku ON NpPeTXOXHHX
Hu3oBa 6ynae (E,e*~!) 36upbuB Ka jemuuuuu. MehyTum, TO je Mo-
ryhHo jexuno ako dysxkuuja g (2z) y cBUM Taukama z = 1 + 2kmi,
k=0, &1, £2,... y3uma BpeHOCT JeiaH, WITO NPETCTaBba jeHO BPJO
OLITPO OrpaHuuere, Koje HHje jeanHO.

IV. JEAHA CIIEUHWJAJIHA KJIACA TTOCTVITAKA
3BMPJbMBOCTH

4.1. Y osome ozebKy npumeHutieMo KobGujeHe CTaBOBe Ha KJaacy
nocTynaka 36up/bHBOCTH KOjy je yBeo Kapamara, TO jeCT Ha MOCTynke

36upmuBocty (E, f) xoju oarosapajy ¢ysxunjama f(z):az”;, raecy
cz+

a, b, ¢ v d peaann 6pojesu.

[Tomrto f(2) Kao CHHryJapuTeT WMa caMO jeXaH noJ, Aa 6u pejx
ol f(z) 6O ancoayTHO KOHBepreHTad 3a |z|=1, wro je norpe6Ho 3a
nepMaHeHuH]y ojnrosapajyher rnoctynka 36GMp/bHBOCTH, Taj NOJ MOpa
ce Hala3HTu BaH jefuHHuHOr kpyra. Crora cy ycuaoBu d#0u f(1)=1,
TO jecT a+ b =c+d norpe6um 3a nepmanenuu)y. Ha taj HauuH, Orpanu-
yaBajyhu ce Ha nepmaHeHTHe NOCTYMKe, MOXEMO YeTHPH napamerpa
a, b, ¢, d cBeCTH Ha JBa He3aBUCHAa W nucaTt f(z) y 06auKy

a+(l—a—f)z
fa)=StlzemBz,
1-8z
Oxrosapajyhu nocrynak 36up/buBOCTH O3HayaBahemo ca E (a, B).

CTAB 5. [Ja 6u Gociyiar 30upmusociiu E (a, B) 6uo depmanendian,
iollipe6HO je u QOBOMHO Aa URU

a=B=O
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uau
a<l, <1, a+B>0.

IO oxkas. i) YciaoBu cy norpe6GHu.

Ha ocuoBy npsa nBa ycioBa Toeplitz — Schur-a, f(z) ne moxe
OUTH KOHCTAaHTa, Na je npema Tome a#1 u B#1.

Kao wrto cmo Beh noxa3anu,;tp‘yﬂxuuja f (2) Mmopa 6utu perynapHa
3a |z] 1. Jakne [B|< 1.

U3 R
o ‘ o , _ . 204811
5 lawl>| Z (=1 aw| =17 (~p=| 5

> lan|=0(1) xon 11+ 0o,
v=20 .

crexu |f(—-1)]<<1, makne |2a+B—1|<1+B wro gaje a<<l u
a+§>0.

Axo je a+§3=0 6utie uau a=0u B=0 n oxrosapajyhu nocrynax

4

je nepmaHeHTtaH, uay nak a#0, TO jecr f(z)=1_:-°L v oarosapajyhu
az

nocTynak — mnpema craBy 3 — Huje nepmanentad. [Ipema Tome, mo-
Tpe6Ho je na 6yxe wan a=§=0 uau a+8>0.

ii) Ycaosu cy moBosmHH.

Ako je a=B=0 ¢yunkuuja f(z) cBoxu ce Ha PyHxuujy z, a OX-
roBapajyhin nocrynak 36MpP/bMBOCTH CBOJAM C€ Ha KOHBEPreHIHjy

Y cynpotHoM cayuajy, nowto je <1 u §>—-a>-1, dyHk-
nuja f(z) perynapHa je 3a|z|<<R, R>1. [lowro jea <l ua+B>0,
6uhe 2a+B-1<1+Bu —2a—B+1<14B, maje |f(-1)| < 1. Ha raj

Hauu [f(2)| <1 y cBuM Taukama j€XMHMYHOr Kpyra u3y3eB Tauyke

z=1, jep ckyn Tauaka z 3a koje je |f(z)|<{1 jecte nmau moaypaBaH
Rlz < 1 uam xkpyr Koju npoaasu Kpo3 Tauky z=1, unju je nenrap
Ha peaJHOj OCH M KOju caapxu Tauky z= -1, jep je |[f(-1)|<1.
[Towro je

1 _ l-a " _ 28(1-0)
fW= g "0 == g @<b a+p>0,
umahemo

) <fap-ra)

na je f(z) E-pyskuunja. Kako je f(1) = 1, 3a10BOB/bEHH CY CBH YCIOBH
crasa 2

e b s e e sens b il -
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4.2. CTAB 6. Hexa cy E(a,B) u E(a, B') 48a uep.uaneumna fo-
cliylixka 36upmupociiu. Arxo je

) a+f—~aB>at+B—af,
i) 1>a+B-af,
iii) s,=0 (™),

rae je
r<—l—~, Max{a+(l—a—B)r , (l1-a—B)r-a ]/l—a—6+a3' .
|8 1+pr 1+8r |p"—B|
maga u3
E(a,B) - lims,=5s
caequ

E (o, ) — lims,=s.

Hokas. U3 f(z)= at(l-a-B)2
1-B2
clexd
() o zZ—a
&= Tasare
ojxakie je
_ ’ (- l_aI_BI_’_aIB)Z
(16)  h(2)=g(t(a))= L2t oP - dBH Bz
e I—a—B+af-(@-p)z
CrasJspajyhn
4 (z)=an+(l '—Q"—ﬂ") 2
1-g"
umahemo bre
a’= (I'—(I-I-(Iﬁ’*—(l'ﬁ ”_ B’_B .
1-a-B+ap’ ’ 1 -a—B+ap’

[Ipema craBy 5, moTpe6HM H AOBOJbHH YCJIOBH ha 6u E («”, B"”) 6uo

NepMaHENTan NOCTYMNAK Cy HIM a’=8"=0 wro je, 36or <1, exBu-

BaJeHTHO ca &'=qa, B'=0, wan nak a” <1, "< 1, a”+8" >0, wro je

€KBHBaJIEHTHO ca ciaejlehuM HejegHauYHHaAMa

o' —a+af—a'B 1, B~ B <1, a+pB-a-B+af -aB >
l-a-B4+af l—a-B+af l—a-p+af

Mehjytum, nowro ¢ysxuuje f(2) u g (2) 3ax0BO/baBajy yCJAOBE TeO-
peme 5, mocjeiwe TpPU HejeNHauWHe CBOZE ce Ha ciaenehe naBe

a+p-aB>atB-of, 1 >a+p—af.

[Ipema TOMe 3an0BO/beH je ycaoB i) cTaBa 4.
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Jla 6ucMO noKasaidu 1a je 3aJi0BOJbEH M YCJOB ii) MCTOr CTaBa,
npumetumo xa je dynxuuja f(2) perynapma 3a |z| < 1/|B| u na je,

npema (16), ¢ynkumja h (2) perynapua 3a |z| <1;|(ITB?3_TB’. C xpyre
B -
crpane, 3a | 2| <r, 1<r < 1/|B |, Max | f (2) | 6nhe jennax = +(1—a—B)r

1-8r
(1—a-B)r—a . P
WIH ___1+—B’—_ npeMa TOMe 1a Ju Je a+B (1 —a-B) r* nosuTusHO

WIM HEraTHBHO, INTO C€ MOXe MNOKa3aTH JakuM pauysoMm. Ha ocroBy

TOTa M Ha OCHOBY MPETNOCTABKE O MOHAWAMY HU3A §, 3aK/bYYY]EMO
Ia je 3a10BOJbEH W YCJOB ii) cTaBa 4.

V. IPKUMEHA HA TEOPHUJY AHAJIMTUUKOT [POOYXEMHA

5.1. CraB Koju ce jaje y OBOM OXe/bKY NpPeTCTaB/ba yOMUITEHHE
NO3HAaTMX CT4BOBAa O AHAMMTHYKOM NPOXyxKewy momohy Euler-osor,
oxnocHo Borel-oBor nocrynka 36upibuBoctd. [lomrro ce Tperupajy
OMIUTH{M MOCTYMNIH 36HprHl_30CTH,. 1 bopMysnauuja craBa u nmokas 6utie
cnoxenuju. Ha npumep, nojasibyje ce Temxoha 36or tora mro GyHx-
uuja f(2) — renepaTpuca NOCTYNKa 36MP/LUBOCTH KOj¥ MOCMATPAMO
— Huje HyxHO uesa QyHKuUMja, Beli MOXe UMATH y BeNMKOM CTENeHy
NpOM3BOJBHO pacnopelene CHHIynapuTeTe, wTo he 6uTh ox yTuuaja
Ha 06JacT y Kojo] OAroBapajyhin mOCTynak 36MP/bUBOCTH aHAAUTHUKH
NPOJYKaBa JIATH JIEMEHT HEKE aHanuTHuke dyukumje. Ha rtaj naumn,
061aCT y KOjy Ce BPIUM AHAJIUTMUYKO TNPOAYKewe 3aBucuhe 0L JBE
BPCTE CHHTYJapHTETa: CHHIyAapuTeTa QyHKIMje Ynje aHamUTHUKO MPO-
LyXewe TPaXHWMO M CHHryJapuTeTa QYHKUMje rewepaTpuce OHOT MO-
cTynka 36Mp/bHBOCTH NOMOhY KOra ce To mpoxyxeme spuu. (Y pa-
Huje npoyuaBauM caydajeuma — Euler-opa, Borel-osa, Mittag—Lef-
fler-oa, Lindeldf-oBa 36up/buBOCT — 0GMACT je 3aBucHAa caMO OJ NIpBE
BpCTE CHHTYyJapuTera).

Hexa je f(2) E-pynxumja, f(1)=1, u nexa je R monynpeunux

KoHBeprenuuje creneHor pema ox f(z). Osmauumo ca K (f, L) cxyn
z

— | <R f(—;—) < 1. Hexa je F (2) ana-

auTvuKa QyHKIWja perynapHa y nouertky. CBaKOM H€3MHOM CHHIY-

naputery § oxrosapa jexan ckyn K (f,1). Ilpecex cBux taxBux CKy-
nosa osnaunhemo ca A (f, F).

CBMX TauaKa z TaKBUX Ja je

O6xactu A (f, F) mory 6uTH jaxo pasnuuute 3a passe QyHKIuje

f(2). One He Mopajy 6MTH HM NOBE3aHe, Ka0 LITO noxkasyje caezehn
npumep. CraBumo
Zz2+0—nz—141

F@)=(1-2)7% f()=¢”

e Bl ok et 5 MG
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Tazaje |f(2) =€ "R3B =D 1a je (2) E-dynxumja, a o6nacr
A(f F) cacrasbena je onx onor yria u3mehy npasux Rlz=1wu
gmz=1 y xome nexn Tauka z=0 H yria yHaKpCHOT TOMe.

Hacynpot Tome, o6aacr A (f, F) yBex je TakBa JAa je y HWOj Ha
jenHO3HauaH HAYMH Je(UHHCAHO AHAMMUTUYKO MPOLYKEHE OHOr eJe-
meHTa QyHKuMje F (z) KOju je HaT CTeneHuM pas3BUTKOM Te (YHK-
nuje y taukd 2=0. [la 6ucmMo TO mnokasanu, HKOBOJBHO je xa YTBp-
OMMO Ja CBM cHHryjaaputeTn QyHkuuje F(z) npunanajy KOMIOIEMEHTY
obnacta A (f, F), u Aa Ta] KOMIJIMMEHT €a CBAaKHM CHHTYJAapUTETOM
CcaJpXH M HEKA 3aCeK — Yy OIITeM CJAydajy Taj 3ac€K je HeKa Kpu-
Ba JuUHM]a KOja Taj CHUHI'YJapuTeT cCraja ca TaukoM Geckonaudo. 36o0r
f(1)=1, ounrnenno je ma cxyn K (f,{) He caapxu Tauky 2=y, na
A (f, F) — xao npecex CBMX TaKBMX CKYyNOBa — He CaxpxXu HUjeqaH
cuHrysnaputer Qynknuje F(z). Ila xomnuremenT ckyna A (f, F) caxp-
KM M 3aceKke, Mame je ouursegHo. Jla 6ucMo TO mMOKasas, JOBOJHHO
je ma yrBpAMMO Ha KommaemeHT ckyna K (f, 1) cazpxu kpuBy Koja
cnaja Tauky z=1 ca TaukoM z =oo. AKO je QpyHkuuja f(z) uena, npu-
METHMO Jia Ha OCHOBY MNpPHHLMNA MaKCHMaJHOI MOJYJa, HenpeKun-
HOCTH MOAyJa ¥ uumenwne ja je f(l'=1, nocroju He camo jemna
KpHBa, Beh yHTaBa jegHa 06/1aCT KOja nosesyje Tayke 2=1 u z=o00,
y uujoj je cBakoj Tauku |f(2)|>1, u Koja je crora cagpmasa y
komnaementy ckyna A (f, F). Axko (QyHkuuja HHje mesa, HCTO pe3o-
HOBale JOKa3yje ersucTeHLHjy jexHe o6saacTu Koja NpHmana KoMIjie-
MeHTy oX A (f, F) u koja noBe3yje Tauky z=1 ca HEKOM TauKOM
nepudepuje xpyra 2| =R. Kako cnomammoct Tora Kpyra raxohe
npunaga kommiaemeHty on A (f, F), Ta] koMniemeHT caiapxH ob6aact
Koja moBe3dyje Tauky z=1 ca TaukoM 2= oo.

Jepunuuuja obnactu A (f, F) omoryhyje Ham na ¢popmyauuiemo

CTAB 7. Axo je(E,[) Goc@yiax 36upmusociiu iepmanentmad, (E, f)

@pancgopmayuja nusa dapyujarnux cyma pepa ») A2t = F(z) yHu-
n=0

gopuno xouBeprupa rxa F(2) y cBaxom orpanuyenom 3aliBopeHOM Jeny

K (f, F) ceyia A (f, F).

Hoxkas. i) llokasatiemo Hajupe TBphewe cTaBa y cneuujaaIHoM
cayuajy F (2)=(1—2)-*. CraBumo

f (Z)“—"goanvzv» Sy (Z)= EV M,

m=0

Tagna je

@ @« v4+1 @
O’,,(Z)=2 anvsv(z)=zanv(llz— i )= ! -= EG,,,,Z".

v=Q v=0
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Axo z npunaxa o6mactu A (f,(1-2)"1)=K(f,1), Taga, npso,
pex Y, a,,2’ KOHBEpPrupa u Cyma My je f7(2), m mpyro, |f(2)| <],
=0
na f"?z)—»O Crora 6, (2)»(1—2)~1L

Ako nocmaTpaMo orpaHsueHy 3aTBopeHy o6ract canp;xaﬂy y
A(f, (1-2)~1), xonseprennuja e Gutn yuudopmua, jep y ToM cay-
gajy |f(2)| <18, 8 >0, na f7(z2) yuudopMHO TeXHd HYJIH.

i) Ioxasahemo xa noctoju xonrypa C ca crezehum csojcTBHMa
a) dynknuja F(z) perynapua je yHyrap xoutype C u Ha moj;

Z|I<R-8, 86>03a 2€K(f,F), u€C,
u

c) L1l—e €>03a 26K(,F), u€C.

2
u

Mo nmedunnuuju obGnactu A(f, F), [2/0]<R xap z2€A(f,F).
[Mokaxumo xa mocroju & >0 TakBo Aa je |2/{| < R~28 3acBako
Koje je cunrymapurer ¢yuxknuje F(2) u cBako z u3 K (f, F). [Ipume-
TMMO, pafu TOra, Za je y ToM HoMeRry dyskuuja |z/{| HenpexunHa,
jep { He ysuMa BpPeXHOCT HYJa, MowTo je F (2) perynapHo y nogerxy.
Hame, xaxo cy ckyn K (f, F) u ckyn cunrynapurera ¢yskuuje F (2)
KOMNAKTHY — TOCAENILH 3aTO IUTO PAAMMO Y 2-PaBH¥ NPOWIHPEHO]
TauKOM oo, TO QyHknuja {z/4| mopa ysumaru CBOjy MaKCHMManHy Bpex-
HOCT y MOCMATPaHOM JOMEHY, M KaKO je Ta MaKCHMalHa BDEAHOCT
Mawma oI R, Tephewme je mOKasaHO.

Hame, xako je 36or |2/t| < R—28, Qyuxuuja |f(z/g)l HENpeKu-
IHa y MOCMarpPaHOM AOMEHY, TO W OHA JOCTHIKE ¥ HEMY CBOj MaKCH-
MyM, KOju je — npema Xedunuumjn obnacru A (f, F) — mMawu ox
jenuHuue, na Baxu |f(2/)| < 1~2¢, €>0 3a z€ K (f, F).

Hexa je dy orcrojame Tauke { OX cKyna K (f, F), xoje je no3u-
TUBHO, jep je ckyn K (f, F) 3aTBOpeH u He canpxu Tauky L. V3 unme-
HMlUE Ja je CKYIN Tayaka { — Kao CKyN CHHIYJNApUTETa aHaJuTHUKe
¢ysxunje — saTBopen, creiu Aa je nosuTuBaH ¥ 6poj d=infdy,
[NTowro je cxyn K (f, F) orpanuueH, To nocroju 6poj M TakaB ja je
|z]<CM xag rox je z€ K (f, F). Ca p 03Ha4uMO NONYNpEHHHK KOH-

f(z)—f(2,)

Bepreunuje crenenor pexa ¢yskuuje F(z), a ca L — Max
Zl _22

3a |2,], |2,| < R- 6. ¥YBemumo, Haj3ak, 03HaKy

. {1 1 p2d  p?e \ .
2=Mmt¢,", o .
0 24 5P )

oM’ 2ML



Onmrra kaaca nmoctynaxa 36upinsoctd Euler—Borel-osor THna. .. 31

Oxo cBake Tauke { Koja je cuHryaaputer ¢ynxuuje F (2) onu-
muMo Kpyr Cy o nNoaynpeunnka 2v. Kaj Tauka u Jexu yHyTap Tora
-1 <grl < 1 , Na je

P 2

kpyra, umamo |u—{|<<2n. Opartae je

]u|>—29—. Ha ochoBy rtora 6uhe

HE< B e m<iaa<s
na je, s6or —Zg—i<1i’—2 3,
l—‘<k—s
CauyHo, mowro je
() st <o)
no6ujamo xa je ‘
PG«
onakJse, 36o0r f(—;—)l< 1—2¢, caenu
)<

Axo je Tauka co jefaH cuHryaaputer QyHkuumje F(2), OKO me

— -8
hemo omucatu kpyr {z|= , Tae je 2 W=Min[———e, ————} Oun-
pyr |z] zZe je 27 TR,

-]

raefHo je ja 3a cBako z u3 K (f, F) u cBakO u M3 TOr Kpyra Baxwu

z r4

<18, ‘f(:) <l—e

YHun)y cBuUX OTBOpPEHHUX KpYrona Cg' 9, O3HAUMMO ca Sgq» yHU]Y
cBux 3arBopeHux kpyrosa (¢ , ca S, . Ckynm Sy, je OTBOpEH, NOKa-
XUMO Ja je ckym S, 3aTBOpeH. Heka je x HeKa Tayka HarOMHJ/IaBaiba
ckyna S,. TaZa moCTOjH HH3 TAYAKA X Xy« o o5 Xpy o o KOjH KOH-
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Beprupa Ka X M npunaga S, TO jecT cBaKome x, OArosapa Gap jeAno
L, TaKBO Ja j€ X,€ Cepnin- [IpernocraBumo 1aje 3a CKOpO cBe 1, §, = oo
Taza je 3a ckopo cBe n, |x.|>1/n,, na je u |x|>=>1/n,, unme jey
oBoMe cayuajy TBpheme AOKa3aHo. AKO Haula NPeTNoCTaBKa Huje ucmy-
1heHa, nocToju 6eCKOHAuHO MHOro U. TakBHX Ja je |x,—L.|< n. Hus
§. He MODa Ja KOHBEPrupa HE Jia TeXH KOMILIEKCHOM oo. V3aGepumo
noxuus U/, KOju KOHBEprupa miu Texu oo. Jlpyry moryhzoct Mo-
KEMO HCK/bYUWTH, jep je OHa EKBMBAJCHTHA NPETXONHOME Ciay4ajy,
y xome je TBpheme noxa3aHo. 360r Tora M 360Tr 3aTBOPEHOCTH CKY-
na CHHTyJapuTeTa aHaiauTHuke QyHkuuje, lim (p,=L#o0, na u3
x, =0 <<n cremm |x-¥|<n, Aakae u TauKa x npunaga ckyny Sy,

[Towrto je ckyn Szq OTBOPEH, a Sy 3aTBOPEH, CKYN S=Sz2q\ S Gutie
oTBOpeH. ¥ cBakoj KoMnoHeHTHn 7; oX S (CBAKOM MaKCMMaJHOM [MO-
BE3aHOM OTBOPEHOM Heny ckyna S) moryhuo je nahu npocry 3aTBo-

peny nosurosansy aunujy C; oko cxkyna T, S, Ckyn cBux mnouu-
rosajaunx aunuja C, ysetiemo 3a nyramy C. Ona ouuriegsHo 3ajuo--
BO/baBa ycaose a), b) u ¢), ako ynyTpamnowhy ox C Ha30BeMO OHaj
ckyn kome je C py6 M KOjU CagpX¥ TAuKy Z=

iii) Ha ocnosy Cauchy-ese ¢dopmyne 6uhe
1 rF(u)du

F (2)= oy f Fldu \

Tl u-—-z

c

aKo Tauka Zz JIeXu y YHYTpammwocTu Kourype C.

YBenuMo o3Haxe

= 1—2vtt

Ta (D)= dw s, (2), 8, (2) = ———

' v=0 1-2
Tana je

F(z)———J’F(") lim o (Z)du,
2ri U pnaow u
c
Tlowro je i!gR—-& npema i) @, <f.) YHUDOPMHO KOHBEPTHpa, Na
u u

hemo wumatu

F(2)= ——; lim f%cp,.(%) du=
ﬂ—)mc
1 F(u)

>y V(——) u.

T“n-—)ao v_.—()
C -
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. & FAYE
Kaxko je pen Y dnm (——) , 36or
u

y=0

—z—' <R — 9, yuudopHo KoH-

. i r4
BEPreHTaH, TO je ¥ pex 3 dn S, (—-) yHH($OPMHO KOHBEPreHTaH,
v=0 u

na je

T nrmy—q u

F(2)= 2—~11m ia,,,fig'ls, (i) du=
c

1 zv
=—lllm2am,fF(u)( ---+uv+1)du.

RI® y—p

Jedopmucahiemo xouTypy C y koHTypy C’ KOja hie MOTHYHO JexarH
yHyTap Kpyra KoHBeprenuuje 3a Qynkuujy F (z). Tazxa je

F(z)—gl—, lim $° a,.,,f(Ao+A,u+---) (i+—z—+---+ i )du
u

Rl nyw v=0 u? wtt,

1

Cr

= lim Ea,,.,(A +A 24+ A )=

now ;=

= lim 2 any, Fy (2),

n-»w

v
rae je F,(2) = Y Amz™ v-Ta napumjaiia cyma CTeneHor pexa QpyHk-
m=0

unje F(2).

5.2. Pagu unycrpauuje nocaenmwer craBa HaBemnlieMO Kako 06-
Jact A (f, F) u3raexma YKOJIMKO ce NOCMAaTpaj)y MOCTynLH 36HpJbH-
BOCTH acoLMpaHu QyHKuHjama

a+(l-a-8)z

f(2)= 182

,a<ll, p<1, a+B >0,

Tj. E(a, B) mocTynuu, HCMUTHBAHH y YeTBPTOM OAebKy. OrpaHuuu-
hemo ce mpuponHO Ha ciyuaj F(2)=(1-2)~%, wro 3Haun Ja hemo

3 36ophrk MaTeMaTHYKOr HHCTATYTa



nocMatpatu o6aactu K (f, 1). One npercTaB/bajy CKyn Tadaxka z 3a
Koje je uctBpemeno |z|< 1|B| u |a+(1—a-B)z|<|1-Bz|, nakne
I Tayaka Koje ce Hala3e yHyTap ABa Kpyra, Wiu yH

™

£

=Y

<

2 Cn 3

/'
7

T p np
2-5 npercraBmbajy obnactn K (f, 1) 3a pasnuuurte opHOCeM3
© Mehy xoedunmjenara a u

Cn 4
ror ox ta gpa kpyra. lllpadupane obiaacTu Ha nLpTeXKMMa
a Tal,
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UNE CLASSE GENERALE DE PROCEDES DE SOMMATIONS
DU TYPE D’EULER—BOREL ET LEUR APPLICATION
AU PROLONGEMENT ANALYTIQUE

BOGDAN M. BAJSANSKI (Beograd)

Soit f(z) une fonction reguliére a Porigine. On définit un pro-
cédé de sommation, dit (F,f)~procédé, par la matrice [a,], ol

1 ()= % Qny 2¥.

v=0

On dira que la fonction f(2) a E - propriété au point z=1 si

i) f(2) est réguliere au point z=1,

i) f(1)=1

iii) |f(e)| <1 pour t suffisament petit, et

iv) f(e)—2%=Air(z=1)P+0(1) (2-1)?, z-1, a=f'(1), A=0
implique RIA ==0.

(La condition iv) est trés générale. Elle est satisfaite, par exem-
ple, si le contact des courbes f(et) et e au point =0 est de pre-
mier ordre).
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On dira que la fonction f (z) a E ~ propriété au point { si la fonc-
tion h(z) = fEL) a E - propriété au point z=1.
(©) \
L'auteur démontre
THEOREME 1. Si la fonction f ()
i) est holomorphe pour [2|<<R, R>1;

i) Max|£(2)] = 1;

iii) f(2) a E—propriété au chaque point ev tel que |f(e*)|=1,
alors
¥ law|=0(1), n>oo,

v=0
oll

fr(2)= % Qny 2°.

v=0

THEOREME 2. Si la fonction f(2)
i) est holomorphe pour {z|<R, R>1;
ii) |£(2)|=1 pour |2]=1;
iil) f(z) ez, k=0,1,2,...
alors

o0
Y {an,|» o0 lorsque n+ oo
y=0

ol

fr (Z)= %0 py 2¥.

En appliquant le premier théoréme, I'auteur obtient le théoréme
de permanence et le théoréme d’inclusion pour les procédés (E,f),
et particulierement pour une classe des procédés définie par Karamata,
at+(l-a—=B)z

1-8z

Enfin, Pauteur démontre que la série géométrique est sommable
uniformément par le procédé (E,f) vers la fonction (1—z)~! dans
chaque région bornée et fermée qui est contenue dans la région
définie par |f(2)] <1, [2| <R, ot R est le rayon de la convergence
de la série entiére de f(z). Le théoréme général sur le prolongement
analytique s’en déduit de la manitre habituelle.

c’est-a-dire pour les procédés (E, f) oit f(2)=



