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ЪОРЪЕ !V1УШИЦКИ 

ПРИМЕНА PF AFF-OJ;3E МЕТОДЕ У ТЕОРИСI<ОЈ ФИЗИЦИ 

Увод 

1 Генерализација Pfaff-oae методе и Pfaff-овог принцип&-
11 Примена Pfaff-ose методе у теориској Физици 

УВОД • 

у теориској физици при формулисању физичких закона у 
диференцијалном облику појављују се линеарне диференцијалне 
форме. Оне се у општем СЈlучају могу изразити у' облику 

п 

Ф = L Xjdx; (0.1) 
1=1 

rде су Х; (i= 1,~, ... ,п) функције од -независно променљивих Хн 
Х2 ' ••• , хn • С математичке стране први их је системаТСЮ.f проу
ча~ао Ј. Р f а ff [1]: Он је увео и системе диференцијалних једначина 

f ~~ - дХ;' dXj = О (i=1,2; ... , п) 
ј':::'l дх; дХј , 

(0.2) 

придружених овим формама и по њему су линеарне диференци- . 
јалне форме доцније назване Pfaff-ове форме или Рfаff-ови изрази, 
а одговарајуће диференцијалне једна чине Pfaff-ове једначине. На 
основу веза између њих дао је једну методу за решавање дифе
ренцијалних једначина, која се заснива на редукцији придруженог 
Pfaff-овог израза на погоднији облик. У томе се састоји тзв. 
Pfaff-ов проблем, на коме су доцније радили многи истакнути 
математичари, као Frobenius, Darboux, Cartan, Lipschitz, Ooursat, 
Donder, Weber [2]. . 

С друге стране, при испитива~у општих фи'зичких закони
тости врло важну улогу играју општи принципи механике, од 
'Iщјих се неки могу применити и на друге области теориске 
физи.к~ (3], [4Ј, [5Ј. Прво су се развили општи, диференцијални, 
8; I;IеЏЈ1:0 ДQДtJиЈе и опщти интегрални принципи. ОД свих прик-

, 
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ципа посебан значај има НаrnШоп-ов принцип, према коме дејство 
• • • 

или аКЦИЈа на стварним путањама има стационарну вредност, ТЈ. 

t2 

О L dt = О, (0.3) 

где' је L разлика кинетичке и потенцијалне енергије, тзв. La
grапgе-ева функција. Његов значај је пре свега у томе што се 
он може примењивати у разним гранама теориске физике: у 

• термодинамици [6], [7], електромагнетизму [8], [91, [10], теорији 
релативности [11], [12] и квантној механици [13], [14]. На тај начин 
он претставља један од најопштијих закона теориске физике. 

Везу између општих закона механике и Рfаff-ових израза 
установио је први Е. W h i t t а k е r [15]. ОН је показао да 
Наrniltоп-ове канонске једначине претстављају Pfaff-ове једначине 
пр.идружене Pfaff-овом изразу 

п . 

ф = :L Pi dql - Н dt . 
1=1 

(0.4) 

На тај. начин је показао повезаност диференцијалних једначина 
кретања са извесним Рfаff-овим изразима. На основу те везе и 
на основу инваријантности Рfаff-ових једначина он је дао једну 
методу решавања проблема механике помоhу Рfаff-ових израза. 
Овом методом проблем канонских трансформација и проблем 
интеграције Наrniltоп-ових једначина сведени. су на проблем 
трансформација одговарајуЬег Pfaff-овог израза, чиме се проблем 
знатно упрошhава. 

Проучавајуhи . дубље улогу Рfаff-ових израза у механици, 
А.Билимовиh [16], [17] је развио примену Pfaff-ове методе 
Он је показао да се Pfaff-ове једначине (0.2) могу написати у 

. погоднијем облику . 

дФ 
d Хј = - (i = 1, 2, ... , п) 

дХI 
(0.5) 

који омогуЬава да се непосредно добију Pfaff-ове једначине за 
сваку независно променљиву Xi. Рfаff-овим једначинама у овом 
облику дао је дубље тумачење, повезујуhи их с једне- стране са 
извесним тзв. Рfаff-овим тензором, а с друге стране са чистим 
прираштајима одговарајуЬег Pfaff-овог израза [18]. -i 
, '. 

ОН Је даље показао да· се Pfaff-ов израз (0.4), који даје 
Наrni1tоп-ове једначине, може довести' у везу са· дејством у 
НаrnШоп-овом смислу, показујуhи да се овај Pfaff-ов израз може 



• 

добити И3 
п дL 
~ _ .. dq; . 
1=1 дq; 
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• 
елемента деЈства додавањем и одузимањем 

Тако трансформисан елемент дејства 

п дLn дL . 
Ф = Ldt = ~ • dq; - ~ • q; - L dt 

[-1 дq; ·1=1 дqј 

који се може написати у облику 

п 

Ф = Ldt = ~ рј dqj - Н dt 
1=1 
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израза 

, 

(0.6) 

(0.7) 

идентичан је са Рfаff-овим израЗ0М (0.4), а одговарајупе Pfaff,oBe 
једначине су Lаgrапgе-еве и Наmiltоп-ове једна чине. Формалној 
операцији додавања и одузимања наведеног израза Б и л и м о в и п 
[19] је дао дубљи смисао, повезујуhи је са Нilbеrt-овим интегралом 

• 
независности у ваРИЈационом рачуну . 

. . На основу оваквог процеса добијања диференцијалних јеДllа
чина кретања из овако трансформисаног елемента дејства као 
Pfaff·oBor израза, Билимовиh је формулисао један општи принцип, 
који је назвао Pfaff-ов општи принцип механике [16]. Доказавши 
да су Pfaff-ове једначине еквивалентне услову да је варијација 
одговарајупег Pfaff-овог израза једнака нули, тј. 

(0.8) 
• 

повезао је Pfaff-ов принцип са d' Alembert-Lаgrапgе-евим и НаmН
tоп-овим принципом. Ову Pfaff-ову методу применио је потом на 
низ проблема из теориске механике [20], небеске механике [:21], 
[22], [23] и геометриске оптике [24]. 

Т. А н ђ е л и п је употребио ову методу у механици чврстих 
тела [25], механици флуида [26] и опш гој механици континуума 
[27] и показао је да се одговарајупе диференцијалне једначине 
кретања могу добити применом Pfaff,oBor принципа. При томе се 
у механици континуума мора п",пи од елемента дејства јединице 
масе и тада се диференцијалне једначине кретања континуума 
могу добити из погодно трансформисаног елемента дејства. На 
тај начин је проширио Pfaff,oBY методу на остале гране механике 
показујуhи да је Pfaff-ов принцип заиста општи принцип целокупне 
механике. 

у овом раду показshемо да се Pfaff-ова метода може гене
радисати и примењивати и у . теориској физици. У том циљу 
извршиhемо генерализацију Рfаff-ових израза, Рfаff-ових једначина 
и самог Pfaff-овоt принципа и примениhемо потом. генералисан 
Pfaff-OB прицип на разне области теориске физике, полазеhи до
следно од величина аналогних кинетичкој и потенцијалној енер
гији. На тај начин показапемо да се генералисан Pfaff-ов принцип 
заиста може сматрати као један општи принцип теориске физике, 
који обједињује разне њене гране у једну јединствену целину. 
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1. ГЕНЕРАЛИЗАЦИЈА PFAFF-OBE МЕТОДЕ 
И PF AFF·OBOr ПРИНЦИПА 

1. ГЕНЕРАЛИЗАЦИЈА РFАFF-ОВИХ ИЗРАЗА И РFАFF-ОВИХ ЈЕДНАЧИНА 

ГВНЕРАЛИСАНИ РFАFF-ОВИ ИЗРАЗИ. У досадаШЊIiМ применама 
Pfaff-ове методе постојала је само једна независно променљива
време t. Међутим, у многим проблемима теориске физике јавља 
се више независно променљивих, веhином време t и просторне 
координате Х, у, z. Стога се мора извршити гонерализација Pfaff
ове· методе и у том циљу генералисаhемо Pfaff-ове изразе, Pfaff
ове једначине и сам Pfaff-ов принцип. При томе треба имати у 
виду да време и просторне координате немају исту улогу у тео
риској физици, стога ћемо разликовати две врсте независно 
променљивих. Независно променљиве сличне времену Н8зиваhемо 

• 

просто независно променљивима, а независно променљиве сличне 

Просторним координатама називаhемо параметрима. 

· Претпоставимо да има т независно променљивих fj(j = 1,2; ... , т) 
и k параметара ss (S' = 1,2, ... ,k). Нека су Х ! (i = 1,2, ... ,п) фун
кције од ових променљивих tj и ~. 

Xj=Xi(tj,Ss) (ј=I,2, ... ,n) (1.1) 

и обележимо са Xis naрцијални извод функције Xi по е, 

• • 

а Х; 
Хј! ~--

а е • (1.2) 

Посматрајмо сад извесну функцију ср од променљивих Х/, е. и хјs 

q>=cp(Xj,e .. xls). (1.3) 
• 

С обзиром на везе (1.1) функција ср је у кра јњој линији фун-
кција само од tj и es, што ћемо назначити звездицом: 

(1.4) 

Дефинишимо 
• функције • 

сад варИЈациони извод ср по променљиво] 

Xi обрасцем 
- оср =дср_± а дер • 

(i.5) • 
О Xi аХј 5=1 д~$ а Х;! 

. Зависност функције ср од променљивих Xi' е. и Xis омогућава да 
• 

се експлицитно изведу· нэзначене операЦИЈе, а одавде- видимо да 

сам симбол О ср имплицитно садржи у себи зависност функцйјё 
· OXi . 

ср Од променљивих ;. и tj • 

Из саме дефиниције варијационог извода следују ове две 
важне особине: 

О (ср + t) ~ orr + О t 
OXi' OXi ОХј 

(1.6)' 
. . 

~ .. 
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о (<p'f) ~ а <р ,1. + ,1. O'f _ ~ д <р д'f + д <р д'f 1 
't' 't' ~ . . (.7) 

О Х/ О Х/ О Хј э=1 д ~5 д Х/Э д ХјВ д Ss 
Одавде видимо да се варијациони извод производа двеју функција 
у општемслучају не покорава обичном правилу за извод производа. 

Дефинишимосад варијациони диференцијал на следеhи начин. 
Ставимо по дефиницији . ' 

О/Ј = dt} (1.8) 
и .. 

т ОХ, 
&х/= ~ lofj • (1.9) 

. ј-:1 О /} 
• 

Варијациони диференцијал функције ср тада дефинишемо обрасцем 

п оф 
о ср = ~ о Xi' 

1-1 О Хј 
(1.10) 

Овај израз има толико чланова колико има променљивих Хј, 
независно од броја параметара ~S' . 

Напоменимо да је варијациони извод примарни појам, а вари
јациони диференцијал секунда рни, те је варијациони извод битно 
различит појам од количника двају. варијационих диференцијала. 
Пошто у нашем излагању нећемо нигде употребљавати КОlIичнике 
варијационих диференцијала, неЬемо правити разлике у ознакама. 

Према обрасцима (1.9) и (1.10) имамо, изменивши ред сабирања 
, 

т п О ср о Хј 
о ср = ~ ~ О/Ј' 

ј=1 (=1 ОХ, В /) 

Ставимо сад по дефиницији 

О *ср п О ср о Х; 
~=~ -
О /ј' [=1 О Хј О/ј 

(1.11) 
• 

па добијамо .. 
. т 0* 

О (n = "" ср о t. 
,Т ~ "'t Ј 

ј=1 О ) 

(1.12) 

Образац (1.11) одговора правилу за ПQсредно диференцирање 
Фуuкције,. а образац U.12) правилу за тотално ,диферрнцирање. 
При томе . се последњи израз може саставити непосредно према 
обрасцу (1.4). . ' . . 

Посматрамо сад извесне функције Х I (l ~ 1, 2, ... , п) од про
'менљивих Хј, Сэ и Xjs: 

Х/ = X/(Xj'~BIXjB) = XI*(t},~s) (/= 1,2, ... ,n) (1.13) 
• 

и помоhу њих формирајмо линеарну диференцијалну форму 

п 

Ф=~ХјОХј, (1.14) 
[=1 

• 

• 
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Овај израз зваhемо r е н е р а л и с а н и Р f а f f-o в и з р а з. У 
случају да нема параметара ~, тј. да је k = о, варијациони изводи 
своде се на обичне парцијалне изводе, варијациони диференцијали 
на обичне тоталне диференцијале, а генералисани Pfaff·oB израз на 
обичан Pfaff·OB израз. . . 

ГЕНЕРАЛИСАНЕ РРАРР-ОВЕ ЈЕДНА ЧИНЕ. - Формирајмо сад 
!3аријациони извод функције Ф по променљивој Хј. Према дефи
ницији варијационог извода (1.5) имамо, изменивши ред сабирања 

• 

ТЈ· 
оФ п оХ· 
~ = ~ . Ј Охј . (1.15) 
о Хј ј=1 О Хј 

С друге стране, према дефиницији варијационог диференци
јала (1.10) имамо 

п oX1 
О Xi =.~ О хј. 

;=1 ОХ! 

Одузимањем ових једначина доб!lјамо 

ОФ -oxj=i; ОХј _ 8X1)oXj. 
о Хј ;-1 О Х; О Хј I 

• 
(1.16) 

Помножимо ове једначине са 8 Xi и саберимо добијене јед
начине за све вредности индекса i, па добијамо 

п о Ф п п О ХЈ о О Х. 
~ -оХ, ox,=~ ~ -- ' Охј 7Јх;. 
1=1 о Х; [=1 ;=1 О Хј О ХЈ 

Ако У другом члану двоструке суме пермутујемо индексе 
i и ј и изменимо ред сабирања, добијамо израз једнак првом члану, 
те је горњи израз идентички једнак нули: 

п оФ . 
~ о О - О Х ј о Хј == о. 
1=1 О Хј . ОО 

(1.17) 

• 

Због међусобне независности променљивих Хј одавде следује 
да сви изрази у за.градама морају бити једна.ки нули: . . 

~ Х" = о Ф (. 1 2 ) и '=" ... ,n. 
о Х, 

(1.18)' 

Према обрасцу (1.16) ове једначине можемо написати и у 
облику 

( 1.19) 
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Једначине (1.18) или (1.19) зваhемо генералисане Pfaff
о в е ј е д н а ч и н е. У случају да нема параметара ~, тј. да је 
k=O, генералисане Pfaff-ове једначине своде се на обичне Pfaff-

• 
ове Једначине. 

ОСОБИНЕ ГЕНЕРАЛИСАНИХ РFАFF-ОВИХ ЈЕДНАЧИНА. Гене-
ралисане Pfaff-ове једначине имају сличне особине као и обичне 
Pfaff-ове једначине. 

а) Два Pfaff-ова израза сматраћемо еквивалентним ако доводе 
ДО еквивалетних Рfаff-ових једначина, при чему ћемо еквивален
тност обележавати знаком =. Ако сад посматрамо Pfaff-ове изразе 
Ф и k Ф, где је k константа, у Рfаff-овим једначинама које одго
варају Pfaff-овом изразу k Ф скраћује се k, те су оба система 
Рfаff-ових једначина еквивалентна: 

Ф=kФ. (1.20) 

Генералuсанu Pfaff-овu изрази који се разлuкују константним 
множuПiеЈьем еквивалентни су. 

Ь) Ако посматрамо Pfaff-ове изразе Ф и Ф+БF, где је F ма 
каква функција од истих променљивих овај други Pfaff-ов израз 
има облик 

. п 

Ф+оР=~ 
1=1 

Х оР 
ј + ~ 

r.J Х ј 

о Хј . 

Одговарајуће Pfaff-Ове једначине су 

о Х ј + ор = о (Ф+ОF). 
о Хј о Х, 

Пошто је 

о оР о оР -----
имамо 

о ~~ = о (о Р), 
о Хј б Хј 

те су оба система Рfаff-ових једначина еквивалентна: 

Ф~Ф + ОР. 

Генералисанu Pfaff-овu изрази ноји се разлuкују 
циони дuференцuјал било .какве функције еквuвалентни 

с) у Pfaff-овом изразу . 

. . 

• 
ЧИЈе су 

п 

Ф = ~ Х, о Хј, 
1=1 

Pfaff-ове једначнне 

оХ, = ОФ. и=1,2, ... ,n), 
о ХI 

(1.21 ) 

(1.22) 
• 

за варща-. 

су. Q 

, . 

(1.23) 
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извршимо смену променљивих 

Х/ = Х/ (у l' У. , ... , yn)(i = 1, 2, ... ,п) 

тада Pfaff-ов израз добија облик 

п 

ф*=~ Уј ОУl 
ј=l 

чије су одговарајуће Pfaff-Ове једначине 

оф* . 
о Уј = (Ј = 1, 2, ... , п). 

ОУ} 

(1.24) 

(1.25) 

Према начину формирања Рfаff,ових једначина из одговара· 
јућег Pfaff-овог израза очевидно је да је систем Рfаff-ових једна

. чина (1.25) еквивалентан систему Рfаff-ових једначина (1.23), што 
се може и непосредно доказати. 

Системи генералисаних Рfаtf-ових једначина за i10лазни и за 
трансформисани генералисани Pfatf-08 израз еквивалентни су. 

Ова особина је битна у Pfaff-овој методи и према њој није 
потребно вршити трансформацију Рfаff,ових једначина; већ само 
одговарајућег Pfaff-овог израза. 

2. ДИФЕРЕНЦИЈАЛНЕ ЈЕДНАЧИНЕ ФИ3ИЧКИХ ПОЈАВА КАО 
РРАРР·ОВЕ ЈЕДНАЧИНЕ 

ЕЛЕМЕНТ ДЕЈСТВА КАО РРАРР-ОВ ИЗРАЗ. У случају да 
се физичке појаве могу изразити помоhу поља, независно про
менљиве су просторне координате Х, у, z и време t, те елемент 

дејства има облик 
. 

d W = (Т - И) dx dy dz dt, (2.1) . 

где је Т кинетичка, а U потенцијална енергија јединице запремине. 

Посматрајмо 
Pfaff-ов израз 

• • 
сад елемент деЈства Јединице запремине као 

dW . 
Ф = = (Т - И) dt, 

dt 
(2.2) 

Ако уведемо Lаgrапgе-еву функцију • 

• 

L=T-U (2.3) 

и узмемо у обзир да према обрасцу (1.8) можемо ставити О t=dt, 
горњи израз можемо написати у облику 

Ф=LОt. (2.4) 
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Нека се физичко поље може описати помоћу извесних вели
чина q/ (ј= 1, 2, '0 ., п) које су функције времена и положаја 

• 

q,~qi(t,X,y,Z) (ј=I,2, ... ,n). 

Ако парцијалне изводе функције q, обележимо са 

д qi 
q/x = дх ' 

(2.5) 

(2.6) 

Lаgrапgе-ева функција зависи експлицитно од свих наведених 
• 

величина, ТЈ. 

Међутим, због зависности (2.5) L У крајњој 
само од времена и просторних координата: 

L=L *(t, х,у, z). 

. (2.7) 

• 
ЛИНИЈИ зависи 

• 

(2.8) 

Овде улогу независно променљивих tj игра време t, а улогу 
параметара ~s просторне координате х, у, z. Поређењем образаца 
(1.3) и (2.7) видимо да улогу променљивих Х/ играју qi, q/l 
(i=1,2, ... ,n) и t. . 

Трансформишимо сад елемент дејства (2.4) додавањем и оду-
зимањем израза . 

I 

Пошто је q, функција од времена и просторних координата, 
8 просторне координате сматрамо као параметре, према дефиницији 
варијационог диференцијала(I.10) имамо 

о q/ oq,= ot=q,tot, 
ot 

(2.9) 

па се трансформисан елемент дејства kaoPfaff-ов израз може напи
сати у облику 

п oL (П oL . 
Ф = L . о q,..;. L· qu .... L о t. 

/=lOq,t \l=l oqjI ... 
(2.10) 

Независно променљиве овог Pfaff'08or израза су .q/, q/t 
(ј=I,2, ... ,n) и t . 

• 
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EULER-LAORANOE-EBE ЈЕДНА ЧИНЕ. - Формирајмо сад Pfaff
ове једначине (1.18) које одговар(iју Pfaff-овом изразу (2.10). 3а 
променљиве q/ оне гласе 

оОL=ОФ. 
'о q" О qj 

(2.11) 

oL 
ПОШТ6 је у крајњој линији функција само од времена 

о q,t 
и просторних координата, на основу обрасца (1.12) ове се· једна
чине могу написати у облику 

0* oL Ot~ oL of, 
о! о q" о qj 

а одавде добијамо 
. 

0* oL oL 
=0. -

о! о qlt о ql 
• 

• 

То су Euler-Lаgrапgе-еве 
• 
Једначине, а у 

оне гласе 

д * д L 

д f д q" 

д дL 

+ дх дqiХ 

д дL 

+ ду д qiy 

д дL 

+ дz дqiz 

(2.12) 

. 
• 

облику раЗВИЈеном 

дL 
- - = О. (2.13) 

дqј 

Имајуhи у виду да су у Pfaff'OBoM изразу (2.10) коефици
јенти уз о qil једнаки ну'ли, Pfaff,oBe једначине за променљиве q/ 
имају облик 

а то су идентичности. 

оо=о~оФ, 
'Oq" 

Pfaff-ова једначина за променљиву f гласи 

. п о Lo Ф :... о ~ . q,t - L = -_ .. 
. 1=1 О qil О t 

и У развијеном облику 

п 0* '6L oL 
~ - о q,=O, 
;=1 о t о q it О q I 

\ 

а то је на основу Еulеr-Lаgrапgе-евих једначина идентичност. 

HAMIL TON-OBE ЈЕЛНАЧИНЕ. - Уведиr;ю сад генералисане им
пулсе, дефинисане обрасцима 

. 8Lд L ' 
рј= - (i=1,2, ... ,n). (2.14) 

о q;t дqit 
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Помоhу ових једначина можемо величине qit заменити вели
чинама Рј, Тада се трансформисани елемент дејства (2.10) може 
написати у облику 

п 

Ф = L Р; О qi - Н 8 t, 
i=l 

где смо увели НаmШоп-ову функцију 

п 

Н = ~ Р; qtt - L. 
ј-l 

Независно променљиве овог Pfaff-овог 
(; = 1, 2, ... , п) и t. 

Pfaff-ове једначине за променљиве qi гласе 

Одавде добијамо 

а отуда 

о .~ о ф 
р, ·0 • 

8qi 

о Р; О t = _ 

о t 

оН о Р; 
= - ------' . 

о t 

• 

(2.15) 

(2.16) 

израза су 

(2.17) 

(2.18) 

Пошто су коефицијенти уз о Рј једнаки нули, Pfaff-ове једна
чине за променљиве Р; имају облик 

Одавде добијамо 

а отуда 

о q; о t _ 
вt 

ђН ђ qi 

8t 
='-. 

(2.19) 
• 

(2.20) 

Једначине (2.18) и (2.20) су НаmШопове једначине, а у раз
вијеном облику оне гласе 

дРј оН о оН о оН о оН 
(2.21 ) + + + = - -

дt о qi О Х д qix ду д qty oz д qit 
И 

д qi оН (2.22) = • 

д t о р; 

• 
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Pfaff"oBa једнацина за проме»љиву t ,лас}! 

• 

ОФ 
--ан =

о t ' 
а њен развијени облик 

± оН о q, 
;=1 Oqi ot 

• 

. на основу Наmiltоп-ових једначина даје идентичност. 

• 

3. ГЕНЕРАЛИ3АUИЈА РРАРР-ОВОГ ПРИНUИПА 

ФОРМУЛАЦИЈА ОПШТЕ/' .РРАРР-ОВОГ ПРИНЦИПА. - Пошто 
смо видели да се диференцијалне једначине физичких појава могу 
добити каогенералисане Pfaff-ове једначине трансформисаног еле
мента дејства јединице запремине, овај начин добијања диференци
јалних једначина физичких појава омогуЬава формулацију оваквог 
општег принципа теориске физике: 

ФизиЧllе Појаве врше се Према генералuсанuм Pfatf-овUМ јед
начинама, ако за генералисан Pfaff'OB израз узмемо трансформи
сан елемент дејства јединице заПремине. 

Овај општи принцип зваhемо Pfaff,oB принцип теориске 
Ф и з и к е и он се може примењивати у свим оним гранама теориске 
физике где постоје велицине аналогне кинетицкој и потенцијалној 

• • 

енерГИЈИ. . 

ВЕЗА РРАРР-ОВОГ ПРИНЦИПА СА НАМILТОN-ОВИМ ПРИНЦ И,. 
ПОМ. - Уведимо пре свега појам генералисане варијације. Ако су 
о <р и о'ср два могуЬа варијационз днференцијала било какве вели
чине ср, њихову разлику дефинисаhемо као генералисану варијацију 
и означиhемо је сим50ЛОМ !:1 <р: 

(3.1 ) 

Према самој дефиницији види се да генералисана варијација 
стоји у таквом односу према варијационом диференцијалу као 
обична варијација према обичном диференцијалу. Стога за генера
лисане варијације важе слична правила као и за обичне варијације. 

Потражимо сад генералисану варијацију ма каквог генерали
саног Pfaff-овог израза (1.14). Пошто су велицине Хј међусобно 
независне, имамо 

п п 

!:1 Ф = ~ !:1 Xi О Х; + :r Х, ~ о Х/. 
i~ I i=1 

Овде према правилима варирања имамо 

п оХ; 
AXi=~' !:1Хј, 

;=1 О ХЈ 

(3.2) 

" . ,,' 
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а због независности операција варирања и варијационог диферен-
• 

цирања Је 

па добијамо 

п п оХ. . п 

.1 Ф = ~~. I А Хј о Хј + ~ Х, о А Xi' 
ј=1 ј=1 О Хј ј=1 

(3.3) 
• 

• • 
Ако у првом члану пермутујемо индексе 

ред сабирања и ставимо 
I И Ј и изменимо 

п п 

~XjoAXj=~~ Х;АХ; 
ј=1 ;=1 

1I 

- ~oX, Ах" 
;=1 

претходни израз може се написати у облику 

п оФ 
. Аф -= ~ - ОХј 

;=1 о Хј 

п 

АХ; +O~XjAx; . 
ј=1 

(3.4) 

Овај израз претставља такође један генералисан РlаН,ов израз. 
На основу особине да су тенералисани Рfаff-ови изрази који се 
разликују за варијационидиференцијал било какве функције 
еквивалентни, ако изоставимо други члан добијамо еквивалеJ;lтан 
Pfaff-ов израз 

• 

Овај израз на основу генералисаних Рfаff-ових једначина (1.18) 
једнак је нули, те имамо 

АФ.",.О. (3.5) 

Важи. и обрнут став: из услова (3.5), због независности вари
јација А Х 1. следују генералисане Pfaff-ове једначИне . 

• 

Према томе, генералuсане Pfaff-ове једначuне еltВlJвален[iiне 
су услову А Ф .",. О. 

Уведимо сад дејство у НатШоп-овом смислу 

W= LdV dt (3.6) 
tt· V 

и израчунајмо његову генералисану варијацију. Ако узмемо у 
обзир да се ред варирања и интегрирања може изменити и да се 

• 

• 

r 
I 

1 

! 
i 
• , 
~' 

.: 

• • 
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• 

варирање не односи на независно променљиве, il W се може напи
сати у облику 

ilW= il (L dt) d V. 
t2 V 

~ . . 
Узимајуhи 

нице запремине 

према Pfaff-овом принципу 
као Pfaff'OB израз 

елемент де)ства )еди-

• Ф = L 'О! = L dt 
добијамо • 

• . 

ilФdV. (3.7) 
t1 V 

Ако је задовољен Pfaff,oB принцип, И3 њега следује il ф=О, 
а тада се И3 последњег обрасца добија НаmШОI1'ОВ принцип 

ilW=O. (3.~ 

Важи и обрнут став: И3 НаmШоп-овог принципа, због произ
вољности граница интеграције t1 и t2 , следује il Ф = О, а отуда и 
сам Pfaff,oB принцип. 

Повезаност ова два принципа види се и И3 тога што оба 
принципа доводе до истих Еulег·Lаgгапgе-ових једначина . 

• 

11. ПРИМЕНА PFAFF·OBE МЕТОДЕ У ТЕОРИСКОЈ ФИЗИЦИ 

• 4. ПРИМЕНА РРАРР·ОВЕ МЕТОДЕ НА ЕЛАСТИЧНЕ ТАЛАСЕ 

ЈЕДНАЧИНА ТРЕПЕРЕЊА ЖИЦЕ. - Најпростији случај еластич· 
них таласа имамо при треперењу жице. Посматрајмо трансвер· 
залне осцилацији жице и за правац Х осе узмимо правац жице у 
мировању. Елонгација делиhа, коју ћемо 0значити са '1', зависи од 
координате х и времена t: 

Ако уведемо 0знаке 

'1' = '1' (х, t) . 

. 

дЧr 
Чrх = ох ' 

0'1' 
--Vz = -oz ' 

кинетичка енергија елемента жице dx је 

1 
d Т' = - р q dx· Чr?, 

2 

• 

( 4.1) 

( 4.2) 
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где је р густина, а q попречни пресек жице_ Кинетичка енергија 
јединице запремине тада износи 

т - d т' _ 1 ,1, 2 (4.3) 
- d V - 2 Р 'l't • 

, 

- . Сила која дејствује на делиhе жице при малим елонгаЦИЈама Је 

" 

где је Р напон, а укупна сила на елемент жице dx износи 
" 

d Р = - q р dx t ХХ , ( 4.4) 

Потенцијална енергија овог елемента жице тада има вредност 

t t 
dU' = - d р. dt = r q р dx txx . tx dx', 

• • • 

о о 
• 

ТЈ· 
1 dU'= PqdX·,1,Z " 2. 'УХ , 

• • • • 
а потенци]ална енерГИЈа Јединице запремине Је 

U = dU'"= 1 Ptx2. 
dV 2 

( 4.5) 
• 

Елемент дејства јединице запремине, сматран као Pfaff-ов израз, 
тада има вредност 

ф' = Lot = 1 (ptt 2 - Ptx2) 8t. 
2 

(4.6) 

Сматрајуhи да је у посматраном елементу жице густина константа, 
деобом горњег израза са ~/2 р добијамо еквивалентан Pfaff-ов израз, 
који можемо написати у облику 

( 4.7) 
• 

где ]е 

р 
(4 .. 8) v= -- . 

р 
. 

Трансформишимо овај израз додавањем и одузимањем'израза 

oL1_ ot =2ttоф 
ott 

• 

чиме добијамо, имајуhи у виду да је 8t = tt 8t, 

(4.9) 
• 

13 Зборник Математичкоr института 
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. 

Pfaff-()Ba једначина за променљиву Ч.r гласи 

8ф 
(4.1 О) 8 (2 Ч.rt) = • 

8Ч.r 
Пошто је 

д дф 8ф дф 
=:2 v2 Ч.rхх 8t, -

8Ч.r дЧ.r дх д Ч.rх 

претходна једначина добија облик 

2 Ч.r tt 8 t = 2 v2 Ч.r н 8 t t 
. 

а одавде добијамо, пишуhи једначину у уобичајном облику, 

д2 Ч.r 1 д2 Ч.r -"-- =0 
дх2 v2 () t~ . 

(4.11 ) 

То је једначина трансверзалних таласа који настају треперењем 

жице и који се про'сrиру кроз жицу] брзином v~= Р. 
р 

ЈЕДНА ЧИНА ЕЛАстичних,ТАЛАСА. ':"'" Посматрајмо сад општији 
случај еластичних таласа. Претпоставимо да су деформације врло 
мале и да важи Hooke,oB закон. тако да је сила пропорционална 

• • 
гради)енту елонгаци)е 

• 

-+ 
F = - q7J grad Ч.r t ( 4.12) 

• 
где фактор сразмерности УЈ зависи од природе средине и врсте , 
таласа. . 

Тада кинетичка и потенцијална енергија јединице запремине 
на основу образаца (4.3) и (4.5) има ј у вредност 

11' 
Т = Р Ч.r,2 U = 'уј (Ч.rх2 + Ч.ri + Ч.rz 2) . 
. 2 . 2 

Тада је елемент дејства јединице запремине. 

ф' = 1 I РЧ.rt2 - 'уј N'xZ + Ч.ri + Ч.rz 2) } 8 t 
2 . 

. .. 

(413) 

и може се на сличан начин као и раније трансформисати у екви
валентан Pfaff-ов израз 

(4.14) 
где је 

(4,15) 

PfaffCoBa једначина зз ПРО:vlенљив у Ч.r има исти облик као и 
• 

раНИЈе 

8ф 
8(2Ч.r,) = , 

8Ч.r 

• 
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• 

а у развијеном облику она гласи 

д2 'о/ д 2 '0/ д2 '0/ 1 д2 '0/ -----":- + + - = О. 
д х2 () у2 д Z2 и2 д t2 

(4.16) 

То је једначина 

v = 1]. 

еластичних таласа, који се простиру 'брзином 
, 

р 

5. ПРИМЕНА РРАРР-ОВЕ МЕТОДЕ У ТЕРМОДИНАМИЦИ 

ОСНОВНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ ТЕРМОДИНАМИК~. - Посматрајмо меха
ницко-термодинамичке промене неке средине у стању идеалног 

флуида, као напр. промене извесне . количине идеалног гac~. 
Уоцимо неки врло мали елемент запремнне .1 V са елементом масе 
.1 т = 1'.1 V, где је р густина. Пошто је посматрани елемент запре
мине врло мали, можемо сматрати да се механичко-термодина-

• •• 
мичке величине споро мењаЈУ у "њеГОВОЈ унутрашњости. 

Уведимо сад специфичну запремину, коју ознаl:JИМО са ~ 

~ = .1V = 1 (5.1) 
.1т р 

и претпоставимо да између притиска Р, специфичне запремине ~ и 
апсолутне температуре Т постоји веза 

t (Р, ~, Т) = О. (5.2) 

Ова једначина претставља једначину стања средине и на основу 
ње притисак можемо сматрати као функцију од специфичне запре
мине и температуре. 

Пошто је положај средине одређен просторним координатама 
Х, у, Z, а термодинамичко стање притиском Р и температуром Т. 
ове величине можемо сматрати генералисаним координатама сре

дине. Место температуре можемо увести једну нову величину. 
Имајуhи у виду да је температура средине у тесној вези са брзи
нама кретања молекула, према Helmholtz-y можемо температуру 

• 
сматрати као временски извод Једне променљиве а: 

T=da. (5.3) 
dt 

На основу горе реченог генералисаним координатама можемо 
сматрати и величине Х,у, Z, & и а. 

Формирајмо сад елемент дејства јединице маса и сматрајмо 
га као Pfaff-ов израз 

, Ф ~ L dt = (Т - И) dt , (5.4) 

где се Т и и односе на јединицу масе. Кинетичка енергија састоји, 

, '3 
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• 

• 
се из механичке кинетичке енергије 1/2 v2 и тзв. слободне енер-
гије - Р: 

1 2 F Т= 1'-
2 

при чему је слободна енергија дефинисана обрасцем 

F=E-TS, 

• 

(5.5) 

где је Е унутрашња енергија, а S ентропија. При томе се све ове 
величине односе на јединицу масе. 

Потенцијална енергија састоји се из еквивалентног рада про
тив запреминских и површинских сила и из топлотне енергије. 
Потенцијална енергија која потиче од рада против запреминских 

• 
сила Је 

• 
-+ -+ 

и! = - Р. dr , (5.6) 

4 
• 

где Је F сила • 
на Јединицу масе. 

• 

Потенцијална енергија која потиче од рада против сила при
-+ 

тиска при померању за dr је 

-+ -+ 1 

f:lm 
t;.s 

PdS 
-+ 1 

·df=-
Р f:l V 

grad Р dV 

t;V 

. dr , 

где је f:l S површина која опкољава посма1'рани 
f:l V. Узимајуhи да се grad Р у унутрашњости 
запремине може сматрати константним, укупну 

гију ове врсте можемо написати у облику 

1 -+ 
- grad р. dr. 
р 

елемент запремине 

уоченог елемента 
• 

потеНЦИЈалну енер-

(5.7) 

-t 
Пошто је промена специфичне запремине при померању за dr 

-+ -t 

d ~ = d S ·.dr 
f:lm 

горњи израз можемо написати у облику 

'U,,= Pd.{j. (5.8) 

Пот~нцијална 
• 

• •• • 
енерГИЈИ КОЈа Је еквивалентна ТОПЛОТНОЈ енер-

ГИЈИ има вредност 

ИЗ = - TdS, (5.9) 
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а пошто је према обрасцу (5.3) 
• • 

TdS = adS = Sda, 

претходни израз можемо написати и у облику 

• . 
иs=- Sda. (5.10) 

Тада је укупна 
• • 

потеНЦИЈална енерГИЈа 

u=u1 +u2 +иs • (5.11 ) 

Напоменимо да је ДРУГИ члан U2 механичко-термодинамичке 
• • 

природе, Јер померање средине под утицаЈем силе притиска иза-

зива промену запремине, а то према једначини стања (5.2) изазива 
и промену температуре. . 

Трансформишимо сад елемент 
додавањем И'одузимањем израза 

дејства јединице масе (5.4) 

~ дТ 
grad~ Т . dг + -:-.- da , 

v да 

Ако уведемо генералисане импулсе 

~ 

Р = grad~ Т, 
v 

дТ 
Ра = . , 

да 

. дТ 
'Pi}= . =0. 

дЈ 

трансформисан елемент дејства можемо написати у облику 

~ ~ 

ф = Р . dг + Ра da - Н dt 
• 

где Је 
~ ~ . 

H=p·v+Paa-Т+U. 

~ ~ 

Pfaff-ове 
• 
Једначине за променљиве г и Р гласе 

~ 

dp = grad ~ Ф, d О = О ~ grad ~ Ф 
. r р 

а одавде добијамо 

~ . 
dp 
-=- = - grad ""* Н, 
dt r 

~ 

dг 
- - grad ~H. 
dt р 

• 

(5.12) 

(5.13) 

(5.14) 

(5.15) 

(5.16) . 

Имајуhи у виду да се све горње величине односе на јединицу 
~ . 

масе и да Т не зависи од г, а 

~ 1 
grad ~ и = - F + grad Р, 

r р 
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, 

прва једначина у развијеном облику гласи 

.... . 
dv .... 1 
-= р- gradP, 
dt р 

.. 
(5.17) 

а то је диференцијална једначина кретања идеалног флуида. Друга .... . 

једначина даје само дефиницију импулса р. 

Pfaff-ове једначине за променљиве а и Ра гласе 

дФ дФ 
dpa = ,dO=O=-, 

да дРа 

а одавде добијамо 

dpa дН da 

dt 

дН 
=--

dt да ' - -. • 

Пошто Т не зависи од а, док и не зависи од Ра, а 

ди . -=-s, 
да 

(5.18) 

(5.19) 

.' 

узимајуhи за почетну вредност 
чина добијамо 

• • 
еНТРОПИЈе нулу, из горњих Једна-

• дТ 
Ри = = S, 

дТ 
(5.20) 

Pfaff-ове једиачине за променљиве -3 и Р.;} гласе 

а отуда 

дФ 
dO=O= - . 

д -3' ' 
, 

дН = О 
д ~ , 

дН = О. 
дp~ 

(5.21 ) 

(5.22) 

Имајуhи у виду да и не зависи од Р,), а 

дН дТ 
+Р --

д-3 д-3 
добијамо 

дТ 
= Р, 

дТ 
=- О. 

д~ др.;} 
(5.23) 

.... 
Пошто кинетичка енергија 

. 

не зависи од г, ра И Р,), можемо 

.... 
• 

функцијом од v, 1 и -3',те имамо Је сматрати 

dT= grad~ T.d; + дТ d.')+ дТ dT 
-; д& дТ ' 
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а на основу образаца (5.2U) и (5.23) добијамо 

-+ -+ 
dT z= Р . dv + Pd & + Sd Т. (5.24) 

Овај образац претставља генерализацију диференцијала меха
ничке кинетичке енергије. Напишимо га у облику 

-+ -+ 
d(T - TS) = p·dv + Pd{}- TdS, 

• 
а пошто Је 

. 1 
Т - TS = v2 - Е 

2 ' 
добијамо 

аЕ= TdS- Pd{}. (5.25) 

Овај образац нзражава први и други приицип термодинамике, 
а једначине (5.20) и (5.23) су, дакле, еквивалентне· принципима 
термодинамике. 

6. ПРИМЕНА РРАРР-ОВЕ МЕТОДЕ У ЕЛЕКТРОМАГНЕТИ3МУ 

MAXWELL-OBE ЈЕДНА ЧИНЕ ЗА ВАКУУМ. - Посматајмо елек
-+ 

тромагнетнопоље у вакууму и озиачимо са Е јачину електричног, 
-+ 

а са Н јачину магнетног поља. Да бисмо формирали елемент деј-
ства морамо наhи величине аналогне кинетичкој и riотенцијалној 
енергији. Пошто енергија електричног поља потиче услед самих 

• • 
наелектрисања и зависи само од њиховог положаЈа, а енеРГИЈа 

магнетног поља потиче услед кретања наелектрисања . и зависи и 
од њихове брзине, електрична енергија одговара потенцијалној, а 

• •• 
магнетна енерГИЈа кинеТИЧКОЈ енерГИЈИ. 

• 
магнетна енерГИЈа ·Кинетичка односно 

• • 
Јединице запремине Је 

Т= 1 н2 
81t ' 

(6.1) 

а потенцијална, односно елеkтрична енергија јединице запремине 

U= 1 Е2. (6.2) 
81t 

Формирај мо сад елемент дејства јединице запремине као 
Рfэff·ов израз 

(6.3) 

-+ -+ 
• 

Изразимо сад Е и Н помоhу . скаларног и векторског потен-
ЦИЈаJlа 

-+ 
-+ 1 дА 
Е = - grad rn - - -

т С д t ' 
-+ -+ 
н = rot А, (6.4) 
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где је с брзина светлости. Из ових образаца непосредно следује 

и 

" , 

-* 
.... 1 дН 

rot Е = --- _. 
с д t 

.... 
div Н = о, 

. а то су две Maxwel1-ов"е једначине, 

(6.5) 

(6.6) 

Сматрајмо сад компоненте вектор.ског потенцијала А 1, А 2 , А S 

и скаларни потенцијал (ј) као четири непознате функције времена и 
положаја и трансформишимо елемент дејства јединице запремине 
(6.3) додавањем и одузимањем израза 

~ 8L ~A oL!:o 
~- О i+ u<р, 
Ь1 оЛt О<Р! 

где индекси t означавају парцијалне изводе по времену. Ако уве
демо генералисане импулсе 

OL 
РА --

i-оА;t' 
8L 

трансформисан елефент дејства можежо написати у облику 

з 

Ф = ~ р А!, О А i + Р о<р - Н о t 
" 1 ~ '= • 

где Је 
3 

Н= ~ РА!, А и + Рср <Pt- L . 
"=1 

Pfaff-ове једначине за променљиве A i и <р тада гласе 

о "8Ф 00=0= оФ 
PAi = 8А;' ОРА!, 

а одавде добијамо 

ОРА!, 
о! =-оА;' 

оН оН 
---о 

(6.7) 

(6.8) 

(6.9) 

" 

(6.1 о) 

" 

(6.11 ) 

Напишимо прву једначину за променљиву А 1 У развијеном 
облику. Према обрасцима (6.4) је " 

1 
L= (Asy-A 2Z)2 + (A lz -A sx)2 + (A gx -A 1y )2-

811 
(6.12) 

-+ -+ -+ 1 -+ 1 -+ 1 -+2 
- <Pxi+<pyj+<Pzk+ Анј+ А 2ј ј+ As1k , 

с с с 

• • 
где индекси х, у, z 0значаваЈУ парЦИЈалне изводе по тим промен-
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• 

• 
-t -t ~ 

љивама, а i, ј, k једин~чне векторе координатног система. Тада 
имамо 

и 

oL 1 д 1 д 
= (А -A 1 )- - -(А,. - А зх), ВА, 41t ду 2Х У 41t дz • 

па прва једиачина(6.11) добија облик, с обзиром на други 
образац (6.4) 

дНа 

ду 
- = 

дz 

1 дЕ, 

cat 
• (6.13) 

Цикличном пермутацијом 
(5.11) за променљиве А 2 И А s , 
сати и у векторском облику 

добијамо и друге две једначине 
• 

а ове три једначине можемо напи-

(6.14) 

То је Tpeha Maxwell-ова једиачина. Друга једначина (6.11) 
даје само дефиницију генералисаног импулса РА/ • 

Pfaff-ове једначине за променљиве ~ и Р:" гласе 

оФ , оФ 
ОР =, 00=0= о ' 

~ o~ P~ 
а одавде добијамо 

и 

op~ оН 
--=-'- = - , ot o~ 

-= 
о! ОРср' 

Према обрасцу (6.12) имамо 

oL 
Р = - = о 

ср оср; 

oL 1 дЕ1 дЕ. дЕ, ---=+ ~+ , 
дх ду 'дz 

- "'" - -

па прва једначина (6.16) добија векторски облик 
-t 

(6.15) 

(6.16) 

divE=O. (6.17) 

То је четврта Maxwel1-ова једначина. Друга једначина (6.16) даје 
само дефиницију генералисаног импулса p~. 
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.1ЕДНАЧИНА КРЕТАЉА ЕЛЕКТРОНА. - Посматрајмо кретање 
електрона у електромагнетном пољу у вакууму и проучимо интер

акцију посматраног електромагнетног поља и поља самог елек
трона. у том циљу потражимо онај део укупног механичко-елек-

• • 
тромагнеТI!ОГ елемента деЈСТl3а КОЈИ потиче од кретања електрона 

и посматране интеракције оба електромагнетна поља. 

Означимо са е наелекрисање електрона, са то његову масу у 
--t 

мировању, са v љегову брзину, а· са с брзину светлости. Нека Е 
--t . 

И Н претстављају јачине спољљег електричног магнетног поља, а 
-+ --t 

Е' и Н' јачине електричног и магнетног поља самог електрона. 

Формирајмо сад релативистички елеменат дејства. Кинетичка 
енергија потиче од кретања електрона и резултујуhег магнетног 
поља 

- v:l L. -+-+ 
1 - + ,(Н + Н')2 dV 

с2 S'7t 
(6.18) 

• 

а потенцијална енергија потиче од резултујуhег електричног поља 

1 -+-+ 
и= (Е +Е')2 dV. (6.19) 

87t 

Тада Lаgгапgе-ова функција:'има вредност 

z 1 ... -+ 1 -+.-+ 
L' = - то с2 1 - ~ + (Н + Н')2 dV - (Е + Е')2 dV , (6.20) 

с2 8п 8п 

• • • 
а онаЈ љен део КОЈИ потиче од кретаља елеКТРОН:l и интераКЦИЈе 

оба електромагнетна поља износи 

v2 1 
1 -- + 4 

с2 7t 

-+ .... 1...· 
Н . Н' d V - 4 п F. Е' d V . (6.21 ) 

Сматрајмо сад елемент дејства као Pfaff-OB израз и уведимо 
скаларни и векторски потенцијал обрасцима (6.4), чиме добијамо 

ф' = Ldt== - то с2 

1 1 
Е' grad q> dV +---

47tc 

... -+ 
Н'· rot А dV..,.. 

--t 

Е' . дА dV dt. 
дt 

(6.2~ ) 

Под претпоставком да електромагне'тно поље има изворе само 
• 

на конзчном раСТОЈању имамо ' 
-+ -+ -+ -+ -+ -+ ...-+ 
H'rotAdV'= div(AXH)dV+ ArotHdV= AroiH'dV 

и 

-+. -+ -+ -+ 
E'gradq>dV= div(cpE')dV- ~divE'dV=- cpdivE'dV. 
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-

јер су први интеграли на основу Gauss-ове' теореме и учињене прет
поставке једнаки нули. Уведимо потом Maxwell-ове једначине за 
електромагнетно поље самог електрона 

-+ 
div Е' = 41fp, 

-+ 41t-+ 
rot Н'= pv + 

-+ 
1 дЕ' 

с ot 
• 

чиме добијамо 

1 
+--

41tc. 

с 

-+ -+ -- v2 1 
1--+-. с2 С 

A·pvdV+ 

-,. 
1 дЕ' dV

д! 

. 1 
q>pdV+--

41tC 

-+ 
Е дА dV dt. 

дt 

(6.23) 

Ако групишемо треhи и пети члан и изменимо ред диферен
цирања по времену и интегрирања по простору и ако имамо у 

виду да је ван електрона· р = о и да се' у унутрашњости елек
трона t:p и А могу сматрати константним, елемент дејства добија облик 

v2 е -+ -+ \ 
1 - +' А . v - е ({') df+ d 

с2 с. 

1 

41fc 

-+ -+ 
А ·Е' d V. (6.24) 

• 

Ако изоставимо последњи члан као тотални диференцијал, 
добиhемо еквивалентан Pfaff-ов израз 

, 2 е-+-+ 

1 v А . - + - . v - е<р 
сз с 

(6.25) 

- • . Трансформишимо 
израза 

сад оваЈ израз додаВ<lњем и одузимањем 

-+ 
grad -+ L\ . dг 

и уведимо генералисан импулс 

-+ 

P=grad-+L1 = 
v 

v 

е-+ 
+-А. 

VZ с 1 ,,-
с:.l 

(6.26) 

Тада се трансформисан Pfaff-ов израз може написати у облику 

-+ -+ 
ф=р. dг-H dt (6.27) 

• 
где Је 

-+ -+ 
н=р· v-L ~ 1 (6.28) 

. . ._. 

- - - - -

, 

, 
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• 

-. 
Pfaff-ова 

• 
Једначина за променљив у r гласи 

-+ 
d P=grad -. Ф. 

Г' 

-+ 
Ако са р означимо механични део импулса (6.26), имамо 

-+ -+ -+ 
dP dp е дА -. -+ 

+(v·V)A '- +-
• dt dt с дt 

а 
... -+ -. -+ е 

grad -+ Ф =- vXrotA+(v'\7)A dt-egradq>dt, 
r С 

па једначина (6.29) добија облик 
-. 

dp 
--'- = е 

dt 

-. 
1 дА 

- grad <р----
с дt 

е -. -. 
+ V Х rotA 

с 

а на основу образаца (6.4) коначно добијамо 
-+ 

dp -+ е -+ -. 
-- = е Е + vХн. 
dt с 

(6.29) 

(6.30) 

То је једначина кретања електрона у електромагнетном пољу, 
а израз на десној страни једначине претставља ТЗВ. Lогепtz-ову силу· 

7. ПРИМЕНА PFAfF-ОВЕ МЕТОДЕ У КВАНТНОЈ МЕХАНИUИ 

SСНRИDINОЕR-ОВА ЈЕДНА ЧИНА. - Посматрајмо кретање једне 
честице одређеног импулса по правој линији, коју Ьемо узети 
за х-осу. Према НеisепЬегg-овој релацији н~одређености њен 
положој на х-оси' је потпуно неодређен, те може бити ма где 
између - оо и + оо. Таласи материје придружени честици одређују 
тада вероватноЬу њеног налажеља на неком одређеном месту и то 
тако да је квадрат модула таласне функције мерило ове вероватноЬе. 

Да бисмо извели једначину таласа материје за стационарна 
стања, морамо формирати елемент дејства З3 таласе материје у 
интервалу (х, х +dx). У том циљу упоредимо таласе материје са 
обичним еластичним таласима. Кинетнчка и потенцијална енергија 
тат.аса у том интервалу према обрасци'ма (4.13) имају вредности 

• 

1 1 
dT= ptt2 qdx, dU= Тjt .. 2 qdx. (7.1) 

2 2 
• 

При томе брзина просгирања ових таласа према обрасцу (4.8) износи 

v= тј 
• (7.2) 

р 

---- - - --- --
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Претпоставимо да се таласно стање може претставити функцијом 
облика 

0/ = u (х) sin w t. (7.3) 

где u (х) може бити ма каква функција од х. На основу овог 
обрасца и претпоставке о стационарном стању можемо узети средње 
временске вредности, чиме Ьемо проблем свести на проблем са 
једном независно променљивом координатом х. Пошто је 

- 1 
,1.2 = и2 
'1' 2' 

,1. 2 1 2 
,!,Х= ·их, 

2 

а према обрасцу (8.2) 

1 - 9 Р 1t~ v2 и2 1t2 '(Ј и 2 

2 Po/t-= )..2 = ·Л2 

где је л таласна дужина, изразе (7.1) мо.жемо написати у облику 

'lt2 f\ qu2 'п qu 2 
dT = dx, dU = :.' х dx. (7.4) 

)..2 4 

Применимо сад ове обрасце на таласе материје, што ћемо 
учинити помоhу de Broglie-еве релације 

h 
).. = , (7.5) 

р 

где је р импулс честице, а л таласна дужина придружених таласа 
материје. Тада добијамо вредност за кинетичку и потенцијалну 
енергију таласа материје у интервалу (х, х + dx) 
• 

2 q 2 t 2 
dT = 1с тј U р dx dU = 1) qux dx. (7.6) 

. . Iz2' 4 

Формирајмо сад одговарајуhи елемент дејства таласа материје 
као Pfaff-ов израз 

Ф' = тј q 
1t:! и2 р2 u 2 

- Х dx dt. 
ћ 2 4 

(7.7) 

Стављајуhи 

р = I{ 2 т (Е - И) 

где је т маса, Е· укупна, а И потецијална енергија честице, 
добијамо 

Имајуhи у виду да горњи израз не зависи од времена, деобом 
горњег израза са константним фактором испред заграде добијамо 
еквивалентан Pfaff-ов израз 

Ф= (7.8) 
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. 

Овим трансформацијама добили смо Pfaff-OB израз који не зависи 
ни од средине ни од природе таласа, чиме смо се ослободили пој
мова који код таласа материје немају никаквог смисла. 

Трансформишимо сад израз (7.8) додавањем и одузимањем 
израза 

чиме добијамо 

Pfaff-ова једначина за променљиву u тада гласи 

у развијеном облику ова једначина има облик 

h! 
--их< dx".,. - 2 (Е - И) udx 
41t2 m 

а одавде добијамо 

• 
d

2
u 81t

2
m(E_U)_0 --+. и- . 

dx2 h2 

То је Sсhrбdiпgеr-ова једначина за једну димензију .. 
. 

(7.9) 

(7.10) 

(7.11 ) 

Ако се правац кретања честице не поклапа ни са једноJ.l 
координатном осом, узмимо нов координатни систем О Х'. у' z' тако 
да се правац х'-осе покла·lа са правцем кретања честице. Ако 

~ ~ 

обележимо са г вектор положаја ма које тачке М (х, у, z), са п 
јединични вектор х'-осе, а са ех, р, у његове косинусе правца, 
имамо 

~ ~ 

х' = г . п = х ех + у ~ t Z У 

а отуда 

д2 U 2 d u 
--=у , 
д Z2 dX,2 

• 
те Је 

. дЗ u дl U д2 U d2 U 

дх2 + ду· + дzl = dx'2' 
(7.12) 

Према једначини (7.11) у координатном систему Ох у' z' имамо 
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. 

а према претходном обрасцу добијамо коначно 

(7.13) 

То је општа Sсhrбdiпgеr-ова једначина. 

Покажимо још у овом случају еквивалентност Pfaff-овог 
принципа и принципа минимума енергије. Просечна вредност Натil
tоп-овог оператора у случај у реаЛНе таласне функције је 

+'"' 
-
Н=Е= uHudx 

где је Н Натiltоп-ов оператор 

h2 d2 

Н- - + U. 
8n2 т dx 2 . 

Стављајуhи 

и,иАх = d: (и и.) - и/' 

и имајуhи у виду да таласна функција у бесконацности мора бити 
једнака нули, добијзмо 

• 
-оо 

у стационарном стању према принципу 
интеграл има минималну вредност 

+00 

-оо 

dx . (7.14) 

• • 
минимума енерГИЈе оваЈ 

dx = О. 

чему треба додати као 11УЗУСЛОВ услов нормирања таласне 
функције 

Помоhу Lаgrапg,е-еве методе мултипликатора, ако произвољан мул
типликатор обележимо са Е, ова два услова можемо скупити у 
• 
Један услов 

dx = О. (7.15) 

• 
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Одавде видимо да је Pfaff,oB израз (7.8) једнак елементу инте· 
грала (7.15), а пошто из оба наведена обрасца следује да је 
Q Ф = О, видимо да Pfaff,oB принцип у овом случају изражава 

• 
чињеницу да енерГИЈа у стационарном стању достиже минимум., 

, 
KLEIN·GORDON·OBA ЈЕДНАЧИНА. Покажимо сад како се 

може добити и релативистичка једначина таласа материје. У том 
• •• 

циљу посматраЈМО на релативистички начин кретање Једне честице 

одређеног импулса по правој линији. Претпоставимо да је стање 
• • 

ма какво, нестационарно, али се ограничимо на случаЈ да се че· 
• • 

стица налази ван деЈства сила. . 

Да бисмо добили релативистичку једначину таласа материје, 
морамо формирати такав елемент дејства јединице запремине за 
таласе материје чија је Lаgrапgе-ева функција независна од избора 
координатног система. Упоредимо, као и раније, таласе материје 
са обичним еластичним таласима. Пошто су деформације ових 

• • 
таласа врло мале, кинетичка и потеНЦИЈална енерГИЈа таласа дате 

су својим класичним вредностима као нерелативистичком апрокси, 
мацијом. За јединицу запремине тада имамо 

1 
и = 'УЈ .1. 2 2 ., 'Ух , (7.16) 

а одговарајуhи елемент дејства таласа материје сматран као Pfaff-ов 
израз има вредност 

(7.17) 
, 

Овај израз на основу обрасца (7.2) можемо написати у облику 

а деобом са -
1 
2 1) добијамо еквивалентан' Pfaff,oB израз 

ф" = Чtх2 - 1 Чtt2 о t. (7.18) 
VZ 

Трансформишимо сад овај израз на следеhи начин. Ако у релати
вистичкој релацији између енергије и импулса 

ставимо 

Е = h У, 
h 

р= 
л 
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добијамо релативистичку релацију између фреквенције и таласне 
• 

дужине таласа матерИЈе . 
. 

v2 1 то" с2 - = - • 
с2 1.2 ћ2 

(7.19) 

Помоhу овог обрасца 
жине добијамо 

И обрасца v = v А, елиминацијом таласне ду-

1 1 ')(.2 

= -
vt с2 002 

• 

• 
где Је 

21t сто 
')(. ""- • 

h 

Обрасцем (7.20) изражена је зависност брзине таласа 
од масе честице у мировању то. За фотоне је ')(. = О, 
а за остале честице је v > с . 

Тада добијамо 

ф" = ,1. 2 1 ,1. 2 + ')(.2 ,1.! (5 t 
'ј'Х - :1 'ј'! '2 'ј'! 

С 'оо 
• 

а пошто је на основу обрасца (7.3) 

горњи Pfaff-ов израз може се написатн у облику 

• 

(7.20) 

(7.21 ) 

• 
матерИЈе v 

• 
те Је v = С, 

(7.22) 

Ако изоставимо последњи члан као варијациони диференцијал, 
добиhемо еквивалентан Pfaff-ов израз 

(7.23) 

Овај Pfaff-ов израз независан је како од средине и природе таласа 
тако и од избора координатног система, јер је израз у загради 
инваријантан према Lоrепtz-овим трансформацијама. 

Трансформишимо сад овај израз додавањем и одузимањем 
израза 

(7.24) 

14 Зборник ы.атеы.атичког института 

, 

, 

\ 
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Pfaff-ова једначина за променљиву чг гласи 

(5 _ 2 'I-'t = (5 ф . 
с2 G чг 

У развијеном облику ова једначина има облик 

- 2 Чгtt G t = 2 х2 чг (5 t - 2 Чгхх (5 t 
с2 

а одавде добијамо 

То је К1еiп·Gоrdоп-ова једначина за једну димензију. 

(7.25) 

(7.26) 

Ако се правац кретања честице не поклапа ни са једном 
• 

координатном осом. узмимо, као и раНИЈН, нов координатни систем 

Ох' у' z' тако -да се правац х'-осе поклапа са правцем кретања 
честице. у координатном систему Ох' у' z' ПјЈема једначини (7.26) 
имамо 

а према обрасцу (7.12) коначно добијамо 

д2 чг д2 чг д 2 чг 1 д2 чг -'-+ + -- _')(.2 Чг=О. 
дх2 ду2 dz2 с2 . dt2 

(7.27 ) 

То је општа К1еiп-Gоrdоп-ова једначина. За фотоне (х=О) она се 
• 

своди на познату Једначину електромагнетних таласа. ~ 
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L' АРРLIСАТЮN ОЕ LA МЕТНООЕ ОЕ PF AFF 
EN PHYSIQUE THEORIQUE 

Par 

DORDE MUSICКI (Beograd) 

INTRODUCTION. La methode de Pfaff, basee sur lа liaison entre 
les formes de Pfaff е! les equations de Pfaff correspondantes, а ete 
appliquee, pour lа premiere fois· еп Mecanique ра r Е. W h i t t а k е r 
[lБ]. А. В i 1 i m о v i с [3, 16-24] а demontre que I'on peut deduire 
les equations differentielles du mouvement des systemes holonomes 
et nonholonomes comme les equations de Pfaff, si l'оп prend pour 

14* 
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lа Iorme de Pfaff l'tЉ!mепt d'action specialement transforme. Partant 
de lа i1 а formule ип principe general de Mecanique, потте lе 
principe de Pfaff, puis i1 а donne une interpretation plus profonde 
de cette methode et l'а applique а plusieurs problemes de Mecanique. 
Т. А п d е 1 i с [25-27] а etendu сеНе methode aussi аих autres 
domaines de Mecanique, еп demontrant que lе principe de Pfaff est 
ип principe general de toute lа Mecanique. 

Ici nous demontrons que lа methode de Pfaff peut etre genera
lisee е! appliquee aussi dans 1а Physique theorique. Dans се but nous 
avons genera1ise cette methode dans lа cas de plusieurs variables 
independantes, еп generalisal1t les formes de Pfaff, les equations de 
Pfaff, ainsi que lе principe de Pfaff lиј-тете. Puis nous avons app1i
que сеНе methode dans les divers domaines de lа Physique tbeori
que: dans l'Elasticite, lа Thermodynamique, l'Electrodynamique et 18 
Mecanique quantique, еп partant strictement des consepts an810gues 
а l'energie cinetique et а l'el1ergie potentie1Je. . 

"' •.. -. r .. 

LA OENERALlSATJON DE LA METHODE DE РРАРР ЕТ ои PR1N-
С/РЕ DE РРАРР. - Considerons deux groupes de variables: т varia
bles il1depedantes tJ (ј = 1,2, ... , т) et k parametres ~s (s -1,2, ... , k), 
et soient donnees les fonctiol1s 

. 

Х, = Х, (tj , ~B) (i = 1,2, ... , п) . (1) 

Prenons maintenant ипе fOllction quelconque de lа forme 

д Хј 
Х· ---=--'S.- д ~ , (2) 

et definissons leur derivee variationelle par rapport а Х, par lа formule 

дq> , 
д Xjs 

et lеш differentiel1e variationelle par les formules 

Еп posal1t 
• 

o*~=±ocp ОХј, 
О tj ;=1 8 Х; О tj 

• 

nous pouvons ecrire lа formule precedente aussi dans lа forme 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
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, 

Si nous introduisons les fonctions Х; (; = 1,2 ... п) depedant des vari
ables t) et ~s, lа forme differentielle lineaire 

п 

Ф = ~ Х; ОХ; (8) 
1=1 

represente lа fогmе de Ptatt generalisee. 

А l'aide des formules precedentes оп оЫјеп! 

et de Ја l'identite 

п SФ 
~ --- -8Х, Ох;=О. 
;=1 S Хј 

Сотте les variables Х. sont independantes, nous obtenons 

~ Х, = 8 Ф (О 1 2 ) (Ј 1= , , •..• п, 
о Хј 

(9) 

(10) 

(11 ) 

et ces equations representent les equations de Pfaff generalisees. ElIes 
ont des proprietes similaires а celles des equations ordinaires de Pfaff. 

Remarquons que dans lе cas k = О naus obtenons les formes 
et les equations ordinaires de Pfaff. 

о 

Observons maintenant les phenomenes physiques qui peuvent 
etre decrits par un сЬатр physique, determine par les variables qj 
(ј = 1,2, ... , п). Prenons l'element d'action rapporte а l'unite de volume 
et considerons lе сотте lа forme de Pfaff genera\isee о 

Ф = L о t, (L = Т - И), (12) 

оп L est lа fonction de Lagrange, c'est-a-dire lа dШеrепсе entre 
l'energie cinetique et l'energie potentielle. Traosformons lа а lа forme 

п oL п oL 
Ф = ~ oq/- ~ -qit - Lo t, 

;=l oqit . i=l oqll 
(13) 

оп l'index t designe lа derivee partielle par rapport au temps. Iсј lе 
temps represente lа variabIe tj , les coordonnees les variables е! et 
qj, qjt (ј = 1,2" .. , п) еl t Је!> variables Хј. 

Alors les equations de Pfaff correspondaot aux variables qi soot 

SL 
(14) =-, 

о qi 

----- ---- - --- --- - --- -- ----

• 
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. et ces equations, dans lа forme developpee, representent les equa
tions d'Euler·Lagrange 

'0* 'OL _ 'OL =0. (15) 
а t а qu а qi 

Les autres equations de Pfaff пе dопhепt que des identites. 

Si nous introduisons les impulsions generalisees, definies рас 
lа formule 

'OL 
р,. = ~ , 

и qjt 
(16) , 

nous pouvons ecrire lа forme de Pfaff (13) de lа mапјесе suivante 
п 

Ф = ~ рј'О qi - Н а t, (11) 
ј=l 

оп Н est 1а fonction de Наmiltоп. 

Les equations de Pfaff correspondant аих variables qj et р. sont 

'ОФ оФ 
'Ор.= ,'00=0=-. ~ ~ , 

и qi О Р; 
(18) 

et ces equations representens les equations de НаmilЉп 

'Ор; 'ОН 
=-- , 

б t а q • 

а qj -- . 
а t о Р; 

'ОН 
(19) 

• 

Рас consequent, nous pouvons formu1er lе ргјпсјре de Pfaff gene
ralise de lа mапјесе suivante: 

. Les phenomenes physiques se [ont d'apres les equations de Pfaff 
generelisi€es, si "оп prend роиг Ја {огmе de Pfaff generalisee l'e/ement 
d'action гаррогМ а l'unite de volume et specialement transforme. 

Се principe general peut etre applique dans tous les domaines 
de la Physique theorique оп existent des concepts ana10gues·~ 
l'energie cinetique et а l'enert је potentielle. 

, 

Еп introduisant lа variation generalisee, definie соmmе 1а dif
ference el1tre deux differentielles .. variationelles possibles, que nous 
designons par le symbole /)., nous obtenons роис ипе {осmе de 
Pfaff quelconque 

/).Ф=О. 

La variation generalisee d'action а la уаlещ suivante 

tz 
/).Ф·dV, 

(20) 

(21) 
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et еп vertu de lа propriete precedente оп сощоit que lе principe 
de Рјајј est equivalent аи principe de Натiltоп . 

• 
L'APPLlCATION DE LA METHODE DE РРАРР DANS LES DlVERS 

DOMAINES DE LA PHYS/QUE THEORlQUE. Si nous etudions les osci1 
lations transversales d'une corde, l't~lement d'action rapporte а l'unite 
de yolume, considere сотте Ја forme de РјаН, est 

(22) 

• 

0\1 t (х, t) est l'elongation, р lа densite, Р lа tension, et les indices 
х et t designent les derivees partielles par rapport а· х et t. L'element 
d' action transforme а lа· valeur -suivante 

Р 

et l'equation de РјаН correspondant а lа variable 
l'equatiqn des ondes transv.ersales dans lа corde 

(23) 

represente 

(24) 

Еп generalisant се cas, nous obtenons l'equation generale des ondes 
elastiques 

• 

(25) 

Observons maintenant les changements mecano-thermodynami
ques d'un systeme dans l'etat du fluicte јМаl. Si nous considerons 
lа temperature d'apres Helmholtz сотте lа derivee d'une nouvelle 
variable а par rapport au temps 

• (26) 

l'eIement d'action rapporte а l'unite. de masse est 

1-+ ,-+-+ 
ф= -v2 -F+ р. dr-2 . 

• 
Pd &+ Sda dt, (27) 

-+ -+ 
O\1V est lа vitesse, F. l'energie libre, F lli force rapportee а l'unite 
de masse, Р lа pression, ~ lе volume d'unite de masse et S I'entropie. 
L'element • d'action transforme peut etre ecrit sous 18 forme 

-+ -+ 
Ф=р ·dr+Pa da-H dt, (28) 

• 

• 
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~ ~ 

ои Р et Ра sont les impulsions pour г et а et Н lа fonction de На
~ 

тШоп, et les equations de Pfaff cor~espondant аих variables г, а et 
Ј sont 

~ 

dv ~ 1 
-=р- grad Р, 
dt Р 

дТ =S дТ =Р. 
дТ ' д~· 

(29) 

(30) 

La premiere equation represente l'equation differentielle du mouve
ment du systeme et les deux autres equations ensemble sont equi-: 
valentes аи premier et аи secon~ principe de lа Thermodynamique. 

Si nous considerons lе сЬатр electromagnetique dans lе vide, 
J'eJement d'action rapporte а Ј'ипНе de volume est 

ф= 1 
. 8 :гс 

(31) 

~ ~ 

ои Е est lе champ e1ectrique et Н 1е сЬаmр magnetique. Еп intro
~ 

duisant lе potentiel vectorieJ А et lе potentieJscalaire Т, nous obtenons 

3 

Ф=~ВРАi OAi+P<p°rp-Ноt, 
1=1 

(32) . 

ои PAi et P~ sont les impulsions pour А ; et q>, et les equations de 
Pfaff correspondant аих variables А; et <р, ensemble avec les formules 
qui definissent lе potentieJ vectorieJ et Је potentiel sca1aire, donnent 
Jes equations de Maxwell 

.,.. • ~ 
~ 1 дЕ -+- 1 дН rot H~= rotE = -, 

д! ' с д! с 

(33) 
~ ~ 

div н=о, div Е=О. 

Si J'eJectron se meut dans ип сЬаrnр e1ectromagnetique, l'e1emel1t 
d'action qui provient de l'interactiol1 mutuel1e а lа valeur 

I v2 1 
1- z + 4 

с 1( 

.,..~ 1"'~ 
H·H'dV- E·E'dV dt 

41t ' 
(34) 

-+ -+ 
ои с est Ја vitesse de lа lumiere, Е et Н 1es champs exterieurs et 
-+ ~ 

Е' et Н' les champs де 1'electroll lиј-mеmе. Еп introduisant de nouveau 
le potentiel vectorieJ et Је· potentiel scalaire, Т10US obtenons 

~ ~ 

Ф~Р· dr-H dt, (35) 

t 
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~ 

оu р est l'impu1sion mecano-electromagnetigue, et I'equation de Pfaff 
~ 

correspondant а lа variabIe r represente I'equation differentielle du 
mouvement d'electron 

dp ~ е ~ ~ 
-=- =еЕ + - vXH. 
dt с 

(36) 

Appliquons епНп 1а methode de Pfaff aussi dans lа Mecanique 
quantique. COl1siderons lе mouvement d'une particule avec ипе im
pulsion definie lе long· d'une Iigne droite, que nous prendrons pour 
Ј'ахе des х. Comparons les ondes de la matiere assosiee avec les 
ondes elastiques de tres petites deformations, еп etablissant lа cor
respondance entre elles par la relation de de Broglie 

h 
:л. = , (37) 

р 

оu р est l'impu1sion de lа particule, А lа longueur des ondes de lа 
matiere associee et h lа constante de Planck. 

Еп traitant се mouvement de 1а maniere nonrelativiste dans 'е 
cas оu l'etat de 1а particu1e est stationnaire, nous pouvons prendre 
les valeurs moyennes par rapport au temps. L'element d'action des 
ondes de lа таНесе alors а lа valeur suivante 

Ф = К 11:2 р2 u2 _ их" dx'dt 
ћ2 4 I 

(38) 

оu u (х) est 1а partie de la fonction d'onde dependant de 1а position 
et К ипе constante. 

L'element d'action transforme est 

ћ2 

Ф = uxdu-
4:1[2 т 

(39) 

оu Е est l'energie tota1e et V I'energie potentielle de lа particule, 
et l'equation .de Pfaff correspondant а Ја variabIe u represente 
l'equation de SchrOdinger 

811:2 т 
ихх+(Е- V)u=O. (40) 

. ћ2 

Dans се cas lе principe de Pfaff est equiva1ent au principe du тјој
mum d'energie. 

Ео 1е traitant de 1а maniere relativiste dans le cas оu 1а parti
си1е se meut аи dehors du сЬатр des forces, l'element d'action 
rapporte а I'unite de volume а lа valeur suivante 

1З t, 
21[ сто· 

')t =---" 
h ' 

( 41) 

• 
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ои t (х, t) est 1а fonction d'onde et К et w des constantes. L'e1ement 
d'action transforme est 

ф= - 2 tt О t + tx 2 + 1 tt2·+ ')(.2 t 2 О t, (42) 
с2 с2 

et l'equation de Pfaff correspodant а lа variabIe Чt represente l'equ
ation de Кlein-Oordon 

Еп prenant un systeme de coordonnees quelconque, nous obtenons 
les equations generales de Sсhrбdiпgеr et de К1ein-Oordon . 

• 

• 

, 
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