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BOPHE MYUINUKHA

MPMMEHA PFAFF-OBE METOUE ¥ TEOPHCKOJ ®H3WLIY

Yo |
| T'enepannsanuja Pfafi-ose merome n Pfaff-oBor npunitnna
Il Tpumena Pfaff-ose merone y reopuckoj ¢guaunuu

Y B O I | |
Y Tteopuckoj ¢usuuy npu ¢opmyaucamy (PU3HUKHX 33KOHA Y

audepennujaniomM OO0JAHMKY MOjaB/bYjy ce JauHeapHe nudepeHuujanne
¢popme. One ce y onwmTeMm Cilydajy MOry H3pa3uTu y OGIHKY

I

(=1 |
rge cy X;(i=1,2,...,n) (pyﬂkuaje Ol HE34BHCHO NPOMEH/bUBHX X,,
Xgy+-+s Xn. G MAaTEMaTHuUKe CTpaHe UPBH HX j€ CHCTEMAaTCK4 Npoy-

gagao J. Pfaff[1]" On je yseo u cucreme nudepennujariux jesnaunta

n X, 09X,
Z(ax; ax;

)dx, =0 (i=1,2...,n) (0.2)
=l

NPUAPYKEHuX OBuM (GOpMaMa H [0 mEMy Cy JHHeaphe AudepeHmu- .
janne ¢opme nounnje Haspane Piaff-ome ¢opme uau Piafi-oBu u3pasu,
a oarosapajyhe nudepenuujanHe ]enﬂaqune Pfaff-ose jexnmayune. Ha
OCHOBY Besa u3Mehjy mHX Na0 je jefHy MeTOAy 3a pemabame Hue-
. peHIYjaNHUX jeAHAYHHA, KOja ce 3aCHMBA HA PEAYKUHjH NPHAPYKEHOT
Pfaff-oBor wu3pa3za Ha noroxuuju o6auK. Y TOME C€ CacToju T3B.
Piaff-oB npo6aem, Ha KOME€ Cy JOUHHj€ PAJXHIH MHOTH HCTAKHYTH
marematuuapn, kao Frobenius, Darboux, Cartan, Lipschitz, Goursat,

Donder, Weber [2].

C zapyre crpane, npd HCOUTHBAKY ONIITHX (PUIHIKHX 3aKOHH-
TOCTH BPJO BAaXHY YJAOFy HIpajy ONUITH NPUHIHIK MEXaHHKE, O
KOjMX Ce HeKd MOry NpDHMEHHTH M Ha Jpyre 0G6/1acTH TEOpPHCKe
¢u3nke [3], [4], [5]. [IpBO cy ce passuan onwTu Ad¢epeduHjansy,
a HEITO nouun]e M ONITH HMHTErPaNHH MNpPHHIUNH. OA cBUX NPHH-~

”

12¢
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nuna noce6an 3Hauaj uma Hamilton-oB npruumn, npema xome aejcTBO
MM aKI[#j8 Ha CTBAPHMM NyTakaMa HMA CTAUUOHADHY BPEIHOCT, TJ.

ts | | ‘

"o“det= , (0.3)

rie je L pa3iMka KMHETHUKE H MNOTEHIMjajHE eHeprdje, T3B. La-
grange-esa pysukuuja. Iberos 3Hauaj je npe csera y TOMe [TO Ce
OH MOXe MNpuMEeHUBATH Y pa3HUM TIpaHamMa Teopucke (PU3HKE:

.- TepmoauHamunu [6], [7], enexrpomardetrn3dmy (8], [9], [10], Teopuiju
penatuBaoctH [11], [12] n ksanTHOj mMexanuuu [13], [14]. Ha Taj nauun
OH MNpeTcTaB/b8 jeJaH OJ HAjONIITHjHX 34KOHA TeOopHCKEe (Qu3uke.

Be3y wu3mehy onmtux 3axkoHa Mexanuke u Pfaff-oBux uzpasa
ycranoBuo je npsu E. Whittaker [15]. On je nokasao pna
Hamilton-ose xanoncke jexHaunHe nperctaBsbajy Pfiaif-ose jesnHaunue
npuipyxene Plaff-oBom uspasy

n :
O = 1—21 p;dg; — Hdt. (0.4)

Ha Taj HaYuH je nOKa3ao0 NOBE33aHOCT JudepeHUMjaJHHX jenHAYUHA
KkpeTama ca u3secuuM Pfaff-osum n3spasuma. Ha ocnoBy Te Bese u
Ha OCHOBY HHBapujauTHOCTH Plail-oBux jeanauuna om je mao jemmy
METOAY Ppetuapamba npobaema Mmexanuxke nomohy Pfaff-oBux uaspasa,
OBoM MeTOZOM NpobiaeM KaHOHCKHX Tpancopmanuja u mnpobaem
uuTerpauuje Hamilton-oBux jeaHaunna cseleHu Cy Ha npobiaem
Tpancdopmanuja onrosapajyher Pfaif-oBor uspasa, uume ce npo6aem
3#aTHO ynpouhasa.

[IpoyuyaBajyhin ay6sme ynory Plaif-oBrx u3pasza y mexauuny,
A. buanmosuh [16], [17] je paseno npumeny Pfafi-oBe merone
On je noxa3ao pa ce Pfaif-ose jenuaumne (0.2) mory wsamucatu y

- OrojJHHjeM 006JuKy

ixi =22 (i=1,2,..., n) (0.5)
axf

KOju omoryhasa pga ce HenocpenHo no6ujy Piaff-oBe jeanauune 3a
CBAKY HE€3aBUCHO INpPOMEH/bUBY Xx;. Pfaff-oBum jennauunHama y oBom
00/MKy nao je ay6/be Tymauewme, nose3yjyhH uX C jegHe cTpaHe ca
H3BeCHMM T3B. Plaif-oBuM TeH3opom, a ¢ apyre CTpaseé ca YHUCTHM
npupamrajuma ojarosapajyher Pfaff-osor uspasa [18]. .

Ou je name nokasao pa ce Plafi-oB uspas (0.4), xoju naje'
Hamilton-ope jenHaunse, MOXKe JOBECTH y Be3y ca JAEjCTBOM vy
Hamilton-osom cmucay, nokasyjyhu na ce osaj Pfaff-os uspas moxe
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AO6HTH U3 €NeMEeHTa JejcTBa AOA4BAHEM H OLy3HMAIbeM H3DPa3a
2 0oL

Y dg;. Taxo TpascdopmMucaH €JeMEeHT HejCTBa
=1 Og;i
n‘ OL | n OL . e o
b = Ldt = —Tdm—( -Tq~4)m (0.6)
121 OQi Z::l 0g; |
KOji Ce€ MO)Xe HAIHCATH y OONHKY
n
® = Ldt="y p;dg; — Hdt | (0.7)
i=1 |

naeHTuyad je ca Pfaif-osum nspazom (0.4), a oxarosapajyhe Pfafi-ose
jennauuue cy Lagrange-ese u Hamilton-ose jexHagune. POPMANHO]
onepanuju X0AaBama M OJy3uMama HaBeleHor u3pasa buiaumoBuh
[19] je mao ny6.bm cMucao, nose3dyjyhu je ca Hilbert-oBum unterpanom
HE3aBUCHOCTH Y BAapHjallHOHOM PayyHY.

- Ha ocnoBy oBaksor nponeca no6ujama nucpepeuua]anuux jemuna-
YHHa KpETawka H3 OBaKO TPaHcHOpMUCAHOr €JNeMEHTA JejCTBA Kao
Pfaff-osor uspasa, buaumosuh je ¢opmyaucao jemaun onmuTH NpUHIUD,
koju je Ha3Bao Pfaff-os onmrta npununn mexanuxe [16]. Ilouaaaaum |
na cy Piafi-ose jeaHayunHe exBUBAJEHTHE YyCAOBY Ja je BapHjaldja
oarosapajyher Plaif-osor uspasa jemuaka Hyau, Tj.

3¢ = 0 (0.8)

nose3ao je Plaif-oB npunnun ca d’ Alembert-Lagrange- -eeumM B Hamil-
ton-osum npunnunoM. OBy Pfaff-oBy Meroay npumenno je motrom Ha
Hu3 npob6aemMa u3 Tteopucke mexanuke [20], nebecke wmexanuke [21],
[22], [23] u reomerpucke onrtuxe [24].

T. Auhenuh je ynorpebuo 0By METOAYy y MEXaHHURH YBPCTHX
Tena [20), mexaHunu ¢ayuna [26] v onwroj MeXasulw KOHTUHyyMa
[27] » nmoxkasao je ma ce oxrosapajyhe audepedunjanse jenHayuHe
KpeTawa Mory noOntH npumenom Pflaff-oBor npauuuna. Ilpu Tome ce
y MEXaHUIY¥ KOHTHHyyMa mopa nuhu of enemeHta AejCTBA jeAHHHIE
Mace U Taaa ce audepesnujanHe jeaHauvHe KpeTamba KOHTHHYYMA
MOT'y JOOGHTH W3 NMOroAHO TpaHC(pOpMHCAHOr enemeHTa AejcTea. Ha
Ta] Ha4HH je npowupuo Plaff-oBy merony Ha ocrane rpane MexaHuke
noka3syjyhu na je Plaff-os npuunun 3aucra onmtu npunuun [IeJOKYnHe
MEXaHHKE, . .

Y osoMm paay ﬂ0K33ﬂhEMO na ce Pfaff-osa meToga Moxe rene-
panucaTd H IMPHMEILHBATH M Yy TEOPHCKOj ¢u3nud. Y TOM KUHIbY
u3Bpmuhemo redepanusanujy Pfaff-oBux uspasa, Pfaff-osux jeanaguua
u camor Plaff-oBor npunnuna u npumeHuheMo nOTOM Tredepanucal
Pfaff-oB npunun Ha pasne obiaactu Teopucke ¢usuke, nojasehu xo-
C/A€AHO O BEJHYHWHA aHAJNOTHHX KHHETHYKO|] H MOTEHLH]jaJHO] €Hep-
raju. Ha taj nadud nmoxasahemo na ce renepanvcad Plaff-os npunnun
38MCTA MOXE CMAaTpaTH Kao jefaH ONIUTH MPUHIUN TEOpPUCKEe (Qu3uKe,
KOju objesumyje pasHe mweHe rpaHe y jeflHy jeXUHCTBEHYy II€JIHHY.
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. TEHEPAJVIM3ALIMJA PFAFF-OBE METOJE
U PFAFF-OBOT HPHHUMIIA

1. TEHEPAJIM3ALIMJA PFAFF-OBMX WM3PA3A W PFAFF-OBMX JEAHAYMHA

FEHEPAJIMCAHHU PFAFF-OBH H3PA3H. Y NOCalallilbkM NpHMEHAMA
P{aff-ose Metrone nocrojasna je camo jenHa HE3aBHCHO NPOMEH/bHBA —

Bpeme f. MehyTtum, y MHOoruM npob6iaeMuMa TEOpHUCKE (PH3IHKE jaBJba
Ce BMIIE HE3aBUCHO NPOMEH/bHBHX, BehHHOM BpeMe { W MpPOCTOpHE
KoopAuHaTe x, y, 2. Crora cé Mopa u3BpPIIUTH roHepann3aunmja Pfaff-
OBE METOJE M Yy TOM LMYy reHepaanucahiemo Pfaff-oBe wu3paze, Pfaff-
oBe jexpsaunHe H cam Pfafi-op npusnun. [lpm Tome TpeGa mmaTd y
BMIY Ia BPEME U IIPOCTOPHE KOOPAHWHATE HEMAjy MCTY YJAOTYy y TeEO-
puckoj &u3unM, crora hemo pasIUKOBATH J[BE BPCTE€ HE3aBHCHO
npomMensbuBux. Hesapucso npomensbupe Cau4yH€ BPEMEHy HasuBahemo
NpOCTO HE3aBHCHO NPOMEH/bMBHME, a4 HE3aBHCHO NPOMEHJ/bHMBE CJAHYHE
NPOCTOPHUM KOOpPIHHATAMA HA3¥WBahemO mnapaMeTpumMa.

- TIlpermocraBuMO Ja UMa m HE3aBHUCHO NpOMEHbUBHX 1;(j=1,2,..., m)
W k napamerapa & (s=1,2,...,k). Hekacy x, (i=1,2,. ..,n) q)yn-
KIlMj€ OJ OBHX NPOMEHJbHUBHUX t 1 E, |

_ xi=x: (£, ) (i=1,2...,n) (1.1)

H 06eneXHUMO Ca X;s [MAPLHJaAHH H3BOJX (pyHKque x; no k,
xis = O (1.2)
0 &, | .
[MocmaTpajmMo caj u3BecHy QPyHKIH]y ¢ OX NPOMEHJ/bHBHX Xy, Es M X;s
Q=0 (X4, &5 X4s). (1.3)

C o63upom Ha Be3e (l.1) (})yﬂxunja ¢ je Y KPajb0j JHHH]H (pyu-
Kiidja camo 011 ti u &, mTo HeMO Ha3HAYHTH 3BE3AUIIOM:

¢ =@ (tJ » §s) - (1 4)
,U.eqmuumumo CaJi BapHjallHOHH H3BOJK (l)yHKIIH]e © NO POMEH/bUBO}
x; ob6pacuem | . |
'- 8¢9 dep B, 0 ( 0y C ey
—— = - 1.5
9 x; 0X; gl 0 \o xrs ) ( )

‘BaBHCHOCT byHKIHje ¢ O NPOMEH/bHBHX X;, & H x,s omMoryhaBa jga
Cé eKCIIMIUTHO H3BEAYy - Ha3HaueHe onepanuje, a OJaBje BHAHUMO Ja

o
O X;
P on NPOMeH/bUBHX Es 1 1.

Fi3 came pedunumuje BapujausoHOr Hssoﬂ.a crenyjy oBe IBe

BayKHe ocobuxe:
blo+ V) _ Bw _ BY
O X;- S X; 0 X;

caM CHMOOJ

MMIJIALINTHO CafpXKu y ceO0H 3aBHCHOCT (QYHKIHjE

0.)
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3e¥) . 89 dp 0y , 0@ oY\
S X, 5 Xx; v WSx; E,(aggaxm +axfs 653)' (1.7)

OpaBIe BHIMMO Ja Ce BapHjallMOHH H3BOJ NPOH3BOJA ABEjy (DYHKIMHja
y OfIITeM C/y4ajy HE MOKOPaBa OGHUHOM MPABHIY 32 W3BOJ NPOH3BOJA.

Jledunuminmo caj BapHjalMOHH AudepeHmHjan Ha caenehn HayHH.
CraBumo no AedpuHHUH]E

8t = di (1.8)
H A
m |

5= OXi5t, (1.9)
- j=1 Ot

Bapujanuonu audepenunjan Gyuknuje ¢ Taaa pedrunmemo oﬁ;ﬁacuem
3¢

S = — 3 X; 1.10

P = ZJI ™ (1.10)

OBaj ¥3pa3 MMa TOJNHMKO 4J1aHOBAa KOJHKO HMa NPOMEH/bEBHX x,,
He3aBucHO oJ Opoja napamerapa .

HanomenuMo na je BapujauOHM H3BOJ NPHMAPHH MOjaMm, 2 BAPH-
jauuonu xudepenuHujan CEKyHHapHH, Te jeé BapHjallHOHH H3BOA OHUTHO
Pa3/IHYHT NOjaM O KOJHUYHHKA [Bajy BapHjadoHHX mHepeHumujaa.
[TomTo y Bamem u3Jaramy HeheMmo HUrZE ynoTpe6/baBaTH KOMHIHHKE
BapdjanuoHux gudepennujana, Heliemo npaBuTH pasiiuKe y O3HAKAMa.

[Tpema o6pacuuma (1.9) u (1.10) umamo, u3MenuBmu peld cabuparba

m /n .
- 2( . iﬁiﬂ)&t}.
- =1 \i=l X, 6 tj |
CraBUMO cajg no AePuuaunuju
5*(1) e 5([) 5x;

T l-ll
5tj* ;::lax,- 8t1 ( )
na npobujamo ' _ |
m 3% | |
5o =3 —L 51, (1.12)
j=t 0l

O6pasan (1.11) oxrosopa NpaBUAy 3a NOCpenHo AudepeHnupame
¢$yuknuje, a obpasan (1.12) npasuny 3a ToTanHO AudeprHUIHpabE.
lpu Tome ce mocnexwu H3Pa3 MOXE CACTABUTH Henocpenuo npeMa
o6pacny (1.4).

[locmaTpamo can H3BECHE ¢pynkumje X, (/=1,2,. ,n) Ol Mpo-
‘MEHJ/bUBHX X;, Es H Xjq:

Xl =Xl(xi:§s.:xis) =XJ'* (tjrgs) ([:: 1:2:-*"") (113)
H noMohy mux QOpMHPajMO JHHeapHy AudepeHnujaany dopmy

n
=) X;8x;. (1.14)
(=1
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Osaj uspa3 spahemo resnepanucauu Pfaff-oB umspas. ¥
cnhyuajy Ja HemMa napameTapa &, Tj. 1a je k = (, BapujallMOHH H3BOIH
cBOJe ce Ha oOuuHe MapuHjajiHe H3BOJAE, BAPHjaUHOHH xHdepeHnujanu
Ha oOHyHe ToTanue nudepennujane, a reHepanucasu Pfaif-oB uspas na

o6uuan Pfaif-oB H3pas3.

FEHEPAJIMCAHE PFAFF-OBE JEAHAYMHE. — ®PopMmupajmo can
BapHjandons u3Boa (yHxuuje © mo npomenmuBoj x;. [Ipema pedu-
HULMjH BapHjanuosor u3Boja (1.D0) umamo, U3MEHHBIIW pej cabHpama

k n .k )
P 0P K 0 (Qd’_)_;z{a};_ _‘..)_...(axl)}Bxf,
O Xx; ax;‘ s=1 aEs Oxfs

Tj. | |

C npyre ctpaHe, npeMa IedHHUIHjH Bapujaunouor qu:)epeﬂuu-
]a.rla (l 10) umamo

5X,—25X15x1
i=1 0y

Ony3umatheM OBHX jefHauHHa INOOHjaMO

b o X ijan. C(116)

°2 X, = (
¢ X; E 6x, & x;;

[loMmuoxumo oBe ]enﬂaquﬂe ca 0x; 1 cabepumo nobujene jen-
HauMHEe 3a CBE BPENHOCTH HHJAEKCA i, ma HOOH|aMo

3 (M’ ax,)ax,=)fj > (5’(’ 2l )ax,ax,

=1 \0 x; O X; 5Xj

AKo y Apyrom unasy JIBOCTpDYKE CyMe Ne€pMyTyjeMo HujeKce
i M j ¥ H3MEHUMO pen cabupama, A00H]aMO H3pa3 jeJHaK NPBOM 4YJiaHy,
T€ j€ rOpHbU H3pa3 HICHTHYKH jeHAK HYJIH:

n (5(1)

2

i—=1

360r Meijycoﬁue HE3aBHCHOCTH NPOMEHJLHBHX X; OJlaBJe cneny]e
Ja CBH H3pa3H y 3arpajgaMa Mopajy OuTH ]e,zmalm HYJIH:

5X; =02 (i=1,2....n). | (1.18):

O X,

axf)ax,-zo. (1.17)
ox; o |

[lpema o6pacuy (1.16) oBe ]ennaquﬂe MOXEMO HafnucaTy H y
00JHKY

5X, 35X,
— — 0o x; = 0. 1.19
,-___231[‘3x¢ 5Xj) / ( )
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Jennaunne (1.18) unu (1.19) 3Bahemo renepanucane Pfaff-
OBe jemxHauuHe. Y cayuajy nAa Hema napamerapa &, Tj. na je
k=0, renepanucade Pfaff-oBe jexnaunne csope ce Ha oOuune Pfiafi-
OBe jeJaHauuHe.

OCOBHHE N'EHEPAJIHCAHHUX PFAFF-OBUX JEJHAYHHA. — lene-
paaucadHe Pfaff-ope jennaunHe umajy cauune ocobune Kao H obuuyne
Pfaff-oBe jennadune.

a) IIsa Pfaff-oBa u3zpasa cmarpahemo exBHBaJEHTHHM aKO HOBOAE
A0 exuBaneTHux Pfaff-oBux jennauuna, npu ueMmy hemo exBuBaJeH-
THOCT ofeJsiexXxaBaTH 3HAKOM ==. AKO cajx nocmaTtpamo Pfaff-ose uszpase
® u kO, rue je k xoncranra, y Pfaif-oBum jennaumnama xoje onro-
Bapajy Piaff-oBoM u3pazy k<& ckpahyje ce k, Te cy o6a cucrema
Plaif-oBux jennauuHa eKBUBaJeHTHA: |

P kD, (1.20)

Tenepanucanu Pfaff-oBu ugpasu roju ce pa3nukyjy KOHCIIGHITHUM
MHOXCUllleJveM eKBuUBAQJeHIlHU C).

b) Ako mocMarpamo Pfaff-oBe u3paze & u ®+8F, rae je F ma
KakBa (QYHKIHja Of HUCTHX - MPOMEH/BUBHX oBaj apyrd Pfaif-oB u3pas
UMa OO6JHK

¢+5F—§(x-+ ZAPH
| =1 | axl') a

Onrosapajyhe Plaif-oBe jepwaunne cy

a(xf 5F)—-—-—(® +5F). (1.21)
. & X Bx;
[Momro je

& OF 8 oF

8X'.j ij : 5x1 Sx,_-

HMaMO

5 2F (5F),
5x; le
Te cy ob6a cucreMa Pfaff-oBux jeanauumna expuBaneHTHa:

b~ + BF. (1.22)

r enepa.nucauu Pfaff-oBu uspaszu koju ce pasauryjy 3a Bapu;a-_
uuouu Augpepenyujan 6uno xarkBe hyHryuje exBusaneHiiHU CY.

c) ¥ Piaff-oBom u3pasy

n
CI;) = E X! & Xis
=1
guje cy Pfaff-oBe jemmaunne |
axi_i?i (1—-1 2,...,n), | (1.23)

ax;
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H3BPIIUMO CMEHY ITPOMEH/bHUBHX

xi=Xi V1, Ya,.-» V) (i=1,2,...,n) (1.24)
rafxa Pfaff-oB u3pa3 pobuja 061ukK
n
(p*-#z YJB}’J
j=1
yhje cy onrosapajyhe Pfaif-ose jeanaunse
) | .
5}"1—5(1) (1'='1,2,...,n). (125)
37

[lpema Hauuny ¢opmupama Pfaff-oBux jenHauuHa u3 oxrosapa-
jyher Pfaff-oBor uspasa oueBuaHo je na je cucrem Pfaff-oBux jenna-
- yuHa (1.25) exBuBanenrtan cucremy Piaff-oBux jemnagmsa (1.23), mro
ceé MOXe€ H HernoCpesHOo AKOKa3aTH.

Cuclliemu renepanucanux Pfaff-oBux jeanauuna 3a GoaasHu u 3d
mpancgopmucanu renepanucanu Pfaff-oB uapas3 ewBupaneniinu cy.

OBa oco6uHa je GurHa y Pfafi-oBoj MeToau u npema woj Huje
norpe6GHo BPWHTH TpaHchopMaLKHjy Pfaff -OBHX jenHauwHa, Beh camo
oarosapajyher Piaff-oBor nspasa.

2. IMPEPEHLWIJAJIHE JEAHAYUHE ¢H3H‘JKHXI [TOJABA KAO
PFAFF-OBE JEHHA'—IVIHE -

EJEMEHT JEJCTBA KAO PFAFF- OB H3PA3. — ¥ cayuajy na
cé ¢dusnuke nojabe MOry H3pasuT# nomohy mnoJba, HE3aBHCHO MPO-

MEHJ/bHBE CY NPOCTOpHE KOOpJAHHATE X,),2 H Bpeme f, Te eJEeMEeHT
gejcrea BMa o6JuK

dW = (T - U)dxdydzdt | (2.1) -
rae je T KMHETHUKA, a U/ NMOTEeHIHja/iHa eHePruja je JHHUILIE 3amPEMHHe.

[locmatpajMo can enemMeHT JejcTBa jeAHHHIE 3anpeMHHE Kao
Pfaff-oB u3pa3s

P = %—- (T - U) dt, (2.2)

AKo yBenemo Lag’range-eB’y Gbyuknujy
L=T-U | (2.3)

4 y3mMemo y 063up na npema obpaciy (1.8) moxemo craBuTH & f=d!,
FOPHbH U3pa3 MOXKEMO HaNHCATH y OOJHKY

O=L35t. (2.4)
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Heka ce ¢u3Huko no/be MoKe OnmUcaTd noMohy H3BECHHX BEJH-

adHa ¢, (i=1, 2,..., n) koje cy ¢QyHki4je BpeMeHa M MOJOXKaja
g, =q:(t, x,y,2) (i=1,2,...,n). (2.5)
Axo napudjanse usBone ¢yHkudje g; ob6enexuMo ca
_0g¢; Y, ql'
qlt at ’ fhx ax ’
(2.6)
__a‘?f o d g
iy = ay ’ Jiz 3 Z.

Lagrange-esa ¢yHKkuHja 3aBHCH EKCINJHLUUTHO OJ CBUX HaBeHEHHX
BEJIHYHHA, Tj.

L=L(t, X, ¥, 2; qi5 Gits Qex» Giy>Qic)s @2

| MehyTum, 36or 3aBucHocTH (2.5) L y Kpajiboj JMAHHHjH 3aBHCH
CaMO OJ BpeMeHa M NPOCTOPHHX KOOPJUHATA: -

L=L*({x,y,2. - (2.8)

OBze ynory He3aBHMCHO NMPOMEH/bHUBHMX f; Hrpa BpeMme I, a yJory
napametrapa £ MNpPOCTOpHE KOOpIOMHaTe X, ), z. [lopeheweM o6Gpasana
(1.3) v (2.7) BuauMO Ja YJOry -NPOMEH/bUBHX X; HIPajy ¢i Qi
(i=1,2,...,n) 1 £ | |

Tpanchopmumumo can enement aejcrsa (2.4) nojxaBarbeM H OnLy-
3UMamheM U3pa3a :

: n 5L
E-——-—-——-Sq,-.

i—=1 O qit

[lomito je ¢, dyHxknHja o BpeMeHa H npoc'rOpan KOOPAHHATA,
8 IPOCTOpHE KOOPIMHATE CMAaTPaMO Ka0o NMapamerpe, npema AeQuUHHIH]H
BapHjanHoHor audepenuujana (1.10) umamo

Sql-—?; 5t=q. 31, (2.9)

na ce tpaHcopmucan enement aejcrea kao Pfaff-oB uapas moxe Hanu-
catd ¥ 00JiHKy

A 5L . /n 5L ' |
® =32 50, - -,-——-qn—-*L)5t. (2.10)
Els% (El O it o

. HesaBucHo npomensmuse osor Pfaff-osor wuspaza cy ¢, qu
(i=1,2,...,n) u t.



188 A - Hophe Mywnuxu

e iy M e p— ———— — o— o el e

EULER-LAGRANGE— EBE JEJHAYHMHE. — ®Popmupajmo caz Pfafi-

ope jennauuse (1.18) xoje oxrosapajy Pfaff-osom nspasy (2.10). 3a
NpOMEHJbHBE ¢; OHE rJjace

sL &P
O e == e - (2.11)
qut 56}1
SL
[loiutro je — y Kpajiboj JaUBHjH (PyHKHHja CaMO 011 BpPEMEHa

qlt
H NPOCTOPHHX KOOPAWHAT3, Ha OCHOBy obpacuma (1.12) oBe ce jexua-

YygHE MOTY HanucaTH y OOJIHKY

*
5 (SL]ot—-:E-é-ﬁt
Gt 8qlt 5‘?:

a onaBie nobujamo
5% (S8L\ 8L
-—-( )- ° o, (2.12)

"To cy Euler-Lagrange-ese jensauune, a y pa3BHjeHOM OGJHKY
OHE rJace -

I* LN 3 /ALy 9 /OL\ 0 /dL\ dL '
=\ 4+ = + + - — =0, (2.13
af(aq”) ax(aqfx) ay(aqu) aZ(aqiz) 9q; ( )

I/Ima]yhu y Buny nma cy y Pfaif-oom wuspasy (2.10) icoeq:muu-
jenTH y3 8¢;; jeAHaku Hyau, Pfaff-oBe jepnauuse 3a NpOMEH/bHBE
HMajy OO6JHK

5005(1) R

5%:
a TO CY WIEHTHYHOCTH.

Pfaif-oBa jepHauuna 3a npomenbuBy f Iyacu
| 5L 3P
—_ S(E - Gyt — L )
N . =10 qif 51‘
M y pa3BHjeHOM OOGJHKY
. |
5 28] -2efoa
| =10t \8qy/ 0gq, |
a 10 je Ha OocCHOBY Euler-Lagrange-eBux jeiHauHHA HWIEHTHYHOCT.

 HAMILTON-OBE JEJHAYHUHE. — YBeIuMO cali réHepajiuCaHe HM-
nyace, aedpuHucase obpacuuma
&L oL , N
pi = = - (i=1,2,...,n). (2.14)
1 8qi  0qi ) |
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[Tomohy oBux jennHauuna MOXKEMO BeJIHYHHE ¢;; 3aMEHUTH BEJH-
guHama p;. Taga ce Tpancopmucann enement pejcrea (2.10) moxxe
HallHCaTH y OO0/uKY

d =Y p3g-Hbt, ‘ (2.15)
=1
rae cMo ysead Hamilton-oBy dyskisjy
H=3"piq:-L. | (2.16) |
[w=]

HesaBucHo npomenmuBe oBor Pfaff-opor wuspasa cy g, p;
(i=1,2,...,n) u t.

Piaif-oBe jepnaunne 3a npoen/buBse ~hqi rjaace
5P

Opasre no6ujamo
OPigy_ _ SHy,
ot 5 qi
a OTYyZAa -
opi_ _SH | (2.18)
&t . 8¢,

[Tomwro cy xoeduumjentn y3 &p; jensakn Hymu, Pfaff-oBe jexua-
uMHe 3a MPOMEH/bHBE p; UMajy OOMHK

50 = 0-———5—? (2.19)
_ 8 p; L
OpmaBae pobnjamo
i 5¢_ SHgs g
5t 3p,
a oTyla |
' °q; _oH (2.20)

‘;]_EIlIl'lamee (2.18) u (2.20) ¢y Hamilton ose jeasaudHe, a y pas-
BHJEHOM OOJIMKY OHE rJjace

apfﬂ_aH.: 6('6H_)= c)(BH)i 6(‘6H) (2.21)
ot 0q; 0x\0¢x 210 Qs |

09: _9H (2.22)

-(.)—;- 0 p;
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Piaif-opa jensaduHa 3a NPOMEHJbHBY ! [JIACH
5 P

—-SH .
ot

H

a el paBBl'd]:EHH 06/HK
_ s RPN
E(ah—loq‘ - 29 -O-E-'-)at=0
i1\ 0q; 51‘_ &p; ot

Ha ocHoBy Hamilton-oBux jexnauuHa Iaje WIEHTHUHOCT.

3. TEHEPAJIM3ALINJA PFAFF-OBOI' [TIPUHLIMIIA

®OPMYTALHUIJA ONIITE!" .PFAFF-OBOTI MPHUHLHIMNA. ~— TlomTo
CMO BuJeaH Ja ce audepenunjanse jeiHaddHe (GU3IMIKMX MOjaBa MOTY
nobutn kKao renepanucane Pfaif-ose jenwaunne tpancdopmucanor ene-
MeHTa JejCTBa jeIMHHLE 3anpeMHHe, OBaj HauyuH HoOujama mudepeHnu-
janHuxX jexHavnHa (PU3HUKUX n0jaBa oMoryhaBa OpMyJsan#jy OBaKBor
OTNUITEr NMPHUHIHNA TEOPHCKE (PU3HKeE:

dusuure OojaBe Bpuwe ce idpema renepaaucanum Pfaff-osum jes-
HaquHama, axko 3a revepaaucad Pfaff-oB uspa3 ysmemo fpancghopmu-
CaH eneMeHrll fejcliBa JeauHuye 3alpemure.

OgBaj onmty npunnun 3salieMo Pfaff-oB npusnum teopucke
P H3MKeE U OH Ce MOXE NPHMEHHBATH Y CBHM OHHM I'DaHaMa TEOPHCKeE
(pu3HKe TAE NOCTOje BEJHYHHE AaHaJOrHe KHHETHUKO] H NOTeHUHjaNHOj
€Hepruju. |

BE3A PFAFF-OBOI NPHUHLUUIIA CA HAMILTON-OBHUM [TPHHLIU-
[TOM. — YBemuMO npe cBera nojam reHepajgucave Bapdjanuje. Ako cy
¢ u & nBa moryha BapmsjallHoHa AudepediHjana OHNO KAKBE BeJH-
YHHE ¢, HHXOBY pasauxky JeduHucahieMo Kao reHepanucaHy BapHjalujy
¥ O3HaunheMmo je cumdonom A ¢:

Ag=23¢p—350q. (3.1)

[IpeMa camoj HedHHHIHjH BHAY Ce Ja FeHEPaJHCaHa Bapujaluja
CTOjU Y TAKBOM OZJHOCY IpeMa BapHjallHOHOM JAudepeHnHjany Kao
o6uuHa BapHjanHsja npemMa o6uuHoM nudepesuujany. Crora 3a resepa-
JUCaHe BapHjal¥je BaXKe€ CJIHYHA NPaBHJAa Kao W 3a 0OMuHe BapHjauuje.

[loTpaxHMO canx reHepajucaHy BapHjallu]y Ma KaKBOI reHepaJsi-
cavor Pfaff-osor uspasza (1.14). llomTo cy Besugune x; mehycoGuo
HE3aBUCHE, HMaMO

n n .
AD = AXEx + T X ABx, (3.2)

[} =1

OBpe npemMa MpaBHAUMA BapHPaka HMaMO
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a 360r He3aBUCHOCTH oOmNepanuja Bapupatba U BapHjalluOHOT nu(pepeﬂ-
nUpama je

A x; =8AXx;
na pobujamo

22 Iija XI+EX18A.X; (33)

i=] j=I1 g Xj =1

Axo y npBOM ujgaHy nepmyry]emo HHIeKCe | H ] H H3MEHHMO
pen cabupatbha B CTaBHMO

i: E—-)-{-st — i.?i_
F_-l&.?(f ! Ex;

éX.EAx,-—-—Bi Xfo,- — iSX, Ax,-,
=1

i=1 =1

MPEeTXONHH HU3pa3 MOKe C€ HANHCATH y OOJHKY

5 n
AD — ;(ET ~5X, )Ax,—-{-SEIX;Ax,-. (3.4)

OBaj u3pa3 npeTcraB/ba Takohe jegan resepanucad Pfaif-oB u3pas.
Ha ocnoBy oco6une ga cy renepanucanu Pfaff-oBm u3pasu koju ce
pa3nMuKyjy 3a Bapujaudodd audepeHudjan O6un0 Kakse (QysHKugje
€KBUBAJIEHTHH, aKO H30CTaBUMO JPYrH uwian jAo0HjaMO €KBHBaJEHTAaH
Piaff-oB u3pas
d

A@%E(S—;:—BX)ﬁxg.

OBaj n3pa3 Ha ocHOBY resepanucauux Plaff-osux jemnagnna (1.18)
jelHaK je HyaH, Te€ HMaMo

AD =0 (3.5)

Bama H OOpHYT CTaB: u3 ycnoBa (3.5), 360or HE3aBHCBOCTH BapH-
jauuja Ax;, cnenyjy renepanucane Pfaif-oBe jexnaunne.

[Ipema Tome, reunepanucane Pfaff-oBe jeanauune exBusaneniine
cy ycaosy AP ~ 0.

YBeaumo caj zejcrBo y Hamilton-osom cmucay

2
w-;ffwvar | (3.6)
ty 'V |

M H3padyHajMO 1HEroBy TreHepanucaHy Bapdjaudjy. AKO y3MeMo Y
003Hp a4 Ce pej Bapupalba W HHTErPUPAtba MOXKE M3MEHHTH H a3 ce
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Bapupaibe He O,ILHOCH Ha HE32aBHCHO NPOMEH/bHBE, AW ce Moxe Hamnu-
caTH y OOJHKY

3
AW=ffA(Ldt)dv.
2V

Yaumajyhu npema Pfaff-oBoM npunuuny enement nejcrsa jenu-
HULle 3anpeMuHe xao Pfaff-oB u3pas
B b =L8t=Ldt
nobujamo |

ls
AW=ffAcpd V. (3.7)
i V

Axo je 3azososbed Plaff-oB npununun, u3 mwera ciaenpyje A d=0,
a Taja ce€ u3 nocjeamer obpacua no6uja Hamilton-oB npunuun

AW = 0. | . (3.8)

Baxu # 06pHyT cTaB: w3 Hamilton-osor npurnuna, 36or npoHs-
BO/bHOCTH rpaHHna HHTerpauuje f, u f,, caenyje AP =0, a oryna H
cam Piaif-oB npunuum.

[ToBe3anocT oOBa JBa MNpPHHIMNA BHIH C& K K3 TOra ITO 06a
npuHiMna gosoje no ucrux Euler-Lagrange-oBux jensauusa.

. IPUMEHA PFAFF-OBE METOJE ¥ TEOPHCKOJ ®W3HLIU

4, NTPUMEHA PFAFF-OBE METOJE HA EJIACTUUHE TAJIACE

JEJHAYUHA TPEITEPERBA XHLE. — Hajnpocmju CJ1y4aj enacTuy-
HEUX Talaca HMaMo npu Tpenepemwy xune. l[locMarpajmo Tpanceep-
3aJiHe OCLMJAIM]H JKMIE ¥ 3a mpasal X OCe Y3MHMO NPABal XHIE Y
MHPOBawhy. EnoHranuja meauwha, xojy hliemMo o3HauuTH ca ¥, 3aBHCH OJ
KOOpJAuBATe X U BpemeHna f:

b =Y(xt). ' (4.1)
AKO yBEZEMO O3HaKe |
_9¥ A

v df v ox

- " (4.2)
qumay! _4’2:#"5;":

KHHETHUYKA €Hepruja e/leMeHTa XKHIE dx je
]

dT’=—2--qux-\Ift2,
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. i

rae je p ryCTHHa, a ¢ NONPEYHH mnpecexk xuue. KHHeTHUKa eHeprja
jeAMHHLE 3aNPeMHHE TaZa H3HOCH |

aT 1 '
T =—= 2. 4.3
Ry, 2P‘1’t (m)

Cuna Koja nejcTByje Ha genuhe Xuile NpH MaJHM eJIOHrallHjama je

F=—“q_P\1fx,

rae je P HamoH, a yKyNnHa CW/ia Ha €1eMEHT XHIE dX HW3HOCH
dF=—qPdxVex, | (4.4)

[lore€nnujanda eHepruja OBOr €JIEMEHTA XXHIE Tajla HMa BPEXHOCT

b v _
dU'='—de'd¢= l-qux.qfxx'qfxdx,
0 0 |

T§. _
d U’='—;“qux * qfxz ’

a TMOTEHIW]a/IHa eHepruja jeAVHHULIE 3anpeMHHe je
du’- 1

U — Py 4.5
v g FY _ (4)

Enement fejcTBa jeauHune sanpemuHe, cMaTpad kao Pfaff-oB u3pas,
TajJd HMa.BpPeXHOCT -

. ¢'=L§t=%(?‘l’:2——P\1fx2) 6t. (4.6)

Cmartpajyhn na je y mocMaTpaHOM eleMEeHTY JKHIle TYCTHHa KOHCTaHTa,
AeoO0oM ropmwer uspasa ca !/,p go6ujamo exsupanentan Plaff-os uspas,
KOjd MOXEMO HAaNUCaTH y OOJHKY

G = (P2 — 12y, 2) 8t=L, 8, 47
rpe je , IR .
v=Vf_. . (4.8)
. P .
TpanchopmMHIIUMO OBaj U3pa3 AokaBawbeM U OAY3HMameM ‘U3pa3a
— 0V =2 VD
TR
uumMe n06ujamo, umajyhu y Bupy aa je &V =, 5t,
O = 2Y; 8 — (V2 + v2,2) 5t (4.9)

13 36opHuk MaTeMaTHUKOr HHCTHTYTA
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Piaff-oBa jemnaunna 3a npoMensbuBy ¥ rnacu .

0P
5 (2 = —, 4.10
e¥) = (410
[Tomto je
e ee 200y
¢ oV¥y  odx \oV,
npeTxolHa jefHauuHa jno6uja 00/HK
| - 2\]!”51——21)2\}!“51‘
a oxasie NoGHjamo, muuyhu ]e,u;HaunHy y yoﬁnqaluom 06mey,
2 2 o
oV L oty = (). (4.11)

dx* 12 of
To je ]enﬂaquﬁa TPAaHCBEP3aNHAX  Tanaca KOJH HacTajy TpenepemeM

KHUIE W KOJH C& MPOCTHPY KPO3 XKHLY 6p3HHOM Pi= \/___

JENHAYHHA EJACTHYHHX. TAJIACA. — TlocMaTpajmMo call onuTujH
cayd9aj ejsacTHyHuX Tajsaca. [lpeTnocraBumo na cy nmedopmauuje Bpro
Mase ¥ na Baxu Hooke-oB 3akoH, Tako 1a je cHAa nponopuuoHaiaHa

rpafujeHTy eJIOHraiyje

Y
F=—gngrad ¥, (4.12)

rie GakTop CPa3MEepHOCTH 7 33aBHCH OX NPHPOJE CPEAWHE H BpPCTE
TaJaca.
Tala KMHETHYKa W TOTEHUHjaNHA EHepruja jeIHHuIe 3anpemune

Ha OCHOBY o006pa3aua (4. 3) 1 (4.5) umajy BpeIqHOCT
1
T=oe¥?  U-—a(he+ ¥ ). (413)

Tana je eneMeHT AejCTBA jeluHHIle 3anpeMuHe
1
R G TS RS SILL

H MOXeE Ce Ha CJIHYaH HAuduH K40 H paHuje TPaHcHOPMHCATH Y EKBH-
Ba/IEHTaH Pfatf-os n3pas

=2V B - (VA + 2 (U + Uy + 12) ) 5f,  (4.14)
riue ie

D= \ ~ (4.15)

Pfaff-oBa jennauudHa 32 npomMeH/bHBY Y HMA HCTH oﬁmnc Kao 4

paHHje
P

Y

5(2¥) =
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4 y pa3BHjeHOM OOJHKY OHA rjacH

0%y +32\1! +32ﬂ/-_ 1 02y
0 x2 dy? 0z2  v? ot

- 0. (4.16)

To je jeanaunHa enacTUYHHX Tanaca, KOjH Ce€ MPOCTHPY OpP3HHOM
v=V_ﬂ_.
1P

o. IPUMEHA PFAFF-OBE METOAE ¥ TEPMOJWHAMMWLIN

OCHOBHE JEAHAYHUHE TEPMOIUHAMHKE. — llocmarpajMo Mexa-
HUUKO-TEPMOJHHAMHUKE [POMEHE HEeKEe CPeNHHE Yy CTamky HACAJNHOr
¢nayuna, Kao Hanp. NpoMeHe HU3BeCHe KOJHYHHE HIeaNHOr Traca.
YOYHMO HEKH BP0 MaJlH €JIeMeHT 3anpemMHHe AV ca eseMeHTOM Mace
Am=pAV, rae je p ryctuda. [lomto je nocMarpasd eJeMeHT 3ampe-
" MHHE BPJO MaJH, MOXEMO CMaTpaTH Ja C€ MeXaHHYKO-TepPMOJHHA-
MHYKE BENHYHHE CNOPO MEajy Y, HhEeroBoj YHYTPaLIHbOCTH.

YBeAHMO cajx cnetupHUHy 3anpeMHuy, KOjy O3H44HMO ca

3 = av : | o (6.1)

Am p

H MPeTnocTaBEMO na u3Mehy nputHcka P, cnentdudHe 3anpeMHHe U U
ancosayTtHe temneparype T mocToju Be3a

f(P, 9, T)=0. (5.2)

OBa jefHaydHa NPETCTaB/ba jeJHAYHHY CTalba CpeAHHE H Ha OCHOBY
b€ MPHTHCAK MOXXEMO CMaTpaTH Kao (PYHKIHjy OX crnenudHuHEe 3anpe-
MUHE H TeMmneparype. o |

[lomito je nosoxaj cpendHe oapehedH NPOCTOPHUM KOOPAHHATAMA
X, ¥, 2, @ TEPMOJHHAMHUKO CTame NPHTUCKOM P u Temnepatypom T,
OBE BEJUYHHE MOXEMO CMaTPaTH [EHEpPa/iHCaHHM KOOpIAHHAaTaMa cpe-
anHe. Mecro TeMmeparype MOXEMO YBECTH jeAHY HOBY BEJHYHHY.
Mwmajyhu y Buay nma je Temnepatypa cpenuHe y TecHo] Be3d ca 6p3mu-
HamMa KpeTarmba MoJekynaa, npema Helmholiz-y Moxemo temnepartypy
CMAaTpaTH Ka0 BPEeMEHCKH HM3BOJA jeHe NPOMEHJ/bHBE a:

da
dt
Ha ocHOBy rope pedeHor reHepanuCaHHM KOOPAHHATaMa MOXeMO
CMaTpaTH H BEJHMYHHE X, J, 2, U H a.

(5.3)

PopmupajMo cajn eseMeHT J[ejCTBa jeAHMHHLE Maca H CMaTpajMo
ra xao Piaff-oB u3pas |

® = L dt = (T—U) dt,  (5.4)

raie ce T u U oxHoce Ha jexusuny Mmace. KuHeTduka eHepruja cacTojn

3 | '3
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ce U3 MexaHHUYKe KHHeTHukKe eHepruje 1/2 v? u T3B. c10601He enep-
raje — F:

T— 2 F (5.5)
9 |
npd yemy je caobopHa eHepruja I,uecbnuucaua o6pacuem
F=E—TS,

rae je E ydyTpaima eHeprija, a S enrponuja. [Ipu ToMme ce cBe oBe
BeUUHHE OJHOCE HA jEJHHHIY Mace.

[loTeHnujasHa eHEpruja CaCTOjU Ce H3 €KBHBAJIEHTHOT paja Mpo-
THB 32PEMHHCKHX M MOBPIUMHCKHX CHJIa H U3 TOMIOTHE €Hepruje.
[loTennujanna euepru;a xoja NOTHYE O paja NMPOTHB 3aNPEMHHCKHX
cua je

> |
U =—| F.dr, | (5.6)

-y
rape je F cuna Ha jeJuHMIy Mace.

[TorenudjanHa enepruja Koja noTHYe O pafa DPOTHB CHJIA MPH-
_.)

THCKa NpH foMepamy 3a dr je

1 - - 1 -
——m(deS)-dr —(fgradeV)-.dr,
A m pAV |

AS AV

rae je AS noBpumidHa Koja ONKO/baBa NOCMATPAHK @JNEMEHT 3anpeMmunte
AV. Y3umajyhu jpa ce grad P y yHyTpammocTy YOUEHOT eJIEMEHTa
3anpeMHHe MOXKE CMATPAaTH KOHCTaHTHHM, YKYMHY MOTEHUMjaNHY €Hep-
']y OBe BPCTE MOXEMO HAaNUCaTH y OOJAHKY

-——-f-;—gradP-dr. - | (5.7)

. o -
[lomTo je npomena cnenuduude 3anpeMHHe NPH MoMepamwy 3a dr

- -
dS . dr
Am _

rOpHhY H3pa3 MOXKEMO HanucaTH y oOJHKY

dd =

U, =fP as. (5.8)

[loTeHnujanHa eHepruju Koja je eKBUBAJeHTHAa TOIMJIOTHO] €Hep-
FHj# MM3 BPEIHOCT

U3=—-f:rds, o | (5.9)
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il S il ki I — iy i S e

a NowTo je npema obpaciy (5.3)

TdS=adS =Sda,

MPETXOJHH H3Pa3 MOXEMO HAaNHCATH H Y OOMHKY

Us=--f$da. (5.10)
Taga je ykymnHa nmeminjanua eHepruja
U=U1+U2+U3. (5-11)

FHanomennMo na je apyru uiad U, MeXaHHYKO-TEPMOXHHAMHUKeE
NpUpoAe, jep TnoMepame CpPeIHHE MNOJ yTHLAjeM CHJie MPHTHCKa H3a-
3UBa [IPOMEHY 3anpeMHHe, a TO NpeMa jeJHaYHHH cTama (D.2) M3a3uBa
W NPOMEHy TeMIepaType. ’

Tpancopmuinmo cap eneMeHT AejcTBa jenunune mace (5.4)
JOAAaBabeM H° O y3HMarbeM H3pa3a

....)
grad, T - dr + g.z—da,
v 0a
Axo yBeneMO reHepajqucaHe UMOYyJCe
2 | 0T | oT
= grad T, a = Ty ' =—=0. 5.12
p = grad, Pa= == Py =3 (5.12)

TpaHCHOPMHCAH eJeMEeHT HejCTBa MOXKEMO HAanucCaTH y OOJHKY

= S .
D =p.dr+p,da—Hdt | (5.13)
rae je |
> - :
H=p -v+p,a—T+ U. (5.14)
| ’ 2> -
Pfaff-oBe jeanauune 3a npomeH/bHBE 5 U p IJace
...)
dp = grad , @, d0=0=grad_, P | (5.15)
. > -
a onasjae nob6ujamMo
‘ dp dr '
P r _
rad , H, — = grad , H. 5.16
gt SapTh gy T B (5-19)

Mimajyhn y BHAy nma ce cBe ropie BejHuHHE OJHOCE Ha jeAHHMIY
-» : | | |
Mace 4 ga 7 He 3aBuUCH oA r, a

—>
grad , U =-F +l- grad P,
r P
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S— pr— A— - I

npBa jeJHaudHa y Pa3BHj€HOM OOJNHKY rJacH

- :
@ _F_Lomap | (5.17)
dt P
a TO je audeperHnMjasina jeHaUHHA KpeTama Hieansor Guyuia. Hpyra

—>
jenHaguHa Haje caMo JEDHHHIM]Y HUMOyJca p.

Pfafi-oBe jennauune 3a npomen/buBE a U p, riace

dpa =22, 10=0=22, (5.18)
| 0a 0D,
a ojaBie nob6ujaMo ,
dpa _ _OH da _oH (5.19)
dt Oa dt  0p,

[Tomto T He 3aBucH ox a, BoK U He 3aBHCH OX p., a

W__ s
oa

y3uMajyhin 3a nodYeTHY BPENHOCT €HTPOMHje HyJy, u3 ropthux jemHa-
yuHa J06H]aMo |

Pa oT = S, ?—-T- = 0. (5.20)
0T 0 Pq
Pfaff-oBe jepwaunHe 3a npomMeHsbHBe Y H py rjaace
d0=0= ?(b-, dOEO——Oq) ' (5.21)
09 ap&
a OTyJa |
oH _o, M _o, (5.22)
Vimajyhu y Bany na U He 3aBHCH O pg, 2
oH _  oT L P
09 09
nob6ujamo
T _p, 9T . (5.23) -
[lomiTo KHHeTHuKa euéprﬁja HE 3aBHCH O _;, Pa W Py, MOXEMO

R £
je cmatpatH QyHKUKHjoM ox v, T ¥ J, Teé HMaMO

> 9T oT
dT = grad, T-d —dd4 —dT,
g -;) vV + 39 -+ 3T
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a Ha OCHOBY oO6pasama (5.20) H (5.23') no6ujamo

-»> - - | |
dT =p-dv + Pd% + SdT. (5.24)

OBaj o6pa3an npercraB/ba reHepanusaudjy addepeHiujana mexa-
HHUKe KHHeTHuke eHepruje. Hamumumo ra y oO6JHKY

> -
d(T — TS)=p-dv + Pdd3—- T4dS,

]

a nowTro je __
T-TS=—v:-E,
2

n1o6ujamo - S |
dE=TdS — Pd{’o. - (5.25)

OBaj o6pa3an H3paxkaBa MPBH H APyr'd (pUHUAN TEPMOLHHAMHKE,
a jennagude (5.20) u (0. 23) Cy, JHaKJe, EeKBHBAJIEHTHE MPHHIHNHMA
TEpMO)lHHaMHKe -

6. TIPUMEHA PFAFF-OBE METOIE ¥ EJEKTPOMATHETU3MY

MAXWELL-OBE JEAHAYHHE 3A BAKYYM. — TlocMaTajMo enex-
_).. :
Tpomarﬂemo fo/be y BaKyyMy ¥ O3HauUMO €a E jaudHY €JeKTPUUHOT,

a ca H jauuny MarseTHOr nosba. Jla 6ucMo GOpMHpaAH eNeMEHT [ej-
CTBA MOpaMoO HahHM BeJWUYMHE aHAJOTHE KHHETHUKOj U MOTERUHjaTHO]
edepruju. IlowTo eHepraja eneKTPUYHOr NOJHA MOTHYE YCAEX CaMHX
HaeJIeKTpHCalba H 3aBHCH C€aMO OJ IHXOBOI' MN0JI0Xaja, a €Hepruja
‘MarH€THOr noJba MNOTHYE YCJE€J KpeTarba HAECJCKTPHCaba H 33BHUCH H
O HuxoBe O6p3vHe, €JEeKTPHUHA €HEepruja oAroBapa MOTEHIUja/NHO], a
MAarHeTHa €Hepruja KHHEeTHIKOj €HEpPrdjH.

Kdnerduxka OXHOCHO MarieéTHa €HEPrudja jefWHHIE 3aMpEMHHE je
1

T H?, (6.1)
8= / | |
a MOTeHI¥janHa, ONHOCHO eJEKTPHUHAa EeHEepruja jefuHHIe aénpemnue
=-—1——E”. (6.2).
8t '

dopmupajmo caf el€MEHT JejCTBa ]enuunue 3anpeMHHe Kao
Pfaff -OB H3pa3’

b = L51‘==-—(H2 E%)&t. (6.3)
8n
— -» -,
M3pa3umo cag E 1 H nomohy ckamapHor U BeKTOPCKOT IOTEH-

lHjana

_)
- -» - y
E=— grad ¢ - 1 04 , H rotX, (6.4)

¢ Ot
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—

rie je ¢ 6p3una cBetAocTH. K3 0Bux 0Opa3saua HENocpesHo cJenyje

R |
ot E = — L oA (6.9)
c ot - .
H
- :
divH=0, (6.6)

“a T0 cy aBe Maxwell-oBe jenHauune,

CMaTpajMO caj KOMIIOHEHTE BEKTODPCKOr noTesnidiana A,, A,, As
H CKAJapHH NOTEHUMjaZd P Kap 4YeTUPH HenosHaTe (yHKUMje BpeMeHa H
no/0XKaja ¥ TPaHC(HOPMHIIKMO €JEMEHT IEjCTBa jeJHHHIE 3anpemuHe
(0.3) nomaBawmeM H OJY3HUM3theM H3pa3sa

3
2_2{‘_.0/4 E{:‘-BCP,
— @A O @,

TI€e HHIEKCH ! O03HauaBajy naplujajJHe HW3BOJAE NO BpeMeHy. AKO yBe-
JeMO reHepajucanHe uMmnyJce

L SL
. == , J 0.7
Fa 0Aijs fo ™ 5‘?: | (0-0)

Tpascpopmucay enedeHT OejcTBa MONEXO HANUCATH Yy OOJHKY

b = 2 pa; SA; + P, op — H3t (6.8)
i =1 |
rie je
3
H=EP_A1' A,‘: +Pq3 CP;—L . (69)
I —1 |
Pfiaif-oBe jegnauunne 3a npomen/buBe A; 4 ¢ Tajga riace
3PA;‘-"=§-?-, | 20=0 = s (6.10)
SAI' SPA;_‘
- a ofaBHe npobujaMo
AL o4 51 6.11)
ot EA; ot SPA:.

- HanumuMo 0pBY jeXHAUHHY 3_zi MPOMEH/bUBY A, y pa3BujeHOM
o6auky. [Ipema obpaciuma (6.4) je

1
L“g';[(‘qay"Azz)z + (Aiz sx)z + (AEX“’A1)?)2 -
| (6.12)
rAN N SN I St
__((le+(Pyj+(sz+——‘A1fl+'—c‘*Azf]+-—A31k) },
c - c

r1e MHAEKCH X, y, 2 O3HayaBajy NapuujajHe H3BOJAE 0NO THM NPOMEH-
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e —

| D> 9 > -
JbUBAMa, a i, j, k jemdHqyHe BEKTOPE KOOPAHHATHOr CHCTEMa. 1aja

HMaMO .
gL 1

e — E
pAl SA“ 4750 '
’ . 1 o
L 1 4 |
—— T - — A x"‘"A A zZ A X7
A, i ay( 2x = Ayy) in aZ( 1 3x)

na npea jemHaudua (6.11) xobuja 0O0AMK, € O0O63UPOM HA JpYrH
o6pasan (6.4)

Offy 9y _ 1 0F (6.13)
a0y 0z ¢ Jt

- [luknuuaom nepmyTaudjoM x00HjaMO H JApyre [Be jejHaduue
(5.11) 3a npomen/msuBe 4, u Az, a OBE TPH [€AHAYHUHE MOXKEMO Hamu-
CaTH ¥ Y BEKTOPCKOM OOJHUKY

5 1 OF
rot H = E.
c ot

To je Tpeha Maxwell-oBa jendauuna. Jpyra jeauauuna (6.11)
zaje camo nedHHANU]y TFeHepaquCaHOr HMOyJca p,, .

(6.14)

Pfaff-oBe jegHauuse 32 nNpoOMEH/bMBE ¢ U p,, IJjace

5p. =22 5020 =22 (6.15)
v S Bpfp |

a 0laBHe ,uoﬁnjamo

5 SH o 5
Po _ _ 27, -2 © (6.16)
5t S &t 8p, _

IIpema o6pacuy (6.12) umamo
3L

Pp=;— =V
M1
H ; ' |
L 1 (aEi+dEg+Q_1§_§)’
Sep 47 \ dx oy 0z

na npea jeaHauydna (6.16) no6uja BEKTOPCKH OO/AHK
divE = 0. | (6.17}

To je werBpra Maxwell-oBa jenuauusa. Jlpyra jepnauusa (6.16) gaje
camMo Ae(HHUUHU]y reHepaNuCcaHOT HMNYJCA p,. | |
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. .
A inpanirminhiie el o, i i

JEAHAYHUHA KPETAIA EJEKTPOHA. - llocmarpajmo kpetame
eJeKTPOHa Yy €NEKTPOMAarHeTHOM MObY Y BAKYYMY H NpPOyuyHMO HHTEP-
aKIH¥jy MOCMAaTpPaHOr €JEeKTPOMarHeTHOr no/ba W [M0Jb3a CaMOr. €JeK-
TPOHa. ¥ TOM LiU/by NOTPaXKHMO OHAaj JeO0 YKYMHOT MeXaHHYKO-eJeK-
TPOMarHeTEOr eJieMeHTa JejCcTBa KOju MOTHYE O], KpeTama eNeKTpoHa
U NOCMaTpaHe HHTepaklHje 06a eNeKTPOMarHeTHa NnoJba.

O3HauyuMO Ca e HaeJeKpHCame e/NIeKTPOHaA, Ca /M, HeroBy Macy y
MHPOBaby, Ca v 1beroBy O6p3uHy, a ca ¢ Op3uny cBeTiaocTd. Heka C

— ‘ -

U H npercTaB/bajy jaudHE COOJ/bILET eJEKTPUYHOr MarseTHOr noJba, a
. >

E' u H' jauune eJeKTPHYHOr M MAaCHETHOT MOJ/bAa CaMOr eNeKTLOHA.

dopmMUpajMO cajg pesaTHABUCTHYKH enemeHaT aejctBa. KuHeTHuka
eHepruja noTHYe OJ Kperama eNeKTPOHa M pe3yaryjyher marseTHor
0Jba

T— —m, ¢ \/1 _ Y ———f(H+H') 4V (6.18)
- c2

a MOTEHIMjaJHA eHEeprHja noTUue OX Pe3yATyjyher eneKTPHUHOr NOJba
U-———f(E + EN? V. (6.19)
Tana Lagrange-oBa dyukiuuja. ' uma BPeAHOCT

L! = .._moc?-\/l_._ -i-'—“-f(H-fH')‘de—*——-f(E-l-E')de (6‘2(‘)

a OHaj beH AE0 KOJU MOTHYE OJ KpEeTaiba eNEeKTPOHA H HHTEepakKuyje
00a eNeKTPOMAarHeTHa f0/ba H3HOCH

L=_mocz\/1_f+4~1—n H- H’dV— fF E'dV.  (621)

CmaTtpajMo cax enemedt aejctsa xao Pfaif-oB H3pas u yBeaumo
CKaJapHH M BeKTOPCKH noTeHilWjan obpacuuma (6.4), uyume pobHjamo

D! = Ldt=—-=(—moc2\/1 __.v._z + lnfﬁ'- rot:a dV +
— . (6.24) :

fE' —-—dv)dr
4tce

[Tlox npernocTaBKOM Ja €JEKTPOMArHeTHO NOJbE HMa H3BOPE CaMo
Ha KOHJ4YHOM pacTojatby HMamo -

+--—-fE’gradcpdV ;

> - —> - o - > >
fH'rotAdV:fdiv (A XH')dV+fA rotHdV=fA ol H' dV

5> - o " o
| fE’grad@dV= jdiv (pE')dV -—f:p d1vE’dV=——f<p div E'dV,
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et

I gp—

jep Ccy npBu HHTErpan4 Ha ocHoBy (Gauss-oB€ TeopeMe U yUHibeHe fper-
MOCTaBKe jeHaKH HyJH. YBegumo norom Maxwell-oBe jegnauune 3a
€/IEKTPOMArHeTHO I0JLE CaMor €JIEeKTPOHa |

-.’.

- > - !

div E' = 4 mg, rotH’=iT-Epv L 0(;5;
C

qUMe noﬁnjah&o

CD’-:(-— moczﬁ\/i -_---+———-fA pvdV+

~> ! ->
1 AQ-E-dv fcppdV+ 1 E*iidv)dt.
4rc ot

(6.23)

4‘It(‘

Axo rpynumemo Tpehu W meTH 4JIaH M H3MEHHMO pexn addepen-
U¥paHa 10 BPEMEHY H HHTerpupama HO NPOCTOPY H AKO HMMamo y
BHAY Ja je BaH enexTpoHa p =0 W Ja ce y YHYyTPaWMHOCTH e/eK-
TPpOHa @ H A Mory CMaTPaTH KOHCTAHTHHM, €JIEMEHT JejcTBa 106u]a 061HK

P! = (—nr;c2V1 -V iz .V -ecp)dz‘—l—d( !

[A -E'd V. (6.24)
¢ ¢ 4dnc. “

AKO H30CTaBHMO TNOCJAEAtbH 4Y/NaH KAao TOTanHu Hudepeniujar,
nobuheMo exBusaneHTan Pfaff-os u3pas

D = (--—mt,c2 \/1 —-—-__z,_ + —A- v-ecp) dt=L, dt. (6.25)
C C

TpanchopmuminmMo cajg oBaj u3pa3 JA0JaBabéM H ONy3HMatbeM
H3pasa

| -
g[ad "'?Ll * dr

H yBCAUMO r€Hepajivcad UMnyJc

...)
2 My V

—grad, L, = Vl (6.26)

- Tana ce Tpancdopmucan Plaff-oB u3pa3 Moxce HanucaTH y o6AHKY

> - |
b=pP.dr-—-Hdt (6.27)
rae je .
- - mofcz

HA=P.y—-L =

! _v
1 ~—
\/ cZ

+ eq. (6.28)
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, , | -
Pfaff-oBa jegHausHHa 3a NPOMEHJLHBY I TIJIACH

—> |
dP=grad , . (6.29)
>

- | |
AKO ca p 03HauHMO MEXaHHYHH HeO uMnyJaca (6.26), umamo

> = ~»
dFP dp e {0A ’ )
= I 4+ (v ./ A}
dt dat { of ( )

| - I A =3 |
grad_,CI):-—ei-lvxrotA +(v-V)A]dt—egradcp dt,
r C

na jepxnaynda (6.29) pobuja 064HK

...’
dp
dt

N

_’
1 aA)+—€-—v><1'0'£f-1
c Ot

—e(—gradcp
C

a Ha OCHOBYy c6pasaua (6.4) xoHauHo nobujamo

~-=eE+—vXH. (6.30)
dt C

To je jennaudHa KpeTama eJIEKTPOHA Y eJIEKTPOMarHeTHOM NO/bY,
a U3pa3 Ha JeCHOj CTPAaHH je/lHayHHe MPETCTaB/ba T3B. Lorentz-oBy cuiy-

7. IPUMEHA PFAFF-OBE METOIE ¥ KBAHTHOJ MEXAHULIM

SCHRUDINGER-OBA JEJAHAYHMHA. — Tlocmatpajmo kperame jexue
yecTulle OApehjeHOr ummysaca no npaBoj JIMHHjH, KOjy heMo y3erTH
3a x-ocy. [lpema Heisenberg-osoj peJalydjd H:ogpeheHoCTH e
MoJoXOj HAa Xx-OCH je MOTNYHO HeoipeheH, Te Moxe OHTH Ma rje
u3Mehy — oo U +oo. Tanacu MaTepuje NPUAPYXKEHH YECTUUH OApehy]y
Taja BepOBaTHOMY 1EHOT Ha/laxeiba Ha HEKOM OJpehieHoM MeCTy M TO
TaKO 13 je KBaJAp4aT MOJyJa TalacHe QyHKIH|e MEPHJIO OBE BepOBaTHOME.

- Ha Gucmo u3Bead jeAHauHHy Tajaca MaTepHje 3a CTallHOHApHA
cratba, MOpPaMO (OpMHDATH e/leMeHT [ejCTBa 3a Tajace Marepuje y
uitepBany (x,x+dx). ¥ TOM uUWBbY ynopeauMo TaJjace MmaTepuje ca
OOHYHHM eJIaCTHYHHM TajJacdMa. KuHeTHuka U MOTEHIM]asiHa €Hepruja
Tasaca y TOM HHTepBany npema obpacuuma (4.13) umajy BpemHOCTH

dT=—;—-pq/,2qu, dU:—%—nQszqu. (7.1)

[Ipu ToMe 6p3ﬁua NpocT¥parba OBHX Tajaca npema obpacuy (4.8) usHocH

v = V%_ . . (1.9
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[IpeTnoCTaBUMO 1a Ce TaJaCHO CTarb€ MOXE [PETCTAaBHTH (QYHKIUjOM
o6iuKa |

¥ = u(x)sin w t. (7.3)

rpe u(x) moxe O6HTH Ma KakBa (pyHknuja ox x. FHa ocuoBy osor
obpacia 4 NPeTnocTaBKe O CTANHOHAPHOM CTatby MOXKEMO Y3€TH CpPeihe
BpeMeHCKe BpeAHoCTHd, ydme hemo npo6nem cBecTd Ha npobaem ca

jeJHOM HE3aBHCHO NPOMEHJ/bUBOM — KoOpAuHaTOM X. [lomiTo je
- 1 - 1, = ]
\1’2 = "E" u?, qfx2=‘§"- Ux® ‘1’:2 5"5" w? y? y
a npema obpacuy (8.2)
1l =, er*viu? =wiyqul
o PV A2 A2
rae jé N TasacHa NyxuHa, u3pase (7.1) mMoxemo HanucaTH y OOJAHKY
2 2 2
dT = Z 092 4y qu =95 gy (7.4)

4

[Ipumenumo cag oBe obpacue Ha Tajnace MmaTepuje, mTo hemo
yuuHHaTd noMohy de Broglie-ese penanuje
h
A= T (7'5)
p

rae jé p MMNyJC 4YeCTHIle, a N TajacHa AYXKHHA NPHAPYIKEHHX TaJjaca
MaTepHje. Taja noOujamO BPeJHOCT 3a KHHETHUKY H MOTEHUHjaNHY
eHeprujy Ttajsaca maTtepuje y Hurepsany (x, x + dx)

2 2 2 2 _
dT = = ”f: P _dx, dU "”‘7:" dx. (7.6)

dopmupajmo caj OArosapajyhu ene€MEHT JejCTBA Tajaca MaTepuje

kao Piaif-op uspas
= q(

h? 4

) d§ dt. (7.7)

CTtaB/baj yﬁa

p=}2mE-U)

rre je m wmaca, E- ykynHa, a U norendjasrHa eHepruja uecTHIe,
Jo6HjaMo

D" = —

2n2imyp dt
7
Fwmajyhiu y BHAY xa ropwmu H3pa3 He 3aBHCH O BpeMeHa, neo0oM

ropwer H3pasa ca KOHCTAaHTHHM (aKTOPOM HCNped 3arpaje AoOujaMo
exBuBajienTad Piaff-oB u3pas

2 |
{ f uxz-(E-U)uz]dx.
83r2m

e |
b — { h sz . (E . U) ng] deLidx_ (7.8)

8 im
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OsuMm Tpancdopmanujama no6unu cmo Plaff-oB m3apas xoju He 3aBucH
HA OJ CpeldHe HU OJ MPHPOLE Takaca, YUMe CMO ce OCA0OO0AHIH 10j-
MOBAa KOjH KOJ TajaCa MaTepuje HEMajy HHKaKBOI CMHUCIA.

Tpauchopmumumo cax u3pas (7.8) n0maBakbeM H OIY3HMAbEM

H3pa3a

du = u, du
Ol 4n3m
yuMe H0oOujaMo " g
h® h* |
D = u, du - { u + (E - U) uz] dx . (7.9)
4 2 m 42m |

Pfafl-oBa jeasaynHa 3a npoMeH/bUBY u Tajda rjaacH

h* 0D
d X -, 7.10
(4n2mu ) ou ( )

Y pa3BHjeHOM OOGJAUKY OBa jeAHauuHa HMa OOJHK
_ s
47%m

Uy, dx = — 2(E - U)udx

a onaBjhe A00H{jaMO
d?u 8=w*m,,
—— + - E-U)u=0, | 7.11
ot E-U) (7.11)

To je Schrédinger-oBa jenHaunHa 3a jeAHY AHMEH3H]Y..

AKO ce mnpaBall Kperakha 4YECTHLEe He MOKJana HH Ca jeHOM
KOOPAHHATHOM OCOM, Y3MHMO HOB KOOpIAHHaTtHd cHcTeM 0 X'y’ 2! Tako

Ja ce npaBail x'-0Ce MNOKJa1a Ca MNPaBIEM KpeTama uecTHue. Ako
> -
o6esexXKuMO ca r BEKTOP noaoxaja Ma koje Ttauke M (x,y, 2), ca n

jeiMHHYHH BEKTOp Xx'-0ce, a ca «, B, Y HWErose KOCHHyCE MpaBla,
HMaMO |

- -
X'=r-n=xa+yftzy
a OTyjaa
0%u _ ,d%u dzuzﬁ,d% 02u _,du

0x? dx'?’ 0y dx?’ 922 dx'

-——-—-—-—m-——-—

Te je
_Qf_u_ + O*u  0*u d®u
ox2  dy® 02 dx?

(7.12)

[Ilpema jenHaunHy (7'.11) y KoopAuHatHOM cucTeMy Ox'y’'z’ umamo

2 2
0% u ‘87z m(E—U)u_=0,
dx'? h? '
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— ———, . p—— e

a npema MPeTXOAHOM 06Gpacuy KOGHjaMO KOHAYHO

0% u 02 0’u 8n®m
— 4 — +
dx? c)y (22 h?

(E-U)u = (7.13)

To je onwmrta Schrddinger-oBa jeanauuna.

[Toxaxumo jowm y oBom caydajy exBuBaieHTHocT Pfaff-oBor
NpUHIMOA W MPHHONDA MHHHMYMA evepruje. [Ipoceuna Bpesnoct Hamil-
ton-oBor omnepatopa y cayudajy peanHe TajldacHe (yHKUHje je

+
H=E - JuHudx

roe je H Hamilton-os onepamp

2 2
H= - " d, + U.
8n?m dx*
CraB/mbajyhu
uu -d(uu)—u2
JaXx dx X X

d uMajyhd y BHAy Ia TanacHa PyHKNHja y 6€CKOHAYHOCTH Mopa 6uTH
jeinaka HyJd, nobHnjaMo

E = f [ 2 + Uuzl dx . (7.14)
8 it m

Y CTauHOHApHOM CTamy NpeMa MNPHHLHNY MHHHMYMa €Hepruje oBaj
HHTErpajl Ma MHHMUMATHY BPEAHOCT

+on

. |
5[[-h——ux + Uu"‘}dx_-o
8nZm

—Q0

yeMy Tpefa JONaTH Kao Hy3yCJOB YCJ0B HOPMHpawa TalacHe

dyskuuje
+ o0 |
f u?dx = 1.

Ilomohy Lagrange-eBe mMeToJe MYJATHIVIMKAaTOPA, aKO NPOU3BOJbAH MY.J-
TAI/IMKAaTOp OGe/nexuMo ca £, oBa J[Ba YC/IOBA MOXEMO CKYUHTH

JeXaH ycJaoB
-+ K2
5f {8 - u,: + Uu* - E u? ]dx
w*m

0. (7.15)
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Onasne BeEaumo jpa je Pfaif-oB u3pasz (7.8) jemsax eseMeHTy HHTe-
rpana (7.15), a momro “3 o6a HaBeneHa o6pacna crenpyje na je
5® =0, pumumo pa Pfaff-oB npuHuun y oBoM ciayuajy H3paxkaBa
YHHHEHUIY Ja €HEepruja y CTalHOHAPDHOM CTalby JOCTHXKE MHHHMYM.

KLEIN-GORDON-OBA JEIHAYMHA. — TloKaXuMO cax Kako ce
MOXK€e JOOHMTH 4 peJaTHBHUCTHYKA jefHauHHa Tajaca marepuje. Y ToM

Wby MOCMAaTPajMO Ha PEJATHBUCTHUKY HAUHH KPETame jeJHe YEeCTHIE
oapeheHor uMnyJca mo npaBoj JuHujH. [IpernocraBuMo Ja je crame
Ma KakKBO, HECTal[HOHAapHO, aJ¥ C€ OrpaHHYMMO Ha CJydaj Jga ce yge-
CTHIIA HaJa3u BaH JejCTBa CHJIA. ' | .

Ha 6ucMO NOOGUAH pENaTHBHCTHYKY jeAHAUHHY TaJjaca MarepHje,
mMopaMo (GOpMHpATH TaKaB €JEeMEHT JejcTBa jeINuHHIE 3anpeMuHe 3a
TajJace Marepuje uHja je Lagrange-eBa pyHKIHja He3aBHCHA oA u3bopa
KOODAHHATHOT CHCTEMAa. YMIOpPeAuMO, Kao ¥ paHHuje, Tajace MaTepuje
ca OOMYHHM eJacTHYHUM Tanacuma. [lomTto cy nedopmanuje oBHX
Tajaca BpJIO MaJie, KHHETHUKAa M [OTEBI4jaJiHa €Hepruja Tajaca naTe
Cy CBOjHM KJ/JaCHYHHM BPENHOCTHMA K30 HEPEJaTHBHCTHUKOM aNpOKCH-
MandjoM. 3a jeIMHULY 3anpeMHHE Tafa WMaMo

1 ., 1 |
T=—p¥t U=—nbt, (7.16)

a ojroBapajyhu esemMeHT jejcTBa Tajaca MaTepuje cmatpad xao Pfaff-os
U3pa3 MMa BPEIHOCT | -

1 |
& = — (e ¥ -1 ¥ Bt (7.17)
OBaj u3pa3 Ha OCHOBY oOpacua {(7.2) MOXEMO HAanHCaTH y o6nuxy

' 1 I2 1 213
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1 . |
a neobom ca — 5 7 nobujamo exsuBanexTad Piaff-oB uspas

o — (W___l?w ) 5t (7.18)
V
TpanchopmuiirMO caj oBaj H3pa3 Ha ciefelin HauuH. AKO y pesatu-
BHCTHUKO] peJsandjd u3Mehy eHepraje u uUMnyJca

E? |

CTaBHMO

Ry
I
P
X
g~
[
|
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A

Z0o6ujaMo pesaTHBMCTHUKY penanujy usmely dpexsennuje u Tanacke
JyXKHUHE Tajaca MaTepHje

(7.19)

e T a1

[lomohy osor oOpacia u ofpaciia v = v 2, eJUMHHAIIAjOM TAJNacHE AY-
kuHe nobujaMo

. - | (20
rae je |
‘- _%_whcmo | (7.21)

O6pacnem (7.20) uapaxeHa je 3aBUCHOCT 6p3nue Tajaca MaTepuje v
OJ Mace 4yeCTHUE y MHpDOBawmy m,. 3a doroHe je x =0, Te je v=c,
a 3a oCTajle 4YecTuue je v >c.

Tana mofujamo
| 2
= (‘l’xz"i;‘l’tz + \W) o
c ‘w?
a nomITO je Ha ocHoBy of6pacna (7.3)

VEBE = B (V¥ + 0P 5t

roptbu Plafi-oB u3pas moxe ce nanmucaTH y 06aHKY
S AR R YO
P’ == "l’x-*—;'q-“t + % ‘\11')51"1'5 ——éqf'\lﬁ) (7.22)
\ c w |

AxXO H30CTaBHMO TMOCJEAHH UYIaH Kao BapHjanuond gudepennujan,
Jobuhemo exBuBanenTan Pfaif-oB uspas

b = (erz--c-l;%z - X2 q;?-)atELl 51, (7.23)

Osaj Piaff-oB u3pa3 He3aBHCaH je KaKO OJ CpelHHE W IIPHPOJie Tajaca
TaKkO H OJ u3060pa KOOPAWHATHOr CHCTEMa, jep je Hu3pa3 y 3arpaau
WHBapHjadTan npema Lorentz-oBum Tpancdopmanujama.

TpancopMHIIMMO cax OBaj u3pa3 JONaBalkbeM H OLY3HMamheM
H3pasa

¢ L 2
— 5= S
VY, \1, ¢z Viow
qyuMe Robujamo
2 \
=Y+ (VR + ¥2)s (7.29)

14 360pHHK MATEMATHIKOr UHCTATYTA
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il i, ————

Pfaff-oBa jemnaunnHa 3a NpoMeHJ/bHBY V' rJjacH
a(_iqr,):—sg. (7.95)
C2
Y passujeHoM o0/HKY OBa jeJHayHHa HWMa OOJHK
--%ﬂ,r”c?t = 2x2 Y 8t-2¢,, 0t
C
a omaBle N00H|amMO
02y 1 0%
0xz ¢t Of

To je Klein-Gordon-osa jenHaunta 3a jefHy XHUMEH3H]Y.

AKO ce mpaBal] KpeTama 4YeCTHIE He NOoKJana HH Ca jeJHOM
KOODJAHHATHOM OCOM, Y3MHMO, KaO W PaHHjH, HOB KOOPJAHHATHH CHCTEM
Ox'y'z' Tako -Ja ce npasall X'-oce T[OK/jana ca npaBUEM KpeTaka
gecTHie. ¥ KoopauHaTHoM cuctemy Ox'y’2' npema jennauunu (7.26)

%2 = 0. (7.26)

HMaMO
.a—\]/ : azq;~—x2\lf==-0.
0x'2 ¢* of
a npema obpacny (7.12) xonayso mobGujamo
2 2 2 2
aqf+aq}+a\k— laqi—'n?q;=0. (7.27)

0 x2 0y? 0z ¢* of

To je ommra Klein-Gordon-osa jennauunsa. 3a dotode (x=0) oHa ce
CBOJH Ha MO3HATY jellHa4HHY €JEKTPOMAarHeTHHX Tajaca. |
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L’APPLICATION DE LA METHODE DE PFAFF
EN PHYSIQUE THEORIQUE

Par
DORPE MUSICKI! (Beograd)

INTRODUCTION. La méthode de Pfaff, basée sur la liaison entre
les formes de Pfaff et les équations de Pfaff correspondantes, a été
appliquée, pour la premiére fois en Mécanique par E. Whittaker
[19}. A. Bilimovié [3, 16—24] a démontré que I'on peut déduire
les équations differentielles du mouvement des systémes holonomes
et nonholonomes comme les équations de Pfaff, si 'on prend pour

14*
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la forme de Pfaff I'éiément d’action spécialement transiormé. Partant
de 12 il a formulé un principe général de Mécanique, nommé le
principe de Piaff, puis il a donné une intérpretation plus profonde
de cette méthode et I'a appliqué 2 plusieurs problemes de Mécanique.
T. Andeli¢ [20—27] a étendu cette méthode aussi aux autres
domaines de Mécanique, en démontrant que le principe de Pfaff est
un principe général de toute la Mécanique.

Ici nous démontrons que la méthode de Pfaff peut étre généra-
lisée el appliquée aussi dans la Physique théorique. Dans ce but nous
avons généralisé cette meéthode dans la cas de plusieurs variables
indépendantes, en généralisant les formes de Pfiaff, les équations de
Pfaff, ainsi que le principe de Pfaff lui-méme. Puis nous avons appli-
qué cette méthode dans les divers domaines de la Physique théori-
que: dans I'Elasticité, la Thermodynamique, l'Electrodynamique et la
Mécanique quantique, en partant striclement des consepts analogies
a I’énergie cinétique et a I'énergie potentielle,

LA "GENERALISATION DE LA METHODE DE PFAFF ET DU PRIN-
CIPE DE PFAFF. — Considérons deux groupes de variables: m varia-

bles indépedantes #; (j =1,2,...,m) et k paramétres & (s=1,2,...,k),
et soient données les fonctions

xi=x;{ti,8) (=1,2...,n). (1)
Prenons maintenant une fonction quelconque de la forme
| 0 X;
= XisSsy Xis Xis == : ’ 2
P = ¢ (xi,8s, Xis) ( | aa) (2)
et définissons leur dérivée variationelle par rapport & x; par la formule
5 0 k0 0 |
? _ Ls E ( ? )’ (3)
Ox; O0Xx; s=1 O0& \ 0 X

et leur difiérentielie variationelle par les formules

. Z, 8¢
5o =3 =15 x. (5)

En posant
| S*CP n 6({) Sxf
81‘1 ;‘-_—,16){; Btj ’

nous pouvons écrire la formule précédente aussi dans la forme

(6)

. m 5%
~05 / |

— 1
]



— \p— e ———

L’application de la méthode de Pfafl en physique théorique 213

- 81 nous introduisons les fonctions X; (i=1,2...n) dépedant des vari- -
ables ¢, et &, la forme différentielle linéaire

d =3 X, bx, (8)

=1

représente la forme de Pfaff' généralisée.

A Vaide des formules précédentes on obtient

n 35X,
5.9__5)( E(Eﬁ;aﬁ)gx}.‘ (9)
0 Xi j==1 0 Xi o X, "
et de I3 T'identité _
&P |
— —=080X,18 X = 0. 10
2(5 X; ) (49
Comme les vanables x, sont indépendantes, nous obtenons
SX;—--‘?--EE (i=1,2,....n), | (11)
0 X; |

et ces équations représentent les équations de Pfaff généralisées. Elles
ont des propriétés similaires a celles des équations ordinaires de Pfaif.

Remarquons que dans le cas ¥ = 0 naus obtenons les formes
et les équations ordinaires de Pfaff.

Observons maintenant les phénoménes physiques qui peuvent
étre deécrits par un champ physique, déterminé par les variables g¢;
(i=1,2,...,n). Prenons ’élément d’action rapporté a Punité de volume

et considérons le comme la forme de Pfaff généralisée
O ==L8t (L=T-U), | (12)

ot L est la fonction de Lagrange, c’est-a-dire la différence entre
Pénergie cinétique et I'énergie potentielle Transformons la a3 1a forme

5L
o=3 255, ( L -L)Bt (13)
Z-:laq.f T\ &g |

ou l'index t désigne la dérivée partielle par rapport au temps. Ici le
temps represente la variable #;, les coordonnées les variables §; et
gi» g (i=1,2,...,n) et t les vanables X

Alors les equations de Pfaff correspondant aux variables g; sont

5(8[.) 5L (14)
6% 59‘: .
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S — —r e —

- et ces équations, dans la forme développée, représentent les équa-
tions d’Euler-Lagrange

5* (SL) cL
5t \8¢qu/ 0o4q;
Les autres équations de Pfaff ne donnent que des identités.

= 0. (15)

Si nous mtrodmsons les 1mpuls:ons généralisées, définies par
la formule - -

o L - o
Di = ’ (16)
S Gy

nous pouvons é€crire la forme de Pfaff (13) de la maniére suivante

. n :
P = pdq,— Hdt, - (17)

I—=1

oil H est la fc_mction de Hamilton.

Les équations de Pfaff correspondant aux variables g; et p, sont

Sp= 22, 50=0=22 (18)

2 di 6 Pi
et ces équations représentens les équations de Hamilton

Bp,-;__il_-l__ 6g: _°oH | | (19)
ot 5%’ of Spf' | |

Par conséquent, nous pouvons formu]er le prmc:pe de Pfaff géné-
ralisé de la maniére suivante:

Les phenomenes physiques se fonf d’apres les équations de Pfaff
générelisiées, si l'on prend pour la forme de Pfaff généralisée I'élément
d’action rapporte a lunité de volume et spéciulement fransformé.

- Ce principe général peut étre appliqué dans tous les domaines
de la Physique théorique oi existent des concepts analogues 3
Iénergie cinétique et a I’éneri:ie potentielle.

En introduisant la variation généralisée, definie comme la dif-
férence entre deux différentielles variationelles possibles, que nous
désignons par le symbole A, nous obtenons pour une forme de

Piaff quelconque -
' AP =0. 3 (20)

[.a variation généralisée d’action a la valeur suivante
g

o

AW= ffAcb-dV, . ' (21)
V :

fy
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et en vertu de la propriété précédente on concoit que le principe
de Pfaif est équivalent au principe de Hamilton.

L’APPLICATION DE LA METHODE DE PFAFF DANS LES DIVERS

DOMAINES DE LA PHYSIQUE THEORIQUE. Si nous €tudions les,os§:ill
lations transversales d’une corde, ’élément d’action rapporté a l'uniteé

de volume, considéré comme la forme de Piaif, est

D=dW=—-(¥A-P¥HSL (@)
ou ¥ (x,1t) est I'élongation, p la densité, P la tension, et les. indices

x et t désignent les dérivées partielles par rapport a2 x et f. L’élément
d’action transformé a la valeur suivante |

——

D=2y B Y (4 ) B, (v%\/.-g_) - (23)

et P’équation de Pfaff correspondant a la variable ¥ représente
’équation des ondes transversales dans la corde

1 o |
qfxx - ° qftt=0- (24)
V

En généralisant ce cas, nous obtenons I’équation générale des ondes
€lastiques |

. 1 | o . L 3 '
A‘]f—';qfu#_O- - D (29)
v | |
Observons maintenant les changements m‘écano-thermodynami-
ques d’'un systéme dans I’état du fluide idéal. Si nous considérons

la température d’aprés Helmholtz comme la dérivée d’'une nouvelle
variable a par rapport au temps

_da

T , 26
” (26)
élément d’action rapporté A I'unité de masse eSt
1~ r> .o\
@ (2 vz—F+fF-dr-de&+dea)dr, (27)

> . > |

ou v est la vitesse, F. I'énergie libre, F la force rapportée a l'unité
de masse, P la pression, ¥ le volume d’unité de masse et S entropie.
L’élément d’action transformé peut étre écrit sous la forme

>
®=p-.dr+p.da—H dt, - (28)
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- n— A

- -
ot p et p, sont les impulsions pour r et a et H la fonction de Ha-
| -

milton, et les équations de Pfiaff correspondant aux variables r, g et
J sont |

— | |
dv =F — 1 grad P, (29)
dt 0 |
or =3, of =P. . (30)
0T 09 |

La premiere équation représente 1’équation différentielle du mouve-
ment du systéeme et les deux autres €équations ensemble sont €qui-
valentes au premier et au second principe de la Thermodynamique.

- Si nous considérons le champ électromagnétique dans le vide,
’élément d’action rapporté a 'unité de volume est

1 > -
® (H2 - Ez) 31, (31)
- 8= |

- | -
ot E est le champ é€lectrique et H le champ magnétique. En intro-

~p
duisant le potentiel vectoriel A et le potentiel scalaire ¢, nous obtenons

3
¢=ZSPAI- 6Af+pcp6(P—H5t! | - (32)
=1

oil pu; et p, sont les impulsions pour A; et o, et les équations de

Pfaff correspondant aux variables A; et ¢, ensemble avec les formules
qui définissent le potentiel vectoriel et le potentiel scalaire, donnent

les équations de Maxwell

g ' -
> ->
H-=-L —QE—-, otE = - : aH,
¢ dt | ¢ dt

(33)
S 4 -
div H=0, div E=0.

Si Vélectron se meut dans un champ éleciromagnétique, I'élément
d’action qu1 provient de l'interaction mutuelle a la valeur

<I>=(-—m0 Vl__.+—l—- H - H'dV————-J‘E'E’dV)dt, (34)
4 n 47

- —»
ou C est la vitesse de la lumiere, E et H les champs extérieurs et

- - -
E’ et H' les champs de I’électron lui-méme. En introduisant de nouveau
le potentiel vectoriel et le potentiel scalaire, nous obtenons

_’

-»
G=—P-dr—-Hdt, (39)
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-> - o

ot P est 'impulsion mécano-électromagnétigue, et I'équation de Pfaif
L .

correspondant & la variable r représente I'équation différentielle du

mouvement d’électron

- > 9 |
P _eE+ L V%A (36)

Appliquons enfin la méthode de Pfaff aussi dans ]a Mécanique
quantique. Considérons le mouvement d’une particule avec une im-
pulsion définie le long d’une ligne droite, que nous prendrons pour
Paxe des x. Comparons les ondes de la matiere assosiée avec les
ondes élastiques de trés petites déformations, en établissant la cor-
respondance entre elles par la relation de de Broglie

A2, (37)
p |

ou p est impulsion de la particule, A la longueur des ondes de la
matiere associée et # la constante de Planck.

| En traitant ce mouvement de la maniére nonrelativiste dans le
cas ou l'état de la particule est stationnaire, nous pouvons prendre
les valeurs moyennes par rapport au temps. L’élément d’action des
ondes de la matiére alors a la valeur suivante

2 .2 0 2
D — K(“ P4 ""-) dx dt, (38)
h? 4

ot u(x) est la partie de la fonction d’onde dépendant de la position
et K une constante.

L’élément d’action transformé est
: 2 2
. h
4n2m 8 a2 m

Uy du [ ux* + (E - V) uz} dx, (39)
oi E est I'énergie totale et V ’énergie potentielle de la particule,
et l'équation de Pfaff correspondant & la variable u représente
I’'équation de Schrddinger

3dnim
Ux;;"‘ x “(E—"' V) u=0. | (40)

Dans ce cas le principe de Pfaff est équivalent au principe du mini-
mum d’énergie, |

En le traitant de la maniere relativiste dans le cas oli Ja parti-
cule se meut au dehors du champ des forces, I'élément d’action
rapporté a 'unité de volume a la valeur suivante

2atcmo) (41)

2
¢==K-(\]rx2—--1?\]r,2 +E{ ‘]’tz)afs ("‘--——
C w h
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—

ou Y (x,t) est la fonction d’onde et K et w des constantes. L’élément
d’action transformé est

D=~ B+ (Y 4 V3 - (42)
C C

et I’équation de Pfaff correspodant 4 la variable ¥ représente l’équ-

ation de Klein-Gordon
1 o
'qfxx - E; \]!u - %2 \1"= 0. (43)

En prenant un systéme de coordonnées quelconque, nous obtenons
les €quations générales de Schrodinger et de Klein-Gordon.



