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MWJ/IEBA TMTPBAHOBHWh

IMAPATEOOE3NCKHM ITPOCTOPHU U TNAPATEOIOE3HCKE
KPUBE T1OTIIPOCTOPA PHMMAHOBA TMPOCTOPA

YBon

| Tlapareonesucku npocropH CMelTeHH y NOTOPO-
cropy Pumanosa npocropa

I Ilapareomesucke xpuBe nornpocropa PHMaHoBa
npocropa
11l Tlapareonesucke 0COOHHe KpHBHX no6HBEHE nO-
~ CMaTpameM H3 OKOJIHA [pOCTopa

[V I'enepannsanuja napareoge3suckHx KPHBHX

Y B O I
|

['eopme3ucka nuHuja PumaHoBa npocTopa V, MOXxe ce okapakre-
pHCaTH Kao: |

1) najkpaha nunuja (Tj. excTpemana HHTperpasa Lagrange-ese
audepesuujande jeiHaundHe) usMely ABe yOu€He Tauke MPOCTOPA;

2) ,HajnmpaBHja“ AvHWja DPOCTOPA, T]. KPHBA AYX KOje C& BEKTOP
TaHreHTe noMepa napanendHo y cmucay Levi-Civita; - .

3) KpuBa npocropa V, 4ujH je BEKTOpP NpBe KPHBUHE, ¥ OXHOCY
Ha OKOJIHH npocTop V, y Kome je V. CMEIUTEH, Y CBAKOj TauKH, HOP-
MaJiad Ha V,.

Y ®PuHCIepPOBY NPOCTOPY, KOjH Ce€ 3aCHUBA Ha OAIITOj AeUHULIH]H
LYXXHHCKOT €JIEMEHTa, reOole3dcKa JUHHja j& eKCTpPeMana HHTerpana
‘Lagrange-ese J_l;ncbepeﬁuu]anne jeInaydHe Yy OJOHOCY Ha TaKO Trese-
pajucany MerpuKy. KpHBa TaKBe BDPCTE je reHepaau3anuja reonesu-
CKe suHuje Pumadosa TpOCTOpa, jep yomwuTaBa npBy OJ HaBeIEHHX
lb€HHX OcoOHHa.

AyTonapanensa JuHHja aduHa NPOCTOPa je Takohe jexHa rede-
panu3amuja reonesucke naduuje Pumanosa gpocropa, jep yormrasa
APYFy ORL HaBeNeHHX OcCOOHHa. Haume, ayTonapanensa nuHHja aduHa
MPOCTOPa j€ OHa KPHBA TOl MPOCTOPa AYXK KOje Ce BEKTOP TAHreHTe
napajie/iHo NnoMepa, Npd 4eMmy Ce mapajesu3am Lev1-C1V1ta OAHOCH Ha
KOHEKCH]y TOr MpoCTOpa.
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Y rtpehoj ryiaBu ce H3BOAH Be3a U3Mely BeKTOpa npBe KpHBHHE,
Yy OAHOCY Ha OKOJIHH MNpOCTOP, KPHBE KOja NpHNaza NOTAPOCTOPY K
IbEHOI BEKTOpa IMapareofes’dcke kKpuBuHe. 3a Kkpuse npocropa V.,
KOjH je cMmeluTeH y notnpocropy V., Pumanosa npocropa V, usBonu
‘ce penanuja W3Mehy BekTOpa mapareole3ucKe KPpHUBHHE KpuBe, Kaj ce
OHa MnocMaTpa Kao KpuBa notnpoctopa V, mnpocropa V, u Bexropa
napareocje3sucKe KPHBHHE KPHBE KaJ Ce& OHa NMOCMaTpa Kao KPHBA IOT-
npocropa V, okonna npocropa V,. Ha ocHoBy. Te Be3e, redepanumy
Cé HEeKH NO3HATH MNOJMOBHM H TE€OpEME, Ka0 HalpHUMED, HOPMasHAa KpH-
BHHAa npocTtopa, Euler-oBa ¢popmyna, Meusnier-oBa Teopema, HTI.

Y 4eTBPTO| I/1aBH TeHEpaNHIIy CE€ NOJMOBH H TeOpeMe H3BeJeHe
y apyroj u tpehoj raasu, y npaeny y xome je Bianchi, nojmom 3apy-
XKEeHOr BeKTOpa, FeHepaJHcao. BEKTOP NpBe KPHBHHE KPHBeE.

Y TOKy u3narawta Kopucre ce o3Hake L. P. Eisenhart-a: Rie-
mannian Geometry [4] u C. E. Weatherburn-a: Riemannian Geo-
metry and the Tensor Calculus [22], a npuiukom n3narawy y adunoM
-npocropy o3uake L. P. Eisenhart-a: Non-Riemanniean Geo-

metry [3]. 3a HoBe mojMoOBe yBOXE €€ M HOBE O3Hake, IUTO CE HarJa-
1aBa Ha oJrosapajyhiem Mecry. =

McnutaBaba y apyroj, Tpehoj H 4eTBPTOj TIJIaBH YHHE NpeAMET
MOje JOKTOpCKe IucepTall¥je Koja je, mox HacnoBoM ,[lapareonesucke
KpUBE H Mapareole3uckKa KpHBMHA KPHUBHX [MOTIpPOCTOpa PumaHoBa
npocropa“,- oabpawena 10-VI-1955 r. na I[lpupOaHo-maTreMaTHuUKOM
¢akyarery Cseyuusuimra y 3arpeby. Ta UCOHTHBaWma ce€ OBIE H3HOCE
y Hewto 30HjeHHjo] GopMH, alH CY HCTOBPEMEHO OCBET/bEH3, aKOMO-
IUpaHa W JONywmeHa NPeTXONHHM pe3yJITaTéMa OBOT pa.u_a.J ‘

[[naBa |

" TAPATEOILE3MCKHM MNMPOCTOPY CMEUITEHHU ¥ HOTHPOCTOPY
PI/IMAHOBA [TPOCTOPA

1. TPETXOAHE PEJAAUMIJE. — Heka je Pumauos npocrop V, ca
KoopaHHaTama y* (p=1,2,...,m) 4 npBOM OCHOBHOM QOpMOM ayp, dy* dy¥
cmewiTed y Pumanos npocrop V, ca xoopaunatima 2% (a=1,2,...,/) H
IPBOM OCHOBHOM (ODMOM Cqp d2% dzP. YKONUKO Apykudje HE Oyne
Har/nameHo, FPYKH HHAEKCH b, V, %, T,0 Y3HMA]y BPEIHOCTH ox 1 no m;
 TPUKH HHAEKCH «,f3,Y,d y3uMajy BpeaHoeTH oX 1 mo /, a naTHHCKH
HHEEKCH p,q W r Bpeanoctd og m—+1 no [ Axko cy merpure oba
NpPOCTOPa NO3MTHBHO AeduuuTHE (wWTO heMo yBeK NpPeTNoCTaB/baTH Y.
TOKY H3/arama), METPHUKH T@HSOpH OBa JBa MPOCTOpa 33J0BOJbA-

Bajy peJaluje
(1.1) ' Qpy=Cap 2%y 28,

NpH 4eMy 3aneTa HWCOpe] WHIAEKCAa O03HayaBa KOBAapHJaHTHO )_],H(pepEH—
nupame y OAHOCY Ha METDHKY norapocropa V,
| Heka cy N,,“ KOHTpaBaijaHTHe Komnouem*e cucrema ox [—m
jeIMHAYHUX, y3ajaMHO OPTOTOHAJIHKX, BEKTOPA HODMA/JHHX Ha V One
3aJi0BOJbaBajy penansje '
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4

Pa3nuka je camo y tome mrto, ymecto Christoffel-oBux cumbona
Apyre BpCTe KOjU (HUrypHily y H3pa3y 3a BEKTOpD reOle3HCKEe KpH-
BUHE KDHBE, OBJIE HMaMO KoedHuujeHTe jelHe KOHEKCH]e, KOja je nedu-
HUCaHa y OJIHOCY Ha HaTy NMPAaBOJHHHCKY KOHTDYeHLH]Y.

KpuBa noBpuyHe, YH]H je BEKTOP peJaTHBHE KPHBHHE, Y CBaKOj
Tayk#, HyJa BEKTOpP, HMa OCOOHHY Ja je WmheHa [JIaBHA HOPMaJa- bHa
MpaBa NaTe NPaBOJMHHCKE KOHIDYEHIH|je€ NmpPOCTOPa KOja NMPOJasd Kpo3
youeHy Tauky nospiuvHe. TakBe KpuBe 3Bahemo #dapareonesucrkun
Kpusama TOBPUIHHE Yy OAHOCY Ha NPaBOJHHHCKY KOHTPYEHUHjy npo-
cTopa.

Y cnepujanHoM cnydajy, Kan je npamonunucxa KOHI PY€eHI1IH]a
ynpaBHa Ha NOBPLUHHH, BEKTOP pEJaTHBHE KPHUBKHE je BEKTOp reone-.
3UCKE KPHBHHE KPUBE, a napareoie3dcka KpuBa je reoiesucka JHHH]A
noppuuHe. [IpemMa ToOMe, napareoje3nCKka KpHBa je TIeHEPaJH3allyja
reoNe3ncKe JHHW]€ MOBPIUHHE Y TOM CMHCHYy WITO HEHA r/1aBHA HOP-
Ma/la npunaga NpOW3BO/bHO] NPABONHHHCKO] KOHIPYEHLHjH MPOCTOPa,
yMeCTO KOHTPyEeHIH]H KOja jeé HOpMajiHa Ha yOueHY MOBPLUHHY. J

|

Y OBOM paay HacTaBJba C€ Ca reHepajusandjama ocobusa Puma-
HOBa NPOCTOpa Koje ce N0OMBajy mocMaTpamheM OBOr Kao noTnpocrTopa
HeKor apyror PumaHoBa npoctopa. Ta yoniuraBama Ce Bplue y OHOM
cMucly y Kome cy To papuid C. E. Springer u R. S. Mishra,
3ampxaBajyhu ce, cneuujasHO, Ha TeHEpaJH3alM{d OHUX BeJHUHHA KOje
j¢, 328 KpPHBE Ha MNOBPLUIHHH Tponnmeusuom Eykauackor npocrtopa,
yBeo V. G. Grove [b].

Y npBoj riasu ce AeQHHHLIY H ncnn'ryjy 1apareofe3ucKH Mpo-
CTOPH KOJH Cy CMemTeHd y nornpoctopy V_ oxonsa PumanHoBa npo-
ctopa V,. OBH npocTopy Cy reHepaiau3danuja TOTANHO TIeOAe3UCKHX
npoctopa PHManoBa NPOCTOPa Y TOM CMHCJAY LITO BEKTOD HOpMaJHe
KPHBHHE, 33 MPOH3BO/bAH MpaBall, HHje BHINE HOPMaNaH Ha MNOTNPO-
cTopy V,, Beh je TaHreHTaH Ha KPWBY KOBIpyeHIHMje Koja npunana
okoaHoM npoctopy V, Takohe ce wu3aBoge pasHe penaudje Koje Cy
3a0BO/b€HE 33 Mapareo[e3WcKe NpOCTOPE a Koje Cy TreHepanu3ally)a
AHAJIOTHHX JelHAYHHA KOje BaXKe 3a TOTaJHO reoNe3HCKe MpPOCTOope.

Caenehe Tpu raaBe nocBeheHe cy [eTabHOM MCNHUTHBADY jel-
HOT CMeLMjaNHOr C/yYyaja Napare0fe3HCKOr npocTopa: cCiaydaja Kan je
Taj NPOCTOP j€NHOAMMEH3HOHH, Tj. Kai Cce CBOAY Ha KPHBY HNOTOPO-
ctopa V,, okoana npocropa V. TakBa xpuBa ce AedmuHume Kao napa-
TeoNe3uCKa KpuBa nornpocropa V,, OokoaHa mpoctopa V.

Y Ipyroj raaBy ce, nocne IHUCKyTOBamha 0COGHHA mapareOfe3ucKux
KpHBHX KOjé cJeie mn3, y npBOj rJaBH, H3BeJAeHHX OcCOoOHHA Mapareo-
NE€3HCKHX MNpOCTOpa, NOKa3lyje fa Cy napareope3ucKe KpHBE ayTona-
panesnHe JadMHHje aduHa NPOCTOpPa KOjU je Be3aH onpeheHOM KOHEKCH-
joM. 3aTeM ce neduHHIIE BeKTOp Mapareofe3HCKe KDHBHHE H Mapa-
T€OAE3HCKa KPHUBHHA NPOM3BOJ/bHE KPHBE NOTNPOCTOpPa AaTor PHMaHOBa
. OpOCTOPA H H3BOAM HM3 pesaldja u3meljy OBHX BeJIHUYHHA € jedHe"
CTpPaHe H NpBE€ KPHBHHE, BEKTOpPE NpPBE KPHBHHE Y OAHOCY HA OKOJHH
IPOCTOP, YHHOH KPHBBHE H BEXTOPAa YHHOH KPHBHHE, C Ipyre CTpaHe.
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Ho, axo ce V, nmocmaTtpa Kao NOTIpOCTOp OKOJHA npocTopa Vi,
OHZa CYy

(1.10) a—l‘-x”j=C&p Zq, ij .le fs'i‘[T' 8, B]C ZT”' Za.j lep

KOMIIOHEHTE HeroBa TeH30pa Apyre ocHoBHe dopme y onHocy na V, a

— — 0% 2% [ o [
(A1) Hy%= S oy Ne %= ——2 +{ ] zﬁ,,-zv,--{ !z“,
(1.11) iy g Nt = o P layl, P

jecy KOMMOHEHTe eroBa TEeH30pa NPBe KPUBHHE y ONHOCY Ha V.

Axo je V, TOTaJHO Treoxe3uCKH MNOTOPOCTOP y OJHOCY Ha V,,
OHla je w,,;=0 3a cBako a ([4], cTp. 184). M3 (1.9) caregu ma je
Tala TeH3op fh;* npBe xpuBHHe mnpocropa V, y oxmHocy Ha V,
jeAHaK HyJH. |

Ako je V,. TOTalHO reone3ucky npmpocrop OKO/MHa MpoCTopa

V., odna je wyij=0 3a cBako x. M3 (1.11) crexn Aa je Taza TEH30D
H;;® npse KpusuHe npoctopa V,y OZHOCY Ha npocrop V; jenHnak nyau.

O6enexxumo TayKOM W 3aneToM (;) UCNPeX HHIEKCA reHePaNKCanH
KOBapujaHTHU u3BOA ([22], § 69). Tana, reﬂepanucaﬂum KOBapHjaHTHHM

nudeperLUpameM peJsangje
¢

(1.12) . | 2% i=2% nyt
Y OAHOCYy Ha xJ/, RoO6uBamMo
(1.13) 2% = (2% p); Y"1+ 2% n Yyt .
Kako je | o
02 Vi . (T
(_z“',p.);j-— '_'l + [ ]zﬂ,pz"l - [ ]z“,ﬂy’*’,j,
ox) By -ty

To, ¢ 063upom Ha (1.12) M uMmeHHLy 1a cy y-oHd (QYHKIHje x-0Ba,
HMaMO

0z% | a . T |
(2% 1), Lyv i+ { ]2'3,}1 2V gy, — { }Z“.rr V. i,
dy” By - Py

/ 0%z© o . T
2% 4)., = + 2B nw2Y ,— ]z"‘,n) Voo
(=51 (Gy“ay" {BY} o [111’ g

MehyTum,
12 ~ 0L
0°z + [m }zp'pz\.;v__[ (| ]Z“,g,
oyPay” By | v
na oTyaa cjenu na je

T].

za;pv_

(Z_a,ll);! = 2%y, ;-
[Ipema Tome, jennaudue (1.13) ce MoOry Hanucat# y OSJIHKY

(1.14) 2% = YR 2% n + 2% PP 0y




Tlapareone3HcKH NPOCTOPH M MAPATEONE3HCKE KPHUBE 121

L

e—— T

(1.2) Cap Np® 280 =0
(1.3) Cg;p N,-l“LNP|P=8¢.’,

rae cy 8 Kronecker-osu -cum60s4, KOjH uMajy BpemHOCTH

8 —

{ 0 3a p=r,

1 3a p=r.

| [Tocmatpajmo can, Pumanos npoctop V, KOju je CMEITEH Y MoT-
npocropy V, PumanoBa npoctopa V,. Heka cy x/ (i=1,2,..., n) koop-

AUHaTe npocropa V, ¥ Heka je merosa npsBa QCHOBHa ¢opma g;; dx' dx/
NO3UTUBHO HAe(uHuTHa. Tama je .

(14) gj=Quy .Vp',f yv:j |

(1.5) gf]=caﬁ Za,fZP,}-
Ilpy Tome wuHmexcu i,j, k, | Bapupajy ox 1 no n; uaaexcu a,b,c¢, d
Bapupajy of n+1 mo m, a uhaexkcd x,y,z on n+1 no [.

Y nornpoctropy V, NOCTOjH CHCTEM OA m—n jeAUHHYHHX, Yy3a-
jaMHO OPTOTOHAJIHUX, BEKTOpa 7, ", KOju Cy HOpManHd Ha V, u KojH,

CTOra, 3al0BOJbaBajy jelHaudHe .

(1.6) Gy g P )Y =0,

(1.7) apy Mz | M y”, 1 =0.

Y oxonﬂdm npoctopy V;, BEeKTOPH 7, ;" HMaAjy KOMIOHEHTHE
(1.8)  Ney®—ng P 2% '

Haxue, y npocropy V, moctoju cucTeMm of [—n jelMHHYHHKX, Y3ajaMHO
OpTOroxHaJHux, BeKropa Ny | %, KOju Cy HOpManud Ha V.

dyHKLHje w,,, TakBe Aa je ([4]). jen. (47.5))

, | P %
Walij=apy Y&,y Na |V +[m %, via y2,1 ¥*,; Mal’s

roe cy [nx, v], Christofiel-oBy cdm60148 npBe BpcTe y OXHOCY Ha
OCHOBHH TEH30D GOpy, JECY KOMMOOHEHTHE TEH30pa JApyre OCHOBHE
dbopme npocropa V, y omuocy Ha npocrop V. Komnonedre A,;* TeH-
30pa npBe KpuBHHE npocropa V, y oadocy Ha V, onpeheHe cy pena-
ndjama ([17}, cTp. 276; [7]) | -

0% y* }1. [
1.9 hnt = Wgii Mg +l ] v ﬂ.""[ ] p'. y
(1.9) i} ; lij fa| 3l Ol v‘n:ay iy, ijgy z

NpH qem;y cylv};] H [f}} Christoffel-oBy cumboau apyre Bpcre y
a g :

ONHOCY, PeCnexTHBHO, Ha METPHUYKEe TEH30pe ap, H g .
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Kan je V, TOTaIHO TeoXe3uCKH MOTIPOCTOP npocropa V,, w, ;=0
3a CBako a, na pesaunuja (1.18) mo6uBa 06aHK

(1.18) 2 wypijel el Ney® =20Qp vy, 13, € e Np @
A P

OTtyna caenu:

Awo je V_ molanno reogesucky fdpoclop y ozHocy Ha Homiipo-
ciiop V,, weros Bexliop HOpMAJAHE KPUBUHE ) OAHOCY HA OKOAHU HpO-
cimop V,, y Epaaqy Ma KOr Beriiopa €', HOpMaLaH je Ha Opociiopy V.

. ['enepanucauu Kosapu]aﬂmu BH3BOJ jeIUHHYHOT BEKTOpa My P
HopMaJse npoctopa V,, mar je uspasom ([22], crp. 170, jen. 30)

(1.19) Mgy Py = —'“’alikgkjyp:f"_; Pba |1 Moyt
npy 4eMy cy (QyHKIHY]e

Boa | 1= Q. nalx;f nblv
AHTHCHMETPHYHE 10 a H b, TJ.

Boali +1apyi=0.
M3 (1.19) nobusamo

Eﬂaxp;;e‘ — — Ewa!f:rcg“fy”_,- el + X E}lba“nb,“e'.
a a a b
[Ipema TOMe, 3a TOTaJAHO reojxesucku npocrtop V,, umamo:
(1'20) Zﬂglll;i€f=2 pra|,-nb|”ef.
a a o

AKO je TOTaJIHO reoJe3uCKH mpocTop V, XHOepnoBpUIMHA NPO-
cropa V,, OHIA je a=1, a pye;=0, na ce jegHauune (1.20) cBoue Ha

tj. ([4), cTp. 183; [22], cTp. 139): K

Hopwmaane, y V,, Wollaano reonesucke xulepiospuiune V __, jecy
dapaneane y oxoanoMm {fpociiopy V, 3a cBaxu idpaBay xulepiioBpulure.

ToTanno reoXEe3HCKH MNPOCTOP OKapaKTepucaH je u cuaejgchom
ocobunom ([4], cTp. 183):

Axo je V, moilarno reozesucku foilifipociop hpocopa V., oHAa
je cBaka reojgesucka Jauxufa Oomipoctiopa V, reopgesucka auHuja u
oxoaHa dpocliopa Vo, --

IlocmaTpamo cucrem ox [ -m xOHrpyeniuja kpuBux y V,, Koje cy
TaKBe Ja KPO3 CBaKy TauKy MOTNpocropa Vm, NpoJasd o jenHa KpHBa
cBake kxoHrpyesnnsje. Hexa cy A, * KOHTpDaBapHjaHTHE KOMIIOHEHTE je- -
JMHHYHOT BEKTOPAa TAHrEHTE Ha KPHBY KOHTDYEHIMje A, NpH ueMmy
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Ho,

“ = 24 Wi Ny
A
jecte Tensop H;,* npee kpuBuHe npocTopa V, y omsocy Ha npoctop V;

YU = 2 g ij Mul”
a
jecTe TeH30p h,j}* npse KpuBHHE mnpocropa V, y onuocy Ha NpPoOCTOP
V”’h d '

a;}W — E QPIPI-*NPI‘I:
> |

jecte TeHs3op npBe KpushHe npocropa V,, y omHoCy Ha OKOJMHH npo-
ctop V, [Hakne, penauuja (1.14) moxe ce Hanucatd y obauky [7]

(].]5) HU(I_____h”}]'z“'}l.l._Hpuay}l,lyvt}-,

WJH, LITO j€ HCTO, Y OOJHKY

(1.15) 2 wxpij Ne® = 20 waij 1 2%, 0 + 23Qp 1py ¥*,1 1,1 N/
X a P

M3 jennakoctu (1.15'), ¢ 063upoM 1a Cy N, ¢ KOMNOHEHTE CH-
cTéMa OJ [ - n He3aBHCHHUX BEKTOpa, CJAemH

™

(1.16) W= W

(1.17) @Iii:gpl}lv'yp.fyv-f

Penanuja (1.15), oasocHo (1.15'), ycnocrassba Be3y usmehy TeH-
30pa npBe KPHUBUHE, y OJHOCY Ha OKOJHH MPOCTOp Vi, W TeH30pa npse
KPUBHHE, Y OfHOCY Ha mortapoctop V,, npoctopa V,. Ouna nokasyje
Ja Ce TEH30p npBe KpWUBHHE npocropa V, y oaHocy Ha V; Moxe rno-
cmaTpaTd Kao 30Hp JABa TEH30pa, OJ KOjHX je ]EJ.laH HOpMaJiaH a JpPYrH
Tauredtal Ha mnpocropy V,. OBaj nocaenwH je, y CTBapd, TEH3OP
npBe KpuUBHHE npoctopa V,y onuocy Ha npocrop V,_, and mocmarpad
H3 OKOJAHa Ipocropa V.

AKO Cy e’ KOMIOHEHTE jeJHHHYHOr BEKTOpa npocropa V,, oHna je

X

BEKTOPD HOpMajnHe KpHBHHE npocTopa V,, y mpaBuy BeKTOpa ei, a y
ogHocy Ha mnpocrop V,. K3 (1.19°) cneau ma cy BeKTOD HOPMaJHE
KpHBUHE mnpoctopa V, y oxHOCcy Ha V; H BEKTOp HOpMa/iHe KPHUBHHE
npocropa V, y ogHocy Ha V,, Be3aHH peJnalldjoM

(1.18) Ex:wxlfj ?‘ e/ Nyx©

=E(ﬂa|fj e’ el ﬂa;pz“,}l_'l‘ E Qpl}lv y”.i)’”.; el el Npla
a p
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i

KpuBuHe y oaHocy Ha fOpociiop V,, y dpaByy Mma kor Bexdopa e', KoJu-
Heapan ca Bexlopom llanrexille OHe KpuBe KOHIpyenyuje A, Koja Gpo-
na3u Kyos youeHy fayky, jeciie, 0 geguruyuju, fdapareonesucku {dpo-
cliop y oOJHOCy Ha Hourpyeouyujy \,, bOomidpocmopa V, PumanoBa
apocmiopa V. &

M3 ose nedunuudje caelu na, ako je V, napareoiesucky nor-
npocTop npocropa V,, BLETOB BEKTOP HOPMajase KPHBHHE Y OIHOCY
Ha V,, 3aZ0BO/baBa yCJ0B -

(2.1) Sr 2 Wxyij € ef N, ® =N

3a CBAKO €' npu ueMmy je s, napamerap koju tpeba oxpenutu. C 06-
supom Ha (1.18) u (1.21), ycaoB (2.1) moxe ce H3pa3uTH y OGJIHKY

SrI(E wair‘j el el na]p 2 T E Qpi}lv pr yv,j e el NPIC‘ ) -
a P

(2.2)

== Tr']-‘- Za,p.-{- E [.‘I?rl Npla'

p
Axo (2.2) NOMHOXHMO Ca Cqp 2P, H CYMHPaMO MO &, HMaMoO

(2.3) $r1 23 wapij el el ng™ apy=Ty" apy,

a .
T].
(24) Sri Emalfj el el na'lp. = T»'”Ip"

a

Muoxemwem penangje (2.2) ca cqp N,P ¥ cymHpameMm no o, Ho-
6uBamo

(2.5) Sty Qqryv V%,i Y, € el =Ly,

[ITO MOXEMO HanHCaTH y OOGJHKY

(2.6) .}_ _ Qny, Y2,y el el
. Sr| Lq,.|

Penanuja (2.6) nokasyje na y Taukama napareomesuckor npocropa V,
OLHOC ~

(2.7) | Qq%”v Ye iV, Qpny Y%, Y5
Lt?_fl Lprl |

He 3aBHCH oJl H3bopa Hopmajae N,* npocropa V.

[Tocne 3amemuBama napamerpa s, u3 (2.5) y (2.4), umamo

(Lqr! 2 Waftj Mo’ — Qgixy P*,i YV, ; T,]F) el e/=0.
a
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i

F - - - - P

BHIEKC r QUKCHpa KOHFPYEHIIH]y y CHCTEMY OA [ — m KOHrpyeHuHja Koje
poJa3e Kpo3 youeHy Tauky nornpocropa V., Bektop ca xoMnoHes-
TaMa A\,%, y ommureM CJAy4ajy, HHje HOpMaJaH Ha noTanpocropy Vo,
na ce, CTOra, MOXe H3pa3uTH y OOJHKY

(1.21) ME = ToP 2%, 5+ 3 Lot No®

rae cy 7, KonTpaBapHjanTHe KOMINOHEHTE BEKTOpa mormpocrtopa V.
Bektop T, Takole, y omwreM cayyajy, HHje HOPMalaH Ha MOTIPO-
ctopy V, npocropa V,,, wuTO 3HauyH Aa ce MQXKE HANHUCATH

(1.22) Trl}l =tr[i y}l,i'l‘E!ar] nalp’
a

[MpH ueMy Cy f,)' KOHTpaBapHjaHTHE KOMIIOHEHTE BEKTOpPa KOJH Npunaia
npoctopy V, Ilpema tome ce, y cBako| Tauku nornpocrtopa V,, Bek-
TOP A, KOHTPYEHLIH]€ MOXE H3Pa3sUTH y OOJHKY

}\.rla=trli za’[ + E zar] naI}L Za, ]_1, + E Lprl Npla’
a . »

HiH, ¢ 063upom Ha (1.8), y 06aHKy

(1.23) M* =1yl 2%, + E Loxri lea
x
TaKO Ja je
' (124) -Car|=lari ’ CprlszrI .

C o631pom ga €y 7\* KOMIIOHEHTE jeIHHHYHOT BEKTOPa, U3 (1.21)
clenu Ja je MHTEH3UTeT BekTopa T," AaT H3pa3oM

(1.25) apy ToP ToP=1— 23 L3,.
P
AKo ca ®p, oGeNeXHMO yrao Koju rpaje BEKTOPH Ap* u N, oner
u3 (1.21) Hanasnmo Ja napameTps L, 3a10B0OJbaBajy penauu]e
Lpr;i=1¢08 O,

Hicto Tako, u3 (1.23) nHanaszumo aa je
&ij 1‘rli frlj“"—'“‘ 1 — E -szfl

HHTEH3UTET BeKTOpa f,’, a mapamerpu L4 3aXOBOJbaBajy penaluje
COS Qxri==Llxr|,

Ip¥ °9EMy CMO Ca ¢y, OOCNEXHIH Yrao Koju o6pa3yjy BEKTOPH A, ©

H N,<. |

2. [TAPAFEOJIE3UCKH nPOCTOPH. — llomipociop V, ipocmopa
Vm, Koju uma ocobuny pa je, y cBarkoj Mayku, eroB Bexdlop HOpMANHE
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! Yl e S —— i o ey

Tj.: Axo je V, [Mmolianxno reojesucku doMMipociiop okoaxa {pociiopa
V,, liapareogesucku folidpociiop dpocliopa V, je WollaaHo roonesucku
y ogHocy Ha V. '

Axo je V., mnpocrop ca HeoApeheHHM JiHHHjama KpUBHHE, OHJA
je ([4], cTp. 179)

Q

ql

Qqpv= Qp.v.
I

Y ToM cayuajy jennaumse (2.10) mo6usajy o6aux

Q [
ql ar |
Wyq|jj = — &4y
m Lqu
Na axKQ CTaBHMO
Q) lar]  wq|
)
m L n
HMAMO
Wy |
Walij= — fij»
fl

IUTO 3Ha4H Ja je H noranpoctop V, npocrop ca neojapeheHUM JHMHH-
jama kpuBuHe. [lakne:

Aro je V_ idipocliop ca uneoppeheHHM JAuUHUjamMQ KPUBUHe, OHAG [e
u meroB fapareoae3ucku Holilipociiop — fpocliop ca HeoapeteHuM
JUHOjaMa KpuBUHE,

3. KOBAPUJAHTHH H3BOA JEJHHHUYHOI BEKTOPA HOPMAJIE

TTAPATEOIE3HUCKOI ITPOCTOPA. — TeHepaanaHH KOBaijaHTHH H3BOI
KOBapHjaHTHOI BEKTOpa n,|{, JeIHHHYHe HOpMaJe npocropa V., y

oZHocy Ha V,, ZJaT je H3pa3oM

0 ng | %
Mg |v;i= a.u__{ ]nﬂlxyp.i’
0 x' ny
ITO MOXEMO HAaNHCaTH U y OO6JHKY
Q | pv 0 ng |y X Q |
nalv;f+ ! TFI” nﬂlxyp-,i - ﬂ_!___[ ]na,xyp.,l"‘" 'qvar]xna'ny}l,l.
Lori 0 x? PV gr |

Kako je, ¢ o63upom Ha (1.22),

o . p oA — ] p
Tr\" o y=0ux Tr\" ng )" =aun ('Y .r+§’brlnm")na|“=arh

TO MPETXOANHY peNalldjy MOXKEMO H3Pa3HTH H OBAKO:

on % Q. Q
{3'1) a|-'{ _ ([ } gl Trlx) "alxyp.i=ﬂa'lp;; 1. t]”’-v’rlyl_lut-~
0 x¢ ny Lgri Lo ’
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— —pe

Kako, npema neduHHnujH, 0Ba pejanudja Mopa OHTH 3aX0BOJbEH2 33
MPOHU3BO/bHH jeIHHUYHH BEKTOp e'. npocropa V,, TO MOpa OUTH

(2.8) Lquzwalff nalp"QqI}ev y iy T P =0.
. _

OBo cy napuujanse pudepesuujasse jefHaduHe Napareoxe3UCKOr
npocropa V, nornpocropa V, PumasoBa npoctropa V; y OZHOCY Ha
KOHIPYEHLUH]Y KPUBUX A, |.

VI3 nepunuuuje caexw jnma, ako je V, napareoige3uckd IMPOCTOp:
y OLHOCY HAa KOHTPYEHLH}Y A,|, BEKTOp A, ;% je HOpMaJaH Ha Mnpo-
cropy V,, 1j. t,*=0. llpemMa ToMe, y Taukama mnapareQre3uckor Inpo-
cropa V,, Bexktop T,P ce u3paxaBa y OOJHKY

p.= E larl na'}l--
a

Otyna cjaeld Ja ce jenHauumHe (2.8) napareoge3uckor mpocropa V,
MOry Harucatd y oOJHKY

(29) E(Larlwalfj—oqlxvyu,j y‘f,flml)na|}1=0.

- To 3Haun: ako je V, napareoneaucm NOTNPOCTOP npocmpa Voo ¥
OJIHOCY Ha KOHIPYeHUHM]y A,;, OHAA ]e y CBaKOj Taukd npocropa V,
3a10BO/bEH YCJOB

(2']0; i Lqu walff-QQIg\l yx'i _V"',j [arl — 0 34 CB4KO 4.

Kan je kourpyesmuja A, HopmanHa Ha npocropy V,, Tj. kxaa
je T,*=0, jennaunse (2.8) ce cBome Ha

(2.11) wg;;=0 3a cBako a.

MehyTum, 10 je ([4), ctp. 184) norpeban u nouBO/baH yCJIOB Aa V,
Oyne TOTaaHO reONe3UCKH MOTIPOCTOP npocmpo V.. akae:

ITapareogesucku fpociop je jeana renepaiauzayuja mWollanHO reo-
Aezackor Hpociopa.

M3 cBera mro je H3/J0XKEHO y OBOM maparpay ciexs Aa mapa-
reofe3uCKH MNPOCTOp TreHepanuwe caeaehy OCOOHHY TOTanHO reoie-
3HCKOr NPOCTOpa: TEH30p NpBe KPHUBHHE TAaKBOI NPOCTOP3, Yy OXHOCY
Ha OKOJHH mnpocTop V,, HOpManaH je Ha nQrnpocropy V,. 3aucrta,
'BEeKTOD HOpMaJHe KpHBHHE, y OAHoCy Ha Vi, napareo,u;esncxor npo-
CTOpa, HHje HOpMajaH Ha V,, Hero je TaHreHrad Ha KPHBY JHAaT€ KOH-
rpyesiyje A,, KOja Npoia3d Kpo3 youeHy Tauky npocropa V,

Ako je V, TOTanHO reoiE3uCKH MOTNPOCTODP mpocTopa Vi, OHM&
je Qg uy=0 32 cBako ¢, na ce jegHauune (2. 8) CBOJE Ha

Wy ;i =0 3a CBaKo a,
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qu‘]_]_v

qr}

Malv:i= — Wa'ik gjk y]-l”'. dpy + Iarl y}l‘i + ;llbﬂ[i Mp)y

[Tocne MHOXEHmA OBe pesanuje ca a** H CyMHpawma N0 V, HMaMo

"™ Nojy:i= — Wa| ik &* Y7, apy @+

T}.
v — gik Y '5" QG“”"’[ B ogik oy oy .
ﬂ” na|u:1""‘""‘wa|:kg V » J ]J-+ 3 ar] y & Iy,ky f
-7 ' ' qr] L
+ a¥" ; Boali Mslis
HIH
Q By
giee Y0 V' & : .
a’® Ngy:i = ""(walik . [arn)g”‘ y*.i + a’® g:}lbau Mpyy.
' gri |

Hajsan, mHOXEWEM Ca dgr, H CyMHPabeM N0 w®, NOOHBaAMO

Qe Y& -Vv”f,
Lqr|

Male:i .=_(walfk""' arl)gjk V.1 Qex + ;Pbalrnble-

AKO Cy e' KOHTpaBapHjaTHE KOMIOHEHTe jeXHHHYHOr BEKTOPA
npoctopa V,, OHZAa KOB3APHJaHTHH H3BOJ BEKTODPA M, y OLHOCY Ha
KOHeKCHjy [™uy, a Y npaBlly BeKTOpa €', uma oﬁmnc

: Q Py, i | .
ﬂa'ezi el —_— - ( wﬂl’k qnll’ y . K [ﬂf I) el gﬁi yﬂ .j aEﬂ + E p'ball el.' nblﬁ .
Lqr| / b
Oryna cnenn na je
Q }1 p. :l' k : i
E”ala:ie' E(wﬂl alvy Y V Iarl)e!gjkyﬂsjassr'*‘
e . L gr)

+ 2 E-Ilba!: e' n; e
a b

“Axo je V, napareomesucku npocTop, M3 MPETXOAHE jexHauuHe, a
C 063Hpom Ha (? 10), nobusamo

(36) ;nalg:lﬁe‘ = E;pbﬂliefnble‘

Penaunja. (3.6) je redepanusauuja awasorse penauuje (1.20) koja
BaXKH 3a TOTAJHO Tr€ONE3HCKEe MpOoCcTope. - ;
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CTaIBHMO. . |
(3.2) Pﬁv - {x] | quuvTrl'x‘
| ApY L gr

dopmyne 3a Tpanchopmanujy Christoffel-oBux cumGona .H,pyre
Bpcre riaace ([4], jen. 7.14) .

{p]paye “{SJQ”F. A b
o1 ayrp Y dyro ayrr ayraayrr

npy 4eMmy Ccy [p] Christoffel-oBn cum60nH gpyre BpCTe y KOOPAHHA-

T

THOM cuctemy ). Kako cy Qg py H T,|° KOMHOHEHTE TEH3Opa, OIHO-
e

CHO BEKTOpa, a L,| Cy CKaJapH, TO ce BeJHYKHE I',, Tpancopuuuy

OBAKO

. | Y
(3.3) R _pe WO O
oy:P ayrg ayrr 0yra ayfr

rae cy I BenuunHe oGauka (3.2) y OXHOCY HA KOODAMHATHH CH-
cTem y'P, |

M3 jemnauusa rtpaHchopmanuja (3.3) caegu 1a Cy BeJHUHHE
Ffw KoeQHIMjeHTH KOHEKCHje HEKor aHHOr mpoCTOpa, a U3 jexHayHHa

(3.2) ma ¢y 1O KoedHunHjeHTH cumerpHyHe KoHekcHje. M3 (3.2) Takohe
C/Je[d Ja OBAa KOHEKCHja 3aBHCH KAaKO OI KOHrpyeHUHje A, KPHBHX,
TaKO ¥4 ol u3bopa Hopmaae N,* Ha notnpactop V.

AKO reHepaJHCaHd KOBapHjaHTHH H3BOJ Y OJHOCY Ha KOHEKCH]y

l"fw O03HaYUMO ca JBe Tauyke (:) Hcnpex HHAEKCa, penamdja (3.1) ce

H3paxaBa y OOJHKY

(3.4) PP 11..3 S S

qrl

MehyTtum, 3a redepanucaHd KOBapHjaHTHH M3BOJ KOHTpaBapujaHTHE
'KOMIIOHEHTE My JeIHHHYHOr BEKTOpa HopMajie, umMaMo (§!)

g ", j= — Wgyix g J’p.j“!‘; Pebal ﬂb.p;

a Kako je
ayy;i=(Apy )P ); i =apy N 5,
TO je: |

Rgjy;i = — Wajik gjk yp',j Auy + ; Wbali Mojv-

' 3amemHBalbeM BEJHUHHE ,,.; U3 OBE jeanaudHe y (3.4), nmo-
6HBamMO |

g 36opﬁux MaTemaTHuKOr HHCTHTYTA
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AKO je KOHrpyeHi@ja A;, HopMmaJHa Ha norapoctopy V,, Tj. ako
je t.1=0, onna je, ¢ o63upom Ha (1.22), T,|P=Ela,|na'j*‘. Y Tom ce
_ - | a

cayuajy jennauune (4.1) come Ha

P Qglev '
yP-,.'j+ ([VE] - 7 lv rrlp)yaig y g = |
qr

Q e
=E(“’aw gt [LAL4 "yv'”‘"‘)"ﬂ;".
d

_ Lor , "
Tj. Ha -
(4.4) Yrui=— L Yoy, + g"l’am g ¥,
npu uvemy je Ig, Konekcuja (3.2), a

| | O g, yv
(4.5) - Ve =wq i~ alev Y ) lar |-
Lgri

KoBapujaHTHHM audepeHnupambem pednanuje (4.4) no x*, no6uBamo

yRijk= - 3y Feye,iy* x 05— oy ¥ uy” . — Tho ye,) VP.jk+

+ % \l/ﬂ]fj-k naip + E \l’a |lU' g Ip.k )
p _

ojakJje, C 063hpom Ha (4.4) u Ha ([4], jex. (47.9))

1

Mo, k= — Wqx gY yB, j— [ y
is

]J}“vknﬂlv+2]1ba[knb|p:
| | ;
caenu
. 3 |
ay” Tovy®,i 9 ¥k = Loy (= Tex ¥, 1y + 20 Valix a1 P) 7,5
_ a

yp.fjk“"
=8 (=5 v 1 v ket 2 Varin 1a1®) Vo0 + 2 Valu ng %+
i1 ' a

o+ D Ve (- wape &Y - {p
a'-

]yﬂ”‘ Nai¥ + 3 Poalk Mo ),
v b
T}.

0 .
V== 5o Tew y* i ¥V v a+Tow Tx .0 v°. i ¥ k= Thy 2oV ik Na | PYY,
a

Boe e B |
+reprv:ry ,iyv.fyﬂ.k"rep qualjknalpye.i"'zq"a[fhk na|p_
| a a

_ . ot g _ | P R
aZ%m f}’almg Vot [nv}gq’alf}yﬂ,knalv*'%Eb‘]fal!]p'balk"ﬂlp'
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H3 (3.6) cnengu na y Taykama napareojgesHckor npocropa Vi,
H3PA3 D, M,je:; €' HE 3aBHCH Of HOpmane N,|* Ha nornpocrop V., a 1a-
a

xohie HY OJ KOHrpyeHLHje N, .

Axo je mapareomesncku npocrop V, xunepnoBpuiHHa OKOJHa
npocropa V,, oHna je a=0b=1, H ppi=0, nma ce jemuakocr (3.6)
CBOJAM Ha

(3.7) ' ey et =0,

T].: Hopmane, y V., ilapareonesucke xuiieplioppuwune V., iapanenue

cy, y oanocy na xouexcujy Iy, y oxoanom fipoc@opy V., 3a cse lipasye
XluepuoBpuiuHe. . *

OBo TBphewe je reHepanusanuja TeopeMe Koja ce OJXHOCH Ha Ma-
panesnu3aM HOpMaja TOTAJIHO TeoNe3HcKuX xunepruoBpuuuHa (§1).,/

4. GAUSS-OBE U CODAZZI-JEBE JEJHAYUHE MAPATCEONE3UCKO"
APOCTOPA. — C 063HpOM Ha 3Hau€he TIEHEepaJHCaHOr KOBAapHjaHTHOT

H3BOJa, jennauune ([29], cTp. 163 jenm. 5,)
YR = 20 Wajiy g
a

MOI'Y C€ H3Pa3HTH U OBAKO:
2w " | |
.y : [.-]y“,h +[p]J’E,:y"J=Ewaw a7,
dxi Ox/ ij gV | “a

Ose, nak, jenHauMHe MOXEMO HanHcaTd y OOJHKY

0% y* 1 v ( P Qgiev
— ' B yE Vo, o
ox‘ 0x/ [fjly Y [ev] Lo T: )J’.:}’.f

Qq EL J’E:l yv.j
= 2 Wayij Mo " L T, "
qr

(4.1)

Jlema cTpana OBe pefanuje je reHepaqHcaHd KOBapHjaHTHH H3BOJX ) — 3,
npu 4yeMy ce audepedudpatbe y npocropy V, BpuwH y OXHOCY Ha
KOHEKCH]y (3.2), Tj.

02 v h | P . Q | v

if gV
Ha ocnoBy (4.1) u (4.2) umamo

. Q) g v
QIBVy l-'y -lf

yp:ijzgwalijna[}l" 7 - T,|P,

a gr |

oJakJe CJefH 14 je, 3a napareofe3uckd npocrop V,, 3ax0BOJ/bEH yCJIOB
(4.3) - yP.1;=0.
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A i e

npH 49eMy je Rk Pmaﬂos TeH3op npoctopa V,, To ce (4.6) moxe
HaNHCaTH y OOJHKY

Y1 2 Ruije = BY aen Y1 YV, i V™ & + > (Valij. ke — Valik,j) ot +
47 + 3 (Va ik Wap i = Vayij a i) &Y% ¢+
. a
+Ea ; (\]"alij Fbalk"qfal"k P’balj) ”alp‘f‘

Q Qqinv

+ E E (‘]’alik ql”y".j Na1™ —Vayij 7z

a b Lot Lgri

Muoxemem penanuje (4.7) ca app n.|°P B CyMHpameM no p, JOGHBAMO
app B 2oy Y&, i VW V" ke NP +Veyij, e — Ve i, j+

+ g (‘]falu Peca | & "‘I’alfk I-'-calj) +

Q
+ 2 (Watin V¥, j ay™ = Va1ij V* & Ma)*) Lq'-”!a,|=0.
¢ ' gr |

Ako pesaudjy (4.7) noMHOXHMO ca app y?,,, H CyMHpPamo no .,
HMaMo

Lt &1 Ruije==0pp BY 26y ¥&,i ¥, i V.6 Y° . m+
+ 2 (\]fal,k wal Ij = \I’.l[fj walfk) g” gl'm)
a :

Y* & "al”) lor | Mo P

(48)

T].

(49) Reije=0pp B¥ xey y&,03”.1 Y™ & Y° ,m+
+ 2 (Valik Walms = Valij Oaimg)-

a )

Jlako je BupeTd pa cy jenHavdHe (4.9) u (4.8) Tpaucopmucane
jenHauuHe (Gauss-a ogHocHo Codazzi-ja ([4], jen. (47.11) u (47.12))
H JIa Ce CBOIE Ha HbUX KaJ jeé KOHIpYeHIHja A,) HOpMaJiHa Ha Npo-
ctopy V., Tj. kan je nopen f'=0 jomr u 1, =0.

Ako je npocrop V, napareole3ucCKH y OJHOCY Ha KOHIPYEHLH|y
A\;(, BEKTOp A, ;* je HopmaiaaH Ha npocropy V,. Crora 3a taj npo-
crop Baxe jexHayude (4.8) u (4.9). Ho, mnapareozesucks npocTop
3aJI0BOJbaBa YCJIOB | —

Va1ij=0 3a CBaKoO 4a.

Crora ce, 3a napareoze3ucks npocrop V,, jeasauuse (4.8) u (4.9)
CBOJIE Ha

(4-10) app B ey V& iVLiV: .k ne P=0
(4.11) Rmije=0pp BY ney Y&, i Y, ; V™ k Y2, iy

Nakne, jennaunse (4.10) cy Codazzi-jeBe, 3 jennaunne (4.11)
(Gauss-oBe jegHayHHe napareonesdckor nornpocropa V, PumaHoBa npo-
cropa V,. |
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Kako je TeH3op w,, Apyre ocHoBHe ¢pppMe CHMETpPHYaH C 003H-
poM HA HHAEKCE i H j, TO u3 (4.D) caeam na Cy # BenuydHe Y, ;, CHMe-
TpUuHe y oxHocy Ha i u j. Crora je

d 5 ; .
Vit '—}’P',.r (ayv FB}; ayn- re}: + va Fef:t —_Fprr ref: ) Y ViV k

+ 2 (Yt k — Valiej) Ma™ + 2 Valie Waptj — Vay Waie) & ¥¥ ¢
a a |

+ 2 § (Valij tsate — Valik Povalj) o)™ +

AKO cTaBuMoO

d
BF pep = — T —

eEN

oyY oy~

H NPUMETHMO 12 je

Q Q
{P} rv};__ glvx T, * — q'wzlmﬂal”,

jep je, No npeTnocTaBUH, KOHrpyeHuuja ), HOpmanHa Ha V, (1j. jep
je t=0) To umamo

yp- kT y}l ;lkj = B} TEV .Ve,l yv,j .Vﬂ & + Z (\l’alij.k — q’al:‘k;i) nalp
| -
(4.6) + ; (Walix Walij — Valij Wapix) 8" Y¥, ¢ +

+ g Zb (Valij talke — Valik ioali) Map®

+ 2‘; ; QI” lor] ‘]’ahky o nbl}l Na|™ —E E ﬁ’[brl \l»'am Y= & M) Ag)’.
L 4} gr

Mehyrum, kako je ([4], jen. (47.10))

Wi — Y8y = y¥, o gt Rhiik s
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| JemgHauune (1.15%), Tj. jemnauune
(5-2) E am:lruv N:-c:':IE =2 Wy [ 4) nﬂlp Z2% "‘E Qpl‘pv Y,iVj Np[“

KOjeé HAajy Be3y Hu3MmMehy TeH30pa npBe KDHBHHE NPOCTOpa V y OLHOCY
Ha OKOJHH npocTtop V; H TeH30pa npBe KPUBHHE NPOCTOPA V Yy OZHOCY
nornpocTop V, MOry ce Hamucatd y OOJUKY

- - r—1 . |
xE“’mexi“:;‘”uw g™ 2%, p +E1QP|P“-VP:!'J}U=J Np)® 4+
p= |

(5.3)
*‘EQm}le’pi}’",iji +Qr]}1-vy i V1 Ne | &,

p“""f'
NpyH Y€MYy CMO H3 30Hpa H3ABOJUAH I-TY Hopma.ny.

CIMYHEM [OCTYNKOM Ce BEKTOp A, %, momohy penaumje (1.21),
MOXKE HM3PAa3HTH y OOGJHKY

r—1 [ :
}\qla= qipza:ll -*'21[‘1"5“,}4Npl‘:I -{-§|-1L‘”f:}'lf\,}alﬁ'lﬂc —!—qu,N”“,
p= P

OdaKJae€ CJACIH

‘ 1 r—1 [
(0.4) N, %= .()\qla"'qupz“ﬂl"ELMINPI“'"ELMINPI“)'
Lrq p=l1 p=r+1
| 3aMeH0M N;1* u3 (5.4) y (5.3) nob6uBamo
r—1

E(leu x | '“Ewalunalpz P+EQPIPVyp1y JNPI
+2r:Qlevyp ,iji“-l-
p=r+

Q ) 2ar R lid |
4 el ’(lm—rqlez“, —2 Lpgi Np1® 3V Loy Np )
- Lrq p=r+1

[ITO €€ MOXE HAMHCATH Y OOJHKY

— .. Q uygi v:' |
walifola=(EwalUﬂa|p_ fIBL ‘Iiy } T‘-’JI}I)za:P—"‘
X a , rq
(5.5)

.Q,. ) }1.’_ v’. r—1 | .
n lpe V7,1 Y qula_}EQplpvJ’P,fyv,fNPla
Ll"ﬂ'l P=l

O v v, r~1
+EQPI}1VJ’PJ.V JNPI ”rvay ’iy E LMINPI
=r+1 rql

Qrym Y, i V.5
— » ) L l N '
Liq) | P-—-rE-I-l e
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[IpumeTuMO Ja ce, 3a TOTa/HO reojesuckd npocrop V, Puma-
HoBa npocropa V,, Codazzi-jepe u (Gauss-oBe jegHauHHe H3paxKaBajy

y OOJHKY |
Roxey Y&, ¥, iy 11| P = 0

Rmffk=1\)p:rrsv ye,i yv,; yﬂ,k yp-m!

rie ¢y Ropzey KOMIOHeHTe PumanoBa Tensopa npoctopa V, y oxsocy
Ha OKOJIHH npoctop V.

5. TEH30P MAPAI'EOJE3UCKE KPHBHHE MMPOCTOPA. — Ako 3a
NPOH3BOJ/bHU NPOCTOP V,, KOjd je cMewTeH y motapocropy V, PruMauosa
npocroBa V;, ycnoB (2.8) Huje 330BO/bEH, Y CBaKO] TadkKH MPOCTOpa
V, MoxeMo noCMaTpaTH BEAHIHHY

Qq | e ye,f V,i

T, V.
Lr [

(51) M}l”= ?wa”j Ha|p—'

Tensop M¥,;, onpehen penanujov’ (5.1), medpuunwemo Kao deH3op
dapareofesucke kpuBuxe fOpociopa V, y oaHoCy Ha xourpyeuqu;y Ar.

Kako, y onmreM cayuajy, OJHOC
Qqr1evy®,i V.
Lqu

3aBHCH oJl HopMmane N, ¢ nornpoctopa V,, TOo nornpocrop V, Hma,
y CBakKOj Tauku, [ —m Ted3opa napareonesucKe KpPUBHHE Y- OAHOCY Ha

KOHTPYEHUH]Y A, .

V3 Hanpex HW370XKEHOr CJHAeId Ja Mapareoqe3dckd mnpocrop V,
Moxkemo AeduuHdcaTH H Ha caenehd Haguu: -

[lapareogesucku {ipocliop je oOxaj ipocliop uoinipociiopa V,
PumanoBa ifpociiopa V, wuuju je [iexsop Hapareojesucke KpusuHe, y
cBakoj mayku, 3a csarxy nHopmany N, ® foWdpochiopa -V, , Hyaa den30p

JacHo je ma je TeH30p napireoje3Hcke KpuBHHE Mpoctropa V,
jeoHa redepanu3aldja berosa TeH30pa npBe KpuBuHe, Haume, kag je
KOHIpyeHUHja A,;“ HOpMaaHa Ha npocropy Vi, Tj. kam je T, % =0,
JeCHa CTpaHa penaunje (5.1) cBOOM Cce Ha

E Wy | ij "al
a .

a TO je TeH3op h;» npBe KpusuHe mnpocropa V, y oanocy Ha V.

M3 penauuje (5.1) oamMax ce BHAM Ja je TEH30p Mapareojesucke
KPpHBHHE TOTa/JHO reole3dcKor mpocropa V, matr H3pa3om

. Q VyS,l_ D‘,.
M,» = — gle 4 JT”pL
Lgr)
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Axo je, nmak, mocmaTpaHH npocTop V, TOTaJHO TEONE3HCKH Y
OAHOCY Ha npoctrop V,, u3 (5.6), Ha ocHOBY (5.1), caenu

| O g . v .
Mrjpza'p=-— r’&t’-y ,Il.vn_’ }\.qla
Lgri
T}.

Tensop bapareoge3ucke xpuBuwve fdpocopa -V,, xoju je MoMaaHo
reofesucku y oguocy na fpocmop V;, GocmuRmpan u3 oxoana fipociiopa
V, uma Bpeanoci

Qr e', v’.
___Ig\'y _'y ‘{lq|
Lrqg|
\
F'naBa Il

IMAPATEOJE3VICKE KPUBE TIOTIIPOCTOPA PUMAHOBA TIPOCTOPA

6. TPETXOJHE HATOMEHE. ¥ [0peTXoXHOj IJIaBH nNOCMaTpaJjH
cmo npoctop V, koju je cmewren y npocropy V, PumanoBa npo-
cropa V,. IlpernocraBumo cax na je n=1. Taga ce V, peaykyje Ha
kpusy C nornpocropa V_, PumadoBa npocropa V;; ymMecro KOOpAHHATa
x! npocropa V,, cax nocmarpamo Jayk s kpuse C, a Christoffel-osu
CAMOOJIH y ONHOCY Ha METDHYKH TEH30p gi; jeAHaku Cy HysaH. Crora
pemanuja (1.9), koja oxpelyje TeH3op npBe KPHBHHE npocropa V, y
oxHoCy Ha V., noOuBa OOJHK

2 yb 1’ X
(6.1) il A B
ds*® as ds

a TO je BEKTOp mpBe KpuBuHe kpuse C:yF = yP (s) y OIHOCY Ha nor-
npoctop V, ([4], § 20). .

Penmanuja (1.11), xoja oapehyje Tensop H;;* npse KpHBHHE
npoctopa V, y onHocy Ha OKOJHH npocTtop V,, CBOIH Ce Ha

(6.2) . Q% =

a* 2% [a]dzf’ dzY
ds® 3y) ds ds ’

a TO |@ BEKTOp IMpBE KPHBHHE KpHBE C Yy OJHOCY Ha OKOJHH Mpo-
crop V,.

M3 cBera H3noxeHOr je jacHo jpa je jemHakoct ([4], jex. (48-4))

dyt dyv
ds ds

(63) qu.___,q}l 2%, p+ E QPIPV NP!U':
p
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i

[IpeTnocTaBuMo Aa je 3aj0BosbeH ycaom (2.7), Tj. ycioB

Q'?l}lvy}l.i}’v,.[ Qp_”l,,y}*,,_-yv,j. ‘
Lar _ Lpri -

Tapa ce penandja (5.5) cBoau Ha

~ | Qi ev YE0 V.
walffola=(Ewa|fjnaip“ I ) TG|}l)za’F+
X a : rqgi | |

: Qryw Y V1 U
I~ - “L }-qla_l_ EIQpll-lvyp:fyv:j Npla +
rql p=
! | r—1 Q B
+ 3 Qo Y2 ¥, Np i ® - > plne ) ’.Iyd LogiNp ® -
p=r+1 . p=l Lpql

! O By,
- }luy .l'y ] .
"‘E 2 }qul Npla
p=r+! Lpg| i‘

ojaKJse, nocsie cKkpahusamwa, NOOHBAMO

- ' Qr Vv B:f vl :
(5‘6) waluNu“ =(E""-ﬂrlu“'%zlp = IS AR qup)za,ll+
X a

erevye,ryvj}\. |
L””

+

. Penanuja (5.6) nokasyje ma ce, rnox ycnosom (2.7), TeH30p npse

KPHBHHE NPOU3BOJLHOr NpocTopa V, y OAHOCY Ha OKOJIHH npocTop Vi,
MOXKE€ H3Pa3sHTH NOMOhy TeH30pa napareoie3ucKe KpHBHHE MPOCTOpa
V. 4 BEKTOpa A,y®* [ATE€ KOHrPyeHlHje.

Kan je kourpyenudja A\,; Hopmansa Ha V_ Tj. kag je T,P =0,
u3 (5.6) ce, oner kopucrtehu penauyjy (2.7), nobusajy jeasauune (5.2).
Otyna cneau jga pesaudja (9.6) resepandwe, nox ycaosom (2.7), pena-
nujy (5.2) y Tom cMucay mwiTo ce, yMecTo Hopmana npocropa V,, nocma-
TPajy TAHI€HTHH BEKTODH KOHI‘pyEHHH]e A

Axo je nocmarpand npoctop V, napareonesncxu oiaa je (§ 2)

. Q
Ewﬂlﬂ'"alp rlevy ”y"’T(”}l=0,
a Lrq)

na u3 (5.6) caexu na ce TeH30p H;® = X wy|; Nx|* NpBe KDHUBHHE
napareofe3nckor npocropa V,y OIHOCY Ha OpPOCTOP Vi, n3paxana y
06aHKY

ﬁuu ;"erev ys:fyv:j }‘-qla-
Ligl
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— . — o el S ——

o dy® dy"

dyﬂ' pISV dS ds ( dyﬂf : dyﬁ)
B — —~
s Lo Tria g5 = Tete %5 )
T}.
dyr
Op=x r? 7 =),
s

[IpemMa TOME, BEKTOP YHHOH KPHBHHE je YBeK ynpaBaH Ha TaH-
F€HTHOM BEKTOPY KpHBe. :

Axo je KOHrpyesmndja A,, HOpMaJHa Ha normpocropy V., u3
(1.21.) caenu ma je tama T,* = 0. Crora ce jegwauane (6.4) yHHOH
KPDHBHX CBOJe Ha jemHauune ¢™ = (0, Tj. Ha mudepeHuHjanHe jegHAYHHE
reoNe3UCKHX JIHHHMja nornpoctopa V,, a jemnauuHe (6.5) oxpehyjy
BEKTOD reojesncke KpuBHHe Kpuse C.

L

7. TAPATEOAE3HCKE KPHBE. Y § 2 pedunucams cMo napareo-
Je3ucKHd npoctop V, Koju je cmewiTeH y notnpocropy V., PumaHoBa

npocropa V,. Ako je n=1, TakaB npoCTOp C€ CBOJH Ha KPHUBY, KOy
liemy 3BaTH idapareoge3uckom kpusom nornpocropa V, PamanoBa npo-
cropa V;, Y  OAHOCY Ha KOHTDYEHIH]Y KDHBHX A,|.

s nedununuje napareojesuckor mnpocTopa, ¢ 063upoM Ja ce,
'3a n=1, BeKTOp HopMmaaHe kpusuHe Gpocliopa V,, y OAHOCY HA OKOJHU
ipociiop V;, cBogu na Berliop npse KpPHBHHE KpuBe C y OIHOCY
Ha V;, umamo caepehy npeduHHIH]Yy apareoLe3uCKHX KPHBHX:

Kpusa iomipocitiopa V , 3a kojy je, y cBarkoj Mauku, Bexiiop pse
KpuBUHEe Yy OJHOCY HA OKkOJHuU Hdpoc@op V,, konuneapan ca Bex@opom
Manrenilie oHe Kpuse KOHrpyeHyuje N, koja dporasu kpo3 yodeny Mmauxy
dofiipociopa, fecuze apareoAe3ucka Kpusa domipociiopa V,, y ogHOCYy

HA KOHIPyeHUyufy A,.,

C 063HpOM HZ oBy ne(GMHULH]Y, ¥ CBAKO] TauKH Napareo/e3ucKe
KpHBe nornpocropa V,, 3a10BOJbEH ]e yCJIOB

)\"la = S n%,

NpDH YeMy je s, napaMeTap Koju Tpe6a OApenHTH.

3a n=1 nudepenunjasue jennaunHe (2.8) mapareoae3HcKor npo-
cropa V., n106uBajy OOJHK

~ dy® dyv
(7'2) LQFI q]J- = QQIBV ds ds T
T|. 006JHK
| dyt dyY
Sale s ds
(7.3) | gt - T,.* =0,

Lqu
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Koja Haje Be3y u3mehy BexTropa npee kpusuHe KpuBe C y OIZHOCY Ha
OKOAHH npocTop V, H BeKTopa InpBe KPHBUHE TE€ KpPHBE y OIHOCY
Ha nmornpoctop V,, cnenujandsupana penandja (1.15), oanocuo (1.15)
'y cay4ajy Kapn je npocrop V, jexHOAHMEH3HOHHM.

Ako je y cBakoj Taukn kpuse C 3an0Bo/beH ycaoB gF —=0, C je
reoje3nucKka JuHH]a nornpocropa V,; ako je, nak, C reojesncka JIHHH]2
OKOJIHa npoctopa V,, onaa je, y cBakoj HmeHO| TaykH, n%* =0.

KpuBa nornpocropa V,, udja oCKysaTOpHA reo,uesucxa NOBPILUHA
CalpiH, y CBAaKOj Tauk, BEKTOP A,|* TAHTeHTe Ha KPHBY KOHTPYEH-
n4je Koja MpOJNa3¥ KPo3 Ty TauKy, 30Be (€ VHUOH Kpusa MNOTHPO-
cropa V, y OmHOCYy Ha KOHrpyeuuujy X.|. Jadepenuujanne jenHaunne
OBHX KDHBHX riace [13]:

' dys  dy” (  dy dy®
6.4 Lo igF =Q, e Tb T )
(6.4) pr| g plev 0s 7 rl .nlsr T ds
IpH 4eMy je 3a0BOJLEH YCJIOB
dy® dy a’y8 dy
Cpie ds ds Qgle ds| ds
LPrI Lqu

3a npousBobiy Kpusy C nompocropa V., BEKTOp 4Hje Cy
KOHTpaBapH]aHTHe KOMIOHEHTE

dye dyv
| oo Tyl s ’ dy= dy®
P = gk BT % e
(6.5) r g Lo (T,-| T,4" p ds)

jecte Bexiiop ynuon kpusuxe [l1] xpuBe C y OZHOCY Ha KOHIFpYeH-
4jy KpHBUX X,;. MiHrensurter BexkTopa r* je yHuon wpuBuuna xpuse C
y ORHOCY Ha KOHIDYEHUH]Y KPHBUX A, |. |

Muoxemwem penanuje (£.5) ca auﬂ? H CyMHpatbeéMm 1o p J0-
6uBaMO S
aux r* ay”
as
dy® dy” .
— aue gt DT QP'E” ds ds dy~ dy® dy* dy~
w8 s Lo Tr™ s awe=ux Trle 4 =05 s
HIad, ¢ 00634poOM Ha
aps gv DT -0 u 'aun'dyp' i 1,

ds ds ds
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jemHauude (6.4) yHHOH KpPHBHX Cce pelAyKyjy Ha. jemHauuHe (7.2) napa-
reose3uckux kpusux. Crora:

- [lapareopge3ucke. kpuBe uowupocwopa V,, Cy cillequjaanu cay4aj
. yHuon rkpusux molidpocmiopa V. ./

Kako ¢y ¢" KOHTpaBapujaHTHE KOMMOHEHTE BEKTOpa IpPBE KpH-
Be KpHBE y OAHOCY Ha V,,, jensauune (7.3) ce MOry H3pasuTH y OOGJIUKY

, o dy® dyv
d®yr n) dyt dy” NV ds ds ds . .
T e,

OdaKJe CcaAeJs Ja Cy TO ﬂ,uq:)epeﬂuu]anﬂe jeHayHHe JApyror pena.
[Ipema TOMe, a ¢ 063upoM Ha To WITO cucTeM (7.3) cagpxH m jeaHa-
YHHA, HHTErpauHxja Tor cucrema oapehyje 2 m koncraHara. *

C npyre ctpaue, u3 jenHauuHa (7.3) caend Ja jeJMHUYHHA BEKTOP
TAHreHTE Napareoje3ucke Kpuse mnornpocropa V, 3aX0BO/baBa YyCJIOB
dyv
ds

(75) Qpy 7”}1 "“0,

Tj. TAHF@HTA Napareo/le3WCKe KpHBE je ynpaBHa Ha Bekropy 7,P. Jex-
Hau¥Ha (7.5) Jaje jexaH ycaoB 3a 2m KOHCTaHara. [lakJje, HHTerpanuja
cuctema (7.3) nmaje 2m -1 npou3BOJbHHX KOHCTaHaTa. Te KOHCTaHTe ce
MOTY OZpenuTH nomohy m KOOpIAHHaTa Tauke P Ha KpUBOj ¥ nomohy
m KOMIIOHEHATa jeXHHHYHOr BEKTOPa y npaBly Kpuse y Tauku P. Ho,
Taj NpaBall HHJe MOTAYHO NPOU3BOJbAH, Beh je orpaHdueH YyCAOBOM
(7.5). Crora kpo3 Ttauky mnorapocropa V, He npoja3d y CBaKOM
MpaBIly Mapareofe3HcxKa KPWBa, Kao LITO je TO CJaydaj ca reofe3uCKHM
JUHH]aMA H YHHOH KpHBaMa, HO BaXH Teopema:

Aro paiia ronrpyenyuja kpusux A\, Huje Hopmaana Ha V ,, Kpo3
cBaxky Mayky dolidpochopa V., y cBakom lpasByy Jaoxanno Eyxaupg:xor
dpociopa E,_, koju je nHopmanan na Bexiiopy T,", Ooclioju Uo jexnna
dapareose3ucka kKpuBa@ y OJHOCY HQ Aally KOHIPpyeHyujy kpusiux X\,.

Ako je mornpoctop V, NOBpWHHA, Tj. aKo je m=2, JIOKAJHO
Eyxauacks npocTOp y ropwoj TEOPEMH je jeJHOAUMEH3WOHH, Ha MO-
CTOJH CaMO jelaH MnpaBall KP03 youeHy Tayky motapocropa V, y Kome
NOoCTOjd mNapareoje3ncka kpuBa. OTyla, Kao noc/ieayly NpeTXolHe
TeopeMe, HMaMo:

Aro aalla KOHrpyewyuja KpuBuxX A, Huje Hopmaana Ha V., Kpo3
fiaywy uaomipocmiopa V, PumanoBa ipociliopa V, Ooclioju camo jeaHa
dapareofe3ucka KpuBa y OAHOCY HGQ Jailly KOHrPYeHUyujy KpuBux A,.

[IpumeTdMO Ja NOBpLIKHA TPOAUMEH3HWOHa Eykaumckor npo-
CTOpa 3aJ0BOJ/baBa YyCJOBE NOCAEAbE TeopemMe #H Ja, CTOra, Kpo3
TayKy [MOBpLIHHE TpoAuMeH3HoHa  Eykauackor npocropa nponasu
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i o

npH 4€My ce ycaos (2.7) cBOAHM Ha yCJOB

- Oglev ds ds Plev ys ds
7.4 — — ~
( ) Lqr‘ LPFI

[Ipema Tome, (7.2), omnocHo (7.3), ]ecy nudepeHnHjanHe JenHa-
YHHe MNapareofe3HCKHX KpPUBHX normpocropa V, PHmaHoBa npocTopa
V,. One ce mory H3BecTd H H3 ycaoBa (7.1), aHaJIOrHO nocrymcy KOjH
je npumemen y § 2. .

Axo je [=m+1 ('r] ako je V, XunepnospuIHHa OKOJIHA Puma-
HOBa npocropa V) cucTeM (7.3) cagpxu m jexHayuHa, a TO je HOTpe-
6an Opoj jemnausHa koje oxpelyjy kpuBy xunepnospmuHe V., . -

Ako je > m+1, 6poj m (I—m) jeﬂ,uaqma (1.3) je Behu om m"

A
: Qe dy® dy” He 3aBHCH OJL
Loy, ©  ds ds
u360pa HopMaie Ha nornpoctop V,. [lpema rTome, jexnauuse (7.3) cy,
3a BHCTO p. H PA3JHUHTO ¢, UJCHTHYHE, Ma HX, CTOra, H y caydajy
[>m+1 uma m, |

Kan je xonrpyennusja A, HOpMasHa Ha noTnpocTopy Vm, Tj. Kan

je To* =0, jensauune (7.3) ce cBoge Ha jefnauuHe g* =0, a TO Cy
pupepeHyjaiHe jeHaunHe re0Ae3HCKHX JuHIja nornpocropa V. Ilpe-
Ma TOME, Mapareo/ie3CKe KPHBE Cy, y CMEUMjaTHOM Crydajy, reoie-
3HCKE JIHHHje; IDYTHM pedHMa:

Anu penangja (7.4) noxKa3yje na pasmepa

Ilapareoge3ucke kpuse cy jeaHa renepaiu3ayuja reone3uckux
JUHUQ. | |

Ta renepanusanuja ce OAHOCH Ha OHY 0COOUHY reoJIe3HCKHX JIHHH]a
npema Kojoj jé BEKTOp NpB€ KPHBHHE reole3dCKe JIMHH]e nompocmpa
Vm, ¥ OOHOCY Ha OKOJHH npocrop V,, _HOpMaJlaH Ha noTNPOCTOpy Vo
Haume, 3a napareosesucke kpuBe nornpocropa V., Taj BekTop je, y |
CBaKOj TayKW, TAHFEHTaH Ha KDHBY JaT€ KOHFpyeHIHje.

Axo je V, TOTaJNHO reOmE3UCKH NOTIPOCTOP, Tf. aKO je Qpy =
= 0 3a cBako g, jennaunHe (7.3) ce onmeT CBPAE Ha jenHauuHe g" = 0.

Crora, Kao CHeUHdjaJHH Cay4aj onroaapa]yhe TEOpeMe 3a napareope-
3UCKE NPOCTOPE, HMAMO: =

Axo je V,, moliaano reopesucku Domipocuiop oxoaxa fpociiopa

V., Oapareose3ucka kpuBa {ollipociiopa Vm ]e weroBa reofel3ucKka
JUHUja.

Kan je xomrpyesnwja A, TakBa na je Bektop T, ynpasan Ha
TAHr€HTH KPUBE, T|. Kax je

b4
T = 0,
rie ds |
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Hudepennujanne jexnnauure (6.4) yHHod KpuBHX normpoctopa Vi,
MOTY C€ HamHCaTH Yy OOJHKY

dz y* } ({11} quevTrlp)dys d y”

d s® gV Lori ds ds
Q dy® dyv o
- NEVTds ds o dy™ dy»
Lo T ds ds

Hid, ¢ 063upom Ha (8.2), y 06/aHKY

d2 yp.

84 + I, St ANyt A
(54) st % ds ds ¢ ds
roe je |
dy® dyv
(Pz QQIBV dS d3: I“qy_f.
Lqu - ds

Jlakjae, YHHOH KpuBE mnOTOpPOCTOpa V, Takohe cCy ayromnapanienHe
AuHH]e adUHOr NpOCTOpa KOjH je Be3aH KOHeKCHioMm (8.2), O cana, AyK

kpuBe HHje aduHu napamerap. [lapaMetrap s neduHHCAH jeJHAUHHOM

Q.. dy° ay
— |8v - .
ds { | 7 ds ds T dy™

rae je C xocCraHTa, jecTe adHHH MapaMeTap KpHBe AedUHHCaHE jeJHaUH-
Hama (8.4), na ce, crora, T¢ jeAHadYuHE KOHAYHO MOTY HW3Da3HTH OBaKO:
dzyt + dye dy"

4 — 0.
ds =Y ds ds

(8.5)

JacHo je npa he jemHauune (8.3) u (8.6) HpETCTaBJbaTH.i{CTy KPHBY
OHJa Kal je s=as+b(a H b KOHCTaHTe), Tj. KaJ je HMACHTHYKH 3a/10-
BOJbEHA peJaligja

Q. dy® dyV
giEY . e
ds ds Trmdy _0;

dy® dy’ _

0,
ds ds

MeljyTumM, Ta] ycJaoB je, aKO HCK/bYYHMO MOTYRHOCT L, ¢y

€KBHBAJIEHTAaH YCJOBY

e
y L4
‘ as

= (),




MrEa}y vy,

8. AOHHE U [TIPOJEKTHBHE OCOBHHE IMAPATEOAE3HCKHUX KPH-
BUX. — Hudepennunjane jeanaudie (7.3) NapareoNesuCKHX KpHUBHX
MOry C€ HamdcaTH y OOJHKY |

' dyt dyv ; dy& dyv

Q At A
'q*‘ eV s ds THIL,,Edz}’pL N l Pdes gyt quv ds ds .
Ly ds® ds d]; Lo 4

2y E

ds* 1ev Ld,,. ds ds
HIH Yy OOJHKY _
¢ . dysdyr
8.1 + gy — = =},
(. ) ds? Y ds ds |
MpH 4eMy Cy
(82) | r‘!;';= {I-‘-] B Qe Tr.i.}t :
| r. 8 Lqr;

KOoe(pHULHjeHTH CHMETPHYHE KOHEKCHje KOjy cMO AedHHHCcand y § 3.

Jennauyune (8.1) nmokasyjy ma cy napareonesncxe KpPUBE NOTOPO-
cropa V, PamanoBa npoctropa V, ayTonapaJle.rme JHHH]€ NPOCTOpa

KOjH je Be3aH CHMETPHYHOM KOHEKCH|OM I't,, npa gemy je s abunH

napamMerap ayromnapanesnde JaddHuje. Ctora moxemo peh:
iz

[lapareoge3ucka kpusa Uolilipocmopa V. orxaparilepucana je 0Co-
bunom Aa ce wexa Maurenilia Hapaneano fomepa Ayxc kpuse, Opu YeMy-
je Hapanenuzam Reunucan y oAHOCY Ha cumelipudny rowercujy Ik,

- Jennauune (4.3), xoje Baxe 3a mapareome3ucku npocrop V,, pe
AYKYjy ce, 3a cJay4aj napareofe3UCKHX KpPHUBHX, Ha OOJHK

(8.3) ' (“—'}-’-) D _
ds /v ds

roe ¢mo, kao U y I'iaBd I, ca sBe Tauke HCApEN HHAEKCA O3HAYHIIH
F€HepaJucano KOBAapHJaHTHO llH(bEpEHLIHpaH:& Yy OAHOCY Ha KOHEK-

cujy (6.2).

Jlako je Bumeruw ma cy jennaumse (3.1) H (8.3) mapareoxe3uckux
KPUBHX, Ka0 U OCOOHHE OBHUX KPHBHX KoOje CJIEII,E H3 THX JeIHadHHa,
HenocpeaHa reHepasulanuja oAroBapajyhux jeaHauuHa, OJHOCHO OCO-
OHHa, reoAe3ucKux JuHHja PUMaHOBa np*ocmﬂ)a
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il e ——

gt u T, ¥ Toky Hma/ber H3jlarama, YKONMHKO AYyKuHje He Oyne Harna-
HIeHO, BEKTOD napareofie3ucKe KpusuHe (a Takohe u napareomesdcka .
KPUBHH3) KPHBE OLHOCH Ce Ha (huKCcHpaHy HOPMANy Np® MOTIPOCTOPa Vi V)

M3 cBera u3noxeHOr, a Ha OCHOBY' pe3syarata § 7, cnenpu:

[lapareonesucka xpuBa, y OJHOCY HA KOHCpyeHyujy A, Gomiiipo-
ciiopa V, moace ce pgeunucaiie Kao ona xpusa dolilipocopa V, , wuju
je Berliop fapareopge3ucke kpusuHe, y OLHOCY HA KOHrpyeHyujy N.y, 3d
ceaxy oa |—m nopmana Golmapocmopa V,,, y cBaxoj mavku, Hyaa Bexiiop.

C o63upoM Ha ocoOudy (8.3) napareole3sHCKdX KPHBHX, BEKTOD
napareofie3ucKe KpusHHE MPOH3BObHE KpuUBe C MOXe ce Hspaamu y

06JIHKY

(9.9) o (dyP_) dyV _
) ds /., ds

M3 pananuje (9.1) Henocpenuo ce Buau Ma Ce BEKTOpP napareoje-
3HCKEe KPHBHHE KDKBE CBOJM HAa BEKTOD NPBE KPHBHHE KPHUBE Y ONHOCY
Ha noTnpocTop V,, Kai je KOHrpyeHuuja A,, ynpaBua Ha V. Ilakxe,
kap je T,P=0, cBux [—m BeKTOpa napareoJie3ucKe KPHBHHE KPHBE ce
NOKJanajy, 4 jE)IHaI{Pl €y BEKTOPY MpBE KPUBHHE Yy OJHOCY HAa NOT-
npoctop V,,.

C Apyre c*-rpaue, BEKTOp W! napareofesdcKe KPHBHHE KpHBE je

Clenujanan cjydaj TeH3opa M}; napareojie3ucKke KPHBHHE MNPOCTOPpA.
3aucTa, Kax je npoctop V, ]EJIHO,H.HMEHSHOHH, Tj. Kax je r=1, Tensop
M}, onpehen penanujom (5.1), peaykyje ce "Ha ob6aux (9.1), nmakne ua
BEKTOp napareoje3ucke KpuBuHe kpuBe. VICTO Tako ce u npeniba
TBphemwa oBor §-a Mory no6uTu ¥3 oarosapajyhux tephemwa § 5 3a n=1.

[IpuMeTuMO ma ce, y enyuajy Kaj KpPHBa MpUMaja NnoBpIIKHH Koja
je cMewiTeHa y TpPOoXHMMEH3HOHH EykauICKu mpocTop, BEKTOD apareo-
He3HCKe KPHBHHE CBOJH Ha BEKTOP penaTHBHE KPHBHHE, KOjH je medH-
Hucao B. I. 'pose [6].

M3 penauuje (9.1) crenu na ce BexTop Wig) Tapareoie3ucke KpH- -
BHHE reofxe3ucKe JHHH]e Hapax(aaa y o6suKy

s : Tr dy d v
(9.3) - Wiy = Lnr|l Cpev 2 ;S ,

a BEKTOD NpBe KPHBHUHE (y ofaHocy Ha V ) naparefie3ucKke Kpuse, ¥
06/HKY -

( ) _ Q(W) Lprl QP'SV dS dS
Ha canuan sauwn, u3 (6.5) u (9.1) noﬁusamo za Cy
| V'ds ds - dy* dy*
@5 It = Tz ==

Lort ds ds
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KOHTPaBapHjaHTHE KOMMOHEHTE BEKTOPa YHHOH KpHBHHE napareonesu-
CK€ KpuBe, a

Q dyt dyv |
0 e o Ay
( ' ) (H) | Lprl : r|x dS dS

KOHTPaBapH)aHTHE KOMMOHEHTHE BEKTOpa Mapareofe3HCKe KpPHBHHE
VHHOH KpHBE.

(IDopmy.ne (9.5) u (9.6) majy jemHakocTt
Iy + Wwy=0,

HITO 3HAYH 44 je 30up Bexliopa YHUOH KpuBUHe Hapareojeslcke Kpuse
u Berillopa dapareogesucke Kpusuie oHe YHUOH KpuBe KOja ca yodenoM
dapareofe3ucKkoM KpUBOM UMA 3ajeaHudrky [Mavrenily, Hyaa Bexiliop.

Penauuje (9.3) u (9.4) noka3syjy nma Cy BEKTOp napareomesucke
KPUBHHE FeOJe3UCKe JUHH]E W BEKTOP NpBe KPHUBHHE Napareojie3ucke
KpuBe KOJHHeapHu ca BexkTopom 7T,", a penauuje (9.5) H (9.6) noka-
3yJy Aa Cy BEKTOpP YHHOH KPDHBHHE Napareoje3uCKe KPHBE H BEKTOP
Mapareojie3HCKe KpPHBHHE YHUOH KpHBE xonnueapun Ca TaHIeHTOM

KpHuBe, V’

Axo ox jemHakoctd (9.1) oaysmeMO jeaHAKOCT (6 5), BoOUBaMO
Ty = dy® dyv dy* dy"

QPIB ) ’
Lo, ds ds ds ds

wh — b =

T|., npema (9.6)

P P
Wh - P=w b,

Oryna:

Pasaura Bexliopa Hapareojesucwe kpusune kpuse C U YHUOH
kpusuke wpupe C je Bexllop . Hapareohe3ucke kpusuHe OHe ynuon KpuBe
kofa ca kpusom C uma 3a}e,qnuwcy mianreniy.

Kao nocneguua osor teBpheiba, Caelu:

Pasaurka Bexiiop hapareopge3ucre nxpusune rkpuBe C u rweHe YHUOH
KpUBUHe e YBex Bekdiop KOju je KOAUHeapaH ca Bexrillopom UiaHreuie
kpuse C.

OGenexuMo ca k, Napareofe3uCcKy KPHUBHHY Kpube C, Tj. HHTEH-
3HTET BEKTOpa WF, 4ddje Cy KOMOOHOHTe nare u3pa3oMm (9.1). Tana je

kw=ap,yr w}l wv
U4, ¢ 063upom Ha (9.1),

| it | g Ay
kﬁr=a}1v [qp _ In Q) jex ay” dy ] q° Loy Qpen W 4y
Lpr ds ds Lpr ds ds
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Tj.
£ n
97) Ky=ay, " ¢ —2 ap, ¢* T;|" Lo > 4
d & d T\ 2
+ any Trlp' Trlv =
» Lpl"l

Axo ca B, obenexumo yrao usmehly Bekropa ¢* u T,|*, onJla
je, ¢ o63upom Ha (1.25).

9.8) apy g% Ty P =k (1= X L2)T cos B,
rae je k, npsa KpusuHa kpuBe C y OZHOCY Ha nompocrop* V., Ti.
(9.9) | | k§=a‘p,p q}l qvl.

3aMe}by]yhn (9.8), (9 9) u (I. 25) y (9 7), 1105HBaM0 3a [apareo-
NE3UCKY KPHBHHY KpPHBE

| 1' dye dy*
(9.10)  BB=K—2k (1 - ELpn)r Q) ex —— ~2— 0SB, | +
Lory ds ds
] dye dy®\? ( 2
+ [—Q , 1— DL )
(Lp, plex ds ds ) p Pl

Axko je xpuBa C napareomesucka, k, =0 3a CBaKy HOpMANy
N, % a cosfB, ;=1 jep cy Bektopu T,* u ¢g* konuneapuud. Crora H3
(9.10) chenu nma je, 3a mapareogesucky kpuBy C, 3a0BOJbEH YCJOB

) 1
( r Q. dyE dy
o Ly p'“ ds . ds

ky— —0.

OBa pe.uaunja ce Moxe J:[oﬁu'm H Henocpenﬂo u3 (9.4). C npyre
crpare, ycnoB (2.10), koju mopa GuTH 3a10BOJbeH Kax je V, mapareo-
JIE3HCKH MPOCTOP, A00#Ba 06JHMK NpeTXoise. penanuje Kax je V; napa-r
reoie3ucka KpHBA MNOTPOCTOPA: V - Y..QIHOCY Ha KOHIDYEHLHJH A, ,.

YHopehyjlyhn u3paze (9.5) u (9.6), MOXKEMO pehu:

KBagpat ynuon kpuBune iapareoje3ucke Kpupe jeaHak je rkBa-
Apaily’ Uapareojpe3ucie kpuBuHe OHe YHUOH KpuBe KOjad €A YOYEHOM
dapareone3uckoM KpUBOM UM SGJP,HHU‘M:_V uzanrenwv -
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. il i - —y

Kako je yHWOH KpHBHHa k, NpPOH3BOJbHE xpuBe C moTmpocropa
V., na'ra H3Pa3oM

| E T
9.11)  K=K2—2k, (1—21,,”,)" Qp)on d” cos By |+

1 dy® dy*
+( Q T ) (1"—' Ln )Slnzar
Lp,-| ple ds .dS E " I
npy uemy Je o, yrao u3mehy BexTopa 7,,» H TaHr€HTHOr BEKTOpa
kpuBe C, TJ.
dy»
(9.12) apy 1, p (1 ~ E Lprl) COs &,
$
TO, ¢ o63upom Ha (9.10), umMamo
g 1
(9.13) kﬁ,—kﬁ—-( L Qe W ) (1 - ELﬁrl)cosga,[.
Lp” ds ds \ P
M3 (9.11) caean Aa 3a YHHOH KPUBHHY TEOHE3HCKE NHHH]E  kyy HMAMO
] & JyT 2 _
(9¢14) kig — ( Qpleﬂ' dy dy ) (1 == E L?,rl) Sln2 C[rl .
Lo ds ds

a u3 (9.10) nobaBuMO na nmapareoAe3ucKa KpPUBHHA TEOHE3HCKE JIHHH]e
k.; BMa OOJIHK

(9.15) kig—-( Lo, W )2 (1 — E Lnrl)
Lpri ds as
Ha ocuosy (9.13), (9.14) u (9.15) I[OGHBEIMO
K — ko= kg ~ Kug .
U3 penaugja (9.14) u (9.15) Takohe caepu
kg |
Kwg

Tj., OAHOC YHUOH kpusune u iapareopesucke KpUBUHe Ieoje3ucKe UHUje
He 3asucu OX Hopmane Np® dpoc@iopa V., u jegHAK je CuHycy yraa Koju
gexiiop T,Y rpapu ca ManrenMHum Bexiopom reofesucke nuHuje.

_ 10.- N1POJEKLIHJA BEKTOPA MAPATEOJAE3UCKE KPUBHHE KPUBE

C HA BEKTOPY [IPBE KPUBHHE KPHBE C, HA TAHNEHTH KPHUBE.C
U HA BEKTOPY YHUOH KPUBHHE KPHBE C. — 1° O6enexumo ca p
yrao H3Mehy BexkTOopa w! nmapareofes3HCckKe KpUBHHE H BEKTODa ¢! npse
kpuBuHe (y oxHocy Ha mpocrop V) kpuse C. Tama je

T lU Q | dye dyﬂ' ]
p ex. )
Lprl d.S‘ dS

kg k, €COS p =ap, g" [q"
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Tj. | |
| 1 dyt dy* , ,
ku COS P = kg Qp ex—— 2—(1 — T L2)* cos Br.

[TpeTnocraBuMO Caj Ja jé KOHrpyeHunuja A, TaKkBa JHa Ce BEKTOD

- T, * MOXe H3pa3uTH Kao JHHeapHa KOMOMHallMja TaHIE€HTHOI BEKTOpa
'I'B)J,H“jcp 2 DOavTANa NMNPNoDase YNURUMHA WNURAe P 'T'i-- na iF

. 2 2 ;2
a'p,v' Tr'p' Trlv = ﬂ,—| + kg brl -
T].

1 — 2 L,Erl ﬂﬂ?’l"' kﬁ b7 .
p

C apyre crpase, u3 (10.1) moGuamo

apy q* T,V = apy g% (ar!ii + by qu) = ki’ bri

TaKo Ja, ¢ oﬁsupoiu Ha (9.8), umamo

1
(1 — 2 Lin)? cosBry = kg by,
p

Hame, u3 (10.1) caenn
dy?

dyv . dyl»"
= Ouy (@) —=— + b, q") — = a,,
ds w ( ds r14%) ds |

Tako na, npema (9.12), umamo

apy TP

1
(1 — 2 Lpri )” coS ar = ay.
| P

| Hakne,

(1 =2 L3n) (cos* an + cospy) =1~ BL3y .
g P

ma je, NpemMa TOME,

| cos® o, + cos? g, =1
T].
(10.2) ' cos® B, = sin® a,(.

Otyzna cnegn na je ycao (10.1) notpeban na 61 penauujé' (10.1)
Onsa 3an0Bo/beBa. Ho Mu hiemMo cax nokasatd Aa je Taj yC/a0oB H J0BOJbaH.
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p—
~ i i

Y 1y capxy (10CMaTpPajMO CHCTEM OA /M y3ajaHo OPTOrOHaZHUX BEKTOPA
dy*

ds '’ g* &) * (v=3,..., m), noTnpocropa V,,,. Taga umamo

a‘llv dS Et’;v#O | a]J-v G]l E‘t’lv :-.-..."'.0, a}l\l EG‘P E'l'lv= a‘t'd (6, T=3! ver) m)'

[Tomro je T,/* BexTOp NMOTHPOCTOPa V,, MOKEMO ra H3Pa3uTH
y obnuKy
dyv

P
(10.3) TeP=ay -

+ br qi‘ + E Crey &r, ¥
T
Crora je

dvt
apv T7F TV =apy (ar I 4

| dy>
ds ""brlql“1 + ; Crrlgrlp) (arl ds +

+ b-’l qv +6E Cro | Ealv )!
ofakJe Cienn -

MeﬁyTnM, u3 (10.3) nobuBamo
~oay 2
a}lv gt Tr1? = Qpy q“ ary ds + by ¢” +2 Cr'r|E'r| brlkgs
wWTo ce, ¢ 0b63upom Ha (9.8), cBOAM Ha

( ELprl) COSBrI—'brlk

Ha cauuan vauud pnobusaMmo

t:afyl1
a dS Trl “"a}lv(arl ds +brlqv+rzcrr| Erl )""arl
T].
(1 —E L,r,rI ) COS O | -a,,
3 cBera H3J0XeHOr cJaexu
(1 — L3, ) (cos? a,| + €082 B,)) = a7 + kb7,
P , | o

TaKo Ja je

(ﬂﬂ +kg brl E CTH)(COSz II,-I +0082 ﬁrl) ari +kg br
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Tl r i p - maee o M e ® o M. m. m . Rl gl Pice o oam a4, —ae T omm e o e ome . R . . e . .
-

ety

‘TIpema Tome, na 6 penanuja (10.2) 6una 3a70Bo/bEHA, MOpPa GUTH
cr) =0 3a cBako r. Oryma: .

[Toiipe6arn u xoBoswaun ycaos Aa peaayuja (10.2) 6yae 3a10B0MEHA
jectie na ce serimiop T, moxce u3pasuliu KGO JUHEAPHA KOMOUHAYU)jaQ
lienreniHor Bexiiopa KpuBe u Bekrliopa lipaBe KpaBuHe Kpuse, Ulj., Baxcu
perayuja (10.1). ,, |

Axo je 3agmoBosben ycaoB (10.2), npojexuuja BekTOpa mnapareo-
Ie3HCKe KpHBHHE KpuBe ( HAa HEeHOM BEKTODY MNpBe KPHBHHE, H3pa-
)KaBa ce y oDauKy | |

] dy® dy™
10.4) ky,cosp=k,— —— €2 - (1_ 12 ) sin o, .
( "’ Ly, 7' gs ds 2 Lpr) i

MelyTuM, necHa cTpaHa OBoOr nspasa je, mon ycaosom (10.1), 1j. (10.2),
VHHOH KpHBHHa KpuBe C, mTO cne;m 3 (9.11). Oryza Teopema:

[Ipojeryuja Berimiopa uapareo,zzes'ucxe kpusurne kpuBe C HA WEHOM
Bekliopy [pBe HpuBUHe [e YHUOH KPUBUHA KPpUBe OHAA U CAMO OHJA
Kax je KOHrpyenyuja A\, iMaxkBa pa ce Berxliop T,Y u3paxcasa Kao
MUHEAPHA KOMO .Hayuja MaHreniiHor Bexkliopa kpusBe u Bekiiopa rere
ipBe kpuBuHe, Mmj. kayg je 3apososmen ycaos (10.1).

Ycnos (10.1) je yBek 3amoBoJ/bed Kaj je npoctop V. nospuiusa,
nakae kax je m = 2. (Crora, xao nocCAeIUlly NPeTXOIHE Teopeme,
UMamo: * - | ‘ - D |

3a kpuy C, koja iipufiapa GoMipociiopy V,, Upojexyuja Bekiiopa
liapareoje3ucie KpUBUHE KPUBE HA MWEHOM Berkliopy I[ipBe KkKpuBuHe je
yBer jepHara yHuoH kpuBudHu xpuBe C.

Oxrosapajyha Teopema 3a kpuBe Ha noapmnuu TPOJAHMEH3HOHA
Eykanackor npocropa, Kojy je u3Beo (rove, Henocpeinsa je nocJie-
IUIla ToCJefnthe TeopeMe. -

29 Ao ca ¢ O3HAYUMO yrao KOjH BEKTOPD napareoneancxe KpH-
BiHe xpuBe C rpajgd Ca HheHUM BEKTOPOM TaHI€HTE, HMaMo

dy" oL dy® dy* | dy
k., COSC = ay, wh = P Q, - ,
" ds Y [q Ly 7 ds ds ] ds .
T]. |
. | ] dyt dy~® |
10.5 k., COSC= Q (1 — L ,.)T COS a,, .
( ) Lp” plex ds ds 2 pri . |

C o63upom (9.6), uspas (10.5) ce Moxke HanmucaTdH y OGAHKY

ki, COSO = k,u,

A€ CMO Ca kyy OOENEeXHIU NapareolesHCKy KDHaHHY OHE YHHOH KpHBE
Koja ca kpuBoM C HMma 3ajegnudy Ttaurenty. Crora:
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[Ipojexyuja Bekiopa ‘iliapareoae3ucke rpusuxe xkpuBe C na mMax-
renfiiu Kpupe je Hapareoge3ucKa KPUBUHG OHe YHUOH KpuBe KOja ca
kpupom C, y yodeHoj Wadku, uMa 30jefHUNXy WaHreHTy.

3" O6enexumo ca W yrao u3mehy BexTopa w!* mapareojesucke
KPHBHHE H BeKTOpa r* yHHOH KpusuHe KpuBe C, mpd 4emy ce u jeAaH
i JIpYyr4 BEKTOP ORHOCE HAa HCTYy KOHIPYEHIH]Yy A, H HCTYy HOpMany
N, * nornpocropa V,. Tana je

kw e cos ¥ = dyny wht rv

It

= a]],p [q]l e —’I:“"*"* Q 'e

Lo ds ds Loy, ds d ds ds
T{.
| ky ky cosW = ap, whw’ +
Tr;g; . 'dyé dy™ dyp ( dyV 1 dy¢ dy~™ dy”
 Tae g o ¥~ Lo, o T L),
Loy plex ds ds. ds \ " 7 ds L, plez ds ds Y ' ds

LITO Ce, C ~063Hpom Ha (9._12), MOX€ HamnucaTtd y OOJHKY

1 . dys® dy |
pen ) (1 — E LPfl) cos? o,

b ku COS W = k2, — |

[Tocie 3amene k5 Bpeadomhy kojy naje jexdaxoct (9.10), umamo
| dy® dy~ COS‘BH n
.as ds. L_p,f,;

(10.6) ke ku oS W = k2 — 2k, (1= 3 L2)F Oy
p

1 dye dy
+(_--Q. . ) | - 12 sin%a,.

Ho, mecna cTtpaHa oBe jemsaunde je, npema (9.11), xsagpar
yHHOH KpHBHHe kpuBe (, na ce npemB Tome, (10.6) cBomu. Ha

(1 | Eﬁ:'cos V. -

kW
"Oryza teopema:

OaHocC YyHUOH KpuBuHe U ilapareoje3ucke Epuauue kpuBe C jexnar
je KOCUHyCy yraa Koju rpaze Bexilop YHUOH KpuBure u Bexillop Hapa-
reooesucke rpusune kpuse C,

' Koja C& MOXE€ M3DA3UTH W Ha cnrenehu . Hauuu:

IIpojekyuja Beh:wOpa lapareone3ucke xpusme kpuBe C Ha rveHOM
BEKWOpY yHUOH KpuBUHe jeAHakra je yHuoH kpuBunu kpuse C. -

BexTop ynuoH kpuBune Kpuse C je yBeK OPTOrOHa/JaH Ha TaH-
redTd Te Kpuse (§6). AKO je KOHrpyeHnuuja A, TakBa Ja Ce BEKTOD
I n3paxasa y o6auxky (10.1), Bextop ynuoH kpuBHHe KpuBe C je

dy® dy” 1 dye dy~ dy® dyvy
y y_] [qu_ Qppon ¥ yS (T”,,___ yP dy
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KOJIHHEAaPaH €a BEKTOPOM MNpBE KPHBHHE KpuBe, na je, crora, yrao W
u3mely Bexropa napareojesscke KpuBHHe kpuBe C H BEKTOpPA YHHOH
KpHBHHE KpHBE [eaHax yray p asMely BekTOpA napareQiesHcKe KpH-
BHHE KpHBE H tbeHor BOkTopa npBe kpuBHHE (§ 10.19). [lIpema Tome,
jenHakoct (10.4) u Teopeme Koje H3 e ciaede nocaAeaMle Cy jenHa-
kocta (10.6), Tj. (10.7), omHocHo, mocaexuue Teopema Koje OHE H3pa-
KaBajy.

I1I. TAPATEOIE3HCKE OCOBHWHE KPHBHX
HOBUBEHE TTOCMATPABGEM H3 OKOJIHA IMTPOCTOPA

11. PEJALHIA H3MEBY BEKTOPA I[IPBE KPHBHHE KPHUBE Y
OAHOCY HA OKOJHH [IPOCTOP H BEKTOPA [MAPATEQAE3HCKE
KPUBHHE KPUBE. — Ako je npocrop V, cmewired y notnpoctopy Vo
PumanoBa npocropa V,, onaa je Tensop H;,%, oapehen penanujom
(1.11), wmeros TeH30p npBe KpHBHHE y npocropy V,, a M,*, nedsn-
HHcaH jemHakouhy (5.1), TEH30p je mnapareofie3uCKe KpHBHHE MNPO-
cropa V,. ¥ §5 ¢mo nokasanu na ce u3mehy Tensopa H;;* u MV
MOXKE, MOJ yCJAOBOM

(1 11) qu}lv ) Lt A _ Qphlv yPeiW, g
| Lgr Lprl

YCNOCTaBHTH peJalija
Agl”
Lrg

(11.2) Hj%=My" 2%p + == Qg yFi 1,

Kag je n=1, 1j. xag je V, neka kpnBa C, jennaxocr (11.2)
n06HBa OOJIHK

}'QIG O " dy}i ayv

11-3 ©—— b 2% -+ ne - ,
(11.3) 1 P Lo AL

a ycaos (11.1) obauk

a dy" dy* dy? dy”
(11.4) 1R ds ds PIM s ds
| Lor Lpri

[Toxywahemo na penauujy (11.3) u3Bexemo HenocperHo. Y Ty
CBpXy mocmatpajMo KpuBy C:y* = yP (s), KOjJa npunana nornpocropy

' dy* : o, ._
V.. Tana cy -Ey-— KOHTPaBapHjaHTHE KOMIOHEHTE jeJHHHYHOr BEKTOPa
S _
za
TaHresre Ha xkpuBy C y OAHOCY Ha KOopAuHaTe y¥, a —— KOHTpaBa-

ds
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- sl e,

PHjaHTHE KOMIIOHEHTE HMCTOr BEKTOPa, CaMO Yy OXHOCYy Ha KOOpIu-
HaTe 2%, ma je

o B
(11.5) 427 e, dy*

ds ds

Yayrpawmnu #3BoX jemsakoctH (11.5) y o4HOCY Ha KOHEKCHjy
rf,, (§3) rnacs

| dz*\ dyv dy* dyY dy*\ dyv
11.6 —= - = z{I ): + za ( ) ]
( ) (ds ):v as (2% ) ds ds ds ds

npu yemy ¢mo, kxao U y §3, ca ase Tauxe obenexHH reuepanncano
xoBapu]auTﬂo nnd)epenunparbe y ONHOCY HAa KOHEKCHjy rk,

Kako cy z2® unBapujanTe ¢ 063Hp0M Ha Tpanc¢opuanu1y KOOP-
JAuHaTa y nornpocropy V., To ce n3pas (11.6) moxe HanucaTH y 06JHKY

| d? z« dy?® dyv dv\  dyY
(11.7) — (2%,),, DT, (-—”—) Y
| ds /., ds

2% 1.
ds? ds ds o+

C apyre cTpaHe je

0 € Q | (@
(Zu.}l):v = ) za:]-’- o [ } zﬂ,e +- plp-v—' Tr IS 2“,3 - Za,p.p + P 1]-1-1' Trle Z“,e
pv Loy Lopr

Mehytam je ([4], jen. (47.4))

2% py= — [ N ] 2Py 2%, + 2 QPI}# Np|*,
PY .

na je, npeMa ToOMe,

r (za'p):v= o { ) }zplp‘ ZIT:V + E QPI}]’V NPla Qplp.v T | Z(I
By P 7 Ly

CmeHOM (2%.)., #3 oBe jeAHauuHe y (11 7) noﬁnﬂamo c 063u-
pom Ha (11.5),

(11.8)

|

d? zV¥
e,

} dzf dzY¥
ds?

Axo npernocraBumoO fAa Baxk ycaoB (11.4), ‘mocToju jeawaxoct

dy¥ dyv 1 dyY dyv |
« Lori Npi®,
2 Q"'?" os ds P! Lpr, L Deiws ds ds 2 Lot No

p P
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I _

na ce (11.8) moxe HanHcaTH y OOGJHKY

d? 2° o)} dzf dzY 1 dy? dyv
702 + [ } — QPI}W 4 1_V ( r1® 2% ¢ + ZLprl Np:“)i""
BY ds P

ds ds Lpr ds
[ v
; (dy ) vdy za
ds v ds
1 dyv dyv
11.3 = Pt 2% Q ,
( ) I B Lo va_ds_ r l

Penanuja (11.3) noka3syje na ce BEKTOp npBe KPHBHHE KDHBE ¥
OJHOCY Ha OKOJIHH NpoCTOp, moX ycnoBom (11.4), moxe pacTaBUTH Ha
KOMIIOHEHTY KOja je TaHreHTHa Ha MNOTIPOCTOPY, a KOja jeé BeKTOp
napareoie3HCKe KpHBHHE KDHBE, H Ha KOMHOHEHTy y OpaBily BeKTOpa
KOHIpyeHLHje.

[Tocaenune jEJI,Hal{OCTH (11.3) cy:

1° AKO je KOHrpyeHuHja A, HOpMaJHa HA nornpoctopy V., Ti.
ako je T,* =0, xounekcuja I'iy ce, npema (3.2), csomu Ha Christo-
ffel-oBe cumbone apyre BpCTE€ y OOHOCY Ha METDHUKH TEH30pP MOTHPO-

cropa, a A, Ha 2, L, N,%, na ce, crora, (11.3) cBoau Ha OGJIHK :
. p |

[ dPyP 11} dy* dy’y dy dy’
& = I - : 2% ., + Q lev N, ©
! ( ds? [nv as ds ) " ? P s es

MehjyTum, TO je no3Hata pesauuja (6.3) u3mely BexTOpa NpBHX KpH-
B¥HA KDHBE y OLHOCY Ha OKOJHM MPOCTOP M y ONHOCY Ha OTIPOCTOP
KOME Ta KDHBA NMpHMaja.

Hpema TOMe, jeanarocd (11.3), je, Goa ycaoBonx (11.4), youmuzeua
peaayuja (6.3). .

2° Kan je okoanu npocrop V; Eykauacku np'ocrép, KOMIIOHEHTe
BEKTOpa INpBE KPHBHHE KpHBe Cy OLZHOCY Ha OKOJHH NPOCTOP Ce

PEAYKY]Yy Ha

1¢ — d? z© |
na ce penauuja (11.3) moxe HanucaTH y OOJHKY
2 O 1 dve v
! - Wh 2% Qe = 4 A
ds® L pr: ds ds

Oga je, nmak, peJal#ja HenocpexHa TeHepaiHu3allHja jeIHAKOCTH KOjy
je, 32 KpPHBEe Ha MOBPIIHHH TPOXAHMEH3HOHA Eymmcxor npocTopa,
nao G. Grove [6].

30 Ako je whr =0, penaunja (11.3) ce cBogH Ha
1 dy® dvv

s S Q) -
T L ™ s s

}\rla ’
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oflaKJie clefd OBa, jow y §7 mu3seaeHa ocobuHa uapareoneaucxe
KpHBe: |

Beriliop OpBe xpuBuHe, y 0OAHOCY Ha OKOAHU [ipocillop, Hapareone-
3ucke KpuBe Hoiiipocopa V,, y csakoj ayxku je KOAUHeApPaH ca BeK-
{iopom {laHreniie OHe KpuBe Jailie KOHrpyeHnyuje N\, , Koja {Tpona3u
KpO3 yO4YeHy ia4ky. |

12. BEKTOP NMAPATEOAE3UCKE KPUBHHE KPHUBE D MTPOCTOPA
Va KOJU JECMELUTEH ¥ TIOTITPOCTOPY Vi PUMAHOBA IIPOCTOPA V.
[TocmatpajMo can npousBosbHy KpuBY D : x! = xi(s) npocropa V,,
KOjH je cmewTed y nornpocropy V,, Pumarnosa npoctopa V,. Bekrop n®
npBe KpuBuWHe Kpuse D y oxoaHoM npocropy V, oxpehen je pena-
nujom (6.2), BeKTOp ¢* HeHe MpBe KPHBHHE y OAHOCY Ha NOTHPOCTOP
Van nedsHuCad je peaandjoMm (6.1), a BekTOop p’ TaxkaB ja je

2 I 7 k
(12.1) pf_.g X {z ] dx ‘dx
'- ds? fjk1 ds ds

BEKTOp je npBe KpuBHHEe KpuBe D y oAHOCy Ha npoctop V.

BexTopu pf ¥ ¢g* Ccy Be3aHd penalldjoM

o dx! dxi
]2.2 P ! p; + ma f 'na}l-
( ) q Py, % 14 is  ds l

Ako D mocMaTpaMO Ka0 KpPHBY 'nompocmpa Vm npocrtopa ”V;,
oHga cy (§9) -

(12.3) wh = gh

Trl}l Q dyS dyv
_ plev -
Lpr| dS dS
KOMIIOHEHTE IEHOI BEKTOpa napareosesucke xkpusHiHe. Ho D moxemo
OCMAaTpPaTH U Kao KPUBY nornpocropa V, npocropa V;. ¥ Tom cay-

Yajy, 3a KOMMOHEHTe BEKTOpa Mapareo/€3ucke KpUBHHE Kpuse D, y
OJHOCY Ha HCTY KOHrpyeHuH]y Arp, MMaMoO

tr|i —_ .dx’ g-xk
L) “ds ds

(12.4) | Vi = pt —

C 063upoM Ha (12 2) ‘R (1 22), ]enuaxocr (12.3) moxemo Hanu-
CaTH y oOMHKY

dxi d{{
ds ds

Agt —

Wh = p Wi+ E wam

| | o dx! dx"
S Qplev J° ‘
Lo plev V5L Yk - s
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Tj. ¥y OOJHKY
Wh = (P' {j; Qpiev ¥Y5,1 VW ik (Zl ‘Zk) yr I.+
- +- ; [wam; QPISI’L J:-If Yk 1&.,;] :f f:;k }za,n ;
To ce, ¢ 063H~p0M Ha (1.17) u (1.24), céom«i Ha
N S e o
+ E [(Uallk _ _Oper [y::; Vi lar| zzl i‘ik Mgt

Kaxko uHpekc x y3uma BpeasHocTt ox n-41 mo [, a uHpexkc p ox m+1
no [ (§ 1), To ce 3a onpehkeny nopmany Np* nornpocropa V., nper-
XOAHAa peJnaidja, ¢ 0063HpoM Ha (12.4', MOXKe KOHaYHO HaMHCaTH Y
OOJAHKY S

, g yv ! k |
(12'6) w}l —_ vi y].l-'l_ + E [wa“k QPIBVL.V ol y K [u,!:l dJC dx naf}l.
a pri

Fds ds y

Oryna caenu:

Bexliop ifiapareonesucke rpusute kpuse D, wapg ce D iocmailipa
. Kao KpuBa Ooliipociopa V,, oxoana dpociiopa V,, modce ce paciiapuiliu
nHa JaBe KOoMiOOHeHIlle: jeAHY Kkoja je Wanreniina Ha V., u xoja je Bexiop
iiapareojesucke kpusuxe kpuBe D rxapg ce D focmalipa kao kpHBa idolll-
ipoctiopa V, okoana Hpocliopa V,, u apyry koja je HOpMman#a Ha
iodiapocmopy V., . Ilpn ToMe ce 06a BeKTOpa ONHOCE Ha HCTY KOH-
rpyedHusjy A, H Ha WcTy HOpMmany Np* normpocrtopa V. '

Hasenumo cneaehe mocaenune jeaHakoctu (12.6):

12 Axo je KoHrpyeuuuja A, HopMaasHa Ha nornpocropy V,,, oHza
je T,* = 0, na ce BexTop w", npema (12.3), cBogu Ha BeKTOp ¢" npBe
kpuBHHe KpuBe D y oxasocy Ha V,,. Ho akeo je T, =0, u3z (1.22)
caegu ga je rtakohe £ =0 wu [, = 0. Crora ce y oBOM cayuajy,
npema (12.4), BekTOp vi peAyKyje Ha BEKTOP p' rpBe KPHBHHE KPHBE
D y onsocy Ha V.. Ilpema tome:

Ako fe' KOHrpYeHyuja A, HOpMaaHa Ha OoMdpociiopy V., peaayuja
(12.6) ce cBogu Ha penayujy (12.2), wiio 3nayu xa je (12.6) jeana
renepanusayuja fosnailie peaayuje (12.2). |

2% Ako je konrpyeuuuja lr,' Hopma.ﬁﬂa caMo Ha notnpocropy V,,
Tj. axo je camo f;'=0, ymecro (12.6) vmamo

Wwh = pl" yP-'f —~+ E [ma“k
| a
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Ho, xax je ti =0, n3 (5.1), Ha ocHoBy (1.22), caenu nma 3a kommno-
HeHTe TeH3opa M,;' napareoJe3ucke KpHBHHE npocropa V,, HMamo

M, » — E [U-?a[lk Qpiev Y51 V' k lar]]nalp':
a Lprl

ITO 3Hayd Aa ce (12.7) MOXe u3pa_ému y 00/aHKY

dx! dx*

ds ds

30 Axo je sa xpusy D samosomed ycios wh =0, u3 (12.6)
cleAn Aa Taga Mopa 6utd ¥ vi=0, a y npaBuy KpHUBE je

Q ey v
12.8) E (wa“k plev Vo0 YV k -
. a Lo

wh = pf v+ Myt

! ko
) dx! dx .- 0,
ds ds

Otyzma cacnhu:

Arko je D iapareopgesucka xkpasBa kaag Ce OHa TocMmailipa kao
kpuBa Oodipociiopa V, dpociiopa V,, oHaa cy cBu Bexdopu v' Oapa-
reogesucke wkpuBune Kpuse D y oaunocy Ha fpoctop V., a ¢ 063uponu
HQ OHe Hopmane Holilipociiopa V., koje cy nopmare u Bolidpocimopa
Vin, jeananu nynu, a 'y iipaByy rpuse je 3aaoBomwen ycaos (12.8).

4% Axo je v'=0, penaunja (12.6) nobusa 006aHK

€. yv . '
(]2.9) wh = E (‘-‘Jalz‘;‘ qulev.V a7 larl) ﬂalp:

a Lprl
Tj.: Bexiliop Gapareogesucke xpuBune y oaHocy Ha V., bdpociiopa V.,
flapareogesucke kpuBe fodilipociiopa V, ipocdiopa V,, HopMmaran je Ha
ipaciopy V., u uspaxasa ce y o6aurky (12.9).

Ila 64 3a cBaky poBy D 3a kojy je v' = 0, 6un0 1 w = 0,

Mopa OHTH

Q i Vi
plev Y=.i Y5 lary =0 3a cBako a. -
Lpri |

ynopehyjyhu osaj yciaos ca jexsauusama (2.10) suauMo na je o
3aJi0BOJbeH Kaj je V, napareomesuckud Irpocrop mnotapocropa V.,
PumanoBa npocropa V,. Makne:

Walij

Cearka #apareoge3ucka KpuBa {dapareoge3uckor idpocliopa V, ,
hoju je cmewilten y Ootmapociiopy V., oxoana Pumanoa Gpociiopa V),
jecilie Liapareojge3ucka u Kaj ce docMalipa kao kpusa folapocdiopa V,
OK0.1Ha iipociiopa V.

OBa o0co6uHa napareOJe€3UCKHX IMpPOCTOPa je TreHepasaH3alidja
A00po no3sate OCOOGHHE TOTaNHO Treoxe3uckux npocropa (§1; [4]
cTp. 183). -
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I/Is (12. 6) clexu 1A jé 3a CBAKY KPUBY napareo,nesncxor npocTopa

WE' = V! y}l.! y
T|.: Arxo xpuBa D Gpuiiaga ibapareogesucrkom iipociiopy V., ouga je
rwen Bexliop idapareofe3ucke xpusure y ojHocy Ha V., Opociiopa V, y

ucliu Max Berxllop fapareoje3ucke KpuBuHe y o0JHOCYy Ha V, fpociiopa
Vi lipu yemy ce oBaj Oocaepmu tocmaiipa us fpocmopa V.

M osa TeopeMa je reHepaju3amuja asaJorHor TBphemwa Koje BaxH
33 NpBe KPHBHHE KPHBHUX TOTANHO Ir€OJAE3UCKHX MPOCTOpa.

5° Kopucrehu (12.6) ro6uBamo xa cy napareonesu'cxa KPHBHHA k.,
kpuBe D y oaHocy Ha V, npoctopa V; ¥ napareone3ucka KpuBUHA k,
kpuBe D y oauHocy Ha V, npocropa V; Be3aHe peJalnu4joM

Qy Y PV
kﬁr == klz: + E[wajfj plev ¥ .d V) larl]
Lprl
Q &y dxt dxi dx‘ dx*
[wa“k plEﬂ' y o y K lar']

Lo ds ds ds ds

]

13. PEJATHBHA KPHBHHA NOTIPOCTOPA V.. ¥ § 12 cmo
MOKasaju Ia Ce BEKTOD INapareoie3Hcke KpHBHHe KpuBe [, Kajx ce
OHa mocMaTpa Kao KpuBa notnpocropa V, okoaHa npoctopu V,, moxe
paCTaBHTH Ha JB€ KOMIMOHEHTE: jeAHYy KOja je TaHreHTHa Ha V,, H
KOja je BeKTOp nepareoje3ncke kpuBuHe kpupe D Kax ce OHa nocMaTpa
Kao KpuBa nornpocropa V, okoasa npocropa V,, H Apyry kxoja je
HOpMa/iHa Ha notnpoctopy V,. McnaTaBawa Koja CMO CIpOBEJH Y
~raasd Il Mory ce y nmoTonyHOCTH NpPHMEHUTH H Ha BEKTOD V' napareo-
Ne3HCKe KpHBHHE KpuBe [D Kajx Cé oHa nocMatpa y nornpocropy V,
OKOJIHA npocTopa V;, TJj. Ha TAHFeHTHY KOMIIOHEHTY Bextopa wh!. ¥
oBoM mnaparpay nmocMmaTpalieMO OHy KOMIOHEHTY BEKTOpa w" Koja je
HOpMaJ/IHa Ha noTOpocTopy V., Tj. KOMIOHEHTY

Qv V81 VW & 1 dx! dxk
13.1 g w pevy 17 .k
(13-1) : EW:“W Ly ] ds ds

Bekrop (13.1) nasBaheMo Berxiiopom penamuBHe KpuBuHe ToMapocliopa
y OAHOCY HAQ KOHCPyeryujy A, , WIH KPaTKO Bexkillopom pealiuBHe Kpu-
Bune Oolipocmopa V,. Kao wrto ce Buau u3 (13.1), Ta] BeKTOp HE
3aBHCH OJ ¥360pa m—n jeIJHHHYHHX, Yy3ajaMHO OPTOrOHAJHHX, BEKTOpA
ng* moTtnpocTopa V, KOju Cy HOpManHH Ha, V,.,, anyd 3aBHCH OJ H360pa
HOpMaJIe Np,“ notnpocropa V.. |

| ]

O6enexumo ca HHTeH3uTer BekTopa t*. Taza je, npema (13.1)

RM | | , ,
1 Q ]li Yo, ~
— — 2 (wa“ pl}lvzﬂ A Y. !arl)
(18.2) R o e
| Walik Qp]eu'y ,V k , ) dxt dx7 dx* dx!
a ar|

Lo ds ds ds ds

o
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M oBa BesuudHAa He 3aBUCHM OJ m—n HOpMana ng" nornpocropa V,,
an¥ 3aBHCH, OCHM O KOHTpyeHHHje A, , H Of u3bopa HopMane N, ©
notnpoctopa V,. 3a oxpeheny nopmany N,* nornpocrtopa V,, napa-

MeTPH [, H L,,,-| Cy, y Taukd P nornpoctopa V,, KOHCTaHTe, na KI

3aBHCH CaMO O] MpaBNa KojuM ce, y V,, npubauxaBamMO TaukH¥ P, u,
npeMa TOME, jefHaka je 3a cBe KpHBe mnornpocropa V, koje y P
‘UMajy 3ajennuqu TaHreHTY.

1 _ o
Besnquny N 3BalieMO penailiiuBna kpusBuna folipociiopa V, y
Al

OJHOCY HQ KOHrpyeHyujy A\, 3a HaTH Npasal, a R, fdoayipeunur pena-
liuBne kpuBuxHe HoMapocHopa V, y oaHocy Ha KOHrpyenyujy A, 3a
aauiu iipasay.

M3 penanuje (2.10) BuauMo Ja je penaTuBHa KpuBHHa (na, npema
TOME, H BEKTOp peJaTHBHE KPHBHHE) mapareojfe3uckor npocropa Va,
y CB3KOj TauyKH H 32 CBaKH NpaBall, jelHAK HYJIH.

Jlak0 ce MOXe NOKasaTH Ja C€ BEKTOp peJaTHBHE KPHBHHE, peJsa-
THBHA KPUBHHA H MOJYIPEUYHUK peJaTHBHE KPHBHHE notnpocropa V,
CBOJIe, PECMEKTHBHO, HAa BEKTOP HODMa/lHé KDHBHHE, HOPMaJIHY KDH-
BHHY M NOJyNPEeYHHK HOPMaJHE KPHBHHE nompocropa Vn, Kap je
KOHTPYyeHILHja A, HOpMaJHa Ha nompoc*ropy . 3aucra, Taza je,
T.*» =0, na umamo: 3a (P

dxt dxJ
1 | E Wa|ij ﬂa,p:
2 33 p ds ds
R - dxi dxi dx* dx!

Walyy Wallk -
; aly Fallk=is Tds ds  ds

Ho, nped u3pa3 je BEKTOp HOPMaJHe KpUBHHe, a APYIH H3pa3 je
KBaJpaT HOpMaJHe KpuBWHe normnpoctopa V. ([4], crp. 165).

Kako je TeH30p

larl

\P.a[fj = (Da]z} — Qp|ev ye,:' yv:f

l:Prl

CHMETPHYaH y OJHOCY Ha HHIEKCe [ M j, TO MOXEMO OJpeJuTH
rJIaBHE NpaBle NOTnpocropa V. y onHocy Ha TteHs3op Wi, TJ. npaBLe
Cr)t TAaKo Ja je

(13.3) (Rokl WVaiy — &) cut = 0,
THe CY R, 4 KOPEHH NETEPMHHAHTHE jelHauHHe
(13.4) | Ryi) Yajij — &) =

I'naBue npaBue y oxHocy Ha TeH3op W,; HazBaheMmo raasnum pas-
yuma penaiiusne rpuBuxe Holilpoc@opa V. y 0AHOCY HA KOHrpyeHyujy
A . llonynpeunnk peiaTHBHE KpDHBHUHE 3a T/IaBHH [1paBall PeJaTHBHE
KPUBHHE J€ raaBHU fonylpeunurx penaliuBHe KPUBUHE.

11 36opHuk MaTeMaTHUKOr HHCTHTYTA
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[naBuu mpaBIH y ONHOCY Ma Ha KOJH CHMETDHUHH KOBapHjaHTHH
TEH30p APYrOT peila y3ajaMHO Cy OPTOTOHAJHH, Na Cy, CTOra, H.IJaBHK
NpaBl¥ pPEJaTHBHE KPUBHHE Y3aJaMHO OPTOrOHaHH. Kako y CBaKoj
Taukd noropoctopa Vn, -3a oxpeheny wopmany N, ¢ nornpocropa V_,
HMaMO m—n TeH30pa ‘Ifa ij, TO, aKO- Cy CBH Kopeﬂu jennaunne (13. 3)
npocTd (wTo HEMO CTaNHO MPETIIOCTaBJbATH y 'OBOM, Maparpady) jenHa-
aune (13.3) oxpehlyjy m—n cucrtema OJ 10 . OPTOrOHAJIHHX BEKTOPa,
KOjH 'Cy [JIaBHH MPAaBLUY¥ peJaTHBHE KPHBHHE noTApocTopa V,.

3agpxxahemMo ce cag Ha caydajy xan je V, XunepnoBpIIHHA
notnpoctopa V. Tajga je a=1, na y CBakOj TauKu XHAEPNOBPILIKUHE
Vm—1, 32 onpeheuy Hopmany N, * mnormpoctopa V,, umamo camo
jemaH. CACTEM: OX n y3ajaMHO OPTOTOHAJIHHX BEKTOPa — TIJIaBHHX Npa-
Balla peJsaTHBHe KpuBuHe nornpocropa V.. C apyre crpane, pena-
THBHAa KPDHUBHHA xunepnoBpmude V,_, nornpocropa V,, u3paxaBa ce
y 00auKYy

dx! dxi
as ds'

-—é;— — ( Walij L‘:-]‘ QPEB" Ye e VY, j)

C o63upom Ha oco6HHe TIJaBHHX MNpaBalia KOju Cy oznpeheHd cume-
TPHUHHM KOBapHjaHTHUM, TeH30poM apyror pena ([4], crp. 113) caenu
Aa penaliuBHA KpuBUHa XulleploBpuiuHe uMa exclipemue BpeaHOCIIU 3a
raagHe lipaBye penaliuBre KpuBune xuilepioBpuiude V,_, [oMipo-
cimopa V,,. |

KoHTpaBapujaHTHE KOMMOHEHTE Cg' 1 Y33]JaMHO OPTOrOHATHHX jeNu-
HHYHUX BEKTOpa TJaBHMX MNpaBalla XHMIEPMOBPILIHHE Vm,_,jL 3aJ10BOJba-
Bajy pesanuje |
(13.5) i Cn)' Crl = Ok .

Heka cy ¢! KoHTpaBapujaHTHE KOMIIOHEHTE NPOH3BOJHHOr jelHu-
HUYHOTI BEKTOpPCKor no/msa y V,—,. Tana je

gicic =1,
Kako ce BEKTODCKO NOJ/be ¢! MOXe pAacTaBHTH Ha KOMMOOHEHTE y
npaBIBMa BEKTOpa Cg', TO J€ ‘

(136), o =cosyie,l + COSYLCa + .. + €Oy Cal

pH 4eMy Cy Ys YIVIOBH uH3Mehy Bektopa ¢! H cgf, Tj.
COS Ys| = & €' Cs).
Y npaBuy ¢ penaTUBHA KDHBHHA XHNEpPrNoOBpIIHHE V,, .. HMa
BpeAHOCT |
1

13.7 — = W cic
(13.7) e ;

C npyre crpaHe, 3a IVIaBHM NpaBall C;’ PpeJaTHBHA KDHBHHA XHNeEp-
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= —— . -

MOBPIIMHE C€ H3paxaBa Y OOJHKY

(13.8) _ — W,y cnf u

Axko y (13.7) 3amenumo (13.6) u yamemo y o063up (13.8),
A06HBaMO

2 2 2
(13.9) 1 cos® vy : cos? v, T COS” Yn
R;t R}d R}‘Z R}ﬂ
Kako renepanucana Euler-osa dopmyna raacu ([4], jen. 45.8)
1 cos’e, ~ cos*e, ~ cos?enp
Rn  Ray Rie R

rIe Cy & YIJIOBY H3Mehy npOH3BOJLHOI BEKTOpPAa ¢! M IJIaBHHX npa-
Balla HOpMaJiHe KpuBMHe, a4 Rps IJaBHH NOJYNPEUYHHIH HOPMaJHe
KpdBHHEe, TO jenHakocT (13.9) MOxeMO cCMaTpaTH IeHepaaucaHoM
Euler-oBom @opmyaom 3a raasHe uoayidpeuHurke peaaiiuBHe KpPUBUHE
xuliepiiospwune V,,_, norapocropa V, Pumanosa npocropa V..

Y -cnydajy kap je V, ma kakaB nornpoctop npocropa V,, u3Bp-
HMO aHAJIOrHa pasmanaH:a 3a CBaKy HOpMaay n," nornpocropa V,
y npocropy V.. Ha Taj Hauun mobuBamo m—n jenHauuHa 0611Ka
(13.9), koje cy renepaaucana Euler-osa ¢popmyna 3a rrasie [ony-
fipednure penaqiliuBre wpuure Oodiapociopa V, koju je cmewilien y
domapocmopy V,, Pumaxnosa apociiopa V,.

14. MEHEPAJIM3ALNIE MEUSNIER-OBE TEOPEME. — QO06enexumo
Ca k, HHTCH3HTET BEKTOpa V!, Tj. MApareofe3uCKy KPHBHHY Kpuse D
kKalX ce D nmocmarpa Kao KpuBa fnoTapocropa V. okonsa mpocropa V.
Tanma je
k, = ! “Vgu vivj:
Py

‘NPH YEeMY CMO ca p, 00€JICXKHUAH NMONYNPEYHHK Napareoie3HcKe KpUBuHe
kpuBe [ y oxnocy Ha nornpoctop V, oxonna npocropa V,. Hcro
Tako je (§ 9)

= Va}lv wP- wv
i
K
BUHEe KpuBe D y oaHocy Ha nornpoctop V, OkoiaHa npocropa V,.

MapareoJie3uCKa KpUBHHA, a p,, = — MOJAYIPEUHHK Iapareoae3ncKe Kpu-

Axo ca w" o6eseKuMo KOMIMNOHEHTE BEKTOpa V' y y-OHHMaA, Tj.
aKO CTaBHMO ~

wh = pt yt,



164 Munesa ITpsaHoBuh

— B— —

penanujy (12.6), ¢ o63upom Hu (13.1), MOoxeMO HanucaTH y OGJHKY
wh = WP 4 BB
Tj. y 0OJHKY

(14.1) - B P04 5
Pw Pv - R)\,

B Z) jeIHHHYHH BEKTOPH Y OAroBapajyhum

npu ueMy Cy caig wh, wh
npaBLuMa. AKO CTaBHMO
| any, Wh Eo = COS @
H NPHMETHMO Ja je

dpy Whwg =Sing ®  ap, Wy & = 0,
u3 (14.1) mobusamo

COS 1 Sin 1

(14.2) S T P
. Pw RJ\. Pw Pv

[Ippa penanuja (14.2) noka3dyje xa BaXu Teopema:

Penaiiusna xpuBuna hoilipociiopa V. y apasyy kpuse D, ipojex-
yuja je uapareopge3ucke KpuslHe, y ogHoCy Ha Holiipocmiop Vp OKOAHG
fpociiopa V,;, kpuse D

OIHOCHO, Teopema:

[lonylipeynuk fdapareogesucke KpusuHe, y OAHOCY Ha HOMIpocHiop
Vm oroana ifipociiopa V, wpuBe D je fipojeryuja fGoaylipeunuxa peaa-
MiuBHe KpuBuHe HoMipociiopa V. 3a Gpasay kpuse D.

Jlako je BHAeTH JAa Cy OBe Teopeme reHepanusanuja Meusnier-ope
Teopeme ([4], cTp. 152).

Kopucrehu pesnammjy (11.3) Moxemo jaTH jomr jefHy reHepasiu-
3andjy Meusnier-oBe teopeme. ¥ Ty CBpPXy NOCMAaTpajMO HEKY KPHBY

C : y* = yP(s) notnpocTopa V,, u 00€jeXKHMO Ca p MOJYNPEUHHK NpBE
kpuBuHe kpHBe C y OJHOCY Ha OKONHH npoctop V;, Tj. (§ 6)

]
(14.3) o / cap n* n®.

Ako ca n° 006eJeXXUMO KOMOOHEHTe BeKTOpa WP y 2-0BHMa, Tj. aKo
CTaBHMO

qa = w]l za:]l?

oBla, nox yciuosoMm (11.4), Bamu pen’auuja

— }\ C
( n® = 1 P,
rpie CMO CTaBHJIR
>
Qy 2L W
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Penanujy (14.4) moxeMO Hanmucatd y OOJHKY

(14.5) 1" _ o 1 M
. _P Pw P

npu UeMy Cy 1o M no jedMHHYHHM BEKTODH y OAroBapajyhum npasiuma.

MuoxeteM penanuje (14.5) ca Cap AP, Cap 0, Cap 0 ¥ Cymupa-
ibeM Mo o, J0O0UBaAMO, PECNeKTHBHO, je IHaKOCTH

Cap rlO }‘-r ° _ __1_ , Cap f]O }-rl , Cap I]g ?]g _ Cop }\rla Hg 4+ _1_ ’
P P Puw P Pfl Pw
‘ 1 _ capM*nf | Capnonf
+ :
P Prl ) Pw

O6enexumMo ca J, yrao Koju rpajge jeqUHHYHU BEKTOPH 1rg U
A®; ca ¥ yrao usmely jexunudsux BexTOopa n®H n%, a ca 2d — &,
(d je npaB yrao) yrao Koju rpaje jeAMHHYHH BEKTOpH ¢ W \,®. Tama
NPETXOJHe penaluje MOXEMO Hanucata y OOJAUKY

(14.6) COS I, 1 cos & ; COS I _ cos 8, % 1 .
P Pfl Pw P Pr| Pw

1 cos ¥,y =~ €OSJ

A—

!
P P . Pw

- Axo npBy on jeauakoctd (14.6) MOMHOXHMO ca COS 3,-1 H ony3-
MeMO je ox Tpehe, no6GuBaMO

P Puw

sin® 9y, COS J + €0S §,| COS I,y

Kako BexkTOp n® npHnaga OHOM JOKaNHO EyKAUACKOM nOpoCTOPY
KQju je onapehen BEKTOpﬁM& 6 H N, TO je
(14.7) | 9 = 2d - (31+9,),
Tj. |
COS U = — COS J,| COS O, + Sin,;Sin 5.

na je, npema TOMe,

sin2 ¥ — oS J,! cos §,; + sinJ,; sin 8, + €os ¥, o8 §,,
p - ) pw' o
Tj.
(14 8) sin ’3'” Sin 6”

P Pw
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MuoxemweM Japyre jenHauvHe H3 cucrema (14.6) ca cos 9 u
ony3umamem oj Tpehe, nobusamo

sin*¥  ¢€o0s ¥, + cosd cos §,

A

o | P,

C o63upom Ha (14.7), oBa jenHakocT 106HBa 06JIHK

(sin 9,4 cos &,y + cos ¥, sin §,)>

P
coS ¥, — c0S I, c0S® &;) + sin I, cos &, sin 8:.1
— el ﬁ’r,“ iz
TJ.
(sin ¥, coS &,y + €OS I, sin §,)®
P
_sin 8, (cos I, sin 8, + sin I, cos §;))

Py
MJIH KOHAuHO |
(14.9) cosd, + sinijcotgd,y 1 |

P P

Peanamuja (14.8), nox ycanoBom (11.4), naje Be3dy wusmely npae
KpuBuHe KpuBe C, y OAHOCY Ha OKOJHH npocrop V,, u meHe napareo-
JAe3UCKe KPHBHHE, -

-~ Penanuja (14.9), noxn ycnoﬁom (11.4), naje Be3y uamehy npse
kpuBuHe KpuBe C y OJHOCY Ha OKOJHH mnpoctop V, W Beauuude P,,.

Kag je xoHrpyeHudja X,; HOpMaJjiHa Ha mornpoctopy V., OHHa
je cos§, =0 a sind, = 1. Axo npu TOME NPHMETHMO Ja Ce, Y OBOM

: 1
CAyyajy, napareoie3ucKka KpPHBHHA o kpuBe C CBOJM Ha HEHY MPBY
w
1 |

KPUBHHY y OJHOCY Ha nornpocrop V,, a BelHYHHA p- Ha HOpMaTHy
, r

KPHBHHY MNOTNOPOCTOpa, 3ak/bydyjemMo na ce jensauune (14.8) u (14.9)
penyKyjy Ha -

(14.10)

sin 4, 1 cos 9, 1

o P2 P R,

MehyTiHM, npBa OX OBHX jeJHauydHAa je MNO3HaTa peJsali¥ja Koja
naje Be3y u3Mely npBux xpuHBUHA KpHBe C Yy OAHOCY Ha OKOJIHH
NpOCTOP M y OAHOCY Ha mnorapocrop kome € npunana, a Jpyra
H3paxkaBa renepanucany Meusnier-osy reopemy ([4], jen. 44.8)).

Crora jemnaumuna (14.9), nox ycnoBom (11.4), npercraB/ba reHe-
pasincany Meusnier-oBy TeopeMy y OXHOCY Ha KOHIPYEHIH|Y A, a
(14.8) je, nox ycamosom (11.4), renepanusauuja npee on jeaHaunHa (14.10).
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15. IPETXOIHE PENALMJE. — Hexa je D:x' = x'(s) Kpupa
npoctopa V, Koju je cmemred y nornpocropy V, PumaHoBa npoctopa
Vi. Hexka je, ma/be, u no/be jeAMHHYHHX BEKTOpa nornpoctopa V,, OX
KOJHX jeé no jelJad y CBaKoOj Tauku kpuBe D, npu yemy cy u’ pysxnuje
JykKa s Kpuee. AKO Cy v* KOHTPaBapH|aHTHE KOMIIOHEHTE TOr BEKTOp-
CKOr NoJ/ba H y-OHHMA, OHJA |e

W= ut yi

YHYTpPalllbKh H3BOJ BEKTOPa V¢ y OJHOCY Ha METPHKY MPOCTOP2
Vin RyX KpuBe D, Tj. BeKTop

v [11 } o
as €M ds

jecte, npema Bianchi-jy, Berxiliop 3apyicen ca Bexiiopos i AY¥X KpHBE
Dy npocmpy Vi

q}’" —

BEKTOP g* ce MOXE pacTaBUTH HAa KOMIIOHEHTY KO]a ]e TaH[EHTHA

M Ha KOMHOHEHTy KOja je HopMa/nHa Ha notnpocropy V., Tj. Moxe
ce Hamucatd ({4], cTp. 164) |

| - - - dx]
(151) @ =P+ D e

pyd 4YeMy Cy

—i_u!._dxf_'dufil } . dxk
.P ’ | jk

j (W —
ds ds ds

KOMIIOHEHTE BeKTOpa 3[APy>XKeHOor ca BekTopom u' AyxX Kpusa Dy
notrnpoctropy V,

T. K. Pan [14] [IocMaTpa HOPMaJHy KOMIIOHEHTY BekTopa ¢",
Tj. BEKTOp

w T ax n, .

E: Ut —

a\lj ds a,

OH BeanuuHy

| dx! dx!
(15.2) (ukn)® = Z: W gty Wakr U Uk IS ES

Ha3MBA HOPMAMHOM KPUBUHOM Bekiopckor fdoma V™ y mnpasuy Kpuse D
y Taukd P nortnpoctopa V.

[IpaBum 3a Koje je
. dxt dx!
15.3 Y Wy Wy Ut U — — =0
(15.3) X Gay et w2

jecy acunmiiiolicku fpaByu Bekiiopckor Ooska V*y Taukd P doTHPO-




163 | Musesa IpBanoBHh

cropa Vn, a KpHBE YW]H ]e CBaKH NpaBall aCHMNTOTCKH MNpPaBall BEK-
TOPCKOTr MN0Jba j€ acumimioflicka RuHUja TOT MOJba.

Kpusa 3a kojy ]e BekTop p' = 0, Tj. koja je meduHHCaHa ]e,u;ﬂa-
YHHOM

15.4 | S ui 0,
(15.4) s ,

jecte unpuralipuca BexWIOpCKOr [0/a.

Mu hemo, y oBoj I'niBH, kao wmTO je H y YBOLY MOMEHYTO,
reHepajuCcaTH NojaM 3IPYyKeHOr BEKTOpa, Ka0 M HCIHUTHBAMbLA H PE3yJ-
TaTe Pan-a y ToOM CMUCJAY LITO YMeCTO HOpMasna Ha nornpoctop V,
NOCMaTPaMO CHCTEM KOHIpyeHlldja KpPHBHX mnpocropa V, y Taukama
nornpoctopa V, . |

16. BEKTOP PEJATHBHO 3[PY)XEH CA JATHM BEKTOPOM
Y OAHOCY HA-HEKY KPHBY. — Ob6enexuMo ca wH yHYTpaillllbd H3BOX,
BeKTOpa V' y oaHocy Ha kohexkcHjy (3.2) nmyx xpuse C:yP = yP(s)
noTnpoctopa V,, PumaHoBa npocropa V,. Taxa je |

_— £
wh = v}l:e dy ’
ds
Tj.
—_— J € 1 T
(16.1) L {‘1] e Tl e @
ds en ds Lpri ds

Bex'rop w" 3BaleMo Berliop penaluBHO 3APYICEH, y OAHOCY Ha
Vm, ca sexiiopom vV nyx kpuse C. M3 (16.1) je jacHO Zra Taj BEKTOD
3aBHCH OJ uaaﬁpaﬂe HopMmasie Np® NoTIpoCcTOpa V,,,, Jép oaHoC

1o e

Loy ds

kpuBe C, y CBaKoj Tauyk¥, HMaMO [—/m BEKTOPa PEJNaTHBHO 3APYIHKEHHX
ca BeKTOpoM V* y oaHocy Ha norapoctop V,. CBH OHH npunazajy
JBOAHMEH3HOHOM, JIOKaJHO EyKJHICKOM NpOCTOPY KOJH je oxpehen

BEKTOpHMa g u T,".

Kan je xourpyeuuuja A, HopmanHa Ha Vi, 7). Kag je TP = 0,
penanuja (16.1) ce cBoau Ha

)

o= O (" ve W
ds £ ds

T{. ¢BMX [—m BEKTOpa peJaTHBHO 3IpPYyXKEHHX, y OAHOCY Ha V,,
ca BekTopom v!' cBOJE Ce Ha BEKTOP 311;pyx<eu ca BEeKTOpOM vP ,Z[Y)K
kpuBe C.
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C mpyre cTpaHe, Kaj je jeJHHHYHO BEKTOPCKO MoJbe Vv* nobe
TaHresiTHux BexTopa kpuse (C, n3pas (16.1) mobuBa 06auK |

.'E;P- = (g_z-}i) dy” Trlp Qp|3,; dys dy“ ;
ds | yds Ll ds ds

a TO Cy KOMIOHEHTE BeKTOPa nmapareofie3aucke kKpusuue kpuse C (§9).

[lpema TOMe: Berillop penaliuBHO 3ApYdCeH ca Beriopom v ayoc
wpuse C je, ¢ jegHe clipane, redepanusayuja Bexlllopa 3APYHCEHOr €A BeK-
mopom v* gyac kpuse C, a ¢ apyre cilipane, resepanusayuja Bexiiopa
lapareonesucke kpuBure rpuse C.

Kpuse notmpoctopa V., AyX KOjux je wh = 0, Tj. AyX KOjuX je
3a/l0BOJbEH YCJIOB

apalieMo iapaunpuxalipuce Bexiiopckor toma v, K3 (16.1) crepu na

je Tama

Tri}l dyﬂ
Q e ,

Lpr‘ Pleﬁ dS

.

Na Kako JeBa CTPaHAa OBE jelHaydHe He 3aBHUCH OJ HopMmane Np* [OT-
npocrtopa V,, TO HH JleCHA CTpaHa He 3aBUCH oJ be. Jlpyrum peuuma:
Ay [M[apauHidKaTpHUce npoctopa V,, BEKTOPCKOr oska v, OMHOC

1 dy™
B o JRT Y ne 3aBucu of u3bopa nopmaze N,® MOTOPOCTOPA.

Ly ds

Kag je BeKkTOpCKO no/mre vF noJ/be TAHMEHTHHX BEKTOpa KpHBeE,
napauHAMKaTpUca BEKTOPCKOr [OJ/ba j€ Mapareofe3MCKka KpHBA TOT-
npoctopa V,, a Kan jé KOHIpyeHUdja X\, HOpMajHa Ha V,, napaHHiH-
KaTpHCa BEKTOPCKOT N0/ba j€ HMHAUKATpHCa BeKTOPCKOr nosba, Crora
MOXeMO pehu: -

[lapaunpuralipuca Bexillopckor Hoka fe, ¢ feane clipaHe, renepa-
auaayuja uapareojgesucke KpuBe, a ¢ Apyre cilipane, UHAuxalipuce Bek-
wopcror udosa. | |

OGesexumMo ca p® KOMIOHEHTE BekTopa y z-oBuMa. Tama je

P‘a = pb 'Z“,]J_ .

)

YﬂyTpammn H3BOJ OBE pejandje y omiocy Ha KOHeKcH]y (3.2) myx
kpupe C je |

d g dve v
Y V% g AN 2% 1 s (zm, 11): v CLV__ .

ds | ds - ds

Komnonesnre p* BEKTOPCKOr M0/ba . HHBapHjaHTe cy_ C oGaubOM
Ha TpaHcdopmanujy KoopauHara y V,, na ce, crora, ropmwa jegHauuHa

1% e



170 Muaesa Ilpsanosuh

MOXE HANUCaTH Yy OOJIHKY
dp%® dy® dyv
—— == P T 2% o+ V(2% ).y —,
ds T ds & (2% 5); ds

4, ¢ 0063upom Ha TO wTO je (§ 11)

- a,
(2%, n). v="— [BY] LAl v+ E Qppw Npi® A mev T,° 2% ¢,
| “prl
y o6auky '
o Y £
B e e D
(16.2) - ds 3y ds ds
dyﬁ Trle dyv
Qe VP — Np & A Qpmy W — 2¢
Ep pIBRE p Pl Lprl pibv ds y €
Axo npeTrnocTaBMMO Ja OZHOC
| dy~
Q. i V8
Lo °0 ds

He 3aBHCH On H3abpase Hopmaine N, nornpocropa V,, penanuja (16.2)
ceé MOXE H3Pa3HTH OBaKO: |

(16.3) N% = Wk 26 F+ —— Qg V8

rone ¢CMo ca

ds BY ds

o6esieXKHIB BEKTOD 3IPYXKEH Ca BEKTOPOM K* Ayx kpuBe C.

Axo je kpuBa C nNapaHHJMKaTpHCa BEKTOPCKOr mnojba v*, Ouhe
wt =0, na ce penauuja (16.3) cBoaH Ha

— 1 d
n% Qp'a:rr Ve y }‘-rl

Lpr | I_ dS

Ortyaa cnenu:

Ayoc  Dapaunpurxaflipuce Berkiopckor fdoJea v, Bekliop 3ApYXCeH
ca Bexllopom p* = vH2% ., y 0AHOCY Ha OKOJAHU Upociliop V; Konuneapan
je ca Wanrendiom HA OHY KPUBY KOHIPyerylje N\, Koja fponasu Kpo3s
youeHy Hiauxky uoiiupociiopa.

[Ipumetamo xa je penangja (16.3) reHepaaHsanuja jeIHaKOCTH
(11.3). 3aucra, y cnenujajsHoM cayuajy Kaj je JelHHHYHO BEKTOPCKO
nosbe V" Mo/b€ TAHTEHTHHX BeKTOpa KpuBe C, penaumja (16.3) ce

perykyje Ha jemnakoct (11.3).
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17. PEJTALHIA UBMEBY BEKTOPA PEJIATHBHO 3/IPY)KEHHX CA
JATHM BEKTOPOM AY>X KPHUBE D NTPOCTOPA V, KOJH JE CMELITEH
Yy nOTnPOCTOPY Vm PUMAHOBA IIPOCTOPA Vi. Axo xpuBy D
x! = xi(s) nornpocropa V., nOCMaTpaMO Kao KPHBY notnpoctopa V,
OKOZMHa mpocTopa V,, oHIa Ccy, npeMa NPeTXONHOM naparpady,

.TrL Qpien Ve &

(7.1 =g

KOMIOHEHTE BEKTOpPa peJaTHBHO 3JPYyXKEeHOr, y OAHOCY Ha MOTNPOCTOP
V.. npocropa V;, ca BekropoMm v* nyx kpusBe D. Ho, ako D nocMma-
TPaMO Kao KpHBY mnoTrnpoctopa V, oxojaHa npocropa V,;, oHjma cy

tr|i T I dxk
Wxigp 4" —

.erl - dS

KOMIIOHEHTE BEKTOpPAa PEJaTHBHO 3IPYIKEHOr, Y OXHOCY Ha MOTHPOCTOP
Vn npocropa V;, ca BeKTOpPOM u' Ny Kpuse D.

(17.2) Vi=pi-

'C o63upom Ha (15.1), moxemo (17.1) HammcarH y 06JHKY

— — . L dxd | Y . dy“
WP = pt y» ;i + Wati; U —— P L Qe VB~
p i ; atij PR Lo plex F7
Tj., npema (1.22), u o0anuky
— . dxt
wk = pt y¥ i + D way U —— P —
a ds
) tr Lyt ar B
"y ,1+§1 | Mg ] L dx!
Qn,'eny,ky,zll _,

Ortyna umamo

— _ O, e " z

| Q. € " .
+2(“’a1r}- etV g u
a

dx/
ds

nai}-l )
Lprl

mTo ce, ¢ o63upom Ha (1.17) u (1.24), MoKe H3PA3HUTH OBAKO :

_ — tyi — dx!
wh = (P‘ —— Wy U" «———-—) B+
| Cor pilk r Yo,
+ > ((Ualr, Dplex V.1 V) lar )u‘ dx’ Ng™
a , Lpr| as

AKO Ce y HCOATMBAIbMMA OFDAHHYHMO HA jefHy Of [—.m HOp-
Maja nornpocropa V,, mnocnenwy penanujy, npema (17.2), moxemo
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HAaMUCaTH Yy OOJIHKY

—_ —_ € k
(173) wP = i yp"f -+ E (wﬂlff QPISEI 14 fy s J la;[) 0l _qi nal}l..
' a Lprl

JepHakoct (17.3) ycnocraB/ba OZHOC H3Mehy BeKTOpa pesaTHBHO
3ApyxeHux (y oanocy Ha Vi, npocropa V,, oIHOCHO, Yy oXHocy Ha V,
npoctopa V) ca xatem BeKTOpoM u' Ay KpuBe D. OHa nokasyje ja
cé BEKTOD penaTHBHO 3JpYyXXeH, y oxdocy Ha V, npocropa V,, ca
BEKTOpOM VP = u' y* ; nyx xpuBe D MOXE paCTaBHTH Ha JBe, y3a-
- jaMHO OpTOroHa/JiHE KOMIOHEHTE: jeJHa O] HHX je HOpManana a Apyra
TAHr€HTHa Ha AOTOPOCTOPY Vi, ; OBa nocnenwa {e BEeKTOP PpEeJaTHBHO
3JIpyxeH, y ojaHocy Ha V, npocropa V,;, ca BeKTopoM u' HayxX
KpuBe D,

AKO je KOMrpyernHja A, HOpMajJHa Ha NOTAPOCTOPY V., pea-
uuja (17.3) ce csoau Ha (15.1). Axo je nospe BexTopa V" noJbe TaH-
reHTHUX BeKTopa KpuBe D, penanja (17.3) 1[06333 obauk (12.6).

Otyna,

L.

- Penayuja (17.3) je, ¢ jeane ciipane, renepanusayuja jeanarociu
(15.1), a ¢ apyre ciipane, renepanuszayuja jegrarxocimiu (12.6).

O6enexuM0 ca ,k; HHTEH3UTET HOPMAJHE KOMNOHEHTe BEKTOpa
B, Tanma je

Qpl&ﬂf yeai yﬂ;f [ )_
ar|

(17.4) (o)t =2 (w“""' ) Loy

QP 1y y}l.l V.ok ] A dx:’ dx’
1 Wallk ' ary | U U .
ds ds
Benuuuny k&, 3BalieMo penaiiuBna wpuBuna Berkllopckor homa vV [ol-
apociiopa V. y Taukd P ¥ y npaBuy kpuse D.

3 pe.n-auuje (17.4) cnenu:

1° na ce pesaTUBHA KPHBHHA BEKTOPCKOr nosba v» moTnpocropa
V. cBOAW Ha penaTuBHy Kp#BHHY (13.2) nmormpocTopa Kaj je BeKTOp-
CKO no/be v¥* noJb€ TAHFeHTHHX BEKTOpa KpuBe D;

2" 5na ce peJaTHBHa KPHBHHA BEKTOPCKOr foJba V' noTnpocTopa
Vo, CBOAM Ha HODMAJHY KPHBHHY BeKTOPCKOr nosba v (15.2) nornpo-
CTOpa Kaj je KOHrpyeHuuja A, HOpmaJdHa Ha noTnpoctopy V,; H

- 3° na je penaTHBHAa KPHBHHA BEKTOPCKOT NOJba V™, C OO3HpOM
Ha onpeheny HopMany N, nornpocropa V, , HCTa 3a CB& KpHBE NOT-
pocTopa Vn KOje y Tauyku P uMajy 3ajeflHHYKy TaHIEHTY.
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Mapaacumiiioficke fpasye Bexliopckor foma v NedHHALEMO Kao
npaBue nornpoctopa Vi, 3a Koje je 3aX0BOJ/bEH YC/OB

Q','e)f ﬂ-.‘
E(walff et ?’l[a,!).

a Lprl |
Ly VM v _ J !
-( wai!k ' Qph V y .‘f y » K ’arl \ul uk dx dx — O,

'a KPHBA YMjH j€ CBaKH NpaBal MapaaCHMNTOTCKM MpaBall BEKTOPCKOTL
no/ba je fdapaacumiiiolicka auxuja Tor noba. OTyma moxemo pehu:

Adyac - Gapaacumililiolicke nuHuje Bexiiopckor [Homa, penailiuBHA
KpUBUHA [or Bexiliopckor 00o/wa joAaHAKa je HyJU.

W3 jennakoctd (17.3) cneme reopeme:

1% Axo je napaunpurxatipuca Beriiopckor fd0ma u', y OAUOCY HA
Vn Opoctiopa V,, flapaunpuxceiipuca Bexliopckor lomsa v 4y OLHOCY
na V., orxoana fipociopa V,, onga je oxa u dapaacumiliolicka AUHU]G
fior Bekiliopcror osa.

. 2 Beriiop penalluBHO 3JpYJiCeH ca Beropom vV, y 0AHOCY HQ
Vm oroana fpociiiopa V; ayax Gapaunpuxkaiipuce Beklopckor Homa u!
y oAHOCY Ha Oomipociiop V. oroana Ihpocliopa V;, HOpManaH je Ha
gomigpochmiopy V., a weroB uxiieHsulielll je penaliuBHQ KpUBUHA BeK-
opcror foma Vv fholipociiopa V,.

3° Berliop penalluBno 3ApyJCceH, u oxHocy Ha V., dpociiopa V,,
ca Bexliopom VW, ayoc hapaacusiiliollicke wkpuBe Bexilopckor ifomwa,
jeanar je BerUIOpy penaiiuBHO 3APYICEHOM, y oJHocy Ha Vi iipociiopa
V,, ca Bexliopom u', kan ce o0Baj Oocaeamwu Bexkiiop fHocmalipa u3
dpociiopa V.

Jlako je nmoka3aTd Ia Cy OBE€ TeopemMe TreHepanH3anuja, ¢ jegde
CTpase, Teopema Xoje cM0 y § 12 nobuau xao nocjaemune pesaimuje

(12.6), a ¢ mpyre cTpaHe aHAAOTHHX TeopeMa KoOjé cjaele H3 jefHa-
kocta (15.1).
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LES ESPACES PARAGEODESIQUES ET LES COURBES
PARAGEODESIQUES APPARTENANT AU SOUS-ESPACE
D’ESPACE RIEMANNIEN

Par
MILEVA PRVANOVIC

Considérons I’espace V, plongé daas le sous-espace V,_, d’espace
riemannien V, Soient x! (i,j, k, (=1,2,...,n), y* (1, vV, %, ®=1,2,...,m
et 2% (a, B, Y=1, 2,...,/) les coordonnées, respectivement de V,,, V,,
et V, et g,; dx* dx/, apu dy dy’ et cq g d2* dzP leurs métriques que nous
supposons  positives. Les fenseurs g apy, Cqp Satisfont-aux. relations
(1.1), (1.4) et (1.5). Il existe un systéme de m—n vecteurs unitaires n,»
(a, b,c=n+1,...,m). orthogonaux et nomaux a V, Dans V,, il existe
un systéme de /—m vecteurs orthogonaux deux & deux et normaux a
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V.. Donc, nous avons, dans V; [—n normales Ny® (x,y,2=n+1,...,
[; N E=n,"* 2%,) de V,. Les vecteurs N, * et ng/* satisfont aux €qu-.
atlons (1. 2) (1. 3) (1.b) et (1.7).

Désignons, respectivement, par wy: way; et Q)0 1€s composantes.
du second tenseur fondamental : de V, relatif & V;, de V, relatif a V,,
et de V,, relatif a V,. Soient e' les composantes du vecteur unitaire
de V,. Le vecteur de la courbure normale de V, dans la direction
de ef et relatif a V, et le vecteur de la courbure normale de V, dans
la direction de e et relatif 2 V, sont liés par la relation (1.18). Quand
V, est un sous-espace {otalement géodeésique de V_, nous avons
wqi=0 pour chaque a, et la relation (1.18) se réduit a la forme (1.18).
De 12 on déduit le théoréme connu:

. Si V, est un sous-espace fotalement géodésique de V,, son vecleur
de la courbure normale relatif a V;, dans la direction du vecteur e'
quelconque, est normal a V.

Dans le Chapitre [ nous généralisons la propriété mentionné des
espaces totalément géodésiques et nous étudions les espaces obtenus

au moyen de cette généralisation. A savoir, considérons dans V,, au
lieu des normales N,*, en chaque point de V., un systeme de [—m
congruences. Nous pouvons exprlmer le vecteur X, ¢ unitaire, tangent
a la courbe de congruence i, , sous la forme (1 21), ou T, " sont
les. composantes contravanantes d'un vecteur de V_ et L,n ]es para-
metres. Nous pouvons aussi exprimer le vecteur l * sous la forme

(1.23), ou t,* sont les composantes contravanantes d’'un vecteur
de V,. S

Le sous-espace V, de V_ dont le vecteur de courbure normale
relatif a V,, dans la direction du vecteur e' quelcongue, est colinéaire
avec le vecteur tangent a la courbe de congruence )\, passant par: le
point considéré, est, par la définition, l'espace paragéodésique de V,
de V, relattf a la congruence X\, . [15].

Il s’en suit de cette définition que, si V, est un sous-espace
parageodesique de V_, leur vecteur de courbure normale relatif a2 V,
satisfait &4 la condition (2.1). Nous pouvons, en vertu de (1.18) et
(1.21), exprimer cette condition sous la forme (2.2), d’ott nous obte-
nons les équations. différentielles: (2.8). des espaces paragéodésiques.

En poursuivant, nous déduisons les propriétés suivanies des
sous-espaces. paragéodésiques: *

1) Si la congruence A, est normale A V, (c’est a dire si T* =0)
les équations (2.8 prennent la forme (2. 11 Donc, lorsque la con-

gruence A, est normale a V,, le ‘sous- es:pace paragéodé31que est -
totalement geodemque

2) La condition (2.10) est satisfaite a chaque point du sous-
espace. paragéodésique,

3) Aux points du sous-espace paragéodésique le. rapport (2.7)
ne: depend pas de la normale Ny ® du sous-espace V,,
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4) Si V, est un espace paragéodésique, ses normales satisfont
a la relation (3.6), les deux points, devant I'indice, désignant la dé-
rivée covariante généralisée relative & la connexion (3.2). La relation
(3.6) est la généralisation de la relation analogue (1.20). Si I'espace
paragéodésique V, est I'hypersurface de V, (si n=m-1), I'égalité
(3.6) se réduit & (3.7). De 13, nous obtenons le théoréme:

Les normales n" d’hypersurface paragéodésique V__., sont paral-
leles, par rapport 4 la connexion (3.2), dans [l'espace V_, environnant,

pour toute direction d hypersurface.

5) Nous pouvons exprimer les équations de Gauss et de Co-
dazzi d’espace paragéodésique sous la forme (9.10) et (9.11).

Nous envisageons, dans le Chapitre I, les sous-espaces paragé-
odésiques lorsque n=1. Les courbes obtenues de cette maniére nous
appelons courbes paragéodésiques du sous-espace V_, d’espace rieman-
nien V,, relatif & la congruence A,. Les équations (7.3) sont les
équations difi€rentielles des courbes paragéodésiques, gP désignant
les composantes du vecteur de la premiére courbure de la courbe
relative au sous-espace V,

Des nombreux prOprletes des courbes paragéodésiques, notons

les suivantes:

1) La coubre paragéodésique de V, est la courbe dont le vec-
teur de premiére courbure relatif & I'espace environnant V,, est col-
linéaire, en chaque point, avec le vecteur tangent a la courbe de ]a

congruence A, passant par le point consideére.

2) Le rapport (7.4) ne dépend pas de la normale N,“ du sous-
espace V,_, aux poinis de la courbe paragéodésique,

3) Les courbes paragéodésiques sont une généralisation des
courbes géodésiques; elles se réduisent a ces derniéres lorsque la con-

gruence A, est normale au sous-espace V.

4) Si la congrvence X, n’est pas normale 2 V_, il existe en
chaque point du sous-espace V,, dans chaque direction d’espace
E__, local euclidien normalé a T,*, une courbe paragéodésique, re-
lative a la congruence donnée A, -

Cette propriété résulte du fait que les équations (7.5) expriment
une condition pour les 2m constantes du systeme (7.3).

b) La tangente de la courbe paragéodésique se transporte paral-
jelement a elle-méme le long de la courbe, relative 3 la connexion

(3.2), ce que suit des équations (8.1).

. En considérant en chaque point de la courbe quelconque
C:y* = y*(s) du sous-espace V, le vecteur dont les composants w¥
s’expriment sous la forme (9.1), nous pouvons définir ce vecleur
comme le vecteur de la courbure paragéodésique de la courbe C, relatif
a la congruence donnée X, . La longuer du vecteur w® est la courbure
paragéodeésique de C relative a la congruence A,q. L’expressmn (9.1)
dépend, dans le cas général, de l1a normale N,,I‘I de V,,, ce qui 51gmf1e
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que la courbe C a, en chaque point, /—m vecteurs de courbure para-
géodésique relative a la congruence donnée 2, . Lorsque la congru-
ence- \,, est normale & V,, tous ces vecteurs se confondent et c’est
le vecteur ¢* de premitre courbure relatif 4 V,. Si la courbe C
appartient- 2 la surface de l’espace euclidien a trois dimensions, le
vecteur de la courbure paragéodésique est le vecteur de courbure rela-

tive [6].

Nous déduisons aux §§9 et 10, les relations entre le vecteur
de courbure paragéodésique et le vecteur de courbure union ((6.5); [11])
des courbes de V,, de V;. L'une d’entre elles s’exprime : La pro-
jection du vecteur de courbure paragéodésique de la courbe C a son
vecteur de courbure union est la courbure union de la courbe C.

Dans le Chapitre IlIl nous considérons la courbe D :x! = xf(s)
quelconque d’espace V, plongé dans V, de V,. Les relations (6.2),
(6.1) et (12.1) déterminent les vecteurs de premiére courbure relative
respectivement a V,, V, et V,. La relation (12.3) détermine le vec-
teur de courbure paragéodésique de la courbe D lorsqu’on la con-
sidere comme la courbe du sous-espace V, de V,, et la relation
(12.4) — le vecteur de courbure paragéodésique de la courbe D
lorsqu’ on la considére comme la courbe du sous-espace V., de V,.
Si les deux derniers vecteurs se rapportent a la normale fixe Np©
de V,, on peut déduire la relation (12.6). Elle est la généralisation
de la relation connue (12.2). L’un des théorémes résultant de (12.6
est que: _ |

La courbe paragéodésique d’espace Vn paragéodésique, plongé dans
le sous-espace V, d’espace riemannien V,, es! aussi la courbe paragéo-
désique lorsqu’on la considére comme la courbe de V,, de V,[16].

Puis, nous envisageons, dans la relation (11.6), la composante
normale, donc le vecteur (13.1). Nous définissons ce vecteur comme
le vecteur de courbure relative du sous-espace V., se rapportant 2 la
congruence X, , et sa longuer comme la courbure relative du sous-
espace V., se rapportant a4 la congruence A,;. Les directions princi-
pales de courbure relative de V, sont déterminés par équation (13.3).
Les courbures relatives de V, dans les directions principales de cour-
bure relative sont reliées par m—n relations de la forme (13.9). De
cette maniere, nous obtenons la généralisation de la formule d’Euler

([4], equ. (45.8)).

- Ensuite, nous démontrons le théoréme: La courbure relative de
Va dans la direction de la courbe D, est la projection de courbure para-
geéodésique, relative du sous-espace V., de V,, de la courbe D. Il est
la gé€néralisation du théoréme de Meusnier ([4], pp. 152).

-~ Le Chapitre IV est cosacré a la généralisation des notions
définies et des théorémes démontrés dans les .Chapitres II et III.
Cette généralisation est faite dans le sens du vecteur associé de
Bianchi (le vecteur qui généralise le vecteur de premiére courbure de

12 36opunx MatremaTHukOr uMcTHMTYyTA
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la courbe). Par example, le vecteur (16.1) relative associé au vecteur
v le long da la courbe C est, d'une part, la généralisation du
vecteur associé au vecteur v* le long de C, et d’autre part, la géné-
ralisation du vecteur de courbure paragéodésique de C. Les équations

(17.3) donnent 1a relation entre les vecteurs w" et v; le premier,
déterminé par la relation (17.1), est le vecteur relatif associé, se
rapportani a V_ de V,, au vecteur v* le long de la courbe D:xi=
=xi (5); le deuxiéme, déterminé par le relation (17.2), est le vecteur
relatif associé, se rapportant a V, de V,, au vecteur u! (vP=u'y*? ;)
le long de D. La relation (17.3) est, d’une part, la généralisation de
I'égalité (15.1), et d’autre part, la généralisation de P'égalité (12.6).



