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ПАРАГЕОДЕЗИСКИ ПРОСТОРИ И ПАРАГЕОДЕЗИСКЕ 
КРИВЕ ПОТПРОСТОРА РИМАНОВА ПРОСТОРА 

Увод 

Ј Парагеодезиски простори смещтени у потпро­
стору Риманова простора 

11 Парагеодезиске крнве потпростора Риманова 
простора 

III Парагеодезиске особине крнвих лобнвене по­
. сматрањем из околна простора 

JV ГенерализаЦИЈа парагеодезиских кривих 

УВОД 

. 1 

Геодезиска линија Риманова простора Vn мо·же се окаракте­
рисати као; 

1) најкраЬа линија (тј. екстремала интреграла Lаgгапgе-еве 
диференцијалне једначине) између две уочене тачке п~остора; 

2) »најправија" линија простора, тј. крива дуж које се вектор 
тангенте помера паралелно у смислу Levi-Civita; 

3) крива простора VN чији је вектор прве кривине, у односу 
на околни простор V т У коме је VII сме штен, у свакој тачки, нор-
малан на Vn • . 

у Финслерову простору, који се заснива на општој дефиницији ., . 

дужинског елемента, геодезиска ЛИНИЈа Је екстремала интеграла 

-Lаgrапgе-еве диференцијалне једначине у односу на тако гене­
ралисану метрику. Крива такве врсте је генерализација геодези­
ске линије Рима нова простора, јер уопштава прву од наведених 
њених особина. . 

Аутопаралелна линија афина простора ј е такође једна гене­
рализација геодезиске линије Рима нова простора, јер уопштава 
другу од наведених особина. Наиме, аутопаралелна линија афина 

• • 
простора Је она крива тог простора дуж КОЈе се вектор тангенте 

паралелно помера, при чему се паралелизам Levi-Civita односи на 
l<онексију тог простора. 

• 

• 
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У треЬој глави се изводи веза између вектора прве кривине~ 
у односу на околни простор, криве која припада потпростору и 
њеног вектора парагеодезиске кривине. За криве простора Vn • 

који је смештен у потпростору V т Риманова простора V, изводи 
'се релација између вектора парзгеодезиске кривине криве, кад се 
она посматра као крива потпростора Vm простора V, и вектора· 
парагеодезиске кривине криве кад се она посматра као крива пот­

простора VN околна простора V/. На основу. те везе, генералишу 
• 

се неки познати ПОЈМОВИ и теореме, као например, нормална кри-

вина простора, Еиlег-ова формула, Меusпiег-ова теорема, итд. 

У четвртој глави генералишу се појмови и теореме изведене 
у другој и треЬој глави, у правцу у коме је Вiапсhi, појмом здру­
женог вектора, генералисао вектор прве кривине криве. 

У току излагања користе се ознаке L. Р. Е i s е п h а r t -а: Rie­
mаппiап Geometry [4Ј и С. Е. W е а t h е r Ь Ц r п-а: Riеmаппiап Оео­
metry and Ље Tensor Calculus [22Ј, а приликом излагању у афином 

. простору ознаке L. Р. Е i s е п h а r t-a: Nоп-Riеmаппiеап Оео­
metry [3]. За нове појмове уводе се и нове ознаке, што се нагла­
шава на одговарајуЬем месту. 

Испитивања у другој, треЬој и четвртој глави чине предмет 
моје докторске дисертације која је, под насловом »Парагеодезиске 
криве и парагеодезиска кривина кривих потпростора Рима нова 
простора", одбрањена 10-VI-1955 г. на Природнооматематичком 
факултету Свеучилишта у Загребу. Та испитивања се овде износе 
у нешто збијенијој форми, али су истовремено осветљена, акомо-
дирана и допуњена претходним резултатима овог рада. Ј 

Глава 1 

- ПАРАГЕОДЕ3ИСКИ ПРОСТОРИ СМЕШТЕН И У ПОТПРОСТОРУ 

РИМАНОВА ПРОСТОРА 

• 

1. ПРЕТХОДНЕ РЕЛАЦИЈЕ. - Нека је Риманов простор Vm са 
координатама УЈ' (р.= 1, ~, ... ,т) и првом основном формом a"V dy)J. dyV­
смештен у Риманов простор V/ са координатима za: (a=I,~, ... , 1) и 
првом основном формом Ca:fJ dza: dzfJ. УКОЛИКО друкчије не буде 
наглашено, грчки индекси !Ј-, V, 'Х., 1t,p узимају вредности од 1 до т;: 
грчки индекси ((,~. у, 8 узимају вредности од 1 до 1, а латински 
индекси, р, q и r . вредности од т + 1 до 1. Ако су меТРИ,ке оба 
простора позитивно дефИlIитне (што Ьемо увек претпостављати у 
току излагања), метрички тензори ова два простора задовоља-

• • • 
ваЈу релацИЈе 

(1.1) ajlV";'" СЩЈ za:,)J. zft.v , 

при чему запетd испред индексз означава коваријантно диферен­
цирање у односу на метрику потпростора V т!' 

Нека су Nr I а: контраваријантне компоненте система од 1- т 
јединичних, узајамно ортогоналних, вектора нормалних на V Ш' Оне 

• • 
задовољаваЈУ релацИЈе • 

, 
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·Ј 
Разлика је само у томе што, уместо С h r i s t о f f е l-ових симбола 
друге врсте који фигуришу у изразу за вектор геодезиске кри­
вине криве, овде имамо коефицијенте једне конексије, која је дефи-

• 
нисана у односу на дату праволиниску конгруеНЦИЈУ. 

Крива површине, чији је вектор релативне кривине, у свакој' 
тачки, нула вектор, има особину да је њена главна нормала· Ьна 

.' . 
права дате праволиниске конгруеНЦИЈе простора КОЈа пролази кроз 

уочену тачку површине. Такве криве звапемо Uарагеодезuскuм 
• 

нривама површине у односу на праволиниску конгруеНЦИЈУ про-

стора. . 
у специјалном случају,. кад је праволиниска конгруенција 

• • 
управна на ПО врши ни, вектор релативне кривине Је вектор геоде-. 

• • 
зиске кривине криве, а парагеодезиска Kpl4Ba Је геодезиска ЛИНИЈа 
површине. Према томе, парагеодезиска крива је генерализација 

• 
геодезиске ЛИНИЈе површине у том смислу што њена главна нор-

о • • . 

мала припада ПРОИЗВОЉНОЈ праВОЛИНИСКОЈ конгруеНЦИЈИ простора, 
•• •• 

уместо конгруеНЦИЈИ КОЈа Је нормална на уочену. површину. ~ 

11 

у овом раду наставља се са генерализацијама особина Рима­
нова простора које се добивају посматрањем овог као потпростора 
неког другог Риманова простора. Та уопштавања се врше у оном 
'смислу у коме су то радили С. Е. S Р r i п g е r и R. s. М i s h r а, 
задржавајупи се, специјално, на генерализацији оних величина које 
jt', за криве на површини . тродимензиона Еуклидског простора, 
увео V. О. Grove r6]. 

у првој глави се дефинишу и испитују парагеодезиски про­
,стори који су смештен и у потпростору V т qколна Риманова про­
cTopaV/. Ови простори су генерализација тотално ге6дезиских 
простора Риманова простора у том смислу што вектор нормалне 

• 
кривине, за произвољан правац, НИЈе више нормалан на потпро-

стору V т' веЬ је тангентан на криву ]{онгруенције која припада 
околном простору V/. Такође се изводе разне релације које су 
задовољене за парагеодезиске просторе а које су ген~рализација 

• • 
·аналогних Једначина КОЈе важе за тотално геодезиске просторе. 

Следеhе три главе посвепене су детаљном испитивању јед-
о' • • • 

ног спеЦИЈалног случаЈа парагеодезиског простора: случаЈа кад Је 
•• • • 

таЈ простор Једнодимензиони, ТЈ. кад се своди на криву потпро-

'cTopaV т околна простора V/. Таква крива се дефинише K~O пара­
rеодезиска крива потпростора V т околна простора V/. 

у другој глави се, после дискутовања особина парагеодезиских 
кривих које следе из, у првој глави, изведених особина парагео-

• 
дезиских простора, показуЈе да су парагеодезиске криве аутопа-

ралелне линије афина простора· који је везан одређеном конекси­
јом. Затим се дефинише вектор парагеодезиске кривине и пара­
теодезиска кривина произвољне криве потпростора. датог Риманова . 

. простора и изводи низ релација између ових величина с једне' 
-стране и прве кривине,векторе прве кривине'У односу на околни 

простор, унион кривине и вектора унион кривине, с друге стране. 

, 

• 

• 
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Но, ако се VN посматра као потпростор околна простора V/, 
онда су 

-
(1.l0) {Ј)ХI/ј=Саf!zа.iјЛ'ХIf!+[уО,~]сzу'iZ&.ЈNхlf! 

компоненте његова тензора друге основне форме у односу на V/, а 

(1.11) 
- - д2 Za . а 
H ,a_~'''I,Nla_. + iJ -.t.J ..... х iJ х - , , 

х дх' дхЈ i3 У с 
zf! 'ZY ,-

о I f 1 
1 

Za / 
• • • 
IЈ g 

јесу компоненте његова тензора прве кривине у односу на V/. 

Ако је Уn тотално геодезиски ПОТ простор у односу на V т' 
онда је {J)aliJ=O "\а свако а ([4], стр. 184). Из (1.9) следи да је 
тада тензор ћи)l прве кривине простора Уn у односу на Vm • 
Једнак нули. 

Ако је Уn ' тотално геодезиски ПртПростор околна простора - . . 

V/, онда је (Ј)хl;;=О за свако х. Из (1.11) сл~ди да је тада тензор 
Hij а прве кривине простора Уn у односу на простор У/ једнак нули. 

Обележимо тачком и запетом (;) испред индекса генералисани 
:коваријантни. извод ([22], § 69). Тада, генералисаним коваријантним 
диференцирањем релације 

• 
( 1.12) za, i=Za,!,- у!'-. t , 

у односу на хЈ, добивамо 

.. (1.13) 

Како 
• 
Је 

• 

дzа 
( а) ,!,-

Z ".'= ,-, • ,Ј дхЈ 
za yV 

, '1t .Ј, 

а . 1t 
Zf! 11 Z У '-

~y .г .1 P.V 
• 

,о, с обзиром на (1.12) и чињеницу да су у-они функције х-ова, ' 
имамо 

дzа !'-
( Za 11)., = • yV, + 

• г .1 дуV .1 
а zf! 11 ZY v yV Ј -
~y . г , , 

Za yV, 
.1r .Ј' 

p.v 
• 

ТЈ· 
, д2 Z а 

( Za ) - + 
,!'-;Ј - ду!'-дуv У v , 

• 1 • 
p.v , 

Међутим, 
, 

zf!"zY'v-
.г • 

p.v 
• • 

ла отуда следи да Је 

Према томе, једначине (1.13) се могу написати у облику 

(1.14) za ;/ј - Y!'-;i;za.!,- + zaj}lvy}l.iyV,i • 
• 



• 
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(1.2) caIlN'lazll.}l=O 

(1.3) Саll Nrl aNp 111 = ff,., 
• 

где су бi Кrопесkеr-ови -симболи, који имају вредности 
• 

Р О за р Ф Г, 
б, = 

1 за р = г. 

Посматрајмо сад Риманов простор Vn који је смештен у пот­
простору Vm Риманова простора V/. Нека су xi џ= 1,2, ... ,п) коор­
динате простора VN И нека је његова прва основна форма gij dx i dxi 

позитивно дефинитна. Тада је 

(1.4) 

(1.5) .. 

g,} = a}lV y}l.i уУ.} 

g'j=call za. i zfl,J' 
• 

При томе индекси i,j, k, 1 варирају од 1 до п; индекси а, Ь, С, d 
вајЈирају од п + 1 до т, а индекси х, у, z од п + 1 до 1. 

У потпростору Vm постоји систем од т - п јединичних, уза­
јамно ортогоналних, вектора Па l}l, који су нормални на VN И' који, 

• • 
стога, задовољаваЈУ Једначине • 
(1.6) 

(1.7) 

'. }1 V ",Ь 
a}lv Па I пь 1 = иа 

у околном простору V/, вектори Па lр. имају компонентне 

(1.8) 
• 

Дакле, у простору V/ постоји систем од 1- п јединичних, узајамнО' 
ортогоналних, вектора N" I а, који су нормални на Vn ' 

Функције Шаli]' такве да је ([4]. јед. (47.5» 

где су [1(')(, V]a Сhristоffеl-ови симболи прве врсте у односу на 
• 

основни тензор а}1У, Јесу . комrюнентне тензора друге основне 

форме простора V" у од.носу на простор Vffl , Компоненте ћ,Ј}1 тен­
зора прве кривине простора VN У 01НОСУ ИЈ Vm одређене су рела­
цијама ([17], стр. 276; [7]) 

(1.9) ћl}}! = ~Walij Па l}1= 
а 

+ 
VN а 

У" у'" '-, i Ј Ј 

1 
.. у}1, / , 
1/ g 

при чему су и 
1 

Сhristоffеl-ови симболи друге врсте у .. 
VIt а 1/ g 

односу, респективно, на метричке тензоре a}lv и g;]. 
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Кад је VN тотално геодезиски потпростор простора Vm , Walij=O 
за свако а, па релација (1.18) добива облик 

( 1.18') ~ w Је 1 ij е; еј N Је 1 а = ~ Q р I )1v у)1 , i У, Ј е; еј N р I а • 
л р 

Отуда следи: 

А/{о је VN тотално геодезиски йростор у односу на йотйро­
стор V т' НЈегов вектор нормалне кривине у односу на околни йро­
стор V/, У иравцу .ма ког вектора ei , нор.малан је на простору V т' 

Генералисани коваријантни извод јединичног вектора Па 1 )1 
нормале простора Vn ' дат је изразом ([22], стр. 170, јед. 30) 

( 1.19) 

при чему су функције 

антисиметричне по а и 9, тј. 

р.Ьа 1 i +р.аЬ 11 =0. 

Из (1.19) добивамо 

~na 1)1; i е ; 
= - ~ Ша';к gkj у,l ,ј е; + ~ ~ р.Ьа 11 NЬ 1)1 е' . 

а а а Ь 
~ 

Према томе, за тотално геодезиски простор Vn, имамо: 

(1.20) ~na 111; i еј 

= ~ .L џ.Ьа 1 i NЬ I )1 е; . 
а а lJ 

Ако је тотално геодезиски простор Vn хиперповршина про­
стора Vm , онда је а=l, а P.bal;=O, па се једначине (1.20) своде на 

П" . i е; 
= О, , 

тј. ([4], сТр. 183; [22], стр. 139): \ 

Нормале, у Vпi, тотално геодезиске хииерйовршине Vm - 1 јесу 
Паралелне у околном простору V т за сваки Правац хииерйовршuне. 

Тотално геодезиски простор окарактерисан је и следеЬом 
особином ([4], стр. 183): 

Ако је VN тотално геодезискu йотаростор uросmора 
је свака геодвзиСllа линија иотйростора VN геодезиска 
околна простора V m. 

• 

V т, онда 
• 

лиНИЈа и 

Посматрамо систем од 1- т конгруенција кривих у V/, које су 
такве да кроз сваку тачку пот простора V m пролази по једна крива 
сваке конгруенције. Нека су Ar1a контраваријантне KOM~OHeHTe је- ~ 
диничног вектора тангенте на криву конгруенције Ат, при чему 

--~--

• 



• 

• 
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- , 

Но, 
• 

za.;;j = L WxIij N"a. 
. х 

јесте тензор Н;ја. прве кривине простора VN у односу на простор V/; 

У1' .. - "" (" 1 о. П 111 
; I Ј - l.J UtJ ') " 

а 

јесте тензор hij Ј1 прве кривине простора уn у односу на простор 
Vm • а 

za. ;!lv = L Ор I J1"Np,a. 
р 

јесте тензор прве кривине простора Vm у односу на околни про­
стор V/. Дакле, релација (1.14) може се написати у облику [7] 

( I . I 5) Н'ј а. = 11'111 za.. 11 + Н Ј1" а. У Ј1 .1 YV,j , 

ИЛИ, што је исто, у облику 

(1.15') LWxIUNx1a. = LШа l;јnа l Ј1 zа.,11 + ~OPl!lvyJ1.1 yV.jNp1a.. 
Х а р . 

Из једнакости (1.15'), с обзиром да су Nx, а. компоненте си­
стема од 1 - п независних вектора, следи 

( 1. 16) 

(1.17) 

• • 

Ша. I ii = Ша. Ilj 

Релација (1.15), односно (1,15'), успоставља везу измеђУ тен­
зора прве кривине, у односу на околни простор V/" И тензора прве 
кривине, у односу на потпростор Vm , простора VN • Она показује 
да се тензор прве кривине простора' \-'" у односу на V/ може по­
сматрати као збир два тензора, од којих је један нормалан а други 
тангентан на простору V т' Овај последњи је, у СТЮРif, тензор 
прве кривине простора V п у односу на простор V т' али посматран 
из околна простора V/. 

о 

Ако су еј компоненте јединичног вектора простора Vn> онда је 

L WXI1! е l е ј Nxia. 
Х 

вектор нормалне кривине простора Vn' У правцу вектора е ј , а у 
односу на простор V / . Из (1.15') следи да су вектор нормалне 
кривине простора VN у односу на V1 и вектор нормалне кривине 
простора Vn у односу на Vm , везани релацијом 

(1.18 ) L;;X I Iј еl еј Nx I а. == 
Х 

= L Ша,;ј е l еј Па I 1'- za.. Ј1"': L Ор, 1'-\1 yl'-. 1 YV. j е ј еј Np I а.. 
а р 

• 

о 

~O 
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цивине у ОДНОСУ иа Просi11ор V Ј, У Правцу .ма /СОГ Belli110pa еј , 1l0ЛU­
неаран са Be/Ci110poM i11aHreni11e оне /Сриве /СонгруенцијеЛГI' /Соја Про­
лази /Суоз уочену i11a Ч/СУ , "јесше, йо дефи/iицији, йарагеодезuс/Си йро­
Ci110P у ОДНОСУ на /Соигруеоцију Л'I' йоi11liросшора Ут Ри.манова 
upoci11opa VJ • • ~ 

. . 
Из ове дефиниције следи да, ако је V п парагеодезиски пот­

простор простора Ут , његов вектор нормалне кривнне у односу 
на' УЈ , задовољава услов 

(2.1) SrJ ~ Шх1iј еј е ј Nxl C1. = ЛгlС1. 
" 

за свако еј . при чему је Srl параметар који треба одредити. С об­
зиром на (1.18) и (l.~l), услов (2.1) може се изразити у облику 

(2.2) 

(2.3) 

• 
ТЈ· 

(2.4) 

Sr I ~ Шаliј е ј еј n al)1 ZC1. ,f1 + ~ Ор: )1\' уl'- ,1 yV,j еј еј Np,C1. 
.а р 

Ако (2.2) помножимо са СС1.11 zlI, V И сумирамо по а, имамо 

Srl ~ (ЈЈајјј еј е ј Па, '1 a)1v= Trll'- ai1V , 
а 

Sr Ј ~ Юа , јј ei еј Па·Јр. = Тгl )1· 
а 

• 

Множењем релације (:2.2) са СС1.11 N qlll и сумирањем по а, до- . 
бивамо 

(2.5) 

што можемо написати у облику 

1 О I х ух' у" . ei е ј 
_ = q V " .1 

S'I Lq'l 
(2.6) • 

Релација (2.6) показује да у тачкама парагеодезиског простора VN . 

однос 

(2.7) Oq,"" ух. i yV" 0PJXV ух.; yV,j 

L q'l L pr I 

не зависи од избора нормале NplC1. простора V т. 
. 

После замењивања пара метра Sr, из (2.5) у (2.4), имамо 

L qrl ~ Wallj n ali1 - Qq\XV УХ,ј YV,j Т,јЈ1 е ј еј=О. 
а 

. 
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индекс г фиксира конгруенцију у систему од [- т конгруенција које 
пролазе кроз уочену тачку потпростора V т. Вектор са компонен­
тама ЛГI а. у општем случају, није нормалан на потпростору V т, 
па се, стога, може изразити у облику 

(1.2 Ј) 
,О 

где су TГI'" контраваријантне компоненте вектора потпростора Vm. 
Вектор Trl'" такође, у опщгемслучају, ниЈе нормалан на потпро­
стору VN простора V т, што значи да се може написати 

(1.22) Trl'" = t'll У"'.; + L [аг 1 Па I р., 
а 

при чему су trl l контраваријантне компоненте вектора који припада 
простору Vn. Према томе се, у свакој тачки потпростора Vn, век- ' 
тор Лгl а конгруенције може изразити у облику 

ЛГI<Х= t'll Za.1 + L [аГI Па 1 Ј.! za. l, + L Lprl Npl<X, 
а " 

или, с обзиром на (1.8), у облику 

(1.23) 

• 
тако да Је 

, (1.24) 

ЛГI<Х = t'll Z<X.1 + L Lxrl Nx1a 
х 

• 

с обзиром да су ЛГI<Х компоненте јединичног вектора, из (1.21) 
следи да је интензитет вектора ТrI'" дат изразом 

( 1.25) 
• 

Ако са 0pГl обележимо' угао који граде вектори ЛРlа и Nr1a, опет 
из (1.21) налазимо да параметри L prl задовољавају релације 

Lpr:=cos 0 prl . 

Исто тако, из (1.23) налазимо да је 

gij tr1
i tr1 j = 1 - L L%x" 

1< 

интензитет вектора t,,'. а параметри Lxrl задовољавају релациЈе 

cos ср Хгl = Lxrl , 

при чему смо са СРхгlобележили угао који образују вектори Л'I а 
И Nx1a. 

2. ПАРАГЕОДЕЗИСКИ ПРОСТОРИ. - ПОШUРОСii10Р Vn uросшора 
V т, који има особину да је, у свакој Шачки, његов векШор нормалне 

• 



• 
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тј.: А1(О је Vт тотално геодезиС1(и иотпросшор околна просшора 
V/, йарагеодезиС1(и иошпростор простора V т је шотално гоодезиС1(и 
у односу на Vт • . 

Ако је V т простор са неодређеним линијама кривине, онда 
је ([4], стр. 179) 

у том случају једначине (2.10) добивају облик 

Oql [ат 1 
gtj, Wa I јј = --

L qr I 
• 

т 

па ако ставимо 

Oq I [ат I w а 1 -- = -
L qr 1 

• 
т п 

имамо 

W a 1 
Walij= -g'j, • • 

п 

што значи да је и потпростор Vn простор са неодређеним лини­
јама кривине. Дакле: 

• 
А 1(0 је V т Просшор са неодреljеннм линијама 

.и lbегов иарагеодезиС1(и иоширосшор' - Просшор 

1(ривине, онда Је 

са неодређенин. 
• 

лиНИЈа.ма 1(ривине. 

3. I<ОВАРИЈАНТНИ извод ЈЕДИНИЧНОГ ВЕК ТОРА НОРМАЛЕ 
ПАРАГЕОДЕЗИСКОГ ПРОСТОРА. - Генералисани коваријантни извод 
коваријантног вектора Па 1'1 јединичне нормале простора Vn , У 
односу на Vт , дат је изразом 

дпа Јџ 
Па I у;ј = д хј - P.V Па l:к уЈЈ. • i , • 

што можемо написати и у облику 

х 

p.v 

Како је, с обзиром на (1.22), 

ТТI Х Паl:к=ах" ТТI Х Паl"=а:к", (trl i yK.t+.L [Ьтl nbl
X) nal"=larl, 

ь 

• 
то претходну релаЦИЈУ можемо изразити и овако: 

{3.1) дпа Iv 

д х ј p.v 
ОчlЈЈ.У Т х 

- 'l 
L qr 1 

:К ЈЈ. Oql ЈЈ.У 1 ЈЈ. . 
Па I У • ј = Па I џ;ј + а' I У .1' 

L qr I '. 

. . 
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. 

Како, према дефиницији, ова релација мора бити задовољена заl 
произвољни јединични вектор ei • простора уп' то мора бити 

(2.8) Lq, 1 L Шаlij nal )1-0qlнV Y%,i yV,jT'1 )1=0. 
а 

Ово су парцијалне диференцијалне 
простора VN пот простора V т Рима нова 
конгруенцију кривих А, l' 

• 
Једначине 

простора 

парагеодезиског 

Vt у односу на 

Из дефиниције следи да, ако је VN парагеодезиски простор· 
у односу на конгруенцију А, 1, вектор А, 1 <х је нормалан на про­
стору Vn ' тј. t,li=O. Према томе, у тачкама парагеодезиског про­
стора Vn , вектор T'I)1 се изражава у облику 

Т, I )1 = L [аг 1 Па 1 }Ј. • 
а 

Огу да следи да се једначине (2.8) парагеоде~иског простора VN 

могу написати у облику 

(2.9) 

То значи: ако је VN парагеодезиски потпростор простора Vт у 
односу на конгруенцију Аг 1, онда је у свакој тачки простора V п' 
задовољен услов 

(2.1~ 
• 

Кад је конгруенција А, l <х нормална на прщ:тору Vт , тј. кад 
је T'I )1=0, једначине (2.8) се своде на 

(2.11 ) (Ј)а I /Ј = О за свако а. 

Међутим, то је ([4], стр. 184) потребан и Д~BoљaH услов да VN• 

буде тотално геодезиски потпростор просторо V т' Дакле: 

ПарагеодезuсICU иростор је једна генералuзацuја тотално гео­
дезасICОГ иростора. 

Из свега што је изложено у овом параграфу следи да пара­
геодезиски простор генералише следеhу особину тотално геоде­
зиског простора: тензор прве кривине таквог простора, у односу 

на околни простор V/, нормалан је на ПQТПРОСТОРУ V m' Заиста, 
. вектор нормалне кривине, у односу. на Vt , парагеодезиског про­
стора, није нормалан на Vт , него је тангентан на криву дате кон-· 
груенције Arl, која пролази кроз уочену тачку простора Vт • 

. . 

Ако је V т тотално геодезиски потпросгор простора V/, онда, 
је Oql )1v=O З8 свако q, па се једначине (2.~) своде на, 

за свако а, 

• 

• 
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. k' Qql)J.v 1 )Ј. ~ 
- OOa'ik gJ у)Ј..ј ар.у + а r I У . i + ""'P.bali nblv' 

L qrl ь 
nalv:i = 

После множења ове релације са aV" и сумирања по v, имамо 

• 
ТЈ· 

'k " "" OQ IJ1V 1 U 'k . аУ" Пф:i= -ооаl,kgЈ У"'.ј uJ1 + L aII у' ,1 gJ .yv. k у" ,ј + 
, (}, I 

или 

a~" п i - -alV: -

. 

+ аУ" ~ Ј1.ЬаЈј n~l" 
ь 

Најзад, множењем са ablt • и сумирањем по 1t, добивамо 

. 

Ако су еј контраваријантне компоненте јединнчног вектора 
простора Vn , онда ковзријантни извод вектора Пи l 6 У односу на 
конексију Г"Ј1У, а у правцу вектора еј , има облик 

nOl8 :i е
ј 

= - '''1' _Oql)J.vyJ1. IYV,kl )eigiky" ··а + 
""'o,k а. I .Ј 6" 

L qrl ; 

Отуда следи да је 

-~ еј gJk у" . а + .Ј 8" 
а 

+ L L P'bol' еј П; 11;· 
а ь 

. Ако је VN парагеодеЗИСI<И простор, из претходне 
с обзиром на (2.10), добивамо 

• 

(3.6) 

, 
Једначине, а 

Релација (3.6) је генерализација аналогне релације (1.20) која 
важи за тотално геодезиске просторе .. 

• 



• 
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Ставимо 

(3.2) Qql J1 I1T х 
- r I . 

Lqrl 
р.:. - ')(. 

J1v V .р. 

ФОРМУJIе за трансформацију Сhristоffеl-ових симБОJIа друге 
врсте ГЈЈасе ([4], јед. 7.14) 

при чему су 
р 

(jt' 

р , ду8 _ 

са ду'Р 

Сhristоffеl-ови симБОJIИ друге врсте у коордииа-

тном систему у' . . Како су Oq I J1v И Т, 18 компоненте тензора, одно­
сно вектора, а Lq,l су скаJIари, то се веJIичине F~v трансфориишу 
овако 

'Р ду" 8 дуЈ1 дуV . д2 у8 
Г = Г + , 

,,! ду'Р J1v ду'" ду'! ду'" д у'! 
(3.3) 

где су Г~~ веJIичине оБJIика (3.2) у односу на координатни си­
стем у'Р. 

Из једначииа трансформација (3.3) СJIеди да су веJIичине 

r~v коефицијенти конексије неког афиног простора, а из једначина 
(3.2) да су то коефицијенти ~иметричне конексије. Из (3.2) такође 
СJIеди да ова конексија зависи како од конгруенције 1.,1 кривих, 
тако и од избора нормапе N q!ft на потпростор V т. 

Ако генераJIисани коваријантни извод у односу на коиексију 

F~v означимо са две тачке (:) испред ИllДекса, реJIација (3.1) се 
изражава у оБJIИКУ 

• 

OqlJ1V 1 Ј1 
na:v:i = nal'·; 1 + о'Ј У .1' 

Lqrl 
(3.4) 

Међутим, за генераJIисани коваријантни извод контраваријантне 
. компоненте llajJ1 јединичног вектора нормапе, имамо (§ Ј) 

• 
па како Је 

• 
то Је: 

Замењивањем веJIичине naiv; ј из OB~ једначине у (3.4), до­
бивамо 

!I Зборник Математичltог института 
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Ако је конгруенција Л" нормална на потпростору Vm тј. ако 

је f,II=O, онда је, с обзиром на (1.22), тгlР-="LlагlnајР-. У том се 
- . 

случају једначине (4.1) своде на 

уР- .јј + 

• 

р. 

ve 

="L Ша IIJ -

• 
ТЈ. на 

(4.4) уР- ,Ij = - ~и уе. , уи, Ј + ~ 0/ а Ilj па 111 , 
а 

при чему је г~ v конексија (3.2), а 

(4.5) 

Коваријантним диференцирањ6М релације (4.4) по х", добивамо 

д 
y"'.ljk= - ду" r~v уе. , y".k У".ј - Г~y уР; II<Yv./ - rrp уе. 1 yP;jk + 

+ "L o/all}.k nal'" + L о/а Ilj Па 1}J..k' 
а а 

одакле, с обзиром на (4.4) и на ([4], јед. (47.9» 

у". k Па 1 и + L JJ.6alk nbl}J. , 
7tV Ь 

следи • 

д 
yP-.//k = - ду" r~vy8.1 уи. ј Yn. k -Г~и (-r:n уе. IYn.k + ~%llkna IР) уи.} 

-Г~p ( - г~" YV. J y".k+ L %I/k Па 1 Р) у8./ + L % IIJ.k Па jP-+ 
а а 

+ "L о/а I IЈ (- Ша Ilk glt УР-. ! -

тј. • 

д . 
У}Ј. Т}Ј. уе уи "+гР- гР У е v п гЈЈ. ~,I. Р и .111<= - ду" ev .ј .ј Y.k PI' 81f .ј У .; У .k -:- PV~'I'a I/k Па I У.ј 

+Г~p г~" у8,/ YV,j уп. k·- rrp ~Чtа Ijk Па 1 Р /. (+ ~1j.ra 11}.k Па l}l-
а а 

-~tallj Wallkg/t y}l.t -
а 7tV 

-_._._----_. 

I 
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. Из (3.6) следи да у тачкама парагеодезиског простора V п, 

израз ~ nale:1 e l не зависи од нормале N ql" на потпростор V т' а т.a~ 
а 

КОђе ни од конгруенuије Лгl' . 

Ако је парагеодезиски простор VN хиперповршина околна 
простора Vm , онда је а=Ь=l, и }1Ьа!I==О, па се једнакост (3.6) 
своди на 

(3.7) 

тј.: Нормале, у V~ iiарагеодезuске хuiiерliовршuне Vm-1 паралелне 

су, у односу на конеlCсuју T~y, у ОICолном простQРУ V т'за све Правце 
хuli.ерli.овршuне. ' 

Ово ТВРђење је генералsвација теореме која се односи на па­
ралелизам нормала тотално геодезиских хиперповршина (§1).,1 

4. OAUSS-OBE И CODAZZI-JEBE ЈЕДНА ЧИНЕ ПАРАГЕОДЕЗИСКО.~ 
ПРОСТОР А. - С обзиром на значење генералисаног коваријантног 
извода, једначине ([29], стр. 163 јед. 5,) 

yf1;I} = LWa llJ na lf1 
а 

и овако: могу се из разити 

д2 ур. 

дх ј дхј 

h 
- .' yf1. h + 

11 • 

}1 е,. ~ f1 
У • I У .1 = ~ (Џа Ilj п" 1 • 

8V а 

Ове, пак, једна чине можемо написати у облику 

(4.1 ) 

h 
- .. yf1. h + 

1/ €V 

г\ е V 

= L (Џа 1 ;) Па 1 f1 -
>.Z-qlеVУ.1 у./ 

L Т, I f1. 
qr 1 

Лева страна ове релације је геиералисани коваријантни извод у - а, 
при чему се диференцирање у простору Vm врши У односу на 
конексију (3.2), тј. 

д2 ур. h }1 Q 
(4.2) yf1:Ij= yf1. h"+ 

9.1 ev т f1 уе yV. - - L r I t 1 • Ј дх ј дх} 
.. 
1/ €V qr I 

• 

На основу (4.1) и (4.2) имамо 

. ~ Qqlevy8.i yv.1 т f1 
yf1:ij = ~ (Џа 'јј Па! f1 - L ' r I , • 

а qr I 

одакле следи да је, за парагеодезиски простор Vn , задовољенуслов 

(4.3) yf1:/j=O • 

• 

• 
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при чему је Rhijk Риманов tензор простора Vn , то се (4.6) може 
написати у облику 

у\1, t gth Rhi}k = вр. 1tBV yB,1 yV,} y1t, k + ~ (0/ all}, k - o/allk,}) nalP. + 
а 

(47) + ~ (0/ а I.k Ша 11; - ta II} <.Оа Ilk) gll ур., t + • 

а 

+ ~ ~ (0/ а I I} р.Ьа I k - 0/ а l' k р.Ьа и) Па 1 р. + 
а Ь 

+~~ 
Oql:rrv Oql1tV 0/ а II k L yv, Ј Па ,1t - 0/ а Ilj L y1t, k Па 1 V [Ьт 1 NЬ 1\1 

а Ь qr 1 . qr 1 

Множењем релације (4.7) са ар.р п, 1 р и сумирањем по 1-", добивамо 

а\1Р BP.1tBVyB ,1 yV,J y;t,k Пс , р +o/cll} ,k-o/tlil"j+ 

+ ~ (0/ а "Ј р.са 1 k - 0/ а 1 i k I-"ca I ј) + 
а 

+ ~ (о/а 1 Ik yV,} Па 11t - о/а II} y1t, k Па I v) ~ql1tV [ат 1 =0. 
а . qr 1 

(48) 

Ако релацију (4.7) помножимо са а\1Р УР,т' И сумирамо по р., 
имамо 

gmt gth Rh/}k =,ар.р ВЈЈ. 1tBV У В, i yV,j y1t ,k уР ,т + 

• 

ТЈ· 

(49) 

+ ~ (о/а I'k Шаllj - о/.I l и Ша /Ik) g/t glm' 
а 

Rmilk = ар.р В р. 1tBV У В, 1 yV , Ј у" ,k уР ,т + 

+ L (о/аl'kШаlтЈ-о/аl;јШаltnk)' 
а 

Лако је видети да су једначине (4.9) и (4.8) трансформисане 
једначине Oauss-a односно Codazzi-ja ([4], јед. (47.11) и (47.12» 
и да се своде на њих кад је конгруенција А.т, нормална на про­
стору Vm, тј. кад је поред IТI'=О још и iarl=O. 

Ако је простор VN парагеодезиски у односу на конгруенцију 
А., ј, вектор 1.т '1 а је нормалан на простору Vn ' Стога за тај про­
стор важе једначине (4.8) и (4.9). Но, парагеодезиски простор 
задовољава услов 

за свако а. 

Стога се, за парагеодезиски простор VN' једначине (4.8) и (4.9) 
своде на 

(4.1 О) 

(4.11 ) 

ар.р В\1 :rrBV ув, 1 yV,j y1t , k NС I р = О 

Rmiik = ар.р BJ1 1tBV уВ, 1 yV,} уп' k уР, т' 

Дакле, једначине (4.10) су Codazzi-јеве, а једначине (4.11) 
Oauss-ове једначине парагеодезиског потпростора Vn Риманова про­
стора Vm • 
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Како је тензор Ш"liЈ друге основне фррме симетричан с обзи­

ром на индексе i и ј, то из (4.5) следи да су и величине 0/"11) симе­
тричне у односу на i и ј. Стога је 

• 

}1. _}1- д }1_ д }l }1 р_ \l Р 
У .IJk У .lkJ - ,дуv Гетr дyтr F ev + FpvFeтr Гpтr Fev УВ. 1 У".ј yтr. k 

+ ~ 0/" I ik 
а 

Ако ставимо 

8}1 _ д Г 1Ј. _ д 
тrev - д ел д yv yтr 

Г}1 г}1 гР г}1 гр 

ev + pv eтr - pтr e~ 

• 
и приметимо да Је 

јер је, по претпостаiщи, конгруенција Агl нормална на Vn (тј. јер 
је trl i = О) то имамо 

у}1 .lik - у}1 ,Ikj = 8}1 тrev уе,/ yV,j у" .1< + 1': (o/"llj,I< o/"!ik.j) n"l}1 
а 

(4.6) 
• 

Међутим, како је ([4], јед. (47.10» 

у}1 ,Ijk уЈ1 .rkJ = уЈ1, t gth Rh/jk, 

• 
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Једначине (1.15~), тј. једначине 

(5.2) ~ ШХ 1;) Nx i а = ~ Ша "ј Па, Jl za ,јЈ. + ~ Ор 1јЈ. v уУ, / УУ. ј N" 1 а, 
х а р 

које дају везу између тензора прве кривине простора Уn у односу 
на околни простор У/ И тензора прве кривине простора V

N 
у односу 

потпростор V т могу се написати у облику 
г-l 

~ШХliiNхlа = ~ оо.,'/ј Паl Jl Za,Jl + ~ Ор IJlv yJl,/ уУ.} Np 1 а + 
х а р=1 

(5.3) 
1 

+ ~ Ор 1 Jl v yJl, / yV,j N р I а + ОГ I Jl V };Jl, / уУ,ј N, 1 а , 
р=г+1 о о 

• 
при чему смо из збира издвојили г-ту нормалу. 

Сличним поступком се вектор л, 1 а, помоhу 
може изразити у облику 

• 
релаЦИЈе (1.21), 

г-l 1 о 

Л q 1 а = Tq 1 Jl za, Jl + ~ Lpq I Np I а + ~ L pql Np I а + L rq I Nr 1 а, 
р=1 р-г+l о 

одакле следи 

г-l 1 
(5.4) N 'а _ 1 

'1 -
оо Lrqj 

Лq I а - Tq I Jl za, Jl - ~ Lpq I Np, а - ~ Lpq 1 Np ,а • 
р=1 о=г+l 

Заменом N, ј а из (5.4) у (5.3) добивамо 
г-l 

~ Шхl ij Nx 1 а·':"'" ~ Ша Ilj Па ,}1 za, Jl + ~ Ор, Jlv yJl,i уУ.} Np1 а + 
х а р=1 

1 

+ ~ Ор 1 Jlv yJl,1 УУ.ј Np i а + 
р=г+l 

г-l 1 + О, 1 !1У у!1, / УУ,ј 

L rq I 
Лql а - TqISz".s - ~ Lpqj Np,a -~ LpqlNpla 

р=1 p=rtl 

што се може написати о у облику 

~ _ ~ ОГ, 8уу8. ; уУ,ј 
kJ Шхl/ј Nx I а = kJ Ша '/ј Па' Jl - L' 
х а ,rq' 

(5.5) 
• 

О 1 yJl. уУ . г-l + г Jlv • 1 .) л а + ~ О у!1. уУ . N ,'" + 
L 

q 1 kJ р I Jlv ,1 ,) Р 
rq I р=1 

1 о Q "~ yJl/o уУ . г-l 
~O Jl V N а r ,...v , .) ~ L N а + kJ р I Р-у У • / У • ј р , -: ' L о ,О о о' .kJ pq , р 1 -

р=г+l rq 1 р=1 

Q yJl.yv·1 . 
rlJlv .1 ,1 ~L N а 

-. kJ pql р 1 • 
L rq 1 р=r+l 

Оо 

• 

• 

, 

• 

• 



• 

• 

Парагеодеэиски простори и парагеодеэиске криве 135 
• 

Приметимо да се, за тотално геодезиски простор Уn Рима­
нова простора Ут , Codazzi-јеве и Gauss-ове једначине изражавају 
у облику 

-

где су Rpтrsv компоненте Рима нова тензора простора Уn у односу 
на околни простор V т • 

5. ТЕНЗОР ПАРАГЕОДЕЗИСКЕ КРИВИНЕ ПРОСТОРА. - Ако за 
произвољни простор Уn' који је смештен у потпростору Ут Риманова 
простова У/, услов (2.8) није задовољен, у свакој тачки простора 
VN можемо посматрати величину . 

fl Qq 18V уг, i yV,j 
Па 1 - L 

qr I 
(5.1) м fl ij = ~ Ша I ij 

а 

Т, 1 fl. 

Тензор Mfl'j' одређен релацијо~' (5.1), -!Ј,ефинишемо као Шензор 
uарагеодезиСf(е «ривине uросшора V п У односу на конгруенцију А, l' 

Како, у опште м случају, однос 

Qq 1 еу уе,; YV,j 

L qr 1 

зависи од нормале N q 1 а потпростора Ут , то потпростор VN има, 
у свакој тачки, 1 - т тензора парагеодезиске кривине у односу на 
конгруенцију Аг I . 

Из напред изложеног следи да парагеодезиски простор VN 

можемо дефинисати и на следеhи начин: 

Парагеодезиски иросШор је оној uросшор liоШliросШора Vm 
Риманова liРОСШора У/, чији Је. ШеН80Р uорагеодезиСf(е «ривине, у 
свакој ШаЧf(и, за сваку нор.иалу Np I а uоШUросШора· V т' нула Шензор 

Јасно је да је тензор пар)геодезиске кривине простора VN 

једна генерализација његова тензора прве кривине. Наиме, кад је 
конгруенција Аг I а нормална на простору V т' тј. кад је. Т, I fl = О, 
десна страна релације (5.1) своди се на 

а то је тензор hij ј1. прве кривиttе простора Vn у односу на VM , 

Из релације (5.1) .одмах се види да је тензор парагеодезис ке 
криви не тотално геодезиског простора Уnдат изразом 

М . fl':'" _ Oqlev уе,; yV,j т fl 
'} - r I • 

L qr I 

• 
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Ако је, пак, посматрани простор VN тотално геодезиски у 
односу на простор V/, из (5.6), на основу (5.1), следи 

М/ј Ј1 ztt . Ј1 = -

• 
ТЈ· : 

Тензор Парагеодезuске IlpUBUHe простора' Vn ' Iloju је тотално 
геодеЗUСllи у односу на простор V/, посмйтран из околна простора 
V/ има вредност 

_ О, I sv У ~,,~..YV·l Л q I а. 
L rq I 

. 
Глава 11 

ПАРАГЕОДЕЗИСКЕ КРИВЕ ПОТПРDСТОРА РИМАНОВА ПРОСТОРА 

6. ПРЕТХОДНЕ НАПОМЕНЕ. У претходној глави посматрали 
смо простор VN који је смештен у простору V т Риманова про­
стора V/. Претпоставимо сад да је 11 = 1. Тада се VN редукује на 
криву С потпростора VтРиманова простора V/; уместо координата 
xi простора Vn ' сад посматрамо лук s криве С, а Сhristоffеl-ови 
симболи у односу на метрички тензор gij једнаки су нули. Стога 
релација (1.9), која одређује теН30р прве криви не простора Vn у 
односу на Vm , добива облик 

(6.1) 
d 2 Ј1 qJJ. = _ У . + 

ds2 

dy" 

'itV ds 

dy" 

ds 
, 

а то је вектор прве кривине криве С: уЈЈ. = уЈ1 (s) У односу на пот­
простор Vm ([4], § 20). 

-
Релација (1.11), која одређује тензор Hij tt прве кривине 

простора VN у односу на околни простор V/, своди се на 

(6.2) 
а dzfJ dzY 

ру ds ds' 

а то· је вектор прве кривине криве С у односу на околни про­
стор V/. 

Из свега изложеног је јасно да је једнакост ([4], јед. (48-4» 

(6.3) 
dyV 
-=-- N I tt ds р , 

• 



• 
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Претпоставимо да је задовољен услов, (2.7), тј. услов 

Oq I p-v уР- • i YV. J _ Ор \ р-џ УР-. ј YV.J 
- • 

LPT I 

Тада се релација (5.5). своди на 

т q I р- z<x. р- + 

1 т-I Q I yP-. у" + ~ о I уl1 у" N <х _ ~ р Р-џ • I .} 
~ р!1у • I • Ј Р I ~ , 

р=г+l , р=l Lpql 

1 Q )l v 
_~ qlP-vУ.;У·ЈL N <х 
~ pq \ р I , 

р=г+1 L pq I 

одакле, после скраhивања, добивамо 

(5.6) L ~x ';} Nx I <х = L Ша I ;} Па I р- -
х а 

ОТ I еџ ув.; уЏ.} 

. LTq \ 

Q в v -+ TIBvY.;Y·J A <х 

L q I • 
rq \ 

Релација (5.6) показује да се, под условом (2.7), тензор прве 
кривине произвољног простора VN у односу на околни простор V, • 
може изразити помоhу тензора пара:геодеэиске кривине простора 
V~ и вектора Aq I <х дате конгруенције. 

Кад је конгруенција Ат I нормална на I V т. тј. кад је Tr I р- = О, 
из (5.6) се, опет користеhи релацију (2.7), добивају једнэ:чине (5.2). 
Отуда следи да релација (5.6) генералише, под условом (2.7), рела­
цију (5.2) у том смислу што се, уместо нормала простора V т. посма­
трају тангентни вектори конгруенције Ат I . , 

Ако је посматранц простор Vm парагеодезиски, онда је (§ 2) 

-, 

па из (5.6) следи да се тензор Нј} <х = LWx ';} Nx I <х прве кривине 
парагеодезиског простора VN у односу на простор V" изражава у 
облику . 

Н- a'Or\BvyB.iYV.},\ <х 
Ij = L .l\.q I • 

rq I 

• 

• 
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О' dyS _dyv 
dy~ plsv ds ds 

aJ1~ гl1 ds = - ---;---­
Lp,l 

dyS 
- Т, 'е ds ' 

, 

Према томе, вектор унион кривине је увек управан на тан-
гентном вектору криве. . 

Ако је конгруенција А" нормална на потпростору Vm , из 

(1.21.) следи да је тада Т, 111 = О. Стога се једначине (6.4) унион 
кривих своде на једначине ql1 = О, тј. на· диференцијалне једначине 

геодезиских линија потпростора Vm , а једначине (6.5) одређују 

вектор геодезиске криви не криве с.1 

7. ПАРАГЕОДЕЗИСКЕ КРИВЕ. У § 2 дефинисали смо парагео­
дезиски простор VN који је смештен у потпростору Vm Риманова 
простора V/. Ако је п = 1, такав простор се своди на криву, коју 
ћему звати uарагеодезиском кривом потпростора Vm Рима нова про­
стора V/, у односу на конгруенцију кривих А". 

Из дефиниције парагеодезиског простора, с обзиром да се, 
. за п = 1, вектор нормалне кривине uроСШора Vn , У односу на околни 
uроСШор V/, своди на векШор прве кривине криве С у односу 
на V/, имамо следеhу дефиницију парагеодезиских кривих: 

Крива i10Шuросшора V т за коју ie, у свакој Шачки, векШор йрве 
кривине у односу на околни uросШОР V/, КОЛU1lеаран. са векШоро,," 
Шан.ген.ii1е оне криве конгруенције Ат, која uролази h:рОЗ уочен.у ii1ачку 
ЙОii1uроСШора, јесШе uарагеодезиска крива UОlUUроСШора· V т У одн.осу . , 
на KOHrpyeHqUJY ATI. 

С обзиром нЗ' ову дефиницију, у свакој тачки парагеодезиске 
криве потпростора V т' задовољен је услов 

Аг ,« = Sr, 1]«, 

при чему је Srl параметар који треба одредити. 

За п= 1 диференцијалне једначине (2.8) парзгеодезиског про­
стора VN добивају облик 

(7.2) 

тј. облик 

(7.3) . 

. dyS dyV 
Lqrl qJ1 = Oqlsv ds ds TT'~ 

dyS dyV 
°qlsp ds d 

11 STI1=O q - ---::-----,1 , 
Lqrl 

• 

• 

• 
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која даје везу између вектора прве кривине криве С у односу на 
околни простор V/ И вектора прве кривине те криве у односу 
на пот простор Vm, специјализирана релација (1.15), односно (1.15') 

. У случају кад је простор Vn једнодимеНЗИQНИ. 

Ако је у свакој тачки криве С заДОВQљен услов ql'- ~O, С је 
геодезиска линија потпростора Vm ; ако је, пак, С геодезиска линија 
околна простора V/, онда је, У свакој њеној тачки, ча =0. . 

о 

Крива потпростора Vm , чија оскулатор"а геодезиска површина 
садржи, у свакој тачки, вектор А, 1 а тангенте на криву конгруен­
ције која пролази кроз ту тачку, зове (е унион крива потпро­
стора V т У односу на конгруенцију А, l' Дgференцијалне једначине 
ових кривих гла(:е (13]: о 

(6.4) 

• 
при чему Је 

о 

dy€ dyV 
Lp,1 ql'- =Ор I€v -----

ds ds 

задовољен услов 

.. dy" dyl'-
Т, 1 f1 ~ r IJ I 11 ds' . ds 

, 

dy€ dyv dy€ dyV 
Ор 1 €. -d--;' ds О -~--

q 1 еу ds I ds 
-

Lpr I L qr I 
• 

о 

За произвољну криву С потпростора 
• 

вектор ЧИЈе су 
• 

контраварИЈантне компоненте 
о 

(6.5) 

dy€ dy" 
О ---

р ! еу ds Js 
гр. = q f1 - ____ -;--___ _ 

L pr I 

, dy" dy!l 
TII'--TI"-_-~ 

r ,'. ds ds 

јесте веКй10Р YHUOIi кривине [11] криве Су односу на конгруен­
цију кривих l_, 1. Интензитет вектора гр. је УНI10Н кривина криве С 

о • 

у односу на конгруеНЦИЈУ кривих Лr l' о 

dy" 
QU11 . ..:-, 

ds 
Множењем релације (f.5) са и сумирањем по р. до-

бивамо 

dy€ dyV 
О .~ 

d " pl€Vds ds 
= а11n: ql1 у _ 

r- -d7s- ---сL;-----prl 

или, с обзиром на 

. dy" 
Щtn: ql1 ds = О 

dy" dye dyl1 dy11 ) 
Т, I 11 ds af111" - af1" Т, I € ds ds ds 

и 
dy" 

ds 
= 1, 

• 
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једначиие (6.4) унион кривих се редукују на.једначине· (7.2) пара­
геодезиских кривих. Стога: 

. Парагеодезиске криве liОIШiросшора V т су сliецијални случај 
. унион кривих иошliросшора V m • ,ј 

Како су q}1 контраваријантне компоненте вектора прве кри­
ве криве у односу на V т, једначине (7;3) се могу изразити у облику 

dy8 dyV 

I-L dy8 dy'~ = Q_q_,e~v._d_S ___ dS_ Т,,)1 , 
е. v ds ds L qr ) 

одакле следи да су то диференцијалне једначиие другог реда. 
Према томе, а с обзиром на то што систем (7.3) садржи т је.дна­
чина, интеграција тог система одређује 2 т констаната. 

С друге стране" из једначина (7.3) следи да јединични вектор 
тангенте парагеодезиске криве потпростора V т задовољава услов 

• 

• 

dyv 
a)1v 1,,}1 =0, 

ds 
(7.5) 

тј. тангента парагеодезиске криве је управна на вектору T,il'. Јед­
начина (7.5) даје један услов за 2 т констаната. Дакле, интеграција 
система (7.3) даје 2m - 1 произвољних констаната. Те константе се 
могу одредити помоhу т координата тачке Р на кривој и помоhу 
т компонената јединичног вектора у правцу криве у тачки Р. Но, 
тај правац није потпуно произвољан, веЬ је ограничен условом 
(7.5). Стога кроз тачку потлростора Vm не пролази у сваком 
правцу парагеодезиска крива, као што је то случај са геодезиским 

• 
ЛИНИЈама и унион кривама, но важи теорема: 

Ако даша конгруенција кривих 1." није нормална на V т' кроз 
сваку шачку liошПросшора V", у сваком Правцу локално Еуклид :ког 
Просшора Еm - 1 који је нормалан на векшору Т,,"", liосшојu йО једна '. 
liарагеодезиска крива у односу 'на дашу конгруенцију кривих 1.г l' 

Ако је потпростор Vm површина, тј. ако је m=2, локално 
Еуклидски простор у горљој теореми је једнодимензиони, па по­
стоји само један правац кроз уочену тачку потпростора V2 у коме 
постоји парагеодезиска крива. Отуда, као последицу претходне 
теореме, имамо: 

Ако даша конгруенџија кривих 1.,1 није нормална на V:a, кроз 
шачку иошliросшора V2 Риманова liросшора V/ liосшоји само једна 
liарагеодезискй крива у односу на дашу конгруенцију кривих л,). 

Приметимо да површина тродимензиона 
стора задовољава услове последње теореме 

тачку површине тродимензиона. Еуклидског 

Еуклидског про­
и да, стога, кроз 

простора пролази 

• 



, 
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при чему се услов (2.7) своди на услов 
• 

, 

dy8 dyV dy. dyV 

(7.4) 
Oqlev ds d; °1'18v ds d; 

- • 
Lqrl Lprl 

Према томе, (7.2), односно (7.3), јесу диференцијалне једна­
чине парагеодезиских кривих потпростора' V т Риманова ПРОСТОl?а 
V/. Оне се могу извести и из услова (7.1), аналогно поступку КОЈИ 
је примењен у § 2. • . 

Ако је [=m+ 1 (тј. ако је Vm хиперцовршина ОКQлна Рима­
нова простора Vд систем (7.3) садржи т једначина, а то је потре­
бан број једначина које одређују криву хиперповршине V т' . 

Ако је [> т + 1, број т (l- т) једнач~на (7.3) је веnи од m' 
1 1 dy8 dyV . 

Али релација (7.4) показује да размераОРlеv не зависи од 
L qrl ' ds ds 

избора нормале на потпростор V m' Према томе, једначине (7.3) су, 
• 

за исто р. и различито q, идентичне, па йх, стога, и у случаЈУ 

[>m+l има m. 

Кад је конгруенција /..rl нормална на потпростору V т, тј. кад 

је T'I J1 ~ о, једначине (7.3) се своде на једначине qJ1 = О, а то су 
диференцијалне једначине геодезиских линија потпростора V т' Пре-

• • 
ма томе, парагеодезиске криве су, у спеЦиЈалном случаЈУ, геоде-

зиске линије; другим речима: . 

Парагеодезиске криве су једна генерализација геодезuскuх 
• 

ЛUНUjа. 

Та генерализација се односи на ону особину геодезиских линија 
• • • • 

према КОЈОЈ Је вектор прве кривине геодезцске ЛИНИЈе потпростора 

V т, у односу на околни простор V" норм~лан на потпростору V т' 
Наиме, за парагеодезиске криве потпростоlра V т, тај вектор је, у . 
свакој тачки, тангентан на криву дате конtруенције.' . 

Ако је V т тотално геодезиски потпростор, тј. ако је OqlJ1V = 

= О за свако q, једначине (7.3) се опет сврде на једначине qJ1 = О. 
Стога, као специјални случај одговарајуЬе теореме за парагеоде­
зиске просторе, имамо: 

Ако је V m liiоliiално геодезuскu llошllроСliiор околна llросшора 

• 

V" ~арагеодезuска крива lloliillpocliiopa V 111 је 1Ьегова геодезuска . 
ЛUНUjа. 

Кад је конгруенција /..'1 таква да је.вектор T'I J1 управан на 
• • 

тангенти криве, ТЈ. кад Је 

dyl1 
Tr lJ1 =0, 

ds 

• 
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• 

о 

Диференцијалне једначине (6.4) унион кривих пот простора V m 

могу се написати у облику 

• 

р. 

ev 
OqlSVT " 

- r I r 
d у& 

• 

d yV _ 

ds ds L qr I 

. - -

d уа d yV 
Oqlsv ds ds dy" dyP-
--~---T' .-=--

L qr I r " ds ds' 

или, с обзиром на (8.2), у облику 

(84) 

• 
где Је 

гР- dyS 
+ SV ds 

dyV dyP-
ds """Ч' ds ' 

dyS 
OqlBv ds 

Ч'=-----­

. L qr 1 

dyv _. 
ds dy" 

Т, 1" - - . 
ds 

Дакле, унион криве потпростора V т таКОђе су ауто паралелне 
линије афиног простора који је везан конексијом (8.2), но сада, лук -
криве није афини параметар. Пара метар s дефинисан једначином 

-
ds 
ds =С ехр 

dyS 
Oql6v ds 

dyV 
-

ds ------- dy!f 1 
т, 

I:rr: ds ds Ј ' 

где је С костанта, јесте афини параметар криве дефинисане једначи­
нама (8.4), па се, стога, те једначине коначно могу изразити овако: 

(8.5) . 
d2 уР- jl d у6 d}'" - + r 8V _. - =0. 
ds ds ds 

. . 

. Јасно је да ће једначине (8.3) и (8.6) претстављати исту криву -
онда кад је s=as+b (а и Ь константе), тј, кад је .идентички задо-

о 

вољена релаЦИЈа 
• 

dy8 dyV 
О 1 --

q 8\1 ds ds dy" . 
Т, 1'" = о. 

L qrl ds 

Међутим, 
• о h О dy8 dyV О 

таЈ услов Је, ако искључимо могу ност q 16\1 ~d-s ds ~ = , 

еквивалентан услову 

. dy'" 
1 r I " = о, 

as 

-_ .. _ ..... -



....... .IЈЈ '''''Ј. 

, 

1; 

8. АФИНЕ И ПРОЈЕКТИВНЕ ОСОБИНЕ nАРАrЕОДЕЗИСКИХ КРИ­
ВИХ. - Диференцијалне једначине (7.3) парагеодезиских кривих 
могу се написати у облику 

~8~V ~8~V 
Q , О, _--о--

q 8' ds ds d2 уll Р. dy8 JYcV q 8. ds ds 
q ll _______ т ,f1 == ---'-- + 1 - Т ,f1 

L qr , r ds2 EV ds d$ Lqrl т, 

• 

или у облику 

(8.1) 

при чему су 

(8.2) 

р. 

EV 

d2 yf1 !~ оу8 dyl' ' 
--=-- + 1 8'1 _.- = О, 
ds2 ds ds ' 

Qq:8. т '~ . 
L г" 

qrl 

dy8 dyV 
-'---- =0, 
ds ds 

• 

коефицијенти симетричне конексије коју смо дефинисали у § 3. 

Једначине (8.1) показују да су парагеЬдезиске криве потпро­
стора V т Риманова простора V/ аутопаРG\лелне линије простора 

који је везан симетричном конексијом rr., при чему је s афини 
параметар аутопаралелне линије. Стога можемо реnи: 

l' 

Парагеодезиска крива иоmиросmора V лt окаракШерuсана је осо­
бино.м да се њена Шангенша iiаралелно по.мера дуж криве, при че.му­

је iiаралелиза.м дефинисан у односу на си.меiflричну конексију rr .. 
, 

. Једначине (4.3), које важе за парагеодезиски простор V п , ре 
дукују се, за случај парагеодезиских кривих, на облик 

(8.3) 
dy1'­

ds 

dyv 
--'-- = О 

,и ds 

где смо, као и у Глави Ј, са две тачке испред индекса означили 
генералисано коваријантно диференцирањ~ у односу' на конек­
сију (6.2). 

Лако је видети да су једначине (8.1) ~ (8.3) парагеодезиских 
кривих, као и особине ОВИХ КРИВИХ Koj~ Следе из тих једначина, 
непосредна генерализација одговарајуhих ,едначина, односно осо­
бина, геодезиских линија Риманова простора . 

• 
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qP- И Тг \Ј.1. у току даљег излагања, уколико дукчије не буде нагла­
шено, вектор парагеодезиске кривине (а такође и парагеодезиска • 
кривина) криве односи се на фиксирану нормалу Np\ff. потпростора Vm• '1 

Из свега изложеног, а на основу резултата § 7, следи:. 

Парагеодезиска крива, у односу на кон.груенцију Лг " i10iiШро­
стора V т .може се дефинисати као она крива ilотi1росшора V т' чији 
је векшор ilарагеодезиске кривине, у односу на конгруенцију Л, \, за 
сваку од l-m нор.мала i10Шl1росшора Vm , У свакој шачки, нула ве"Шор. 

. . 

с обзиром на особину (8.3) парагеодезиских кривих, вектор 
парагеодезиске кривине произвољне криве С може се изразити у 
облику 

(9.2) 
dyv 

• 
:v ds . 

Из ралације (9.1) непосредно се види да се вектор парагеоде­
зиске кривине крив~ своди на вектор прве кривине криве у односу 

на потпростор Vm , кад је конгруенција ЛГ I управнаН<I Vm • Дакле, . 
кад је ТГ\}З-=О, свих l-m вектора парагеодезщ:ке кривине криве се 

• • 
поклапаЈу, и Једнаки су вектору прве кривине у односу на пот-

простор V т .{ 

С друге стране, вектор wJ.1 парагеодезиске кривине криве је 

специјалан случај тензора M~ парагеодезиске кривине простора. 
Заиста, кад је простор V п једнодимензиони, тј. кад је г = 1, тензор 
M~, одређен релацијом (5.1), редукује се на облик (9.l), дакле на 
вектор парагеодезиске кривине криве. Исто тако се и предња 
тврђења овог §·а могу добити из одговарајуhих тврђења § 5 за n= 1. 

Приметимо да се, у случају кад крива припада површини која 
је смештена у тродимензиони Еуклидски простор, вектор парагео­
деЗиске кривине своди на вектор релатиВне кривине, који је дефи- . 
нисао В. Г. г р о в е [6]. 

Из релације (9.1) следи да се вектор Wtg) парагеодезиске кри­
вине геодезиске линије изражава у облику 

(9.:5) 
• 

а вектор 

облику 

(9.4) 

. . т ~l. dyE dy" 
W}З- _ r I а 
.(g)-- Lptl p\ev ds ds' 

прве кривине (у односу на V т) парагедезиске криве, у 

}1 Т.,}З- . dy6 dyv 
Q(lV) = L

pr
, °PI6V ds ds' 

• 
На сличан начин, из (6.5) и (9.1) добивамо да су 

dy6 
}З-. ар IBv ds 

r(w) = 
L pr I 

(9.5) 

dy" 
ds . dy" dyJ.1 

Т"" ~ --=--­
ds ds 

• 
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• 
контраваРИјантне компоненте векгора унион кривине парагеодези-

ске криве, а 

(9.6) 

dye dyV 
!1 _ Ор 1 еу ds ds dy" dy!1 

w(u) - - ------- Т 
L pr I г /" ds ds 

• 
конт.раваРИјантне компонентне вектора парагеодезиске кривине 

унион криве. 

Формуле (9.5) и (9.6) дају 
о 

једнакост 

'(111) + wfи> = О, 

што значи да је збир BeKlli.Opa унион кривине йарагеодезисне криве 
U BeKlli.opa иарагеодезиСllе HpUBUlle оне унион нриве која са уо чеl/О.А-t 
йарагеодезиском кривом има заједничку lli.aHreHlli.y, нула вектор. 

Релације (9.3) и (9.4) показују да су вектор парагеодезиске 
кривине геодезиске ~иније и вектор прве криви не парагеодезиске 
криве колинеарни са вектором Тг 1!1, а релације (9.5) и (9.6) пока-

о 

ЗУЈу да су вектор унион кривине парагеодезиске криве и вектор 

парагеодезиске криви не унион криве колииеарни са тангентом 

криве. V 
Ако од једнакости (9.1) одузмемо једнакост (6.5), доБИВЈМО 

w!1 - ,!1 =- Т, 1" r. 

L 
џр /еџ 

рг I 

dye dyV dy" dy!1 
--- , 

ds ds ds ds 
тј., према (9.6) 

• 

. Отуда: 
• 

Разлина BeKlli.opa йарагеодезиСl(е нривине нриве С и унион 
нривине криве С је BeHlli.Op. йарагеодезиСllе кривине оне унион криве 
која са кривом С има заједничку lli.aHreHlli.y. 

Као последица овог тврђења,следи: . 

Разлика BeHlli.Op uарагеодезuске ,крuвине криве С и ~eHe унион 
кривине је увек BeKlli.op који' је колинеаран са векшором lli.aHreHlli.e 
криве С. 

Обележимо са k lll парагеодезиску кривину криве С, тј. интен­
зитет вектора w!1, чије су компононте дате изразом (9. Ј). Тада је 

k~ = а!1Џ w!1 WV 

или, с обзиром на (9.1), 

2 
klll = а!1У 

Тг / !1 dy8 dy" 
L Ор /е" 
рг I ds ds 

, 
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-------------------------'----~ . 

• 
ТЈ· 

(9.7) 

dyS dy1C 
Qplsn -'---

2 ds ds 
kw = al'-v ql'- qv - 2 al'-V ql'- Т, 11' ---;---- + 

L p, I 

dyS dy1C 2 
ОРlеn ----

ds ds 
• , 

Ако са ~'I обележимо угао између вектора ql'- и 1'11'-, онда 
ј е, с обзиром на (1.25). 

(9.8) 
• D . . 

где је kg прва кривина криве С у односу на потпростор V т' тј. 

(9.9) . , 

• 

Замењујуhи (9.8), (9.9) и (1.25) у (9.7), добивамо за парагео­
дезиску кривину криве 

(9.1 О) 

• + 

• 

Ако је крива С парагеодеЗИСI<а, kw = О за сваку нормалу 
Np 1 ех, а cos~, 1=1 јер су .вектори Trll'- и q'l'- колинеарни. Стога из 
(9.1 О) следи да је, за парагеодезиску криву С. задовољен услов 

. . 
. . 

Ова релација се може добити и непосредно из (9.4). С друге 
стране, услов (2.1 О), који мора бити задовољен кад је VN парагео­
дез.ц<;.~И простољ .р.о9.ищ~.облик, преџод~е_ релације, кад је УП пара. 
геодезискакрива потростора V т' ' у.qдносу на конгруенцији А, l' 
., "'., 

. 

Упоређујуhи изразе (9.5) и (9.6), можемо реhи: 

Квадраш унион "ривине йарагеодезиске криве једна« је '{B'a~­
драl11У' йарагеодезиСfCе тсривине оне унион "риве тсоја са уоченом 
йарагеодезисfCОМ тсриво.џ има заједничfCУ ШангенШу. 

" . 

• 



• 
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Како је унион кривина ku произвољне криве С потпростора 
V т дата изразом 

2 2 ~ 2 f 1 dy8 dy" 
(9.11) k u = kg - 2 kg 1 - ~ Lprl Qpls" cos р, I + 

р Lp,l ds ds 
, , 

+ 
1 dy8 dy" 2 ,.~ 2 

-- Ор 'е:с 1 - ~ L"rl sin2 а, I 
Lp" ds ds р 

а, I угао између вектора Т, ,}1 и тангентног вектора 
• 

при чему Је 

криве С, тј. 

(9.12) 
dyv . ~ 2 -t 

aJlv Тг 1}1 = 1 - kJ Lpr I cos а, I , 
ds р 

то, с обзиром на (9.10), имамо 

(9.13) 
2 2 1 dyS dy:C 2 

kw - ku= ОРlе:с 1 
L prr ds ds • 

-~ L:r I cos2 аг I . 
р 

, 

Из (9.11) следи да за унион кривину геодезиске линије' kug имамо 

(9.14 ) 2 kug = 
1 dy8 dy" 2 . 2. 2 

- 0pIS" 1 - ~ Lprl SlO arl' 
L pr ; ds ds р 

• 
а из (9.10) добавимо 
k wg има облик 

да парагеодезиска кривина геодезиске ЛИНИЈе 

(9.15) 2 1 dy8 dy")2 ~ 2 
kwg = Ое" 1 - kJ L"rl • 

L рг I ds as I _ Р . 

На основу (9.13), (9.14) и (9.15) добивамо 

2 2 2 2 kw - ku = kwg - kug • 
• 

Из релација (9.14) и (9.15) такође следи 

k ug . 
---'=- = SIП аг I • 
k".g 

тј., однос унион кривине и iiарагеодезиске кривине геодезиске линије 
не' зависи од нормале N PI<X uросшора V'N' и једнак је синусу уг ла који 
векшор Т, 1J.l гради са шангеншним векшором геодезиске линије. 

10.' ПРОЈЕКЦИЈА ВЕК ТОРА ПАРАГЕОДЕЗИСКЕ КРИВИНЕ КРИВЕ 
С НА ВЕКТОРУ ПРВЕ КРИВИНЕ КРИВЕ С, НА ТАНГЕНТИ КРИВЕ.С 
И НА ВЕКТОРУ УНI10Н КРИВИНЕ КРИВЕ С. - 10 Обележимо са р 
угао између вектора wJ.l парагеодезиске кривине и вектора qJ.l прве 

. кривине (у односу на простор V т) криве С. Тада је 
, 

. .. ~, 

kgkw cos р = aJlv qJ.l 
т V dyS dy" 

V г I ~ q - ~~pI8", -- I 

Lprl ds ds 

• 
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• 
ТЈ· 

1 dy8 dyrr 2 1 

kw cos р = kg - L Ор. еп --'-- (1 - ~ LDrl)"~ COS ~Гl • 
рг; ds ds р 

Претпоставимо сад да је конгруенција 1.ГI таква да се вектор 
. Trl}1 може изразити као линеарна комбинација тангентног вектора 
'ПЏЏЈ:"Јt"' •• п ......... nп<t пп .... UnUI>UJ:(p Il'ПЯRР r. тј .. ла јр 

• 
ТЈ· 

a}1v Тг.}1 Тг.Џ = a~1 + k; b~1 • 

~ 2 2 2 2 1 - kJ Lprl = arl+ kg brl' 
р 

с друге стране, из (10.1) добивамо 

dyv 2 . 
аг ! ds + ЬГ, qV = kg Ьгl , 

тако да, с обзиром на (9.8), имамо 

~ 2 + (1 - kJ Lprl) cos {3г, = kg Ьг , , 
р 

Даље, из (10.1) следи 
• 

dyv dy}1 
a}1v Тг l}1 = a}1v (аг ! -- + 

ds ds 

. dyV 
Ьг 1 q}1) = а" , 

ds 

тако да, према (9.12), имамо 

Дакле, 

• 

~ 2 t (1 - kJ Lprl) cos аг! = аг, • 
р 

• 

(1 - ~ L;rl) (cos2 аг , + cos2 ~rl) = 1 - I: L ~г, . 
р р 

па Је, према томе, 

cos2 аг, + cos2 Ргl = 1 
• 

ТЈ· 

(10.2) 

Отуда следи да је услов (10.1) потребан да би релација (10.1) 
била задовољена. Но ми ћемо сад показати да је тај услови довољан. 
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у ту сврху посматрајмо систем од т уззјано ортогоналних вектора 
dyjJ. '. 
ds ' qџ., ~"!' 1 џ. ('t' = 3, ; .. , т), потпростора V m' Тада имамо 

(G, 'С-з' .. " т), 
. 

Пошто је Т г 1 џ. вектор потпростора V т' можемо га изразити 
у облику 

(10.3) 

Стога је 

+ЬГlqџ.+ ~ сгt',~r,џ.·. 
t' 

dyV 
ог I ds + 

ОДакле следи 

"'" L2 2 2 3 "'" 2 1 :-.?Ј prl :==Orl +kg brl + "" С nl' 
р т 

• 

Међутим, из (10.3) добивамо 

. dyv 
ог I -d- + Ьг , qV + ~ C't'1 ~t" v 

S т 
Оџ.v qjJ. т г 1 v = Оџ.v qjJ. 

што се, с обзиром на (9.8), СВОДИ иа 

1 - ~ L;rl 
ТЈ 

На сличан начин добивамо 

t 
Т 

COS ~г I = Ьг , kg • 

, 

• 

dyjJ. 
O"v' Т ,v = а ,.. ds г џ.v 

dyv 
orl ds + Ьгl qV + ~ С'ТI ет I v 

t' 
• 

ТЈ· 
t . 
т 

Из свега изложеног следи 

COS аг I = О, I • 

1 - ~ L;, I (COs2 аг , +COs
2 ~rl) = a~1 +k~b~" 

р 

• 
тако да Је 

2 k2 2 "'" 2 аг , + gbf1 + kI С тг ! 
т 

• 
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. Према' томе, да би релација {I 0.2} била задовољена, мора бити 
СГТ 1 = О за свако т. Отуда:. 

Поillре6ан и довољан услов да релација (10.2) буде задовољена 
јесш~ да се векшор Т r 1)1 може изразиillи као линеарна комбинација 
illeHreHillHorBeKillopa криве и векшора Праве кравине криве, Шј., важи 
релација (10.1). . 

, 

Ако је задовољен услов (10.2), пројекција вектора парагео­
дезиске криви не криве С на њеном вектору прве кривине, изра­
жава се у облику 

• 

(10.4) 
1 dy& dy~ 

k\o cos Р = kg - -- Ор 1 e~ - -'--
L pr I ds ds р 

1 
Т . 

slП аг I • 

. 

Међутим, десна страна овог израза је, под условом (10.1), т]. (10.2), 
унион кривина I<риве С, што следи из (9.11). Отуда теорема: 

Пројекција вектора ilараrеодезиске кривине криве С на ltJeHOM 
векШору Прве кривине је унион кривина криве онда и само онда 
кад је контруенција Лгl таква да се векшор Тг ,)1 изражава као 
линеарна комб ,нација fПaHreHillHor векшора криве и веltшора ltJefle 
ирве кривине, тј. кад је задовољен услов (10.1). 

. . . -

Услов (10.1) је увек задовољен кад је простор Vт површина, 
дакле кад је rn = 2 .. Стога, као последицу претходне теореме, 
имамо: ' 

За криву С, која ириПада поШиросШору V2 , ilpQjeKquja векШора 
ilараrеодезиске кривине криве на ltJeHOM векШору Прве кривине је 
увек једнака унион кривини криве С. 

ОдговарајуЬа теорема за криве 
Еуклидског простора, коју је извео 
дица последње теореме. 

на површини тродимензиона 

Grove, непосре.дна је после-
, 

20 Ако са d означимu угао који вектор парагеодезиске кри­
вине криве С гради са њеним вектором тангенте, имамо 

dyV 
kw cos d = а)1' w)1 = а)1' q)1-

ds 
• 

ТЈ· 

(10.5) 
1 dye d;r 

kw cos б= - ОрIВ1I"':"'- у 1-
L pr, ds ds 

. 

dy" 

ds 

. 
2 1 

~ Lpr1 т cos агl • 
р 

. . 

С обзиром (9.6), израз (10.5) се може написати у облику 

k\Q cos d = kwu , 

dyv , 
ds . 

где смо са kwu обележили парагеодезиску, криаину оне унион криве 
која са кривом С има заједничу тангенту. Стога: 
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Пројекција векшораr.парагеодезиске кривине криве С на шан­
геflши криве је иарагеоде.'1аска кривина 01lе унион криве која са 
кривом С, у уоченој mачки, има заједничху ШангенШу. 

. 30 Обележимо са \;[1" угао између вектора W11 парагеодезиске 
кривине и вектора r)l унион кривине криве С, при чему се и један 
и други вектор односе на исту конгруенцију 1.fI и исту нормалу 
Np,rf. потпростора Vm • Тада је 

kw ku С05 W ~ ар.у w)l г" = 

Т, ,)ldy6 d уЯ: . 
q)l - __ о о '6Я: -'--

L pr , р ds ds 

V 1 dye dуЯ: 
q - 0*" -'--

L pr , ds ds 
. . 

• 
ТЈ· 

k,v k" С05 W =' a)lv w)l wV + 
. . . 

dyP dyV' 
Т, ,V - Tг[p~-

ds ds 

ТГI Р г\ dy6 dуЯ: dyP dyv 1 dy6 dуЯ: dyV + ~"pI6'" -0-_ --''-. a)lv q)l - -0- 0Р'6'" -=-- a)lv Tr,)l , 
.1. pr,' ds ds· dsds L pr, ds ds ds 

што се, с обзиром на (9.12), може написати у облику' 
, ( 1 dy6 dy" 2' ,,2 . 2 

k", ku СО5 qr = k; - Орея: I (1 - kJ Lprl) С05 а". 
. L p" ds ds I Р 

После замене k; вредношhу коју даје једнакост (9.10), имамо 

(10.6) 

Но, десна страна ове једначине је, према (9.11), квадрзт 
унион кривине криве С, па се премв томе, (10.6) своди на 

(1 
k 
_и =С05 'У. 

k" . 

. Отуда теорема: 

Однос унион кривине и i1арагеодезиске KpUBUl/e криве С једнаlС 
је косинусу уг ла који граде векшор унион кривине и векшор иара­
геооезиске KpURUHe криве С, 

која се може изразити и на следеhи, начин: 
- , .. 

Пројекција вектора йарагеодезиске кривЈне криве С на fbeHoM 

векmору унион кривине једнака је унион кривини криве С. 

Вектор унион кривине криве С је увек ортогоналан на тан­
генти те криве (§ 6). Ако је конгруенција Л,I таква' да се вектор 
Trj)l изражава у облику (10.1), вектор унион кривине криве С је 

• 

-- ------
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колинеаран са вектором прве кривине криве, па је, стога, угао W 
између вектора пзрагеоitезиске кривине криве С и вектора унион 
кривине криве једнак углу р између вектора парзгеQдезиске кри­
вине криве и њеног воктора прве кривине (§ 10.1 О). Према томе, 
једнакост (10.4) и теореме које из ње следе последице су једна­
кости (10.6), тј. (10.7), односно, последице теорема које оне изра­
жавају. 

III. ПАРАГЕОДЕЗИСКЕ ОСОБИНЕ КРИВИХ 
ДОБИВЕНЕ ПОСМАТРАЊЕМ ИЗ ОКОЛНА ПРОСТОРА 

. 
. - • 

11. РЕЛАЦИЈАИЗМЕЂУ ВЕКТОРА ПРВЕ КРИВИНЕ КРИВЕ у 
ОДНОСУ НА ОКОЛНИ ПРОСТОР И ВЕКТОРА ПАРАГЕОДЕЗИСКЕ 
КРИВИНЕ КРИВЕ. - Ако је простор VN смештен у потпростору Vm 
Рима нова простора V/, онда је тензор Н;Ја, одређен релацијом 
(1.11). његов теНЗ0р прве криви не у простору Уи а М;Јџ., дефи­
нисан једнакошhу (5.1), тензор је парагеодезиске кривине про­
стора VN • у § 5 Смо показали да се између тензора Н;ја и Миџ. 
може, под условом 

(1.11) 
Оqlџ.v уџ.,; у",Ј 

L qr I 
• 

= 
Орlџ.v уџ..ј УУ.ј 

L pr I 
, 

успоставити релаЦИЈа 

( 11.2) Н .а _ М џ. za + Лqlа г\ I уџ.. уУ '} - ,}.џ. 'Io.~ q џ.у .! .Ј • 
L rq , 

Кад' је n= 1, тј. кад је VN нека крива С, једнакост (11.2) 
добива облик 

( 11.3) 

а услов (11.1) 

(11.4) 

А ,а . dyJJ. dyV 
па wџ. .. а + q о I -, = .... џ. q џ.у .- , 

облик 
• 

dyJJ. dyV 
Oq /џ.V ds ds 

L rq , ds ds 

dyV 

ds 
----~----= --~------. 

Lqrl Lpri 

Покушаhемо да релацију (11.3) изведемо непосредно. У ту 
сврху посматрајмо криву С:уџ. = уџ. (s), која припада потпростору 

dJJ. . 
Ут' Тада су у - контраваријантне компоненте јединичног вектора 

ds 

тангенте на криву С у 
dza 

односу на координате уџ., а 
ds 

-- ----

контрава-
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• 
РИЈантие компоненте истог вектора, само у односу на коорди-

нате za, • 
па Је 

( 11.5) • 

Унутрашњи извод једнакости (11.5) у одиосу на коиексију 

г~~, (§3) гласи 

---
dyv dy!l dyV dy!l 
-.:.-- = (za,!l ):У -=-- "",:,- + za.!l 

ds :v ds ds ds ds 
(11.6) 

d'za , 
:v ds 

при чему смо, као и у § 3, са две тачке обеnежили генераnисано 
коваријантно диференцирање у односу на конексију r~v. 

, , 

• 
Како су Za инваријанте с обзиром на трансформацију коор­

дината у потпростору Vm' ТО се израз (11.6) може написати у облику 

d2 Za dy!l dyV 
ds2 = (Za.I1):v -ds ds (11.7) + 

dy!l, dyV 
~,- Za.l1 • 

ds :У ds 

С друге стране је 

д е 01 
( а) а'" Pl1v 
Z .11 :v = -ду-; z ,!l- J1V za,8 + 

- L pr I 
т,$ га =Za + Opl!lv Т 18 Za r ,8 ,}lV L r ,8 

рг, 

Међутим је ([4], јед. (47.4) 

• 
па Је, према T~Me, 

• 

~ г\ N' а °P;I1V т 8 а 
~'~~pll1v р I +. rl z .8 
Р ,Lpr I 

• 

Сменом (za,I1):v 
ром иа (11.5), 

из ове једначине у (11.7) добивамо, с обзи-
• 

(11.8) + 
а dzfJ 

~y ds 

dzY 

ds 
-, 

~ dy!l dyv Т, I е dy!l dyV dyl1 
= ~ 0plI1V . Np1a+ ----','--Орlџ,v --~ za,s+ ds 

р ds ds Lprl ds ds 

dyv 
~-гa f1' 

:V ds ' 

Ако претпоставимо да важи услов (11.4), 'постоји једнакост 

, 
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па се (11.8) може написати у облику 

d2 za а dz~ dZI 1 dyJ.l dyV 
-- + -- -- = -- DplJ.lv . (TrIB 

ds2 ~y ds ds Lpr I ds ds 
za. B + ~ Lprl Np,a ) + 

Р 

( 
dYJ.l) vdyv + za J.l 
ds : v ds • 

(11.3) 
1 dyJ.l dyV 

I}a = wJ.l za.J.l + DplJ.lv --=-- Аг,а. 
L ргl ds ds . 

Релација (11.3) показује да се вектор прве кривине криве у 
односу на околни простор, под условом (11.4), може раставити на 
компоненту која је тангентна на потпростору, а која је вектор 
парагеодезиске криви не криве, и на компоненту у правцу вектора 

• 
кангруеНЦИЈе. 

Последице једнакости (11.3) су: 

1 о Ако је конгруенција Аг , нормална на потпростору V т, тј. 

ако је TrlJ.l = О, конексија Г~I се, према (3.2), своди HaChristo­
ffel-ове симболе друге врсте у односу на метрички тензор потпро-

стора, а л.гlа на L Lprl Np,a, па се, стога, (11.3) своди на облик: 
Р 

I}a = 
dy" (Ју" 

as ds 

Међутим, то је позната релација (6.3) између вектора првих кри­
вина криве у ОIlНОСУ на околни простор и у односу на потпростор 

коме та крива припада. 

Према томе, једн'аllосm (11.3),је, П0Д условом (11.4), уоi1шшена 
релацuја (6.3). 

• 20 Кад је околни простор V/ Еуклидски простор, 
вектора прве. кривине криве С у односу на околни 

• 
реДУКУЈУ на 

d2 Za 
1')а = , 

ds 2 

па се релација (11.3) може написати у облику 

• 
+ 

1 dyB dy" 
-- DplBV -"-- . л.'lа . 
L рг: ds ds 

компоненте 

простор се 

Ова је, пак, релација непосредна генерализација· једнакости коју 
је, за криве на површини тродимензиона Еуклидског простора, 
дао О. Grove [6]. 

30 Ако је . wJ.l = О, релација (11.3) се своди на 

1 dyJ.l dv" 
СЈа = L рг, °plJ.lv -d; ds Ar,a, 
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одакле следи ова, још у § 7 изведена особина парагеодезиске 
криве: 

ВеlCтор прве ICривине. у односу на ОlCолни просiIiор, Парагеоде­
ЗUСlCе ICриве ПоiIiПРОСiIiора Vm у сваlCОј iIiаЧlCи је колинеаран са веlC­
Шоро.м тангенте оне ICриве дате lCонгруенције A,I, lCоја uролазu 
ICроз уочену iIiачку. 

• 

12. ВЕКТОР ПАРАГЕОДЕЗИСКЕ КРИВИНЕ КРИВЕ D ПРОСТОРА 
УП КОЈИ ЈЕ СМЕШТЕН У ПОТПРОСТОРУ Vm РИМА НОВА ПРОСТОРА V/. 
Посматрајмо сад произвољну криву D: хl = хј (s) простора Vn , 

који је смештен у потпростору V т Риманова простора V/. Вектор I)a 

прве кривине КРИl}е D у околном простору V/ одређен је рела­
цијом (6.2), вектор q'f1 њене прве кривине у односу на потпростор 
V т дефинисан је релацијом. (6.1), а вектор рј такав да је 

(12.1 ) 
.d2 х ј i 

р' = + 
. ds2 jk 

dx i dx" 

ds 'ds 

вектор је прве кривине криве D у односу на простор Vn • 

Вектори рј и q'f1 су везани релацијом 
~ 

( 12.2) 
. dx i dxi 

q'f1 = р' y'f1. i + ~ (]Јаllј nal'f1. 
а ds ds 

• 

Ако D посматрамо као криву потпростора V т простора V/, 
онда су (§ 9) 

(12.3) 

компоненте њеног вектора парагеодезиске кривине. Но D можемо 
посматрати и као криву потпростора VN простора V/. У том слу­
чају, за компоненте вектора парагеодезиске кривине криве D, у 
односу на исту конгруенцију 1.'1' имамо 

. 

(12.4) . . t'l i - dx l dxk 
v' = р' - (]Ј l' • г' .1<1'. d d 

L..Xrl S S 

. . 

с обзиром на (12.2) и (1.22), једнакост (12.3) можемо напи-
сати у облику . 

dx/ 
ds 

dxk 

ds ' 

. , 

• 



158 Милева Првановиh 
• . • 

• 
облику ТЈ· У • 

wJl = 
. trl

i ~ dxI dxk 

yJl. + р' - L Рlе. уе,I YV. k -
ds ds 

.1 

рг' 

- ~ple. уе.I yV,k dx I dxk 

+~ [аг' ПаЈЈ! , Wal/k -
Lprl ds ds а 

• 
ш то се. с обзиром на (1.17) и (1.24), своди на 

trl i - dxI dx k 

yJl,,' + (12.5) wJl = pi _ Wpl/k 
. Lprl ds ds 

• 

~ple. уВ. ! yV . dx l dx k 

+~ 
• k 

lаГI Wal/k - -- ПаI Jl · 
['РГI ds ds 

Како индекс х узима вредност од п+ 1 до 1, а индекс р од тn+ 1 
до 1 (§ 11, то се за одређену нормалу NpJ f1. потпростора V т, прет­
ходна релација, с обзиром на (12.4', може коначно написати у 
облику 

(12.6 ) 

. , 

W!l = vi уЈ! . 
,1 +~ 

а 

Отуда следи: 

Wal/k -

• 

dx l dxk 

-- -- ПаЈ Jl • i 
ds d.<; i 

ВекПiОР iiараrеодезиске кривине криве D, над се D йосмашра 
. к..ао крива iiОПiiiросiIiора V т околна йросшора V/, може се расiIiавиПiи 
на две комионенше: једну која је Пiангенiiiн.а н.а V" и која је векшор 
iiараrеодезиске кривине криве D кад се D iiосмаПiра као крн.ва йоlll­
iiросПiора V п околн.а йростора V/, и другу која је нормална на 
iiоiIiiiро{:Пiору V m' При томе се оба вектора односе на исту кон­
груенцију Л/Ј и на исту нормалу Np ,f1. потпросторз V m' 

Наведимо следеhе последице једнакости (12.6): 

1 о Ако је конгруеиција Лгl нормална на потпростору V т' онда 
је Тг,Ј! = о, па се вектор . wJl , према (12.3 \, своди на вектор qJl прве 
кривине криве D у односу на V т . Но ако је Т"Ј! = о, из (1.22) 
следи да је . такође t'J i = О И 'агl = О. Стога се у овом случају, 
према (12.4). вектор vi реду ку је на векторрi прве кривине криве 
D у односу на Vm , Према томе: 

Ако је конгруенција Лгl lIормална на iioliiiipociIiopy Vm , релација . 
(12.6) се своди !la релацију (12.2), што значи да Је (12.6) једна 
генерашзација iiознаiIiе релације (12.2). 

20 Ако је конгруенција ЛГ ' нормална само на потлростору ~'n' 
тј. ако је само !,/ =0, уместо (12.6) имамо 

Wa/lk -
~p'e. ув./ YV. k 1 

агl 

ОО 

dx l dxk 

- -- na,Jl. 
ds ds 
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Но, кад је trl i = О, из (!).1), на основу (1.22), следи да за компо­
ненте тензора м,/,Ј. парагеодезиске кривине простора Vn , имамо 

-
Q . у8 у" рlеч· ,1 .k 1 

L 
аг/ 

рг/ 

па /Il , 

што значи да. се (12.7) може изразити у облику 

wll = р' у)Ј. i • 
ds 

30 Ако је за криву D зздовољен услов w)J. = о, из. (12.6) 
следи да тада мора бити и vi =0, а у правцу криве је 

12.8) Јаг / 
. dx/ dx k 

-- == о, 
ds ds 

• • а 

Отуда СJlеди: 

Ако је D йарагеодезиска крава кад се она Посматра као 
крива йотиросшора V т простора V/, онда су сви векшори vi Пара­
геодезиске кривине криве D у односу на йростор Vn , а с ·о6зиро.и 
на оне нормале uоmйросmора V tI које су нормале и потйростора 
Vm , једнаки нули, а у Правцу криве је задовољен услов (12.8). 

40 Ако је v' =0, релација (12.6) добива оБJlИК 

~ Qp/8V у8. ј У" ј Ј 
w)J. = kJ Шаliј - L аг/ 

а рг/ 

(12.9) 

тј.: Вектор йарагеодезиске кривине у односу на V т простора V / , 
iiарагеодезиСlCе криве iiоiйЙРОСiйора V tI простора V/ t н.ормалан је на 
простору V п I и изражава се у облику (12.9). 

. 

Да би за сваку криву D за коју је vi = о, било и Wl t = о, 
мора бити 

Ша/iј - за свако а .. 

Упоређујуhи овај услов са једначинама (2.10) видимо да је он 
задовољен кад је V п парагеодезиски простор потпростора V,N 
Риманова простора V/. Дакле: , 

Свака йарагеодезиска крива йарагеодезисlCОГ простора Vll I 

ноји је смештен у потпросiйору V т околна Риманова простора V/, 
јесте Парагеодезuска и кад се йосматра као крива потпростора V", 
околна простора Vi • 

Ова особина парагеодезиских простора 
добро познате особине тотаJlНО геодезиских 
стр. 183). 

. . 

• • 
Је генерализацИЈа 

простора (§ 1 ; [4] 

-
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~ 
Из (12.6) следи да • 

Је за сваку криву парагеодезиског простора 

. w)1 = vi уl1 " . . , 
тј.: А1СО 1Срива D uрuПада uарагеодезиСllОМ простору уп , онда је 
1Ьен ве1СШОР йарагеодеЗUС1Се 1Сривине у односу lla V m простора V1 у 
исти .4ЮХ ве1Стор Парагеодезuске 1CpUBUlle у односу на V п простора 
У1 при чему се овај Послед1ЬU Посматра из просшора V т • 

И ова теорема је генерализација аналогног тврђења које важн 
за прве кривине кривих тотално геодезиских простора. 

50 Корисrеhи (12.6) добивамо да су парагеодезиска кривина k\o 
криве D у односу на V т простора У1 и парагеодезиска кривина k'l 
криве D у односу на УП простора У1 везане ре.лацијом 

2 2 ~ 
k w = kv + """ Шащ-

-- --' --- . 
ds ds ds ds 

13. РЕЛАТИВНА КРИВИНА ПОТПРОСТОРА VN • у § 12 смо 
показали да се вектор парагеодезиске кривине криве Q, кад се 
она посматра као крива потпростора V m околна простори Vn , може 
раставити на две компоненте: једну која је тангентна на уп , И 
која је вектор перагеодезиске кривине криве D кад се она посматра 
као крива потпростора УП околна простора V 1 , и другу која је 
нормална на поrпростору Уп ' Испитивања која смо спровели у 
глави IIмогу се у потпуности применити и на вектор vi парагео­
дезиске кривине криве D кад се она посматра у потпростору У" 
околна простора V1 , тј. на тангентну компоненту вектора w1'. У 
овом параграфу посматраhемо ону компоненту вектора wl1 која је 
нормална на поrпростору уп , тј. компоненту .' 

(13.1) ~11 = ~ Wa/lk _ Oplsv уе,l YV.k lаг/ dx
1 

dx
k Па /11 • 

а Lpr/ ds ds 

Вектор (13.1) назваhемо ве1Стором релативне 1Сривине uотпростора' 
у односу на Ilонгруенцију лг /, или кратко веllторо.м релативне Ilри­
вине liотпростора Уп' Као што се види из (13.1), тај вектор не 
зависи од· избора т - п јединичних, узајамно ортогоналних, вектора 
nа / 11 потпростора V m који су нормални на, уп , али зависи од избор'а 
нормале Np,tt потпростора V m' 

(13.2) 

Обележимо са 1 интеtiзитет вектора ~p .. Тада је, према (13.1) 
" Rл/ . " 

. 1 г\ l' у • 
~.tp/l1v У ,ј У ј 1 

-- = ~ Wa/I; - аг/ 
R\/ а ,Lpr/ 

ОР/8" у8 ,1 Y",k I dx i dxj dxk dx1 
Wa/lk - . - аг/ 

L pr/ ds ds ds ds 
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и ова величина не зависи од т-п нормала nalJ.l потпростора V n , 

али зависи, осим од конгруенције Arl, и од избора нормале NplCJ. 
потпростора V m' За одређену нормалу NplCJ. потпростора Vm , пара-

1 
метри [аг, и Lprl су, У тачки Р потпростора Vn , константе, па R 

1.1 
зависи само од правца којим се, у Vn , приближавамо тачки Р, и, 
према томе, једнака је за све криве потпростора VN које у Р 

• • 
имаЈУ заЈедничку тангенту. 

Величину ~ зваhемо релативна кривина uomupocmopa V п У 
1.1 

односу на конгруенцију Агl за дати правац, а R1.I uолуuреЧllик рела­
тивне кривuне uomupocmopa VN У односу на конгруенцuју лгl за 
дати правац. 

ИЗ релације (2.10) видимо да је релативна кривина (па, према 
томе, и вектор релативне кривине) парагеодезиског простора VI1, 

• • 
у сваКОЈ тачки и за сваки правац, Једнак нули. 

. Лако се може показати да се вектор релативне кривине, рела­
тивна кривина и 'полупречник релативне кривине потпростора VN 

своде, респективно, на вектор нормалне кривине, ноrмалну кри­

вину и полупречник нормалне кривине потпростора уп , кад је 
конгруенција лгl нормална на потпростору V т' Заиста, тада је, 
TrlJ.l = О, па имамо: за ~p. , 

~ 
dx i dxj 

nа.р. , 
1 Шаli; 

ds ds 
а за а 

R21.1 dx i dxj dx k dx l 

~ Шаllj Шаllk 
ds ds ds ds а 

Но, први израз је вектор нормалне кривине, 
квадрат нормалне кривине потпростора VI1 ([4], 

Како је тензор 

• 

\тг . [arl" 8 v 
'i' alll = Шаjiј - 1 ~p18V У • ј у .ј 

'рг' 

• 

• 
а други израз Је 

стр. 165). 

симетричан у 

главне правце 

ckl i тако да је 

односу на 

пот простора 

индексе i и 
VI1 У односу 

1, то можемо одредити 

на тензор Wajij, 
• 

ТЈ. правце 

( 13.3) 

где су R1.kl корени детерминантне једначине 

(13.4) I R1.k1 Wa1i; - gij I = о. 

Главне правце у односу на тензор 'Val ij назваhемо главним upaB­
цима релативне кривине uomr.pocmopa V" у односу на конгруенцију 
ЛГI' Полупречник релативне кривине за главни правац р~лативне 
кривине је главни uолуuречник релативне кривине. 

11 Зборник Матеыатичког института 

• 
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Главни правци у односу ма на који симетрични коваријантни 
• 

тензор другог реда узајамно су ортогонални, па су, стога, и. главни 

правци релативне кривине узајамно ортогонални. Како у свакој 
тачки потпростора VII, ·за одређену нормалу Np1rJ. потпростора V т' 
имамо т-п тензора 'Vaiij , то, ако су сви корени једначине (13.З) 
прости (што ЬеМО стално претnостављати у ·овом. параграфу) једна­
чине (13.3) одређују т-п сиСТема од по п ортогоналних вектора. 
који су главни правци релативне кривине потпростора V/I' 

Задржаhемо се сад на случају кад је V п хиперповршина 
потпростора Vm , Тада је а= 1, па у свакој тачки хиперповршине 
V т-1' за одређену нормалу Np (' потпростора V т, имамо само 
један систем од п узајамно ортогоналних вектора главних пра­
ваца релативне кривине пот простора V п. С дpyг~ cTpalie, рела­
тивна кривина хиперповршине V т -1 потпростора V т изражава се 
у облику 

= 
lizrl О, ~. v . 

Wali; - -----"-'-" PI€V У ,1 У ,Ј 
Lprl 

dx i dxj 
--- ---о 

ds ds 

с обзиром на особине главних праваца који су одређени симе­
тричним коваријантним, тензором другог реда ([4], стр. 113) следи 
да релативна кривина хииерilовршuне има екстремне вредности· за 

главне иравце релативне кривине хиilериовршuне V т-ј ilошilро­
стора VПI , 

Контраваријантне комrюненrеСk!i п узајамно ортогоналних једи­
ничних вектора главних праваца хиперповршине Vm -1 задовоља-

• • 
ваЈУ релацИЈе 

( 13.5) 

Нека. су С I контраваријантне компонеtџе 
ничног векторског' поља у V т-1' Тада је 

gij ci Сј = 1. 

• 
произврљног једи,.. 

Како се векторско поље ci може раставити на компоненте у 
правцима вектора Ckl i , то је 

при чему су Ysl углови између вектора ci и CSI 1, тј. 

у правцу ci 

вредност 

(13.1) 

COS Ysl = gjjCi CSl j • 

релативна кривина хиперповршине V т-1 има 
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површине се изражава у облику 

1 lТо" . . 
-- = ,ј! lј chll chlJ 

R},hl 
(13.8) 

Ако У (13.7) заменимо (13.6) и узмемо у обзир 
добивамо 

1 cos2 )' cos2 
)'2 COS

2 Уп (13.9) - 1+ + + • • • • 

Rл Rлl R}.2 Rлn 
• 

Како генералисана Euler-ова формула гласи ([4], јед. 45.8) 

1 
--
Rn 

+ оо. + cos2 еn , 

Rnn 

lБЗ 

(13.8), 

где су е! углови између произвољног вектора ci и главних пра­
ваца нормалне кривине, а Rns главни полупречници нормалне 
кривине, то једнакост (13.9) можемо сматрати генералисаном 
Би/ег-овом формулом за r лавне uолуuречнике релаi11uвне кривине 
хuliерПовршине V т-l потпростора V т Риманова простора V/ .. 

У . случају кад је V п ма какав потпростор простор!!. V т, иэвр­
шимо аналогна раэматрања за сваку нормалу nа ,l1. потпростора VN 

у простору Vm • На тај наиин добивамо т-п једначина облика 
(13.9), које су генералuсана Би/ег-ова формула за г давне Полу­
uречнике релаi11ивне "ривuне il0i11npOCi110pa VN који је смешi11ен у 
lioi11upoci11opy V т Риманова upoci11opa V/. 

• 
• 

14. ГЕНЕРАЛИЗАЦИЈЕ MEUSNIER-OBE ТЕОРЕМЕ. - Обележимо 
са kv интензитет 'вектора vi , тј. парагеодезиску кривину криве D 
кад се D посматра као крива потпростора V п 'Околна простор!!. V(. 
Тада је . 

. при чему смо са Ру обележилн полупречник парагеодезиске кривине 
криве D у 'Односу на потпростор VN ок'Олна простора V/. Исто 
так'О је (§ 9) 

1 
парагеодезиска кривина, а р,о = k

w 
полупречник парагеодезиске кри-

вине криве D у односу на потпростор V т околна простора V/. 

Ако са wJ1 обележимо к'Омпоненте вектора vi у у-онима, тј. 
ако ставимо 
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• 

релацију (12.6), с обзиром ни (13.1), можемо написати у облику 

тј. у облику 

(14.1 ) 

-
W)1 = W)1 + ~)1, 

Wh 
Pw 

i? ~)1 
_ ----=-0 + =-

Ру . Rл ' 

при чему су сад Wb, wb и ~h јединични вектори у одговарајуhим 
правцима. Ако ставимо 

u. V 
a)1v Wb ~o = cos ср 

• 
и приметимо да Је 

)1-V' -)1 /::V О 
a)1v Wo Wo = slП ср И a)1V Wo 1:;0 = , 

из (14.1) добивамо 

(14.2) 
cos ср 

= 
1 
Rл ' 

• s10 ср _ 
- -. 1 

Pw Ру 

Прва релација (14.2) показује да важи теорема: 

Релативна кривина потпростора VN у Правцу криве D, пројек­
ција је Парагеодезиске кривине, у односу на потпростор V т околна 
простора Vl , криве D 
односно, теорема: 

ПолуПречник Парагеодезиске кривине, у односу на потпростор 
V т околна йростора Vl криве D је иројекција Полуйречнuка рела­
тивне кривине потйростора VN за правац криве D. 

Лако је видети да су ове теореме генерализација Меusпiеr-ове 
теореме ([4], стр. 152). 

Користеhи релацију (11.3) можемо дати још једну генерали­
зацију Меusпiеr-ове теореме. У ту сврху посматрајмо неку криву 
С: у)1 = y)1(s) потпростора Vm И обележимо са Р полупречник прве 
кривине криве С у односу на околни простор Vl , тј. (§ 6) 

• 

1 V -(14.3) . = Со:р!ЈО:!ЈР • 
р 

Ако са 110: обележимо компоненте вектора w)1 у z-овима, тј. ако 
ставимо 

!ЈО: = w)1 ZO:,)1, 

онда, под условом (11.4), важи релација 

(14.4) -

где смо ставили 

= ----:----. 
Lprl 
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Релацију (14.4) можемо написати у облику • 

(14.5) 
• 

при чему су I'Jo и !јо јединични вектори у одговарајуhим правцима. 

Множењем релације (14.5) са Сар Л'II', Сар!је, Сар I'JC и сумира­
њем по а, добивамо, респективно, једнакости 

а Л р 1 -а А р а -11 
Сар Л'l а че 1 Сар I'JO '1 Сар I'J0 ,1 Сар I'J0 1)0 + + - , = , 

р P'I р"" Р P'I pw 
- Л а р -а р 

1 Сар ,1 I'J0 + Саll I'Jo I'J~ -
Ргl 

• 
Р р," 

Обележимо са -&'1 угао који граде јединични вектори I'Jg и 
-

A'la ; са -& угао између јединичних вектора I'Ja И I'Ja, а са 2d - &,1 
-

(d је прав угао) угао који граде јединични вектори I'Ja И А"а. Тада 

претходне релације можемо написата у облику 

( 14.6) cos ~rl 1 cos б'l cos ..'t 
• = - -

Р, I 
, 

Р р"" Р 

1 cos &,1 cos~ - + - • 
р Р" р", 

cos б" 

Р,I 
+ _1_ ; 

р"" 

, ., -

_ Ако прву од једнакости (14.6) ПЈМНОЖИМО са cos -&'1 и одуз-
џемо је од треЬе, добивамо 

Како вектор 

Који је . одређен 

(14.7) 
• 

ТЈ· 

• 2 ~ 
SIO 'U'I 

р 

cos -& + cos 0'1 cos ..'trl 
• 

I'Ja припада оном локално Еуклидском 
- а а . 

векторима I'jo и лгЈ , то Је 

~ = 2d-(~'I+Огi)' 

cos..'t -: - cos -&'1 cos 0'1 + siп &'1 siп 0,1' 

• 
па Је, према томе, 

простору 

sin2 &,1 = - С08 ..'t,1 cos 1'\'1 + sin ~{I sin 8'1 + СО8 &'1 С08, &'1 

тј: 

(14.8) 

р 

-0'-0' '0'_0 ___ _ 

, 

• 

р р"" 
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. Множењем друге једначине из система (14.6) са cos ~ и 
одузимањем од треЬе, добивамо 

cos ~, 1 + cos --э cos б,l 
--= 

Р Р ,1 . 

С обзиром на (14.7), ова једнакост добива облик 

(siп ~" cos б'l + COS &'1 siп б(1)2 

Р 
• 

сов &'1 - соs,зn cos2 бгl + sin~rl cos 8'1 вјп 0,1 -

• 
ТЈ· 

-

или коначно 

(14.9) 

(sin ~ГI cos с5 г l +cos ~гl sjn ОГI)2 

Р 
-

sin с5 г l (cos ~г' sin Огl + sjn ~" cos бгl ) 

cos ,згl + sjn &гl co1g ОГI 
----'---------''----_._- = - . 

1 
р 

, 

Релација (14.8), под условом (11.4), даје везу између прве 
кривине криве С, у односу на околни простор V/, И њене парагео­
дезиске кривине. 

. Релација (14.9), под условом (11.4), даје везу између прве 
кривине криве С у односу на околни простор V/ И величине Р'I' 

Кад је конгруенција Лгl нормална на потпростору V т, онда 
је cos 0'1 = О а siп 8'1 = 1. Ако при томе приметимо да се, у овом 

. . 1 
случају, парагеодезиска кривина Pw криве С своди на њену прву 

Ј . 
кривину У односу на потпростор Vm , а величина р~нанормалну 

да се једначине (14.8) и (14.9) • 
кривину потпростора, закључуЈемо 

• 
реДУКУЈУ на -
(14.10) 

sin{)orl 1 COS ,з'1 .' 1 
• - -' , -

Р 

Међутим, црва од ових једначина је позната релација која 
даје везу између првих кривина криве С у односу на околни 
простор и у односу на потпросгор коме С припада, а друга 
изражава генералисану Меusпјег-ову теорему ([4], јед. 44.8». . 

• 

Стога једначина (14.9), под условом (11.4), претставља reHe-
ралисану Меusпiег-ову теорему у односу на конгруенцију л", а 
(14.8) је, под условом (11.4), генерализација прве од једначина (14.10) . 

• 

• 

• 

, 
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IV, :ГЕНЕРАЛИЗАЦИЈА ПАРАРЕОДЕЗИСКИХ КРИВИХ 

15. ПРЕТХОДНЕ РЕЛАЦИЈЕ. - Нека је D: хј = х ј (s) крива 
простора VN који је смештен у потпростору Vm Рима нова простора 
V1• Нека је, даље, и поље јединичних вектора потпростора Vn , од 
којих је по један у свакој тачки криве О, при чему су иј функције 
лука s криве. Ако су va контраваријантне компоненте тог вектор-

• 
ског поља и у-онима, онда Је 

Унутрашњи извод вектора vE у односу на метрику простора 
V m дуж криве 'ЈЈ, тј. вектор 

- dV11 
q}t = . __ + 

ds Е1'С 

dy" v8 -.:....-

ds ' 

јесте, према Вiапсhi-ју, векmор здружеН'са векmором vJ1 дуж криве 
D у простору 'V m • 

- ' 

Вектор q}1 се може раставити на компоненту која је тангентна 
и на компоненту која је нормална на потпростору V п, тј. може 
се написати ({4], стр. 164) 

- dxJ 
(15.1 ) q}1 = рј у}1, i + ~ Ша Ј/ј и

ј Па ,}1 , 

ds а 

при чему су 

dx1 du i • , dxk - 1 
рј 

, 
- и' . - + иЈ - ,Ј -

ds ds jk ds 

компоненте вектора здруженог са вектором иј дуж крива D у 
потпростору V п • 

• 
Т. К. Р а п [14] посматра нормалну компоненту вектора q11

, 

ТЈ. вектор 

Он веJIИЧИНУ 

(15.2) 
а 

dx1 dx1 
uk _-

ds ds 

назива нормалном крuвином векmорског Поља v}1 у правцу криве D 
у тачки Р потпростора V п •. 

Правци за • • 
КОЈе Је 

.' i k dx1 dx1 

~ Ши: јј Шиlkl и и = О 
а ds ds 

( 15.3) 

јесу асимпmоmски Правци векшорског Поља v}1 у тачки Р потiф'()~ 

-

• 
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стора V п, а I(риве чији је сваl(И правац аСИМПТОТСI(И ~правац век­
торског поља је acUMi1i1ioi1ic1Ca линија тог поља. 

-
Крива за 

ЧИНОМ 

• • l(oJY Је Bel(TOp pl = О, тј. I(oja је дефинисана једна-
. , 

(15.4) 
. dxj . 

и" = О 
• I ds ' 

• 
Јесте UНДU1Саi1iриса BeICi1iopc1Cor Й0ља. 

Ми лемо, у овој ГЛЗВИ, као што је и у Уводу поменуто, 
генералисати појам здруженог Bel(TOpa, као и испитивања и резул­
тате Рап-а у том смислу што уместо нормала на потпростор VN 

посматрамо систем конгруенција I(РИВИХ простора V/ у тачкама 
потпростора V п • 

16. ВЕКТОР РЕЛАТИВНО ЗДРУЖЕН СА ДАТИМ ВЕКТОРОМ -
у ОДНОСУ НА· НЕКУ КРИВУ. - Обележимо са 1.vP- унутрашњи извод 
вектора v!l у односу на конексију (3.2) дуж криве С: y!l = y!l (s) 
потпростора Vm Риманова простора V/. Тада је 

. -,' 

ТЈ· 

(16.1 ) 
dV!l 

w)1 = + 
ds 

-

dyl> 
W!l - V!l 

- : 1> ds ' 

dyl> 
v8 -

ds 

ТтЈ !1 А 1> dyn: 
. ~'" р\l>" V • 
L prJ ds етс 

Bel(TOp w}1 зваhемо Be1Ci1iop релаi1iивно здружен, у односу на 
. Vm , са Be1Ci1iopoM v!l дуж криве С. Из (16.1) је јасно да тај вектор 
заВtiСИ ОД изабране нормале Np!(L потпростора V т, јер однос 

1 dy"· . 
--Ор'М v8 зависи од избора те нормале. То пак значи да дуж 
Lprl' ds 

криве С, у свакој тачки, имамо 1- т вектора релативно здружених 
са вектором v)1 у односу на потпростор Vm • Сви они припадају 
дводимензионом, локално Еуклидском простору I{оји је одређен 

веl(торима q!l и Trl!l. 

Кад је конгруенција Аг ! нормална на Vm , тј. кад је Тг !!l = О, 
релација (16.1) се своди на 

- dv!l ј1 
W!l = + 

ds E1t 

dy" vl> - , 
ds 

тј. СВИХ 1- т вектора релативно здружених, у односу 
са вектором v!l своде се на вектор здружен са вектором 
I(риве С. 

• 

на Vm , 
vP- дуж 

... 
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С друге стране, кад је јединично векторско поље va поље 
тангентних вектора криве С, израз (16.1) добива облик 

- dyJ1. dyv Tr\J1. Q dy8 dy1t 
wJ1. = - 18 

ds • v ds L prJ р 1t ds ds' 

а то су компоненте вектора парагеодезиске кривине криве С (§ 9). 

Према томе: Вектор релативно здружен са векторо.м. vJ1. дуж 
"риве С је, с једне стране, генерализација вектора здруженог са век­
торо.м. vJ1. дуж криве С, а с друге сШране, генерализација вектора 
Парагеодезиске кривине "риве С. 

Криве потпростора 
задовољен услов 

Vm дуж којих је Hll1 = О, тј. дуж којих је 

dy8 
vJ1

: е ds = О, 

зваnемо Параuндuкатрисе векШОРСКОГ иоља vlt • Из (16.1) следи да 
• 
Је тада 

. . 
. , 

па како лева страна ове једначине не зависи ,од нормале Np1a пот­
простора Vm , то ни десна страна не зависи од ње. Другим речима: 
дуж параиндикатрисе простора Vm , векторског поља vJ1 , однос 

1 dy1t 
-- ОрЈ8п v8 не зависи од избора нормале Np\a потпростора. 
Lprl ds 

Кад је векторско поље vJ1 поље тангентних вектора криве, 
• • 

параиндикатриса векторског поља ]е парагеодезиска крива пот-

простора Vm , а кад је конгруенција лтl нормална на V т, параинди­
катриса векторског поља је индикатриса векторског поља. Стога 
Mo~eMO реnи: 

Параиндикатриса векторског Поља је, с једне стране, генера­
Лllзација иарагеодезиске криве, а с друге стране, индикатрисе век­
торског Иоља. 

Обележимо са р.а компоненте вектора у z-овима. Тада је 

р.а = vJ1. za. 11 • 

Унутрашњи 
криве С је 

• • 
извод ове релаЦИЈе У ОДНОСУ на конеКСИЈУ (3.2) дуж 

dy8 dy8 
11 а. 8 = vJ1.: 8 --- za }1 + 
г· ds ds' 

dyV 
v11 (za ). ....:..... • Ј1. • v . ds 

Компоненте џ.а: векторског поља 
на трансформацију координата У V т' 

. '-

. 

р. инваријанте СУ с обзиром 
па се, стога, горња једначина 

• 



• 

• 

ПО Милева Првановиh 

може написати у облику 

dp.a dy6 dyV 
-- - VJJ.: ё -~ га,!, + V)l (га,]l):. ds ' 
ds ds 

или, с обзиром на то што је (§ 11) 

(га, ЈЈ.): V=- ех t fJ jlZY v+ 
R ' , 

OpJ}1v Т 6 га 
L . гl ,6' 

у облику 

( 16.2) 

I"'y . 

dl1a 
---'--+ 

ds 

d у ех [ifJ у 
~y ds 

ргl 

dyc 
~ vjl

:!) -'-- га 11 + 
ds ' г 

, 

Ако претпоставимо да однос 

1 dy~ 
- Ор!в" v8 ~-
L ргl ds 

не зависи од изабране нормале N p1 поrпростора V т, релација (16.2) 
се може изразити овако: 

- 1 ду" + Op's"vB 
---'-- Лгlа 

L pr l' ds 
{ 16.3) I)a = wJJ. га , ЈЈ. 

где смо са 

обележили вектор здружен са вектором [ia дуж криве с. 

Ако је крива С параиндикатриса векторског поља va , биhе 
-
w}1 = О, па се релација (16.3) своди на 

- 1 dy". 
ча =Ор:е" vB 

- Arla • 
L pr I ds 

Отуда следи: 

Дуж· йараиндиliаШрисе веliШОРСliОГ йоља vJJ., веliШОР здружен 
са векШоро.м [ia = v}1 га ,ЈЈ. У односу на околни йроСШор V/ liолинеаран 
је са ШангенШо;м на оНу liPUBY конгруенције Arl која йролазu liРОЗ 
уочену illаЧIlУ ЙоШЙросшора. 

Приметимо да је ре.лзција (16.3) генерализација једнакости 
(11.3). Заиста, у специјалном случају кад је јединично векторско 
поље vJJ. поље тангентних вектора r<риве с, релација (16.3) се 
реду ку је на једнакост (11.3). 

• 

• 
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17. РЕЛАЦИЈА ИЗМЕЂУ ВЕКТОРА РЕЛАТИВНО ЭДРУЖЕНИХСА 
ДАТИМ ВЕКТОРОМ ДУЖ КРИВЕ D ПРОСТОРА Vn КОЈИ ЈЕ СМЕШТЕН 
У ПОТПРОСТОРУ Vm РИМАНОВА ПРОСТОРА V,. Ако 'криву D 
х/ = хl (s) потпростора V п, посматрамо као криву потпростора V т 
околна простора V" онда су, према претходном параграфу, 

(17.1). 
- - т ,fldy" 
Wl1 =qfl - г _ Орје" v8 ....0-_ 

Lpr , ds 

компоненте вектора релативноздруженог, у односу на потпростор 

'Ут .простора V/, са вектором vfl дуж криве D. Но, ако D посма­
трамо .као криву потпростора VN околна простора V/, онда су 

-. -, t,,1 -dxk 
v' = р' - (J)xllk и' --

L х г' ds 
(17.2) 

.компоненте вектора релативно здруженог, у односу на потпростор 

V n простора V/, са вектором и! дуж криве D. 

с обзиром на (15.1), можемо (17.1) написати у облику 

dx j Тг!р. . dy" 
wll = р! yll, i + .~ Ша'i/' U/ -- nа,р. - -'-- ор/е" v8 -"~ 

~ ds" Lprl ds 

-

тј., према (1.22), и облику 

а 

, dx j 

и' Па fl -
ds I 

.~- -
wp. = р; ур., i + ~ Ша/iј 

• 
trtiyP.,i+ 'Llar/ nalP. 

- _____ а ___ Ооје" уе. k у", / uk 

L pr / 

dx' 

ds 
• 

Отуда имамо 
, 

+~ 
а 

о е " р: 8" у , k У • 1 

L pr , 

dx' 
uk --

ds 

ш '. _ . Ор!е" уе, ј у". Ј 1 ) иј dx j п р. 
а/ 'Ј L аг! . d al' 

рг/ s 

што се, с обзиром на (1.17) и (1.24), може изразити овако: 

, tr,l-
wp. = р' - шр,lk 

, Lprl 

dx' 
uk 

--
ds 

ур., 1 + 

Ша/i; -
ор/е" уе, i 

Lpr1 

У" . ,/ 

, 

• 

Ако се уиспитивањима ограничимо на једну од Ј-.тнор­
мала потпростора Vm ,последњу релацију, према (17.2), можемо 

, 

• 



• 
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. 

написати у облику 

( 17.3) 
-
wP- = viyp-. i + ~ 

а 

.dxk , . 
и' Паl,l • 

ds 

. Једнакост (17.3) успоставља однос између вектора релативно 
здружених (у односу на V т простора V1 , односно, У односу на уп 
простора Vд са датим вектором иј дуж криве D. Она показује да 
се вектор релативно здружен, у односу на Vm простора V1 , са 
вектором vP- = и ; yP-. i дуж криве D може раставити на две, уза­
јамно ортогоналне компоненте: једна од њих је нормална а друга 
тангентна на потпростору Vn ; ова последња је вектор релативно 
здружен, у односу на VN простора V1, са вектором ui дуж 
криве D. 

Ако је конгруенција ЛТ , нормална на потпростору V т, рела­
ција (17.3) се своди на (15.1). Ако је поље вектора vP- поље тан­
гентних вектора криве D, релација (17.3) добива облик (12.6). 
Отуда, 

-
Релација (17.3) је, с једне стране, генерализација једна1l0сти 

(15.1), а с друге стране, генерализација једнакости (12.6). 

Обележимо са vk), интензитет нормалне компоненте вектора 
-
wp-. Тада је 

( 17.4) 

. dxj 
и' и" __ о 

ds 

dx l 

ds 
• 

• 

Величину ,kл зваhемо релативна кривина ве1lтОРС1l0Г иоља vP- nот­
иростора VN у тачки Р и у правцу криве D. 

Из релације (17.4) следи: 
• 

1 о да се релативнз кривина векторског поља vP- 'потпростора 
V п своди на релативну кривину (13,2) потпростора кад је вектор­
ско поље v].L поље тангентних вектора криве D; 

20 да се релативна кривина векторског поља vP- потпростора 
VN своди на нормалну кривину векторског поља vJ.l(15.2) потпро­
стора кад је конгруенција. л,Ј нормална на потпростору V т; И 

30 да је релативна кривина векторског поља vJ.l, С обзиром 
на одређену нормалу Np,(f.· потпростора Vm , иста за све криве пот­
простора VI1 које у тачки Р имају заједничку тангенту. 

.-
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----------~--------------------------------------
, 

Парааси.мПШоШске правце векшорског Поља vJl дефинишемо као 
правце потпростора V п за које је задовољен услов 

{2, .уе. у" . 
р, ех , I ,Ј 1 

. ar l ' Walij - L prl ' 

",' _. {2plp·v уЈЈ., , yv, k 1 ) и; uk • ЏJai1k . агl 

Lprl I 

dxi dx1 
-- = О, 

ds ds 

а крива чији је сваки правац параасимптотски правац векторског 
поља је Парааси.мПШоШска линија тог поља. Отуда можемо реhи: 

Дуж параасимПшошске линије векшорског Поља, релашивна 
кривина шог векшорског Поља јr;днака је нули. 

Из једнакости (17.3) следе теореме: 

1° Ако је иараиндикашриса векторсн:ог Поља иј , у одиосу на 
V п простора V" Параиндикашриса векшорског Поља vJJ. U у односу 
на V т он:олна просшора V1 , онда је она и Параасu.мПШоШска линија 
шог векшорског Поља. 

20 Некшор релативно здружен са векш6ром vl~, у односу на 
Vm околна просiIlора V, дуж i1араиндикашрисе векшорског Поља и ; 

у односу на иошi1росшор V п околна i1росшора V" нормалан је на 
иоширосшору V п, а lberoB иншензишеш је релашивна кривина вен:­
шорског Поља v}l i10Шi1росiIlора V п • 

30 Некшор релашивно здружен, и односу на V т uросшора V" 
са вектором V!l, дуж иарааси.мi1ШоШске криве веlСШОРСКОГ Поља, 
једнак је векшору релативно здруженом, у односу на V п простора 
V" са вен:торо.м. 1/i, кад се овај i10слеДlbи вектор i1oc.A-lаiilра 1/3 
простора V т . 

Лако је показати да су ове теореме генерализација, с једне 
стране, теорема које смо у § 12 добили као последице релације 
(12.6), а с друге стране аналогних теорема које следе из једна­
кости (15.1). 
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LES ESPACES PARAGEODESIQUES ЕТ LES COURBES 
PARAGEODESIQUES APPARTENANT АИ SOUS-ESPACE 

D'ESPACE RIEMANNIEN 

Раг 

MILEV А PRV ANOVIC 

Considerons I'espace V п plonge dans lе sous-espace V т d'espace 
riemanniel1 VI. Soiel1t х; и, ј, k, 1 = 1,2, ... , п), ур. (11, v, /1., 1t= 1, 2, ... ,т) 
et za (а, ~, у = Ј, 2, ... , 1) les coordonllees, respectivemel1t de V П, V т 
et Vl et g'j dx' dx j , a}Lv dyp· dyV et Са, р dz a dzP leurs metriques que поus 
supposons. positives. Les fenseurs gij, a}Lv, Сар satisfont.'ilux relations 
(1.1), (1.4) et (1.5). 11 existe ип systeme de т - п vecteurs unitaires па/р. 
(a,b,c=n+l, ... ,m).orthogonaux;etl1omaux а Vn. Dans Vl • Н existe 
ип systeme de 1- т vecteurs orthogonaux deux а deux et normaux а 
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V m. Оопс, nous avons, dans V" 1- п normajes Nt\fТ. (х, у, z = п + 1, ••• , 
1; Na1fТ. =nal]l ZfТ., Jl) de V N • Les vecteurs Npi fТ. et nal]L satisfont аих eqt1-
ations (1.2), (1.3), (1.Ь) et (1.7). . 

D,e:)ignons; respectivement, par ШХ\ј; Шаliј et Qp!i1V jes composantes 
du second tenseur fondamentaj : de Уn relatif а V/, de Уn relatif а V т 
et de V,J1 relatif а У/. Soient е' les Compos!lntes du vecteur unitaire­
de Vn ' Le vecteur de ја сошЬuге normaJe de Уn dans ја direction 
de ei et relatif а У/ et је vecteur de lа courbure normale de Уn dans 
lа direction de ei et rejatif а V т sont \ies par lа relation (1.18). Quand 
V п est ип sous-espacetotajement geodesique de V т' nous avons 
ШаliЈ=О pour chaque а, et ја rejation (1.18) se reduit а Ја forme (1.18'). 
Ое lа оп deduit lе theoreme соппи: 

Si Уn est ип sous-espace totalement geodesique de Ут , son vecteur 
de lа соигЬиге normale relati{ а У/, dans lа direction du vecteur ei 

quelconque, est погmаl а V т • 

Dans lе Chapitre 1 nous generalisons lа propriete mentionne des 
espaces totalement geodesiques et nous etudions les espaces obtenus 
аи тоуеп de cette generalisation. А savoir, considerons dans V1 , аи 
liеи des normales Nf1fТ., еп chaque point de Vm , ип systemede l-m 
congruences. Nous pouvons exprimer lе vecteur Ар, fТ. unitaire, tangent 
а lа сошЬе de congrL1~nce Арl, sous ја forme (1.21), ои ТР1 Jl sont 
les composantes contravariantes d'un vecteur de V т et Lprl les ряга~ 
metres. Nous pouvons aussi .exprimer lе vecteur Aг/fТ. sous lа forme 
(1.23), ои trl i sont les composantes contravariantes d'ul1 vecteur 
de Vn' 

Le sous-espace Vn de Viп dont lе vecteur de соигЬиге normale 
relati{ а V/, dans lа direction du vecteur e l quelconque, est colineaire 
avec lе ve.cteur tangent а lа· соигЬе de. congruence Arl passant раг, lе 
point considere, est, раг lа de{inition, l'espace parageodesique de V т 
de V / relafi{ а lа congruence Arl' [15]. . 

Il s'en suit de cette definition qUe, si Уn est ип sous-espace 
parageodesique· de Ут , lещ vecteur de courbure normale [еlаШ а V/ 
satisfait а lа condition (2.1). Nous роuv~)Пs, еп vertu de (1.18) et 
(1;21), ехргiщеr cette condition sous lа forme (2.2), d'ou поиз оЫе­
nons les equations differentieHes (2.8). d.es espa.ces. parageodesiques. 

Еп poursuivant, nous deduisons les proprietes suivantes des 
sous.espaces. parageodesiques: 

1) Si ја congruence лгl est normale а V т (c'est а dire зј Trl Jl = О) 
les equations (2.8, prennent ја forme (2.11). Оопс, 10rsque Ја соп­
gгuещ:е Afl est normale а V т, lе 'sous-espace parageodesique est· 
totalement. geodesique. . 

2) La condition (2.1 О) est satisfaite а chaq ие point du S0\.1S, 
espace. parageodesique .. 

3) Ащ points du sous-espac::e рагаg.еоdesiqџе lе· rapport. (2,-7) 
це: depend pas. de lа normaJe. Npl fТ. du sous-espace V т' . 
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4) Si Vn est ип espace parageodesique, ses normales satisfont 
а lа relation tЗ.6), 1es deux points, devant l'indice, designant 1а de­
rivee covariante generalisee re1ative а 1а соппехјоп (3.2). La re1ation 
(З.6) est lа generalisation de lа re1ation ana10gue (1.20). Si l'espace 
parageodesique VN est l'hypersurface de V т (si п=m - 1), l'egalite 
(3.6) se reduit а (З.7). Ое lа, nous оЫепоп'> 1е theoreme: 

Les normales nl~ d' hypersur{aci! parageode~ique V m-l sont paral­
leles, раг rapport а lа connexion (З.2), dans L'espace V т environnant, 
роuг toute direction d' hypeisur{ace. 

5) Nous pouvons exprimer 1es equations de Gauss et de Со­
dazzi d'espace parageodesique sous 1а forme (9.1 О) et (9.11). 

Nous епvisаgеопs, dans lе Chapitre 11, 1es sous-espaces parage­
odesiques 10rsque п= 1. Les courbes obtenues de cette maniere nous 
appelons courbes parageodesiques du sous-espace V т d'espace rieman­
пiеп У/, re1atif а ]а congruence Лrl' Les equations (7.3) sont 1es 
equations differentielles des courbes parageodesiques, qP- designant 
les composantes du vecteur de 1а premiere courbure de 1а сошЬе 
re1ative аи sous-espace V m' • 

Des nombreux proprietes des courbes parageodesiques, notons 
1es suivantes: 

1) La coubre parageodesique de V т e~t 1а courbe dont 1е vec­
teur de premiere courbure re1atif а l'espace environnant V/, est со1-
lineaire, enchaque point, ауес 1е vect~ur tапgепt а 1а сошЬе de ]а 
congruence ЛгЈ> passant par 1е роiпtсопsidеге. 

2) Le rapport (7.4) пе depend pas de lа norma1e Npl(f. du sous­
espace V т аих points de 1а courbe parageodesique. 

З) Les courbes parageodesiques sont ипе gепегаlisаtiоп des 
courbes geoctesiques; elles se reduisent а ces dernieres 10rsque 1а соп-
gruence )'гl est normale аи sous-espace V т' 

, 
4) Si 1а congruence Лгl n'est pas norma1e а Vm , ј1 existe епС 

chaque point du· sous-espace Vm • dans chaque direction d'espace 
Ет-1 10саl euclidiel1 погтаlё а ТгlР-, ипе courbe parageodesique. re-
1ative а 1а cOllgruence donnee Лгl' 

Cette propriete resulte du fait que 1es equations (7.5) expriment 
uпе condition pour 1es 2m constantes du systeme (7.3). 

5) La tal1gente de 1а сошЬе parageodesique se transporte para1-
leJement а еllе-тете lе 10ng de lа courbe, relative а 1а соппехјоп 
(3.2), се que suit des eq uations (8.1). 

. . Еп considerant еп сhаquё point de 1а сошЬе que1conque 
С: уР- = уР- (s) du sous-espace V т lе vecteur dont les composants wP­
s'exprimentsous 1а forme (9.1), nous pouvons definir се vecteur 
сотте lе vecteur de lа соuгЬuге parageodesique de 1а сошЬе С, re1atif 
а lа congruence donnee Лгl' La 10nguer du vecteur wP- est [а соuгЬuге 
parageodesique de С relative а 1а cOllgruence Лг \. L'eipression (9.1) 
depend, dans Је cas genera1, de 1а normale Np\a de V т, се qui signifie 
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que lа соигЬе С а, еп chaque point, 1- т vecteurs de соигЬиге рага­
geodesique relative а lа congruence donnee 1.'1' Lorsque lа congru­
епсе· 1.'1 est normale а V т, tous ces. vecteurs se confondent et c'est 
lе vecteur qp. de premiere соигЬиге relatif а V т. Si lа соигЬе С 
appartient· а lа surface de l'espace euclidien а trois dimensions, lе 
vecteur de lа соигЬиге parageodesique est lе vecteur de courbure rela­
tive [6]. 

• 

Nous deduisons аих §§ 9 et 10, les relations entre lе vecteur 
de courbure parageodesique et lе vecteur de courbure ипјоп «6.5); [11]) 
des courbes de V т de У/. L'une d'entre elles s'exprime: La рго­
jection du vecteur de соuгЬuге parageodesique de lа соuгЬе С а son 
vecteur de соигЬuге union est lа соигЬuге union de lа соuгЬе с. 

Dans 1е Chapitre II1 nous consicterons 1а courbe D: x i = x i (s) 
queIconque d'espace V п plonge dans V m de V/. Les relations (6.2), 
(6.1) et (12.1) determinent 1es vecteurs de premiere courbure relative 
respectivement а V/, Vm et Vn. La relation (12.3) determine Је vec­
teur de соигЬиге parageodesique de Ја сошЬе D Jorsqu'on lа соп­
sidere сотте lа соигЬе du sous-espace V т de VZ , et Ја геЈаНоп 
(12.4) - lе vecteur· de courbure parageodesique de Ја сошЬе D 
lorsqu' оп lа considere сотте Ја courbe du sous-espace V п de V z • 

Si Jes deux derniers vecteurs se rapportent а lа погтаЈе Пхе Npl<:J. 

de V т, оп peut deduire Ја reJation (12.6). Еllе est Ја generaIisation 
de lа reJation соппие (12.2). L'un des theoremes resuItant de (12.6) 
est que: 

La соигЬе parageodesique d' espace V п parageodesique, plonge dans 
lе sous-espace V т d' espace riemannien V j , est aussi lа сиuгЬе parageo­
desique lorsqu'on lа considere сот те lа соuгЬе de V т de Vz [16]. 

Puis,. nous envisageons, dans lа reJation (11.6), lа composante 
погтаlе, donc lе vecteur (13.1). Nous definissons се vecteur сотте 
lе vecteur de соигЬuге relative du sous-espace Vn se rapportant а lа 
congruence 1.'1' et sa longuer сотте Ја соигЬиге reJative du sous­
espace vn , se гаррогtапt а Ја congruence 1.'1' Les directions ргiпсi­
pa1es de соигЬиге re1ative de Vn sont determines риг J'equation (13.3). 
Les courbures re1atives de V п dans les diгесtiопs principa1es de соиг­
bure relative sont reIiees раг т - п· relations de lа forme (13.9). Ое 
cette тапјеге, nous obtenons Ја generaIisation de lа formuJe d'EuJer 
([4], equ. (45.8». 

. 

. Епsuitе, nous demontrons lе Љеогете: La соигЬuге relative de 
Vn dans lа direction de lа соигЬе D, est lа ргојеспоп de соuгЬuге рага­
geodesique, relative du sous-espace Vm de V/, de lа соигЬе D. Il est 
1а gепегаlisаtiоп du Љеогете de Meusnier ([4], рр. 152). 

.. Le СЬарЉе IУ est cosacre а Ја generaIisation des notions 
definies et des theoremes demontres dans 1es. Chapitres 11 et IП. 
Cette genera1isation est faite dans lе sens du vecteur associe de 
ВјапсЫ (Је vecteur qui generalise Је vecteur de premiere courbure de 
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lа courbe). Par ехаmрlе, lе vecteur (16.1) relative ЛSS(lс;е аи vecteur 
vJ.1 lе long da lа courbe С est, d'une part, lа genera1isation du 
vecteur associe. аи· vecteur vJ.1 lе long de С, et d'autre part, lа gene­
ralisation du vecteur de courbure parageodesique de С. Les equations - -
(17.3) donnent lа relation entre les vecteurs wJ.1 etvi ; lе premier. 
determine par lа relation (17.1), est lе vecteur relatif associe, se 
rapportan1. а V т de V/, аи vecteur vJ.1 lе long de lа courbe D: xi = 

=xi (s); lе deuxieme, determine par lе relation (17.2), est le vecteur 
relatif associe, se rapportant а Vn de V/, аи vecteur ui (vJ.1= ui уЈ.1, ј) 
lе long de D. La relation (17.3) est, d'une part, lа generalisation de 
l'egalite (15.1), et d'autre part, 1а generalisation de l'egalite (12.6) • 

... 


