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CTAHUMHUP PEMINJI

O JENHOJ JUHEAPHOJ KOMBUHALIMJU HOPMAJIHUX
EJTUINITUUYKUX UHTETPAJIA 1 U 1l BPCTE

YBon
. O byuxkuuju A (k, V) H BeHdM ocoGHHAMa

iIi. [lpumene

Y B O [

0.1. Teopuja enunTHYKHX (QYHKLUH]ja, KOja ce pa3BHJA, MOXeE ce
pehd, O caBpII€HCTBa, HMAa CBOJy HCTOPHjy y KOjOj ce OWTpO pas-
NUKYjy HKBa nepuoaa. I[IpBH mnepHOX je npoydaBaH€ EIHOTHUKUX
uuTerpana noueBmu of Wallis-a, na npeko Euler-a u Lagrange-a no
Legendre-a u Landen-a. Legendre-oBa je 3amMucao 6GHJa Ha €JHOTHYKE
HHTErpaje JOBele Ha KaHOHHYKe OOJHKe H THME Johe X0 BaXHOr
CasHama Ja Ce eJUITHYKH HHTErpPaJH pacnafajy y TpH OUTHO paszJu-
YUT€ H HECBOJAJbHBE KJIACE.

Hapourto ckpuBeHe ¥ TEIWIKO MNPUCTynayHe Ouae Cy ocobuue
uaterpara llI Bpcre. Kam ce ysmy y o63dp cpeacrtsa koja cy
Legendre-y crajana Ha pacnojsoXemwy, reumkohe cy 6uine Ckopo Hempe-
6ponuBe, W Oam y cCaBaahjuBalby THX Temkoha -orsiefana ce BeJH-

yriHa Legendre-a.

Jlpyrd nepdox jo npoydyaBame enunTHuUkuxX (yHKIH]ja, Tj. npo-
yuyaBambhe€ HHBED3Hja EJHNTHYKHX HHTErpaja; Taj MEPHOR NOYHH:E ca
Abel-om u Jacobi-jem. [locne HHXOBHX pafioBa Ce pENATHBHO Mano
HCTPaXKMBaZio y 00/1aCTH EJHNTHYKHX HHTErpaja Kao TaKBHUX, jep ce
U BHXOBO IpoyuaBate CBOJAW/AO Ha eauntauxe (GyHKIHje, yCTBapH
HHBep3dje enuntHukudx udrerpansa 1 spcre. Ho eauntHuxke ¢yHKLH]e,
KOJMKQ [OA Ja Cy JIOnpuHeNne pa3BOjy Teopdje pamuuimhaBamem
NOjMOBa, HHCY YBeK MojecHe y npuamedd. [la 6ux noTkpenso cBoje
TBphewe, usdehy jenad npuMep — a TakaB HHje jeIMHH — 3a Bpex-
HocT HdTerpada Il BpcTe ca MO3UTHBHHM MapaMeTpoM 71, MOAYJOM k
H aMIJUTYIOM @:

sn (b, k") cn (b, k') . E
k) [T (4, bi),

l_l (_ﬂ,k,tp)=ll+
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e . ——

HHTerpana lII BpcTe Be3aHH u3BeCHUM anrebapckuM jexHayuHama. OBaj
npobseM pemiHO CaM MOCTaBHBIIM 3aZUIUOHE H MYJTHIUIHKALIKOHE Te-
opeme 3a u3pa3d A (k, V). Ha ocHOBH OBakBHX Teopema IHOOHO caM H
jemHaudHe Koje y ce6H KOHIEH3Yyj]y no3Hare obpacue 3a TpaHChOp-
MalHjy NOTHYHHX HOPMAJHHX €JUNTHUKUX HHTerpa’ja IIl Bpcre, a KOjH
Cy RO cafia Gu/i¥ H3BOLEHH HE3aBHCHO jellaH og Apyror. Ilokasao cawm,
Haja/be, Ja ce oOpacld HAa OCHOBH KOJUX C€ NMOTNHyHH HHTerpan llI
BpCTe U3pakaBa kKomOuHanujama uuTerpana | u Il BpcTe mMory u3spa3utu
NpOCTHjHM o6pacuuMa OJ OO0 cajJa NO3HAaTHX, a KOJd jOuml Jgajy MO-
ryhHocT mda ce 3a pynxkuujy A (k, ¢) nOCTaBH N01ba M ropiha rpaHHHA.

[lope u3/710XKeHO M HEKa HCNHTHBAMbA prHKH,u]e A (k, V) uyune
NpPBH €O OBOr paja.

Y npyrom peny cBOora paja Jokasyjem na ¢pynkuuja 4 A (k, V)
npeTcTaB/ba OTBOP OMOTaua ycnpaBHe enunTHuke kyne. [lpumewmyjyhu |
CTaBOBE M3 MPBOT 1eJa paja, A0o6uBaM 3HaTaH 6pO) pesy/TaTa KOjH
ce OJXHOCE Ha MOBPIIHHE OMOTa4Ya KOCHX KPYXHHX Kyna. Ha kpajy,
OCTaB/baM je/IHy BPJO jeMHOCTaBHY MNPUGIHKHY Qopmyay 3a nOBP-
[I¥HY OMOTa4ya KOCe KpYXKHE Kyne H Jajem y €NeMEHTapHOM OOJIHKY
NpONEHY peJIaTHBHE rpelike,

Ha je ¢ynxkuyja (1) 3saucta Oox HHTEpeca MNOTBPHY|y H HOBHiH
pafxoBH H3 06JaCTH EMUNTHUKHX HHTerpana. Heuman [9] y cBojum
Ta6/lUIaMa 32 MOTIIYHE EJHNTHYKE HHTErpane yBOILH (YHKIH]Y

Ao(B k) = 2| E(k) F (8, k) +K (W) E 3, )~ K (§) F (5, /c')] .

L

Y HajHOBHjeM MNPHPYYHHKY 3a €JHNTHYKE HHTerpane ox Byrd-a u
Friedmann-a 1], koju ce no peuumMa Magnus-a [18], moxe cMma-
TpaTd 3a CTaHAAPAHO JeNO CBOj€ BpCTE, AATO j€ H HEKOJHKO CIeIH-
janHuX BpenHOCTH 3a A, (B, k), a NOocTaB/beHA j€ U AJUIHOHA TeOpeMa

na GyHkuujy A,
. O PYHKUMIU A (k, V) U FhEHUM OCOBUHAMA .

1. oyHKLUHIA A (K, V)

1.1. Legendre [17] je mao gBe reHepanusanuje penanuje (3):
o o4

sin cos{y V1 —k"sin2 J 1
-

cos>9 - a6 .
0s2{y cos29 V1-—k2sin%9

¥
r 2 |
+sinw]f’cosxlf'lll—k?'sinzqf'f cos™% a° __ _

]l ~cos?V¥ cos?26 V1 - k2sin2d

0
T

= [E (k, V') F (k') + E (K'\ V) F (k, V') - F (k, V) F (K, )] (5)

2
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Yy K0joj F u E npeTcTaB/bajy MNOTNYHE HOPMAajHe €MHNTHIKE HHTerpane
| u Il Bpcre ca monynom k, a F(k',}) u E (K',W) cy eaunTHuKy HHTE-
rpaau | u Il Bpcre ca koMnneMeHTapHUM MOAYJ/IOM

K=VT1- k2 . (2)

H Ca amrdTyaom .

Kako cy oB# uurerpanu Henapue QyHKuHje npoMensbuBe ¥, TO je H
A (k, V) Hemapua PyHKIHja oBe npoveH/bUBE:

_ A Gk, —¥) = — A (k, ). (1)
[Ipema knacuunoj Legendre-oBoj peaanuiju

1

EF' + FE' — FF' = - (3)
(F' 4 E' cy noTnyHd HHTErpalu ca MOAYJAOM k'), A0GHBaMO
e T
A (- )_ T (4
.2 2 *)

1 Qyskudia A je resepanusanuja neBe cTpane Legendre-oBe pena-
nuje (3).

Cama Legendre-oBa penaumuja Guna je npeiMeT MHOrHX MPOYuYa-
Batba. Hacrojano ce na ce mapy u apyrd nokasu ose pensnuje. Tako
je Moigno [19] 6a3upao cBOj AOKA3 HA reOMETPUCKHM [IOCMATPAIbUMA,
nok je Glaisher [7] npuxa3ao aeBy cTpany jennaduse (3) y obauKy
nsocTpykor uurterpana. Isenkrahe [10] je yak ynmorpe6buo oBy pena-
UH|y 32 U3BOhHEHE HHBEpP3Hje€ IMNOTHYHHX HOPMAIHHX EJHOTHUYKHUX HH-
trerpasa | u 1l Bpcre. OBuUM pagoBuMa OcBeT/bEHA je pesamuja (3) ca
pasuux cTtpanHa, a Kronecker [15] je y cBOjoj pacnpasu 0 HOj
YKa380 Ha beH YHYTPaillkbd Pasior U AyO6/bH CMHCEO.

PasymmuBo je Jma ce, ¢ gapyre CTpaHe, HINJIO U 3a NPOMIHPHBA-
meM Legendre-oBe pesandje (4) Ha HHTErpane ONUITH{E O €HNTHUKHUX,
Tako je Weierstrass [25] nao mpommuperme OBE penanyje U Ha XH-
nependnTuuke HHTerpaje, a Riemann [21] je, ocnamwajyhu ce Ha
cTaBOBe omiuTe Tteopuje (QyHKOHja, Ha0 ojrosapajyhy penandjy 3a
cse Abel-oBe unrerpae. | |

Moxe ce pehu na je Legendre-osa penanuja 64sa npBY npumep
34 JETEPMHUHAHTE ¥ KOjUMA Cy eneMenTd oapeheud udrerpand. [lonasehu
ca TOra CTaHOBHILTA, yomuTdnd cy oBy penandjy Haedekamp
[8], Catalan [2] u Enneper [5]. Jemuo yonmrewe Legendre-ose
penandje fao je Ellioth [4].

[lo3naTo je na ce nNOTOyHH HODMaJHH €1uNTHUKH HHrerpanu llI
BpCTE€ MOTYy H3pa3WTH KOMOHHalMjamMa NOTNYHHX H HENOTNYHHX HOP-
ManHUX - enunTHUKdX HHTerpana I u Il Bpcre. [lomohy ¢ynkuuje (1)
yCrneo cam Jia y U3BeCHUM CJyuyajeBdMa [MOTNYHH HOPMAJHH ENHNTHUYKH
udrerpan lll Bpcre npuxkaxem komOusanyjaMa CcaMoO NOTHOYHHX
uHrerpana I u Il BpcTe, HauMe OHZa Kajx Cy MOLYO H napameTap
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1 — &'% 5in2 ’ .
[y (= 1+&2sin*y) = F + ,\{’,2 smkq;ilgs:}; [ A v | (o)

Kan BenuuuHa ¥ HenpekuaHo pacre ox 0 mo =n/2, napamerap

n=ctg®y unterpana ll, y jeanauunu (9) nempexupuo omama om + oo
10 0, nox y (10) nmapametap n= —1 + k'?sin? { HerpeKUIHO pacTe OX
—1 no —k* Kao wmTo ce BuAd, oO6pacuu 3a H3paxaBame HHTErpaia
Il Bpcre noMohy @yHKuHje A BaXe 3a CBe MNO3WTHBHE MNapameTtpe
ctg?{s 4 3a OHe HeraTHBHe KOJH Ce Hajase uaMehy —1 u = k% H3pasu
obsuka. (1) He nmonasze y o63up Kaj je mapamerap HHTerpana I1, maibu
ox —1. Jep, y TakBoM cayuajy, noguHTErpajHa QyHKuHja 3a 6 =

arc sin 1/ — n ¥Ma JHCKOHTHHYHTET; a KaKO Ceé MOMEHYTa BPeLHOCT 6
Haza3d u3Mehy HWHTerpanHdx rpaduua 0 u =/2, TO je nurerpan I, y
TaKBOM CJyuajy IHWBEPreHTaH.

1.2, Ulro ce Tuye tnyqaja —k* < n <0,‘ 3a TaKB€ IapaMerpe
nocroju popmyna ([23], §§ 49 u 50) : |

i2cinZ ) _ F tg ¥ 3 A
[T, (—k?sin? ) F+Vl-—k2 mw[FE(k,qf) ,EF(k,q;)], (11)

y TOM CAyuajy H3pa3s A (k, ) ve 64 Ouo peaJIaH, T] He 6H 10BEO 10
HHTerpana Ill Bpcre 3a uujd je napamerap —k* <n< 0. MehyTum,
aKo ce y3My y 003Hp M uMaruHapsHe aMmiauTyge -— geduHdmyhu
nakae H3paz A (k, V) H 3a TakBe -aMIIHTyHe V¥ — MOXKE Ce I0KA3aTH .
na u uaterpaa Il Bpcre ca napamerpom 06JMKa. - k%sin®?yY moBOAH

A0 (QyHKIHe A.

Tora pajgH, yOu4HMO, Ha]npe HHTerpan

§\((1 -zﬂ) (1 k2z%)
(z= x-} y:) yuja MyTama HIE LYK peanHe OCOBHHE ox 0 1o sinyr > 1>
Tako ga 6yne 1 <siny< 1/k, a fa ce KPUTHYKH CHHTYJapuTteT 2=1
o6uhe mo jeHOM NOJYKPYry 4Hjd je 1eHTap Tauka z=1. Kax moxay-
NPeYHHK KPYXHE MyTarb€ TEeXU Ka HyJd, KOoHBeprupahe M uHTErpaus
y3eT AYyX MOJAYKpyfra npema HyJd, Takd da he OuTH

sin

i dx oodx B
Wy == F /{, = | = = + — : .
e = FU6Y) fv(l—xz)(l—kﬂxz) f.[ux'*—l) (T-4 x2)
- 0 1 y
AKO ce y Apyrom HHTerpany H3BPIIA CMEHA

1
yT-k2e

X
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sin®6 | dé +
(1—k?sin2¥) sin2é }'1-%2sin%6

W ¥’
k" sin ¥ cos ¥V 1 - k"2 sin2 I- 1
| ; —.

v :
sin? 4 dé

1 —(1—k3sin?¥)sin20 VI—k" sin® 0

+ k3 sin V' cos V)1 — k2 sin? ¥

= arc tg (fgﬂf tg V'V1—k?sin® ;]f' V1—£k?sin2y) - (6)
~[E (k, V') F (K', V) + E (K, ¥) F (£, \]f’)h ~F (k', V) F (k, V)],
3a \]f’_==:t/2, jennayune (5) u (6) mocrajy |

- x/2 | "
2
sinﬂrcosq;VI-k'”sinwlrfl cos”0 db —
0

—cos?{cos?d V1-k%sin?é

—
R

o ~FE (K, %)+ EF (k%) = FF &, ) (7)

: n/
k' sin{ cos ¥ |1 - k2 sin2 ¥ f
0

sin* 0 _ do
1-(1-k"2sin?y)sin20 }1—k%sinZ6

~ 5 ~FE (€, %) +EF (#,%) ~ FF (K, 9)) ®

AKO ce MpBH pPa3NOMIH NOJHHTErPaTHHX (PYHKUHja HAMHILY Yy O6JMUKY

cos2 6 1 | 1

-~ 1—cos?¥cos?0  sin®ycos?¥y 1+ctg?{sin26 cos® ¥

| sin?6 B 1 1 B 1 -
I—(1-k?sin®V)sin?0 —1+k2sin2{ 1 +( -1+ k" sin%V{) sin?® B]

H aKO O3HAYHMO Ca
ad

| "f2 |
n) =
[o(m) f(l+nsin29) V1= %2sin%6
0 .

MOTNYHH HOPMaJHH enunTHukd HHTerpax Il Bpcre, jemnauune (7) u (8)
najy ob6pacue — kao mto je Legendre mokxasao — momohy xojux ce
NOTOYHH HOPDMaNTHH e€NHNTHYKH HHTerpan Il Bpcre moxke wu3pa3uTy
KOMOHHal¥jaMa HODMAJHHX €JHNTHYKUX HHTerpana | u- Il Bpcre. ¥BO-

nehu ¢ysxuujy (1), oBH o6pacun noCTajy

aqy _ Sinycosy [n — T 3 |
I (ctg*¥) =St [ S+ Py v A () [0 )

5 306opHuk MaTeMaTHUKOr HHCTHTYTa
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E(k,V)=E—i [F (k', arc sin VS?:?;; : )

, ]/sm2 — 1 V(sin2 ¥ — 1) (1 — &2 sin )
— E (k, arc sin PO ) + Sin ¥ . (13)

Muoxemwem jenHauwde (13) ca F, a jennaumde (12) ca - E, H
cabupamem nobuhemo

E (ky V) F—F (k%) E = T

o | . sin? ¢ — ]). . V(sin? § — 1) (1 k* sin® ﬂ!)
= A (k, arc sin K sin ¥ — Fi | sin ¥

Kako je u3 jém{aqune (11)
, E(k,¥)F—F (k V) E =
=ctg ¥V 1 —k*sinz ¥ [l], (— k?sin®*{) — F, (15)

TO CE€ YHOLUCHEM OBE BPEeAHOCTH y jeXHaunHy (14) noOuBa Be3a M3-
mehy uurerpana Il BpcTe ca mapamerpom 06iuka - k* sin® ' H QyHK-

nmuje A; Tpe6a caMo OOpaTHTH NaXby Ha ycaen sin x}r>1 Tpeba
MHCATH

Taxko ce pobusa
' [1, (— &2 sinz §) =

] Sin - A( k, arc sin VSIn® ¥ - 1)
V(sin® { — 1) (1 — k* sin* {) | K sin

- wTo je Tpe6asmo NoOKa3aTH.

1.3. 3a oHO wTO crexud OGuhe H.aM notpebna PyHkKIHja

L (k¥) =E (b ¥) F - F (k) E. (16)

- INpema jennaunnu (14), Be3a u3mehly ¢yuxuuja L u A mara je ca

. L(k¥y)=i [A (k, arc sin Sl:; S;]:l -\l:- 1) _F V(Slnz\]f = i)ln( El,-— k% sin2 {P)]

HpnMeTuMO Aa je Qyuxuuja L (k, ) cneuwjanadn caydaj enui-
THIKOr uHTterpana lll spcre J acob1 jeBa [23] THna
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— . L " A R e —

robuhlemo

E (¥}
dt

V(l—rﬂ) (T-k? 2)’

Fk ¥) =

rAe CMO KpaTkKohe MmHCama pagH CTaBHJIH

ine —
JURLE R
[To3uTHBHA TrOpHa rpaHHLA OBOI HHTErpaja je Mamba Ol ]EILHHHLIE:
jep H3 siny << 1/k cIenH
(1 -k'%)sin?{ < 1, _sinﬁ Vv — 1 < k'?sin® V.
Ycnen Ttora je, npeaadehu Ha Tpurouome'rpucxy dopmy,

VSltlz\]f—-l)' _ (12)

k' sin

F (k, V) = F—z'F(k’ arc sin

[Ipumerbyjytin HCTH MOCTyMNax Ha HHTErpan:

| 1— k222
w2=§ -

HOoJa3u ce Ao caeneher uspasa:

1
1— k2 x2 112 x°
E(k,qf)=f\/ — dx+_--f\/ x2-1x
0
E (V) arc sin & ()

: 1 - ¢ _ cosV dvV
0 0

Kako je ([23] cTp. 301)

W

cos? w dw _F(K,w) — E (K, w) . sin w €os w
(1—-k?sin2w)> - fn / 1—k"%sin? w

H KaKO ]€ Yy OBOM CJayuajy

Vsinz § — 1 L= sin?
k'siny kK’ sin ’
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Kako je QJyHKuujé A (k,V¥) HenapHa, TO je
A(f{, CP) -~ A (k, ‘1’)——“/\ (ks CP)+A(k""\1’)‘
Haxne, npema (18) w (17),

A (k, ¢) - Ak, ¥) = A(k, o) - F k% sin ¢ sin ¥ sin o, (18]
a

— - . . | .
coS6 = cos p cosy+sin ¢ siny V1 - k2sin%o.

3a oxpehuBambe BEAHYUHA © H G MOXe ce YHOTp66HTH Schell-
bach-osBa ([22), ctp. 107) dopmyaa .

¢ _ sing VI—kZsin"y+ siny V= k7 sin’y '
€ COS® r COSV ; (20)
E Slﬂ P Vl _kr.& SinZ ""bll'] \]’ Vl — k'zsn]?
- tg 2 COS ¢ -|- COS {l; . (203)

M3 aguuuoHe TeopeMme MOXE Ce W3BECTH OBa nocieixuna. Heka je

1 - .
tgotgy = P (21)

Ouza je
A (ky 9) + Ak V) —g - Fk'> sin g sin .. (22)

Tpe6a, naume, y (17) u (18) CTABUTH d———-n/2"u y3eTH y "oﬁaup (4).

INokasahy cama jga jeaHaunHa (22) (y3 ycaoB (21)) koHmeHssyje
y cebu HeKe no3HaTe 06pacue M3 TEOpHje eJUNTHUYKHX MHTerpana.

2.2, CtaBuMO Jid y jenHauuHu (9)
| ctg? § = n,
oHa he mocraTtH

| n T n+ k® 1
o (1) = \/(n +1) (n + k2) | ['Q‘ +F \/"n (n+1) A (kW) J '
Onasne cnenw | -

i k2 (n+1 -a- ) .‘

AKO OBie yBEJEMO BeNHUHHY ¢ Ha OCHOBH jefHaduue (21), 6uhe

2 :
ClU*fp==—k-->0
i
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p— i S — - .

I (, &, ¥) =
= k2 sin a cos a V1 —k*sin®a — s-mqldq; ——
(1 -k*sin?asin?{) V¥ 1 - k2 sin?V
0

rpge jeé o T3B. MMapaMeTapCKH yrao. 3a TakKBe HHTerpalje, Kao IITO je
MO3HaTO, NOCTOjH (opmyJa

[ (. k)~ T (¥, by @) =E (k, &) F(k, V) — F (k, @) E (k, ¥)

(cTaB 0 #3MEHH nMapaMeTpa U aMIIHTYZAe). 3a a==n/2 KOGHBa ce

[1(Y, k, 1/2)=E (k, V) F - F (k, %) E=L (k, ¥).

2. AJHUHOHA TEOPEMA 3A ®YHKUNWIY A (k) H ITOCHEAULE

2.1. Heuman [9] je 3a pyuxunjy A, 10Ka3a0 aAHLIHOHY TeOpEMY,
na THME H agHLHOHYy TeopeMy 3a QyHKuujy A:

Kang rox Tpu amniutyZe ¢, ¥ 4 ¢ 3a0BO/baBajy jeXHAUHHY

€oS 6=C0s ¢ €os ¥ - sin ¢ sin Y VI -4’2 sin® o (17)
Taja BaXH aJMIHOHA TeopeMa 3a QyHKuujy A (k, V):
A (k, @)+ A (k¥)=A (k, o)+ F k' sin @ sin ¥ sin o, (18)
H O06pHYTO.

Jloka3 je kpatak. Haume, ka0 wWTO je nO3HaTO, NOX YCJAOBOM
(17) sa enuntuuke unterpane I u Il BpcTe Baxwu

F (k' o) +F (K, ¥y)=F (K, 9), (19)
E (', 9)+E (k', V) =E (K', 0) + k"2 sin ¢ sin V sina. (19a)
MHoxxeweM ropwe jefHaudHe ca £, fomwe ca F u caGupameM R06uBa ce
[E (K, ®) F+F (K, 9) E] + [E (K, ¥) F+F (K, V) E] = '
~ [E (', 6) F+F (K',6) E} + F k’* sin @ sin ¥ sin 6.

H3pasu oGnuka E (K, w) F+F (K, w)E 'xom ce jaB/baj)y y 3arpajama
HMajy, Ha ocHOBH (1), Bpeanoct A(k, w) + F F (K, w). Kazm ce oBo yHece
y nNOCAeAnhYy jeAHauuHy, OBa NOCTaje

A (ky @)+ A (k, V) +F[F (K, @)+ F (K, ¥) - F (k', 0)] =
= A (k,0) + FKk'?sin ¢ sin¥sinag.

Pl ]

Kako wu3pa3 y cpeawoj 3arpaau, Ha OCHOBH ]enﬂaqnue (19), uma
Bpe/uuocr 0 TO Jé THME aJHIHOHA TeopeMa N OKa3aHa.
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‘npu 4yemy je
n

n+ k2

Sin% ¢ ==

Ca6upameM oBOr u3pasa A (k,¢) ca jennaunnHom (23), ysumajyhnu
y 063up jexHaduny (22), mobuBa ce mocie Kpaher pagyHa

K ' n ~ F  nk® | k(n+1)
L, (")=‘2‘\/(n+1)(n+kﬂi+n+1* (n+1)"(n+k2)n°[' n+ ke ]
M (26)

OBo je no3Hata (OpMyJa Ha OCHOBH KOje €€ NOTNYHH HOPMAJHH
eadnTHuky HHTerpan Ill Bpcre ca MO3HTHBHHM MapaMeTpOM MoOXe
H3Pa3uTH HHTErpajoOM HCTE BPCTE, HO Y KOM NapaMeTap HMa BPeJLHOCT
Koja ce Hama3u u3Mehy —1 u —k*, Ona ce o6uuHO jpaje y O6AHKY"

T sina " F
k*tgta)= ————i -
[l (K*tg’a) 2 V14 Kigta 1+ k% tg2o

. K?sin®a : N
- — (cos? a4 k* sin® a)l,
v itgs g o[ (cos" atkesint a)

Ha OCHOBH cMeHe n=Kk?tg?a [16].

2.4. Axo ce Ha je)maqnny' (10) npumeru (21) u (22), Ti. aKO ce
MECTO H3pa3a y CpenwOj 3arpajiu T€ jeAHaYHHE CTAaBH BPEIHOCT
A (k, 9) — F k'? sin @ sin ¥, no6uhe ce jeanadusa, je/inocrasHuja ox (10),

V1-k?sin2g
k'2 sin ¢ €OS ¢

[T, (~ 1+ k7sin?y) = A (k, 9), (27)

NpH ueMy je

1

a TO je Kpahe usBoheme mnosnate dopmyre Dean-a [3].
[Ipumeryjyhe HcTH nocrynak Ha jeaHadndy (9), mo6usa ce

sin ¢ COS ¢

T1 (ctg? =Fco§2 + — A (k, 9); 29
U OBIE |e
| 1
tgcp=zctg ¥ a (30)

Jexnaunna (29) Taxohe' je nojecuuja on jeaHaumue (9), jep xaje
moryhHocT na ce uspasy A (k, ¢) oxpexe rpanune, mTo hy KacHuje
[10Ka3aTH. . | oo
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na he 3aTO W 3a HOBM napamerap N= k*/n BaxuTu jemxHaumsa (23), Tj.

6uhe |
A (k, @) = 'g_ ! FVNA(II-V‘_fl) ) V(N+I)IEIN+kz) L, (V).

QOpasne 43na3y

A (k) = =, FV"("+1) -y D (2 +#) HO(E); (24)

2 n+ k2 n An
cabupatmem jexnauuHa (23) wu (24), a Ha ocHOBH - jegHauuue (22),
Jo6HBa ce |
- Ky = L F
HO'(_H)__FUO (_u_) -2 \/(rH- 1) (n+Kk*) + F (.25)_

OBo je mno3Hata ¢opmyna 3a 30Hp JABa €JIUUTHYKA [OTHYHA
HopMasnHa uHTerpana Il Bpcre ucror mopyna, a ca pas/iMYHTUM Inapa-
merpuma (L as ka [16]). Msseau cmo je y3- npernocraBKy Aa Cy mapa-
METPH N H k*/n nmO3uWTHBHH. HO;0Ha BaXH U KaJ C€ napaMeTpH Hajlase
usamehy —1 u —k%; jep, kazma ce y jenuauunu (10) ctaBu

=1 + K2sin®{y =n
H [NPUMEHH HCTH NOCTYNAaK Kao H3JMOMNKEHH, ONeT pe3yiaTyje jeIHaudHa

(25). OBO je pa3ym/bHBO, jep 4 jeasaunHa (9) 4 jennauuna (10) Boge
Ha HCTH uH3pa3 A (k, V). .

23, yml&ﬁo'onet.' o .
L n=ctg?{.

Tama Baxku jenmuauuna (23). '_stmriajyhn .32 BEJHUYHHY ¢ BPEIHOCT Ha
ocHOBH jenHaunHe (21), BuAM ce Xa he ce BeaHudHa

k2(n+1)

— 14+ k?sin® o= —
n+k®

Hana3uTH u3Mehy —1 W —k*. Crora 3a BEJHYHMHY ¢ BaXXH JeJHauMHa
(10) y kojoj, eaga, cTOju ¢ MecTO V, y KOjOj j¢ HOBH napameTtap

_ K (n+1)
n+ k*

N—

4 KOja ce, caga, 36or N= —1+k"sin?¢ 'cBOAH Ha OOJIHK

Ak o) \/(N+l-) (N+K%) [Ho (N)_F],

2 N

T).
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| - ) > Vl k‘Sln"G db. . 36
Ak, @) - Smcp\l+k tgtp’1+k2tg <p81n26 ~ (36)
| 0

CuzaBXe je JaKO BHIETH LITa Cy aeredepaundje GyHKIHje A(k ®)
38 k=0 H k—-—-l (To ce mOxXe BHIETH M N0 neduuuuuiu (1)). Hauwme,

72

A (0, ¢) = sin ¢ l. de",

- mf2
| cos © ' - o )2
A1 t f d9 = }arctg (t s1n o
( 9) =1gg I i cpSln’G _ [ g (tge )]0
Jlakne, .
A 9) = sing, A(le)=q. (36a)

3.2. U3 jennaunne (36) ce Bumm Ha je A(k @) TMO3HTHBHA BEJIH-
ygHa. JJudepeHuupamem no ¢ L06HBAMO

0A  E-F Kk?sin? (p
acp V = k'” sin? @

2 2
A KRSINQCOSQ gy ey oF) -
0> (1 - k' sin? @)

. nf2 .
~ k' sin ¢ cos ¢ J‘ 1+ k2sin20 - &2 sin2

(1 — k"% sin? )*: V1 - k2 sin®6

_? 4.

0

Kako je .
w2 zf2

E = le—kzsinﬂtdt>fV1—k2dt=—g k!,

f2 | T2

dt
FE <f —— » _...._..,
j V1 —k2 sin? ¢ V1 —k?2 2 k'
0 0

T0 je E/F > k™, 1j. E> Fk'2. [lpema Tome je dA/op >0, Tj. }yHxH]a
A (p) MoHOTOHO pacre. Y 3aTBopeHOM HHTepBany (0, w/2) mweHa Haj-
Mamba BpPEeNHOCT je, npema (1) A (k,0)=0, a najseha, npema (4), uznasu
A(k, mf2)=m 2.

. W13 u3pa3a 3a azA/o _ BHJIH ce 1a je 9*A/0 ¢* < 0 3a 0 <o < m/2.
[Ipema ToMme, GyHKUH]a A(¢) je y uarepsany (0, =/2) KOHBEKCHa.
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2.5. W3 jennaunne (18) moxe ce H3BECTH aJWIHMOHA TeEOpeMma
3a @ynkuujy L. Ho, oHa ce MOxe H3BECTH M HEMOCPeAHO Ha ciaenehu
HauHH. M3 afHIIHOHUX Teopema 3a HOPMAJIHE EJHITHYKE HHTerpane |
u Il Bpcre (Mogyo k) | |

F (k, 9) + F (k, ¥)=F (k, o),

E (k, 9)+E (k, ¥)=E (k, o) +k? sin ¢ sin¥ sino,
npyH yemy je

c0S o=0S % ¢c0s V- sin ¢ sin ¥ V1 —-k?sin? o, (31)

NocIe MHOMXemwa Nowe jenHaunHe ca F, ropmwe ca — E, cabupameM ce
n106uBa

[E-(k, 9) F = F (k, ¢) E1+[E (k, %) F~F (k, V) E]=
 =[E (k, 6) F—F (k, 6) E]+F k? sin ¢ sin { sin g.
Haxae, Ha ocHoBH nedununuje (16), '
L (k,)+L (k,¥)=L (k,6)+ Fk% sin o sinV{ sin & (32)

y3 ycaos (31) 3a senuunne ¢, ¥ H .

3: HEKE OCOBHUHE ®YHKUHIE A |

3.1. CraBmajyhn y jennauunu (29)

ctg?® y=n,
U3 e JOOHBAMO

k2F ﬂ: . -
(Lo (m) = e+ V(n T @ 6 (33)

Osxe je

Ak o) \/(n+1)n(n+kﬂ)'[no(n) MF ]

n+ k*

MpH 4eMy je

.tgcp = ‘Jkn - _ (34)

Axo ce, caja, uHrerpanu [], u F cKyne, Guhe

7f2
n(n+1) [ V1-k*sin?6

Ak, 9) = \/ n+ikz ) Tensinze % (39)
I : .

o EARE e s bt el -
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3.4. 3a byuxkuujy A (k, 3) 7naKkO ce H3HAJa3e TrpaHUlle aKo ce
ynorpebu ob6auxk (35), u TO Ha caexehiH HauuH. Yciaen

Vit Y- s o< 1,

| . C o - db
MHOXEmhEM OBE€ JABOCTPYKE HejeJHAYHHE ca1 . ;‘-6-, nocJje HHTEerpa-
+ n sin

nea y rpanunaMa ox 0 Xo n/2 noGuBa ce

.3[2
k' /1—k2sin%8 T
< do < ———.
2Vn+1 ~J 1+nsin0 2fn+1

0

MHOXemeM ca V" (n+1) HMaMO
n+ k*

1" ) Q- n
— k! - —
2 n+k3<“A(k’¢)<2\/n+k2’

T]., 360r (34),
gk"sin 9 < A (K, 9) gg—sin P - (37)

4. MYJATUINIUKALHOHA TEOPEMA 3A ®VHKUMIY A (k)
H MOCJHEAMNLIE

4.1. Ha ocnosu (18) umamo: |
A (k, V) + A (k, V) = A (k, V) + F&'? sin ¥, sin ¥, sin ¥,
Ak, V) + A (k, V) = A (k, V) + Fk'2 sin ¥, sin ¥, sin ¥,

Ak, Vm—y) + A (k, V) = A (k, ) +Fk? sin ¥, sin ¥, _, sin ¥,
rae je npema (17),

cos Yy+4 = €08 Y, cos Y, — sin Y, sin ¥, V1 — k"% sinz ¥, 4,

v=12,... m-1.

O6puyTO, aKO y3MeMmO0 YV, NpPOHM3BOJ/bHO, a V,, Vg,..., V¥, Tako na
Oyny 3aL0BObEHH OBUX m—1 ycinoBa, MmohnhemMO Ha OCHOBHM amunu-
OHE TeopeMe HamucaTH HaBelZeHHX m—1 Jeanaunda 3a A. CabGepemo
Ju #Xx, pob6uhemo

- m-—1
m A (k, Y1) = A (k, Ym) + Fe? sin ¥y 20 sin Yy sin §y 4y,

Iaxie:

Axo Beauwurne vy, V., ...V, 3an0B0maBajy ycaose
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Op udarepeca je HejenHAYUHA

Atk, —1=—,
( 4)""' 4

KOja M3JIa3H Ha OCHOBH J e nsen - oBe [13] HejennaynHe 3a KOHBEKCHE
(O yHKLH]e

a+b\ _ f(a)+f(b)
f( 2 )'}' : % '

Jlowa rpanHLa je IOCTHrHYTa 32 k=1, jep u3 (36a) crend A (1, ©/4)=m/4.

3.3. Ako ce u3pas A (k, ¢) mocmatpa kao QyHKIHja Of k, HMAMO
no3Hate o6pacme {5, ctp. 226 — 227]

OF F _ E Q0E E-F

- + ) D ?
dk k kk 3k ko
OF (K, 9) _ kF(k,9) E(K,9) , _singcosg
0k k2 k k' kV1-KZsinZp
OE(K,9) _ k[F(K,9)~E (K. 9)]

dk . k'

Ha ocnoBu TOra, U3 (1) u3nasu

dA (E-F)sinpcose k sin ¢ cos ¢ f 81n29d9 -
ok . kV1 -ksin®¢ ]/1 —k2sin2¢ ) VY1-k2sin%6

HMiuterpal Ha mecHOj cTpaHH O3HauuheMmo ca J(k) a_koeduuHjeHat
y3 mera ca y (k):

oA
K

=~y (k) J (k).

®yukidja y (k) je NO3MTHBHA H JIaKO C€ MOXKEMO YBEDHTH Ja OHa
MOHOTOHO pacre kal ce k kpehe ox 0 xo 1. Hcro Ttako u J (k) je
Y- HCTOM HHTEpPBaJAy I[I03HTHBHO H MOHOTOHO pacTe. I'Ipema TOMe ]e

oy (k)/ok >0, 0J(k)/ok>0. Ha ocHoBu Tora,

62A=_(de '_ aJ
0w

na je Qynkudja A (k) xoHBEKCHa H MOHOTOHO onaxa ox A (0, ) mo
A (1, ¢), Tj. ox t,msing no ¢ (36a).
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Kako oBa jeIHAYHHA BaXKH 34 v=1,2,...,m~1, 6uhe 32 p=1
cos ¥, cos ¥, + sinV, sin¥, V1 - k2sin? ¥, = cos ¥, , (42)
TaKo Ja je, npema npeTnoc.nembOJ ]e,zmaqumi, H

cos Y, cos Vg + sin ¥, sin Y, Ifl — k'? sin*{, = cos {,, (43)

MTH., 112 je 3aje{HHYKa BPEJHOCT 06ejy CTpaHa NMOMeHyTe jeJHauuHe
jenHaka cosV,, IWITO AOBOAW Ha NPBE jelHauHHE OBE TaukKe.

IIpema TOMmE:,

J

Y mynmuiinuwayuonoj meopemu 3a pynxyujy A ycrosu (38) MOTY
ce 3amenuinu ycrosuma (40).

O6pacuu (40) nomecHujH Cy 3a H3pauyHaBaie BENHUHHA wJ,rw HEro
o6paciu (38) - )

4.3, Beauunne cos ¥, 106uBajy ce CYKIIeCHBHO H3 m — 1 KBaJpaTHUX
jeXHaYMHa YHJH CY KOE(DHIMjEHTH MOJHHOMH - 1O COoSV,, cosV,,...,
€0S V), jep u3 (38), nocae peayknHje H peliewma No coS Yy, 4+, CAelH

cos®V, ., (k2+k'2 cos?, + k= cos? VP, — k"% cos® Y, cos? ) —
—2cos ¥ cospycosy,  + | L (44)
+ (%2 cos?{r, cos? Y, k2 cos? ¥, +}'¢2 cos? ¥, —k2)=0, v=1,2,...m~-1.

Ho Mory ce W aMnJUTyIe HHXEr HHIEKCa COS \];., nspasum
nOMOhY OHHMX BHILET unnexca cos V¥, 4+, Jep, U3

A (ko) = A (B, 1) =A (k) — Fk'™ sin Yy sin g sin ,,
A (&, 1]13) A(k QJ,) A(k wl,f,e) Fk sin \|f1 sin ‘lfg sin ﬂgs,

A’ (k q”ﬂ‘l) A (k .q;1) ‘A' (k .q'rﬁl'“‘l) Fk’z Sln q!1 Sln q’m-—l Sln q”m’
nocne cabupawa caenu oner (39), npd yeMy MOpajy NOCTOjaTH yCJAOBH

cos Yy=cos Y cos Yy, +sin by siny Vl — k™ sin®*\, ,

(45)

v=1,2,...,m- 1.
Kako u3 OBe jefHauuHe H3Ja3u
cos? % (k2 + k' cos? ¥, + k2 cos? Yy — k"% cos2 ¥, cos?, +‘1) - .
—9¢os W, cos 14 COS Wy + (46)
+ (k" cos*Yr, cos,, ., + k% cos*Y, 4 k% cos? ¥, +'1__k"2) =0, v=1,2,...m~1,
TO Cé BHAM fa Ce BEJIHUMHE COS Y, —y COSV,-—9,...,C08¥,, HMOOH-

Ba]y CYKIECHBHO H3 jellHE CepHje KBaApaTHHX IeJHAYUHA UHJH CY
KOE(PHUHM]EHTH MOJHHOMH MO KOCHHYCHMMAa aMINIHTYZAa HENnocpeaHo
BULIET HHAEKCA H NO cos V,.

4.4. 3a ¢ynkuujy A (k, ) moxe ce Takohe H3BECTH MYJTHILIH-
KalldOHa TeopeMa aHaJorHo oHOj 3a (yHKuujy A. Axo ce, Haume,
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aliers - g ——

COS .q,y.l_] =COS q,1 COS .q,\! - Sil’l q—rl Siﬂ 4‘” V-l-_kfz Sin2 "l;v 41> (38)
v=1,2,...,m-1, |

——

onjaa je

n—1

A (kyYm) = mA (k, V) - Fk'sinvyy Y siny, sin, 4y, (39)
| v=1 |
u o6puylo.
3BahieMO 0BO MYJATHIVIMKAIHOHA Teopema 3a (QYHKUH]Y .A(k, V).

Ha ocnoBu (20), ycnose (38) MOxkeMO 3aMEHHTH yénoanma

o ey _sing, JT-F7sin? ¥, + siny, |1 ~ K7 sin ,
€ o cos ¥ + cos VY, '
v=12,...,m-1.

,. {(38a)

[lonasehn ox {, MoOxeMO0 nOCTYNHO H3padyHATH BeEJAHUHHE YV,

Vsreerr V.

4.2. Y3eheMO y Hanpej HaBeZEHOM CHCTEMY je,u;ﬂ'aqnﬂa JBe
Y3aCTOIMHE

A Gk Vurs) + A (kW) = A(k ¥) + FR sin, sin g, sin ¥,
A (k! V) + A (kr q’l) = A (k: fq’v-{-l) + Fk' sin ¥, sin qfv sin 'qu+1 ’
v=1,2,...m-1, ¥,=0.

IMucaheMo HX y OGIHKY

A (kW) — A (ky Wyey) = A (k) — FR% sin, sin ¥, _, sin ¥,
| Ak, Vyi1) =~ Ak, V)= A(k,¥,) — Fk™sinV, siny, siny, ., .

Taga ce, npema (182), Buau na je
cos ¥, = cos ¥, cos ¥, + sin,_, siny, Y1 ~ k' sin ¥, ,
cos ¥, = cosyycos Yy, + sinY, sind, ., Y1 —£2sin® ¥, .

Ilocae onxy3nMama H KpaTKe peAykuuje caefd AePUHHTHBHO

tg _q!”“ ;— LAY tg 4, V1- KZsin? vy, , (40)

v=1,2,...,m-1, ,=0.
\l’l’+1_8in q"v‘—j
2
cos Yy—; cos ¥, — cos Yy cos P,y =
= (sin ¥, ., siny, — sin Y, sin ¥, _,) Vl — k" sin® ¥, . (41)

QOO6pHyTO, OaBAE NOCIE MHOXEHA €a 2 Sin

JAKO CJedu




80 Cranumup Pemna

e a A el I

rae je [ Hekwu npnponau 6poj, a 3a ¢, 1 C BaKH HCTO LUTO j& pEYEHO
3a ¢, H B. MHOXemeM jelHe jelHayuHE Ca jeHUM, JpPyre Ca HEKHM
ApYrdM paiHOHaJHHM Opojem 4 cabupameM no6uBa ce

g1 A (ky @1) + g A (k, p3)=q A (k, V) +FD,
T]., MOCJe Je/bewa ca ¢,

py A (K, @y) +po A (K, 92) = A (kW) +F W (sin ),

rie cy p, a p, paudosanuu 6pojesn, a W anrebapcka ¢pynkuuja. [Ipu
~ TOME C€ BeJHYHHE ¢, H ¢, NO0O0HBa]y H3 BeJHUHHE { WIH, IUTO Ha
HCTO H3Ja3H, BEJMUHHA ¥ Cé MOXE H3BECTH H3 BEJIHUMHA P, U @, H
TO nomohy anrebapckux omnepaudja Hax sSin @ cos. Ha HCTH HayHH
Kao wto ce u3 A (k, ¢,) u A (k, ¢,) dopmupana ] ]emia byuxnuja A (k, V),
MOXXe C€ H3 OBe M Heke xapyre, peuumo A (k, ¢g), PopMHpaTH HOBa
¢yHkHja A MOJ HCTHM OKOJHOCTHMA, TaKO na ce no6uBa

ps A (k, cPrl) +pg A (k, 92) +p3 A (k, Fa)=A (k: w) + FQ,
rae je G anre6apcka (yHKIH]a, HTI.

M3 usnoxkenora ce HenmocpejHO yBuha TayHOCT CTaBa.
Pazym/buBO je Ja TO CBe BaxXu H 3a (PyHKUH]Y L.

6. O HEKUM PEAYKLHUIJAMA MOTNYHOI HOPMAJIHOT
EJAUNTTUYKOr UHTEINPAJIA Ill BPCTE |

| 6.1. Jexnauune (9) m (10), axko ce y3Me y O063Hp 3Hayewme
¢yuxuuje A, u3paxasajy MOryhHOCT Ja Ce NMOTNYHH HODPMaJIHH €JIHII-
THYKM HHTerpaJs lII Bpcre cBeme Ha KOMOHHAIH|E TMOTNYHHX H HEMOT-
NyHHX HODMAJHHX eNMNnTHYKAX uHrterpana 1 u II Bpcre. To ucro ce
BUIH K H3 jegHauuHe (11), y kojoj ce napamerap usarerpaJa III spcre
Hana3d u3mehy -k* u 0. OBume Je omOryheHo H3pauyHaBame€ [OT-
NyHHX HOpMaJHHX eJHNTAYKHX HHTerpasa Il Bpcre momohy mocro-
jehux Tabuauna 3a eqdnTHYKe HHTErpa’ae [12].

Y cnenujasinom cnydajy n=0, uHTErpas

Iy a9
I1, (n) = —— —
(1. +nsin26) V1 - £*sin®9
CBOJH C€ Ha
[1,=F,
JOK Ce 3a n= —k® JaKO MOXeMO YBEpPHTH 1a je
.Ho = E ~ .
|

Y oBa mBa nos3HaTa cjayyaja, HOTNYHH HOPMAJIHH €JHIITHYKH HHTErpaJs
IIl BpcTe H3paxkaBa ce CaMO MOTNYHHM HOPMAJHHM €JHNTHYKHM HHTE-
rpaauma | u Il Bpcre.
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youe anyuHoHe Teopeme 3a PpyHxumje L u A, BUAH Ce Jla HA JE€CHO]
cTpand (32) ¢urypuwme BeanuuHa £ JOK Ha AecHO] ctpand (18) ¢ury-
puiie BeadyuHa k'. OcHM TOra, H yciaoBd (17) u (31) cy aHamOrHm,
camo wto y (31) ¢urypume k mecto k'. Crora he u MyJATHNAHKA-
HOHa Teopema 3a QyHKuUHjy L 6uTH aHanorHa OHoj 3a (QYHKUH]Y A,
~camo he mecto k' QurypucaTd BeJHYHHa k.

bulie, maknue,
m—1

Ll ) =mL (k V) — Fi? sin ¥, Z sin 1 sin b (47)

y3 ycn03e

7

'q"v+1 +"]’v —-1 | 4] ‘ : -
=tg ¥, V1 - k2 sin% ¥,

v=1,2,...,m—1, Vo=

5. JEJAH CTAB OIMIITHIE [TPHPOJIE -

Hexa cy p,(v=1,2,...,n) #dpoussomnu payuonannu 6pojesu, a
oy (v=1,2,..., n) aale amnumyze. Taza je

ZPvA(k ) = A(k V) + FA

iij. arperali Ha JeBOj CUpanu Mmoxce ce uapasuwu jennox jeauno.m
¢pyuryujom A (k,\) uclior mogyra, ca amiauliygomn Vv roja ce goousa
u3 amiaudysa @, (v=1,2,...,n) Gomohy anrrefapckux oliepayuja, u
ca jegHum ugpazom FA y kome je F folllyHu HOPMAAHU eAUTTUYKU
unlierpan ifpse Bpclle mwaxohe ucmior moaynra, a A je anrebapcka
¢pynryuja ox sin V. o "
,[[0}(33 CHCTEM on m—1 ]enﬁaqnﬂa (38) y KOMe. je Y,=0 u
Vs, ="V Aaje MOryhHocCT Aa ce, nOCTyNHO, m — 1 BeaunuuHa V,, ¥4, ..., ¥,
u3pa3d nomohy Beanuuue V. [LITO je jowr BaxHO HcTah#, Sin 4 COS THX

BeJH4YHHA A06uBajy ce noMmohy anrebapckux onepamnuja. Ha Taj HauuH,
MYJTHIJIHKAaIlHOHa Teopema (39) MOXKe ce NMHCATH y OOJHKY

A (k, V)= 14 [k, f (V)] + Lr k2 sin ¥ @ (sin ¥),
m m
a pynkumja @ je anreﬁapcka (bymcuuja. Ha oCcHOBH TOra ce MOXefnucaTu
A (&, ‘1’) “‘“‘A (K, (PI) +BF

rae ]e B anrebapcka @yHKuuja ox sin ¥, a ¢, ce 106uBa u3 ¥ nmomohy
aareb6apCKux onepaudja Hajx Sin H cos.  Mcro TaKo, MOME Ce MHCaTH

' A(k: ’l’)= %A(k: ':FE) J"CF’
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na, (49): nograje-

11:' F k' T
A (&, _ : _
(oW 4 o= 2

+ — (1 ~ k). (5L

Viaumajyhy, caja, napamerap uugerpaga Il spere
n=ctg® ¥ =k > 0,

MOXKe. ce npnmeunm ]enﬂaqnﬁa (9)1 KOja Ba)<M 3a [IO3UTHBHE Napa-
MeTpe, Te H3pa3uTH A nomohy Il,. Kako:je-y namewm- ciyuajy- m=k-

A (k, \]’):' ‘E‘i +F‘— (1 + k) Ho (n)k

(eupu taxohe (23)), TO u3Na3u.

o ()= 47775 * 1F 2 =k - (52)

Axp, ce y3mMe.
n= - 17'—}-:.,:kf-2'-*Sin?1a]_t .

AaKae TaKBa; BREAHOCT; MapaMeTpa Koja: ce Ha.nasm uamepy: — L m k%;
Tajla Cé MOMe* IDHUMEHHTH  jeAHaunHa: (10), Kkoja. Baxku;3a TakBe. mapar.
MeTpe. 360r

®  k?siny cos{

A (V)= '5' Virismiy [F Ho(n)J

a y OBOM caydajy je

2z e
- 1+ctg® v 1 +k
TO. C& 300r -
sin : cos\y = 1/ k-
itk T+ da
J00HBa

Afld) =+ (1K) [E-He @]

Kag ce oBa BpemHOCT: yHece y-jemsauuny,. (51); u3: Ope pesyaryje-

1 - | |
Ho()-4(1_ )+—-—F - (54)

3a
Y ~ (55)
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Moxe ce nOoCTaBUTH MHUTaW-E: 3a KOje BPELHOCTH MapaMeTpa ce
TIOTIYHH HOPMa/IH¥ €AMNTHUKH HHTerpanu Il Bpcre MoOry cmectu Ha
H3pa3e y Kojuma C€ I0jaB/byjy €aMO NMOTHNYHH Hopmanun eJIun-
Tuukd unterpanu I u Il Bpcre.

PemaBajyhliu A€MUMHUYHO OBO NHTaLE, yKasy]eM Ha JeHy METOLY
AobuBama Be3e u3Mehy mnapaMeTpa W MOJAYJA, { NPDHMEHOM KOje ce
peluaBa NOCTaB/bEHO MHTAIbE.

[Ipe nero mto mpehkem Ha u3snarame, HamOMEHyO GHX, JOL jenHom,
Ja MapaMeTpH MawH 04 — 1 He nonase y 063dp ycaen JHBEPreHugje
uhirerpana Il Bpcre y oBom cayualy.

Jenan OAroBOp Ha Tropme nUTame je udHeHaljyjyhe npOCT aKo
ce ynotpebu ¢yuxkuuja A (k,V¥) omnocHo L (k,V¥). Tpeba camo y jen-
HaudHH (39), KOJOM j€ H3paXeHa MYJATHIIIHMKAIHOHAa Teopema 3a (PYHK-
unjy (39) (y3 ycaose (38)), craButH VY, =n/2. Taga, 360r jerHaduHe
4), HOMeHyTa jennaunsa (39) mobusa 06K

Ak, V)= - (g +Fk'2SiHI!ISin1]fm_1)+ Fk‘;lﬂ\]f E sin ., Sinyy,,
\ | y==2
'_ . (49)

4 MECTO JeB€ CTpPaH€ MOXE Ce Y3€TH BPEAHOCT OU/NIO H3 jeIHaYHHE
(9) 6nao u3 (10), Beh nmpemMa TOME KOjH Ce mapaMeTap Kejld TPETH-
- patd. Ilpu TOMe ce joIl MOXe KODHCTHTH afHLKOHa Teopema (25) 3a
e/aunTauxke uHTerpade Il Bpcre, xoja Baxku 3a n >0 u —1 <n<<—k?,
TaKO Na ce AOOMBajy ZBa HW3a unrterpaja Ill Bpcre H3paxeHuX caMo
noMohy NOTNYHHX HOPMAaJNHHX EJMNTHUKHX HHTErpa’ia I Bpcre.

M3 cucrema (38) on m-—1 jenHaumna, ycaen V,=0, V,=n/2,
MOXe€ Ce u3pauyHaTd m-—1 Beauuuda ,=v¥, Vu,...,V¥,_,, 4 OHE he
O6utH u3paxeHe nomohy moxaynaa k. Kako je sesuumHa m npoH3BOJbHA,
3a pa3He BpeaHocTd m npobuhe ce pa3He Be3e H3Mmely nmapamerpa
- ¥ MOJYyJa, | - *

3a OyHKUH]y L BaxH CAHYHO, Ia Hy TO KaCHH]e€ H3JOXKHTH.

6.2. ¥ jennauunu (38) Bapupa BenHuHHa v ox 1 mo m-1, ma ce
MOXE NOYETH €a ClaydajeM m=2,

3aIOBaj c1y4aj, y jenHauund (49) ornaja Apyrd wiad HA AECHO]
- CTpPaHH, TaKO Ja C€ OBa CBOJH Ha

A (k)= ;(g + Fk’?-sinwsinwm_,)=—z—- +—;-Fk’2sin2x]f,

a yciaoBH (38) ce csBoge Ha jeﬂ,an' jeAUHH (;];3=n/2_)

tg %;—\lj“ = 1=tg V¥ V1 - k" sin?V,

T]. Ha

ctg2 =k, | .(50)

6 30opHrk MaTeMaTHYKOr HHCTHTYTR
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MMa jeJlaH peasZaH H JBa KOMIUVIEKCHa KOpeHa, TO aKO Ce CTaBH

4 (1= 32 - | '
A(x)=\/ (v ), (59)
360T '
_ivT 1+iV3
C14+AWK) zy=—1- - £V3A(k‘), =1~ +21V A (K'),

pealHd KOpeHH jenHauyune (53) jecy

_ ! R
sinr, , = é ; (\/1+A:\/2.—A+2v1—A +'A2).

Kaxo je jomw siny, < 0, To y 063up HO0Na3H Apyra BPETHOCT SinV,,
na je

‘,sian—_—-l—[l- \/1 + A (k) + \/Q-A(k')+2V1—A(k')+A=(k')J (60)

2

TpaxXeHa BPeIHOCT.

Bonehn paqua 0 Bpe;mocm Y, U3 ]E,H.Ha‘lHHe (57), moxe ce
MUCATH

2sinycosV V1 — k72 Sl[]"‘\l!

SiI Il‘r.‘Z ' 1 - kr..?. SII]‘\])’
Tj., 300r BpeAHOCTH 1— k' sin*\ u3 jenHayune (58), .
. cos
sinV, = - 61
Y T ey e

YHoulemeM OBOra y jefHauuHy (56), n106HBaMO

w  Fk? sinycosy (1 +sin x]/)

A=
Ak ) 3 V1 - £72sin ¥ (62)

NpH TOME  HMa BPENXHOCT W3 jexHaunHe (60).

Y3umajyhn, canma,
n=ctg?

Tj. OMpajyhiu mosuTuBaH napameTap uuTerpasa III Bpcre, Moxe ce
NMPUMEHUTH JefHayuHa (9), nma ce nobOuBa -

/T —k"sinZy I, (ctg )=

sin\{ cosy

A (k, V)= —"2‘— +F tg ¥ VI-K*sin®

LN Fk™ sin V¥ cos ¥ (1 +sin \]f)
6 3 VI k'% sin?
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6.3f Y3mumo; capa, cryuaj m=3: OsBge jennazuny (49)r nocraje
| ”2

A(k, ) = -13—- (—g- + Fk sin siﬁ-%l)' + Eg—- sin sin ¥, siny,, (56)

a ycaoBu: (48), mocTajy

tg Vs ; Vo tgy, Y1 - k2sint ¥,

tg Y3 : Vi _ g, VT—hosit ¥,

Yenen ¥, = 0, ¥, = V¥ = w/2, U3 npaé” jennaudie’ caenu

A 2'tg¢*V~-—1~-rk'? sinzqf? o

Kazg ce oBa BpeAHOCT yHece y APYry jeAHauHHy, ROGHBA™ C¥

Y, 2tgl (1-ksin? )
tgL(4 M 2) 1 —tg2¥ (1 - k2 sin2 )

Tj. , |
k'% sin®{§ — k7 'sin* ¥ — 2&"%sin? ¢ + 2sim +siny — 1 = 0.

Kako y 0638p nonase BpeIHOCTH  KOje ce€' Hamase: uamehy: 0/ M m/2;

TO OTnajga kxopen Siny = - 1. nocaeamwe jenHaduse. Ha rtaj Hauwmm,
MECTO TOra ycJjioBa [n00uBa- ce' y.ClIOB-
k? sinty — 2k%2sin®y + 2siny—1 = 0. ~ (68)

Y 063up 6u momuia jeIMHO OHa BPeRHOCT 3a sin ¥ KOja ce Hamasu
uamehy O u l.. ARO ce mpumeH#,- pellismo, Sturm-oBa-MeTOJa 3a pas-
JABajalbe KOpeHa, JaKo. je nokas3aTH Ja OCTOjH' CaMO jemHa TakBa

BpeIHOCT 3a Ssinv,

CMeHOM
sinyr = -—;—- (t+1)

rOpH-as JeiHauHHa: Ce: CBOJW- Ha- OOJHK.
| YOI
, , 82—k ,

-6 + -3 =0.
k'? |
Kako xyéﬂa pe3ongenra ope’ ]eﬂ;naqnue
242
8- 3*2-2"_'_:’. 32 (2 k ) ==()*

R — -
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8a (BPEARACT :MapaMerTpa |
n=—14%k2sin® (68)
¥ BpeiaHocT v u3 jenHauuse (D8).

M3 oBOr -u3jiarathba JaCHO C€ BHJAH IYT 32 H3HAMAXKEHE OHAKBHX
BpeAHOCTH TMapamerpa n uHrerpana Ml Bpcre xon Kojux .ce Taj MHTE-
rpajq H3paxkaBa CaMO TIOMOHY NOTIYHHX HODMAJHHX EMHUNTHYKHX HHTE-
rpana. PasyMmibuBo je, Ia hie ce mpH CBaKOM Ja/beM KODaKy jeAHauuHe
KOMIJIHKOBATH. A4, Ha OCHOBH HOCAaZalUmhHX pe3yliTaTa, Mnak ce
MOXe u3ByHHM ONmTH 3aKbyyak Ja Cy MOAYO H MapaMeTap IpH
rOpHbHEM peAyKIlHjaMa YBE€K Be3aHH aareb6apCKuM jenHaYHHama H Ja
NOTIYHH HHTErpaa F mnpBe BPCTe HMAa HCTH MOAYO Kao HHTerpan
tpehe Bpcre.

6.4. Kao mito cam Beh HanoMeHyo, kopuilhiemeM aguIHOBE TEO-
peme (25) 3a unrerpaie Hl Bpcte, koja Baxku 3a n > 04 -1 <n<<—£*%,
MOxe ce xobuty jomr jemaH Hu3 uHTerpaJsa lIl Bpcte xoju ce uspa-
yKaBajy IOTNYHUM HHTerpaauma | Bpcre. M3 jemsaumne (25), Haume,
o (4 |

| k2\ = n |
1, [_ﬁ-) ) j\/(n+l) (n+ k%) +F =11, () (69)

3a n=k HOBM napaMmerap k*/n Taxohe nocraje k, ma ako ce y jemHa-
yyHH (69) cTaBH n=k, DOO6HBa Ce€ OIET BPeIHOCT (D2); HaKJe, HUKa-
KBa HOBa BpPEXHOCT. TO HCTO Baxu H 3a ciyua] n= —k (obe oBe
BPEIHOCTH Pe3yJTOBaJNe Cy M3 Ciyyaja m=2).

MelyTum, 3a ocrtane ciayyajeBe m>2 n06uBajy ce IOTNYHO
HOBE BpelIHOCTH 3a uHterpane ll,. Tako 3a n=ctg®¥y, rae ¥ uma

BpeIHOCT 3 jenHauuHe (53), T]. U3 jenHauwHe (60), wHTErpad 11, (n)
y jenHauuHud (69) uma Bpennoct (65). Ako ce jom y jexsauduu (69)
cTaBH n=ctg?y, 6uhe

'no (‘l‘2 tg2 \]’) =

T Si“_‘l’ cosy T V2 siny—1 +
2 V1-kZsin®y 3k o

+ -g—~(2 + sin \ - sin? )

KOja jexHaumsa, ycnen (63), ZoGHBa IPOCTH]H OGIHK

1, (k2tg2 ) = 6’;{ VZsiny—1+ -'-E-(Q +sin ¥ -sin?y);  (70)

MNp4d TOM, siny uma BpegHoCT (60).

AKO ce 3a n y3sme BpexHocT —1+44k7sin?¥y, rme V¥ Takohe
HMa BPeNHOCT u3 jexuaduse (58) oxmocuo (60), wumterpan Il,(n) y
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ojaKie CIeXd BpeaHOCT 3a 11,. Ycaen BpesHOCTH (60) 3a sin v, oBxe
le ce moOjaBHTH KOMINVIHKOBAaHM H3DPa3H 3a padyyHamwe, HO npuUMemjyhu
jexnaunHy (58) mory ce noctulin u3BecHa ynpourhema.

Tako je

sin ¥ cos sin ¥ cos § V2 sin ¥ —sin® ¥ :
Vi -k~ sm?qf V(k'2sin* —2 k' sin® ¥ + 2 sin ¥) —sin2 ¥

=sin ¥ Y2 sin W —sin2 ¥ = 1 V2 k% sin® \]: —sind

kl’
T]. |
sin yr cos 1 . | |
— 2sin{y—1, 63
V1 —k™ sin® k’v v (59)
TaKO Ja. je |
Ak, V)= f— fﬁ(l +sin ¥) V2 sin ¢ - 1. (64)

Ycnen osora, uspa3 3a Ho 106UBa OGIHK

H (ctg? 1]/) 2 V2 siny - 14+ — (1 — sin  + sin? ), (69)

npu uemy siny uma Bpegsoct (60). ITapamerap OBOr HHTerpaia
HMa BPEIHOCT

1 o |
—-—ct = 66
g v 1+Slﬂ2\]f (66)

M oBme, pasymbuBo, Siny uMa BpenHoct (60).

Ako ce omer ysme
n= —14+k"*sin? {,

gbor -~ 1<n<—k? moxe ce HpHMEHHTH'jeﬂHa‘IHHa (10), u3 koje je

A (k, _ ™ Kk*sincosy _ o i n
(k, V) VTS (Ll (= 1+&2sin2¥) - F),

na 36or BpeasBoctd A (k,\) u3 jenHauune (62) cnenxu

n VI —k"sin 1];

Uy (n)= 3 k™ sm\];cosx]f 3 (2 - sin \]f)

Jlakne, Ha OCHOBH jemHauuHe (63), Gutie |
I[1, (n)= T £ 2 —sin 67
_°() _3k'V2sian—1+3( ¥) (57)
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Onasje ce BHIH Ja cé 3a pa3HE BPEIHOCTH m Taxkolje HOOHBa HH3.

unterpana [l spcre (napamerap —&* <n<C0) #43paK€HHX INOTNYHHM
HHTerpanom | Bpcre.

M oBme ce u3z cucrema (48) ox m—1 jennaunne, ycaen V=0
V. =mn/2, MOXe uspauyHaTd m-—1 BeauuuHa V¥, =V, Yy,..., Y,-1:
oHe he OHTH H3paxeHe noMohy MoAyJaa k, TakO Ja C€ 32 pa3He
BpENHOCTH m J00KBajy pa3He Be3e H3Mehy MOAy/na H napameTpa.

, 36o0r Bapujauyje Bea”uyuHe v ox 1 mo m-—1, moxe ce MoueTH
ca caydajem m=2. 3a OBaj Clyua) OTHaja APYTH YJaH y Majnoj 3arpaiu
jeaHauuHe (72) tako JAa ce OBa CBOJH Ha

F(2 VI— &2 sin® r + k2ig J sin? \]f)
2 V1 — k2 sin2
(y,=V), a ycaoBu (48) ce cBone Ha jenad ]e,n;HHn (Y, =mn/2)

Ho_ ( — k%sin? )=

tg \L’ﬂ;\]’“ 1=tg YVI — k2 sin® ¥,
Tj. Ha .
ctg? ¥ =k;
Ilakne,
O, (- 148~ 25 F. 73)

Axo ce ynopeae ycaoBd (38) 3a Pynxumjy A(k V) H ycnomr_
(48) sa Q)nyuH]y L (k,\), BUAH € Hda Ce OHH Pa3jIHKy]y CaMmo y
Tome wTo y (48) durypawe & mecro k. Crora he, Hamp., y cayua)y
m=3 BaXXWTH aHAJOrHA jeAHauyHHA jeJHa4uHH (O3), Tj.

k2 sint{ — 2 k2 sin® ¥+ 2 sin - 1=0, - (74)

a MECTO (60) Outie

sin = — [1 - VI+ A (k) + VQ —A(kK)+2V1-A (k) +LA2(k)]. (75)
.33 m=3, jenHaunHa (72) nocrahe |

[1, (—#2sin? )=

F
3Vl — k2 sin®

KaKo je, aHaJOTHO jexHayHHH (61),

{3 V1 - k2 sin ¥ + k® tg I sin ¥ sin ¥, (1- +sin ) ;

cos
V1 - k2 sin?

sin ¥,

’.
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7= g

L - S . o
il - ¥ttt s A alh—

jemuaunin (69) uma Bpeguoct (67). ‘Axo ce jom Y Jenaumsiy i(69)
\CTaBH 'm= =1 -4:%%8in2+, 6uhe

o - k® y
H”( T— k'zsmlef)“

_on VI-Kfsieey  omFo
2k? sinycosV 34 V2sinv-1 3 (1+sin).

Hajirocae, Kopuctehu (63), cnenu

2
Ho:(_ L ) _ s +§(1+sin\]x), (71)

1 - £ sin®*{ 64 V2siny -1
rae siny uma Bpexnoct (60).

M oBae ‘ce BHIAM TIYT 3a M3HaJaxXeme BpeXHOCTH MHTerpana Il
BPCTE HM3paxX€HUX MOTINYHHM HHTErpasumMa 'l BpETe ca UHCTUM MOJYJIOM.

[IpumMeTdmMO jOlI Ja Cy pe3yaTaTH 3a ChydajeBe n=k H n= -k
6usn paHuje nosdatH [5]. OBae Cy OHu AeLYIHpaHH H3 OMIUTE METOAE
H3J0xeHe y oBoM naparpady.

6.5, Jow jeman Hu3 BpenHOCTH wHTerpasa lll Bpcre peayKOBaBHX
Ha moTnyHe uurerpasie | Bpcre no6usa ce nomohy Qysxumja L (k, V).
Haume, u oBxe Tpe6a y jennaudnu (47) (ys ycaose (48)), kojom je
H3paxeHa MyJTHMJIMKAalHOHa TeopeMa 3a QyHkuujy L (&, V), CTaBUTH
V,=n/2. Taga je, npeMa 3sHagewy Te (YHKIH]e Ha OCHOBM jeJHa-

quHe (16), .
Lk i) —0
" 9
a jemnauuHa (47) mocTaje
| Fk? . . 1 .o ml e
L (k, V)= sin §r sin Yy + — F k2 sin{ Y sin gy sinn .
m m v=2

MecTo JeBe CTpaHEe Ce€ MOXE Y3eTH BPefHOCT Ox L us3 (11) npema
K0joj je

L (k, V) = ([T, (- #2sin? V) - F) ctg ¥ VT—&Z sinZ .
Tako ce nobusa
[1, (- &% sin2y)~
F

= ' m V1 —k? sin® k2 1 sin ¥ [ sin n—1 1
mVl—kﬂsinzq:[ V Y+ igy q;( Yo

m—1 | y ]
+ 3 sin ¥y _, sin xp) | (72)
=2 |
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7. TEOMETPHCKO 3HAYEHKE o YHKUHIE A (k, ©)

4. YousMO jenHy yCOPaBHY KYIY Ca EJIHNTHYKOM OCHOBOM.
ileka cy ocoBuHE OCHOBE 2.aH 2b HEKa je { €KCLEHTPHYHA aHOMaJHja
‘Te enunce. Ako ce ca H 03Haud BHCHHA Kyne, HEH OMOTa4, Kao JUTO
‘je nosnaro [26, cTp. 305-—-306], naT je HHTeI‘paJIOM

_. o —
abfv_cos2t+ sin®f + 1 dt.

AKO ce OTBOp OMOTaueBe Mpexe oﬁenemu ca Q a Ma KOja H3BO-
HHIA Ca p, Taja je
1

dM = —p*d Q,
-2

.a H3 OB€ jel[HauyuHe, ycCJeJ CHMEeTpHje Kyne, Cleiu

—Q abf \/—-——coszt+-——sm2t+l dl =

- xf2

—-abf \/ b“ 2-—-%—2-) cos?f dt,

12

1 =._,:1\/ HPe*
4 Q=alH "‘bfpz_l g e Cos*t b,

| _
THe j& €= efa HYMEDHYKH, a e JHHEapPHH EKCIEHTPHLHTET eJHiIce.

Ako ce ca r ofenexd OHa] NOJYNPEYHHK OCHOBE KOjH OATOBapa
H3BOJHHIH p, Ouhe
2

P*=H*+ P =H* + (a®cos? f+ b® sin? ) = (b*+ H?) (1 + bfj- T cos? t) ;

'VHOIIEHEM ‘OBE BPEIHOCTH 3a p ¥ -ﬁ3pas 3a OTBOp OMOTada JOGHBa ce

ﬂ/2 Hz £2 |
1 cos®t

Q- H2 e * + H® dt.
V T cos?t

b2
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I —

ro no0uBaMo
O 2 ging 2 qind
I1, (- k* sin® ) F 3-2Fk*sin*y+k?sin® ¢ .

3 1 —k2sin

Ja 6H ce oBae H30€IIH KOMIVIKKOBAaHH H3Da3H 3a pauyHame,.
MOXE C€ IMOCAeNHbH pPa3ioMaK MNPOIIHPHTH Ca Sin{y HW NPHMEHHTH.
jennauuHa (74). buhe | |

F 3siny+(k*sin* ¢ —242sin®y)
3 sin { (1 — &® sin®* )

- F 1 +sin

3 sinV (1 —#2sin®¥)

[1, (—k2sin2y)=

[Tocne MOHOBHOr NPOLIHPHBAWKA Ca 2 - Sin \IJ' cleau

F 2+ sin{r —sin?

3 (K*sin* V-2 kEsin® {+2sin) - sin?{
F 2+ sin{y —sin®* |

3 1 -sin® ’

[T, (—k*sin? )

T].

Ho (— k2 sin® )= —-(1 + 1_ ' ), (76)

npy 4yemy siny uma BpeZHOCT (79).

1 oBne he ce pa3ym/buBO, IIPH -CBAKO] Aa/bO] BPEHLHOCTH 3a /m
padyHd KOMmauWkoBaTH. HO u oBzae cy tewmkohe uucto anrebapcke-
npydpolae, ]ep Cy ¥ OBIE MapaMeTap H MOAYO B€3aHH aareGapCKuMm.
jerHaudHama. KMnak, ocdMm Be3e OO0JIMKa, peruMo

.f(nr k)=0:

KOje Cy IMocCTojale Kaja CMO ynorpebspaBaad (yukuujy A, Hehie ce-
NOojaBUTH HHKAaKBE Be3e Jpyre MpPUPOAEe Koje OH Baxkuae panehn ca
pyukaujom L. Ca oBOM (GYHKIOH]OM, IIpeMa paHHje HANOMEHYTOME,.
Be3e he OHTH caWyHe, T]. 00/HMKa

f(n, k')=0.

3 u3noxeHora ce, Aakae, BUAH Ja NOCTOjH OECKOHAUHO MHOTrO -
cly4dajeBa KajJa Ce NOTOYHH HOPMaJHH enunTHukd HuHTerpas lII spcre:-
H3paXaBa C€aMO MNOTAYHUM HODMaJIHUM eMHNTHYKEM HHTErpajiom I[.
BpCTE, HCTOI' MOZYJa. |
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On HHTEpeca je Ha ce jOUl HCTaKHe I‘E‘:OMETpHCI{O 3HAYCHE
HejexHaudHe (37) u3 I xema. 360r

k’=\/1—ezcosz_8_ '
2

N .0
| SN — SITl —
0, a a

R ; 2= 2
V + a Vbﬁctg2—2—+a’ Vl—-BzCOSz———-‘

MOMEHyTa HejeJHayHHa Ce CBOJLH Ha

2nsin—g—\<9<2nsin%,

M2 KaXe Ja ce OTBOP OMOTaueBe MpEXE YCIPaBHE EJNHITHYKE Kyne
Hanma3y u3Mely OTBOpa [ABE]y KPYXKHHX Kyla 4YHJH Cy [PEUHHIH
OCHOBA MaJla H Be€JIHKa OCOBHHA €JIHIICE.

8. [MPUMEHA HA KOCY KPY)XHY KYI1y

" 8.1. OQuuriegHo je nma uW3pa3 3a OTBOP OMOTaya yCHpPaBHE EJIHII-
THYKE Kyne Jaje M BEJHUMHY OTBOpPa KOCe KpyKHe Kyne. Jep, ako-
KOCY KPYXHY Kyny ImpecedeMO J€JHOM paBHH HOPMAJHOM Ha CHME
TpaJy OHOI' yIVIa KapaKTEePHCTHUHOr TPOYIJa KOjH JEeXH Hacnpam
NpeYyHHKa OcHOBe, jnobuhe ce ycChnpaBHa €JHNTHYKAa Kyfa €a HCTHM.
OTBODOM OMOTaueBe MpeXXe. PaJH ce caMO O TOME€ Jia Ce BeJHYHHa A
KOja KapakTepullle O1BOP OMOTaua yCHpaBHE €JHNTHYKE Kyme Hspasn;
eNeMEHTUMA KOCE KPYXHE KYyIIe.

YOouuMO jeIHy KOCY KPY:XHY kyny (B.cn.). Heka 6yny: r nony-
NPEYHHK OCHOBE, S, H S, HajBeha WM HajMama H3BOJHHIA, S OCOBHHA, C
yrao OCOBHHE IpeMa OCHOBH, B, Y H 0 YIVIOBH KapaKTEPUCTHUHOL™
TPOYyIJIa KOjd JIeXKEe HacrpaM CTpaHa §,, S; H 2r, a'p MaKO]a H3BOI-
HHIIa KYyIie.

Kpo3 Tauky B nonoxHMO paBaH B, HOpDMaJiHO Ha cumerpany VS

yraa 8, a kpo3 VS nosoxumo paBan Il wnopmanmso Ha paBan K ka-
pakTepucTHyHOr Tpoyriaa. PaBan B, cehu he paBaH K 1O NpeuyHHUKY

BG npeceune enunce, paan [l cehu he paBam B, mo npeunuxy DL,
AOK he Ta ucTa paBaH cehd KPYXKHY OCHOBY By mno npasoj AO.

36or VS| B, umamo K | B,. Kako je jom [l | K,6uhenpecex (11, B.)
T). npaBa SD | K, nakne SD_| BS u SD_ | VS. Ako ce xKp03 H3BOJIHHUIE:
BV u CV nonoxe TaHTeHLHjaJHE paBHH kKyne, one he cehu paBan Bj
MO TaHrMeHTaMa Ha Ty OCHOBY H Ounhe HopmanHe Ha B(, nmaxje H
H Ha BG. Crora he npeuHdk DL OuTH napaJjenaH €a THM TaHr€HTaMa,
na e BG u DL OuTH KOmyroBaHH aujameTpd. Ilowrto cy onu mehy--
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e e L e See———

36or &< 1, koedunujeHat ys cos?t y . 6p0]u011y Maibi je O
jexuHHIe; o6enexuMO ra ca k2 Koe(puun]enafr y3 «€05%¢ ¥ MMERUOILY

obenexumo ca n. Tana je |

V H? + b% n + k?

Axo ce jow u3Bpiud cMeHa { = w/2 — 6, H3pa3 3a OTBOP OMOTauya

-nobuhlie 06/uUK
/2

o AfaG@rD) { YT—Esmie
Q“4Vn+k2_* 1+n sin?9 a9, (2)

0

T}., pema jexnauudn (39) y I nmeny,
| Q=4Ake), (3)

rxe e, 36or jennaunne (34) vyl meny,

a

tgp = —.
g9 = —

Axo ce ca 8, obGenexu yrao OCOBHHCKOI IpeceKa KOjH IpoJa3u
KPO3 BEAHKY OCOBHHY E€JHNCEe H KOJH JexXH Haclopam Te:0COBHHE, 6nhe

8,
———-._az':t —
H g2-
na je 3ato
3,
- 1, (4
P73 ()

O3HaYHMO Ca B yrao OCOBHHCKOT Ipeceka KOjH TIPONA3d KPO3 Manly
OCOBHHY €/IMNCe H KOJd JIeXKH HaclpaMm Te MaJje 0COBHHe, OHuhe
Hg S
k = - = £ COS —. {9)
/ H? + b2 2

VI3 ropmer usjaramka jaCHO C€ BHIHM TEOMETPHCKO 3Hauehe
Hu3pasa A : |

Hapa3z A (k, ¢) upemcwawba 4yellspifiuny olBOPa Mpedce yclpaBHe
enuliuyre xyie. Ilpu WoMme Benuwune k u ¢ mua;y gnayerwe (5) u (4).

71.2. Kon xpyxue kyne je =90, 1i. k=0, na 360r A{(0, cp)---.n/2 sin ¢
H3/Ia3d 3a OTBOP OMOTauda IIO3HATH €JEeMEeHTapHH 00pa3an L =2rS5in¢.
Kag xyna neresepume y paBHy QHrypy, O6uhe @==/2 ma je, mpema
Legendre-osol pe.uanmjn, Q =721, WTO.LE M MOIJO, OYEKHUBaTH.
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Ha ocnoBw 0BHX: mojaTaKa:JaKO C€* U3HANA3E BERAHYUHE kui s, B

g YE’ _ bﬁﬂlv r*—s, s s-in” &
N a r 153 2
C/lefl¥ Ha OCHOBHM jefHaunHe (8),
. s sin B;Y
£ 1792 , | 9
Z ?
2
nma je, Ha OCHOBH jeAHauyuHe (D),
k=SinB_Y.- | (10)
2
BenuuuHa ¢ mo6uBa ce H3:jemHaurHa (4) u (6)v
sin 0
sin @ = sin ot — 2 o (11)
2 By s+ s
COS: 55—

Ha Taj Hayun, OTBOpP OMOTaua KOCe KpPYXKHE Kyiie je'BeluduHa

4 A (k, p), TaE k B @, caga, uMajy 3Hadewa (10) u (11). Hakne,
sin )
Q=4 A"Csin B"—I-, arc sin. 2

» | L, - °
2 | COS BQY

8.2. Jla 6u ce BeadudHa A (k, @) u3pa3una y OGJHKY HHTe-
rpana (2), noTpe6HO je Ja: C@' He3aBHCHa NPOMEH/bHBA 9 H3pasH.
HEeKOM BeJHUYHHOM KOja Ce€ Hala3H Ha OCHOBH KPYXKHEe KJyIle, {.ellHMO-
yIJIOM @, KOJU IPAiM NOJNYNPEYHHK OJIroBapajyiin: H8BOAHHIIH: p Cad
nosynpedsdkoM BO,. BennuuHa 6 npercraB/ba KOMIVIEMEHT €KCIEH-
TpRUHEe aHoMaauje.. Ha ociunuy. HeKa TO)]: BeJUUHHH OATOBAPA HeKa.
Tauka N, enunce, Taxko Jha ce O padyHa MO4YEBIUH OJ Maje OCOBHHE
BG. Yrao. 6, KOjHt 3aKIama) NOAYIPEdRHK: r—N{S ca MaTOMsOCORHEOM.
nobuhe ce u3 ‘

ctg0? — b,.c?sﬁ_._"
a sin@
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A —

cO06HO HOpManHH, TO he BG u LD npercrasB/baTd OCOBHHE IIPECEuHe

. @JIHMCe. .
Kako je u AO_| VO, 10 je AO||SD. U3 AAOV o SDV wu3snasu

sp=A0:H_A0 S, COS i5‘-;
oV oV 2
KaKo je , | Y
AO? = 0B-0C, f
OB — 2rs, | '
Sl -+ Sz (7)
OC = 2r — OB,
TO je o b
4
o5 _ 2 V5,5,
S;+ 8, .
Bemuuuna OV pmo6usa | G, '
ce H3 | - "

sing . 8’
St i g m ';
e je - ‘/ _
—O-V_ 20"32 Sm@_‘.
St Sy gy
2
Ycaen Tora je
SD =~ V5,5, 308 _ 14/
2 sin B S
Hame je
BS = s, sin °.
Ha ocnoBu jenmausHe |
4ri=s,2+5,% - 25, 5, €O 8 = (5, —5,)? + 45, 5, sin? -g—, (8)

JaKo ce BHAM Ha je  BS < DS. [Ilpema.Tome, Benuaune DS u BS
NPETCTaB/ba]y BEJAHKY H Maly IOJYOCOBHHY €JHMCe: .

a=r\|l-%, b=s,s8in— .
2.
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A —

L e

u jeaHagune (9), no6HBaMO
(31 — 32)2

n.......

Ha ocroBu TOTra,
2 [(84% + 55%) ~ (84 — 5,%) cos w]

[(8: +82) — (81— 5;) cos w}?

14 nsin®8

Axo ca ¥ 03Hau¥MO yrao OCOBHHE KYIe Ca IOJYNPEYHHKOM

‘O, N, ayun o, @ u ¥ o6pa3osahe npaBOyrid chepHH TPOyrao, Kome
je ¥ xunorenysa. 360r
~ cos¥ = cos o cos w,

'3a W3BOAHHLY VN=p ciean
p? = s2+r% — 2rs cOS a COS ¢, (16)
‘MeljyTeM, ®3 penaluja u3Mehy CTpaHa H YIJIOBa KapaKTEPHCTHIHOT

TpOyrJa - .
$2=8>+r?+2rscosa, S,2=s+r°-2rscosa,

M3J1a3H
S, 2+ 5,2=2 (s2 +r?), $,2—8,°=4r scosa, (17)
‘Ia 3a H3BOJAHHIY P HMaMO

2 2 2 _o 2
pr— ! ;S’ - 282 COS w, ' | (18)

TaKo Ja je
4 p? |
[(S1 4+ 85) — (81 — §,) coS wf

(19)

]l +nsin®6=

Ha ocHOBH penanuja U3 KapaKTEPHCTHYHOI TPOYIJa

B~v
Sl "'"Sg SiIl 2 . k
2r c0s> cosl
2 2
o : | o)
4ré= 312 +82 - 2 Sg 84 COS 8= (Sl-l-Sz)g— 4 ¢ So COSs? -é_
_H3/1a34 jOLI .
k=515 s O | (20)
2r 2

is, s, cosz.-;- (5,4 55)% - 412, (21)
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PR S R — e

T]. 6bnhe
r

ctg 0 = ictg 6; = ctg 6, .

b Vs, s, Sin
1 92 2
AKO y NpO43BO/BHO] TaUKH BHCHHE CJHITHYKE KyIlle 3aMHUCIHMO:
LEHTap HEKE JIONTEe; paBay KAPAKTEPHCTHUHOr TpPOyrJaa, paBaH VSN,
H paBaH KpPO3 IOMEHYTY TauyKy BHCHHE MapanesiHa Ca KPYXKHOM OCHO-
BOM; 00papoBahie porasmk. Iberose: cTpase; rpage Ha JONTH: CREpHH
Tpoeyrao, RPQT, xame: je yrao koI T npags:. ¥irac P Guhe, ouuraenyo,

jexHak yray 6,, HXOK he cTpaHa PT cepHor Tpoyria HMaTH BEJH-

quny ©/2 - (B — y)/2. AKO ce cTpaHa ’!"_@ O3Ha4yd ca ¢,, 6Guhe

clg. 8, = GQ&B; - ctgo,,
fa- je- 3a?o:
T cos’ ﬁ;Y Sy +S
ctg 0 = ctg o, L2 cig o .
I s, s, .8 2V s, s,
‘ Sil '§- ]

M3Bonuuna p Kpo3 Tauxky N, HeKa ceue KDY KHY OGHORY, W TaHKHM:
N. 36or < NO B = ¢,, u3 tpoyrma NO,O cregu -

, Sine cos w — ctg ¢, sin w. _ (12)
Kako je, Ha OCHOBH jenHauunHe: (7)
0.0 —r — OB = r31=%
8148,

TO, Ha OCHOBH BPEIHOCTH 3a ctge¢,, u3 (12) usnasu

(s, +S3):cOS w— (s, -—.-732-‘); |

ctg-6; 13).
5 2 1 s4.8, Sin w (13)
Onaspe je
('Sl' + 82) - (Sl. _— 32) COS w
H .
18 = — Q“V-sl S2 dw. (14)
(51 +52) — (31 - 53) cos w
[a/me, 360r
e? a3 e2 rro,
n- - g v £

;2.:.{, . - 2 ) . R
H:+ 0® s, Sy S,
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M3 nmocaemmer u3pasa 3a A BHAM CE€ JOm Ja j€ eJEeMEHT OTBOpa

r .
dQ= — Vs*sin®a +(r - s c0s a cos w)* dw.
P

Takohke ce ysuha na nocaedmH HHTerpaa ys3eT y TrpaHHaMa
0 ¥ ® ¥Ma ABOCTPYKY BPEIZHOCT OX AJr.

9. KOMIAAHALMIA KOCE KPYXHE KYIE

9.1. l3pa3 3a nmoBpIIHHY OMOTada KOCE KPYXHe Kyle Huje ese-
MEHTapHa TpaHCUEHAEHTa, T€ je cTora npodseM KOMIUVIaHALKie y TOME
Ja Ce HHTerpaNd CBelLy-Ha KaHOHHuHe (Qopme,. KaKO 6# ce MOrie
KOPHCTHTH €BEHTYyaJqHO Inocrojehe Tabaune 3a TakBe ¢Qopme. OBaj
npo6seM H3HCKYje KOMIIIHKOBAaHE peAyKIH]e W era je Schellbach
(122], ctp. 324 - 336) pewmno nomohy Jacobi-jeBux ,Tera“ dyHnknuja.
OBze hemo u3abpaTu APYrd NyT — AHPEKTHY PEeAYKIM]y HA EJAHNTHUKE °
uHTerpase. OH HHje AYXKH, a H3 JeJHAYHHA KOje C€ MojaB/byjy MpH-
JIUKOM PEeAYKIH]e MOr'y ce H3BYhHH HEKH HHTEDECaHTHH 3aKJ/bYYIlH.

Kag ce eneMeHT OMOTada NHile Y OGNHKY

dM = —é—pde,

M3 JedHauuHe 3a dQ BHAHM ce Ha je

dM = %r Vstsin?a+(r—scosacos w)? dw,

na je Jeo oMoTaua

M, (w) = -;— f Vs?sin® a+(r - s cos a cos w)? dw. (23
0

[Ipema ToMe, UEJIOKYNHH OMOTa4, YCJAEJ CHMETPHje KyNe, H3HOCH

T
M=r f Vs?sin® a+ (7 — s cos a cos w)? dw. (24)
0

Axo ce, xpaTkohe pamu, cTaBH

A= 1t =ctg-6— ctg P-y _k
Sy + Sy 2 2 .k

ctg > 1, (25)
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- P ——

Ycaen Tora je -
1-Fksin b=

| — 2
(544 8,)% — 2(5,2 - 5,%) cosw + (s, — §,)*cOos w (S‘4 :’) [(51+58,)*—4r?]sin%w
| r

[(5:+5,) - (s;t — 5,) €OS w]?

2 (524 85%) -2 (5,2 - s,%) cos? w

[(s, +8,) — (s, — $,) cOS w}]?

Tj., npema (17),

stz sin? o4 (r — § COS o COS (,1.))2 (22)
31+33'"(31—32) COSw. )

VI—k*sin?6

Kako jom u3pa3 Ha HecHOj CTpaHu jefHaumne (1) WMa BPeIHOCT

a r
T y
So VSyS,

1—S2

a rpaHuIe HHTerpana (2), npema (13), umajy speasoctu O 4 arc cos >
S1+52
= w TO, ycaen jexHauusa (14), (19) u (22), usnasuy BpeAHOCT 3a A:

- W

dov _____
A=r *;;Vs*smza+(r—.— £ COS o COS w)2.

0

8.3. VI3 upmenune ga je A 4eTBpTHHA OTBOPA MpEXe, H3 NOCAEIHe
jeXHa4YHHE H3Ja3H Ja H3BOJHHIA KOja OAroBapa BPeNHOCTH

Sg—3S9
w=arc CoSs
Sl+32

rpajd ca H3BOLHHIOM S, yrao w. BesuunHa p Te u3BOAHHUE H06HBa
ce, Ha ocHoBH (18), u3 ' |

2

OpaBne, Kako j¢ ¢urypa mpexke CHMETPHYHA Y ONHOCY Ha U3BOJHHILY

S, (WAH §;), CIe W OBa HHTEPECAHTHA YHUHHCHHIA:

H3sBopHuye rapaxfiepucliuydor [mpoyraa u reomelipucka CpepuHa
fiux u3BojHuya pene OMBOp Mpedce Ha dellupu jeAgHarka aeaa.

7 36opHHK MaTeMaTHUKOT HHCTHTYTA
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————

- P - - " o

CKYNH [OHOBO Ca MpPBHM HHTErpajioM, N06HBa ce caenehid H3pa3 3a M:

Y 4 (s, 8,)7 sin §/2 [ 1_1_1‘?__\/ iz_+itg'2812 dt
Sy — Sg (1 __-tz)z 12 — A% .
X |

"Kao mito ce BUAH, OBaj] HMHTErpaax Ce€ TpPETHpa HCTO Ka0 U OHaj 3a
M, (w), camo 6e3 gpyror ujaHa. 3aycraB/bajyhu ce, nakje, Ha NPBOM

usady J u3pasa 3a M;, cMeHa

¢ A
COS

nahke

P
2n+1-nsin?e

_ I T T 1Zin? -
J = 5 Vss, (7 ity V1 - KZsinte do,
)]
- Acosw-1
COS ¢ :
A—cosw

IpH TOMe k H n HMajy BpeXHOCTH H3 jexHauuHe (10), omHOCHO
(20) u (15). -

M3pas 32 M wumahlie 4eTBOPOCTPYKY BPENHOCT OX J, a ropma
rpaHyuiia Tora uHrerpana 6uhe =/2.

- Kax ce pasnmomak y uspasy 3a J nmpomupu ca Y1-k*sin®ep u.
Opojusall NojeNnH HMEHHOLEM, PEe3yJTAT Ce MOXE NPUKA3aTH Y OONHKY

k* (2n+3) K2 +n 2(n+1) (n+k?)
— — : + - .
n n(l+4nsin®¢) n(l+nsin?¢)?

AKO, 3a 4ac, obOeJexuMo

P .
f b -
; (1+nsin? @)* V1 —k%sin?¢ "

H3pas 3a J nocraje

J =

| k2  (2n+38) & 2
Vs, {_H_F(k, 0) (2n+3) +nz1 +2(n+1)(n+klzz}.

r
2 n n
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e . S

CMEHa
1 A%+t
COS w |
A 1+t
HAahe .
~ (8,55)7 sin §/2 f dt \/t"+f:tg2 5/2
My (w) S — S, (1+1)3 2- A%
A
rxe je
| - A (A - cos w)
Acosw—1 "

npy uyeMmy cy uckopuinhene penanuje (17) m (21) namehy cTpana u
yIJ0Ba Y KapAKTEPUCTHYHOM TPOYIVIy H 3Hauewme BenaHduHe A. Hase-
JleHa CMEHa j€ H03BO/beHa €aMO OO0 BPEHAHOCTH w=arc coS f—’——i?, T].
$1+ S,
10 H3BOAHHIE p=Vs,s,, jep je y TOM ciaydajy { MOHOTOHO y3JasHa
¢yuxkunja ox w. Ho 3a oBy BpemnocT w (pyHKIHja f HMa JHCKOH-
TAHyHTeT. CTOra je MOBO/HbHO 3aJpiKaTH Ce, Hajnpe, Ha Cay4a]y KOM-
nJaadanuje A0 YEeTBPTHHE OTBOPA MpexKe, a 3aTHM H3BECTH KOMILJIAHA-
K]y LEeJOKYIHOr OMOTada. KomnjaHallija AeJOBa KOJH HAY MHPEKO
YyeTBPTHHE OTBOpPA JIak0 he ce MOOGHTH H3 NpPEeTXOJHa IBa pe3yJTara.

[locaexa jenHaynHa MOXKE Ce€ MHCATH Y OOJHKY

' (s, 5,)% sin 8/2 [ 14n \/t“-+ctg26/2 )
M, (w) = 55— 5 (1—f7)2 Z_ A2 dt
__f 2 tdt \/tuctgza/zdt]_
(1 _ t2)2 12 _ A2
A

AKo ce Tpaxu 11e0 OMOTay, npuMeHnuhe ce HCTa CMeHa, CaMO ce
HHTErpas 3a M Mopa NpeTxOAHO PacTaBHTH Ha JiBa HHTErpajia H TO Yy

$;—S - Sg— 8 |
rpaHHuaMai(O, arc cos - - -—2-) H (arc cos ——2, +:r). Hose wuHTE-
S+ S, Sy + S,

‘rpaaHe rpandne Guhe y npBoM uHTerpany A K +oo, Yy APYroMm
—oo B —A, NOK fie H3pasH MnoJ HHTErpalHMa HMAaTH OOJIHK

2 (5, S5)7 sin§/2 [+ cig? §/2
r (1+1)% (s,—s,) 12 - A2

AKO ce JIPyrH HHTErpas CBele Ha TpaHHuEe A H oo (f=—1) H
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ot i il . )

CMeHOM f2=x, Haume, 360r

L. 8 ;‘( 28]
dx ]/X+Ctg=§— 1 \/(X—A) x+lctg 7

1 - x)? x— A% AE_1 x -1 i
A?sin? S + c0s? S A%+ (A%-1) c052-§— +x (Az_l)sinz—‘?’-— -
2 2 2 2
: — 5 arc cos N —5 ’
— i — — ing ___ 2 7
2 VA 151112 (x_ 1)(/-\ sin® - + €0s 2)
HMaMO

m

' 5 8
2 2 9 2 __ A2 |2 2 O
21 df ]/t“tg 7 1 \/(m'a A)(’" +clg 2)

A-27 } T £#-AT TAT ] mE— 1 T
Azsinz—g— + cosz-—g— - A2+(A2-1)cosz-g— +m2[(A*— l)sinﬂ--g— - 1]
3 arc cos ‘ 5 5
2 VA* -1 sin—2~ (mz—l)(fl2 sinz-—ﬁ— + cos? ._2-)

. AKO ce W OBJ€e BEJHUYHHA mluspasu nomohy ¢, Tj. 3 cos p=A/m,
a BOJHK pauyHa o penanujama (25), (15), (20) u (21), mecna crpana
NOCJACHAHEr HHTErpajia MOXe Cce mucaTH 'y OOJHKY

nr . [ S+, Vi—#? sin o
—_, ——— 811 ¢ —
Vs,5,8in8/2 L 2 Vs, s, 1 +n sin? ¢

k* [ 2cos*¢@ n — sin® 6/2]}

"+ L __arc cos ( _
cos?26/2 \1+nsin®¢ n

Sy~ S,
Ha Ttaj HaguH po6GuBamo

M:l:é_v;l_é; l(n+ I)H(n,k,cp) +E(k"P)"F(k’(P)] B

_ T(81—5,) [ | ' sin ¢ V1 —k2sin2¢
8 Vs, 5, [(s4+53) — (s, —‘32) COS I‘P] - 1+ 7 sin® g

N 2rVsiS2 arc cosl K ( 2 cos? ¢ n—sin28/2) }’
S, — S, | cos*8/2 \1 +nsin® ¢ n

Acosw-—1
A-Ccosw '.

COS @ =
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el

el S ——

MelyTuM, B3 no3Hate QopMyae 3a peAYKIUH|Y '[24, cTp. 92—94]

) . - Sin ¢ éos o Y1 — 4% sin% o
‘\0 Z}( + Yj_ Z‘K"l + Yg Z'K-Q Ys Zﬂ"3 _ (1 Iy Sinz (P)x"l ’

33 x=2 cJelHd

] (Sincp coso V1 - k*sin2¢
Yo 14-nsin? ¢ |

Osne je (x=2)
2(n+1) (n+ 49

Z.‘?.‘_ Yizi_YZZO_Yl Z—:)'

1+ k%2 3k2
T1 —(1+2 +"""'—'):

To r . - =
”
Y2=0! Ys = _;I;,
q.) N ,
1n2
Z_,= 1+nsu.1 L d:p--—-—l— ( = n+k' = nVl—k’sin2¢)dcp=
T V1 -4k sin? o k2 ) \V1- k? sin® ¢
0 |

n—+ k* n
= 12 f"(kacp)_;‘;‘E(k!(P)'

Hame je Zy=F (k, ¢), a Z, je HopManui eaunTHuxK HHTerpas IlI
ppere 11 (n, k, ¢) Legendre-osa Tuma. 3ato je

7 n? [sin'cp cos ¢ V1 - k2sin3 ¢ N
2 2(n+1) (n+47) 1+4nsin®¢
2 2 2 2
L +2n(1n;|-k)+3k 1 (n, k,cp)—n+2k F(k,(p)+E(k’(P)].
n n

Ha ocHOBH TOra

J = -;—-V._s;_.s-‘;{(n+ ) Il (n, k, 9) + E (k, ) — F (k, ) +

» ' ‘ p _ 2 a .
, f1sin g cos oVl -k Slnch}. (26)

14 nsin? ¢
Onasge ce ogmax 100HBa Bpe JHOCT 3a I[e0 OMOTAay (cp-—-- E—) ,
M=2r Vs, s; ((n + DII,+ E-F). S (27)

- 9.2. 3a neo omorasa M; mOTpeGHO je jOI H3pauyHaTH APYrH
MHTErpaJl KOJH Ce y eMy HajnasH. OH ce H3pauyHaBa €JE€MEHTapHO
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[NpumeTuMo xa je QyHKIH]a A KOja c€ jaB/ba y H3pa3y 3a OTBOP
omoTaua Q (B.§8.1), Tpanchopmupan uspa3 A (k, V) jexnauumse (28).
To ce sako yBuhja Ha OCHOBH TpaHC(HOPMALHOHHX jexHauuHa (21) u
(22) I mena. Axo ce, HaUME, yOdW BPEZHOCT ¥ M3 NOCAEAHE jeNHa-
YHHE H BPEJHOCTH 3a k H 8/2 U3 jemHaudda (20) ® (21), rtana ]eﬂ,Ha—

udHa (22) 1 mena mocraje

. o
SIn @ = ;
. L
TaKO Ja je
%Q=A(kﬂr’) = g :vsr‘s"Fsin‘*%—A(k,‘lf)~ (29)

10. JEAAH OMIUITH OBPA3AL

10.1. Hexka cy S; u S, Hajpeha u Hajmamka H3BOJHHIA KOCe
KPyXHe Kyne, R noJynpedHHk HeHe OcCHoBe, a B, vy u 8 oxrosapa-
Jyhx HacnmpamMHH YIrJAOBH THX TPH]Y CTPaHA KapPaKTEPHCTHUHOI MpeceKa.
Hexa je p nosBpmuHa omOTaua TakBe kyne. (O6paszan (28) moxe
MOCTYXUTH 3a Ao06uBame 0o6pacna 3a MOBPUIMHY OMOTaua 3apy6JbeHe:
KOce KpyxHe Kyme. TakaB oOpasall JaKO H371a3d H3 jeHa4YHHE (28)
aKo ce OJ OMOTaya p. Ofy3Me OoMoTau M, AONMYHCKeE Kyne.

Tora paxu 03HauuMO ca G, H J, Hajsehy W HajMawy H3BOJHHLIY
JONYHCKE Kyne, a ca r NOJYNpEYHHK HeHe OCHOBE. KaKo Cy OAro-
Bapajyhu YIVIOBH KapaKTEeDHCTHYHHX TPOYT/IOBA M KOL ILeJe Kyne u
KOI H-€HE JONyHe jeaHakw, OGuhe

§1 "‘_Szﬂ - g ﬁ.‘Y t 3 "fj11"62 ’
S, +3S, 2 2 d,+6,

na BeJHYMHA Y OCTaje WCTa y H3pa3y p H y u3pasy M,. Hcro je TO
B—Y

Cllyya] H C€a BEJHYHHOM k=Sin . Ycnen Ttora, BeadduHe E U A

0CTa]y HEMpOMEmEHe, TaKo HAa 3a OMOTad M 3apyb/bene Kkyne 1O6HBaMO

M=(R*-r?)n+2 (RVS, S, —r V3, 65 ) E -2 (R*—r?) A (k, V).

Ako ce jouw, ca S, M S, O3Haye HajBeha H HajMarba H3BOAHHUA 3apyo6-
Jb€HEe Kyne, ycjelx NpOnOpPIHOHATHOCTH je
. R R .
S;‘=6,‘ \Y (I=1, 2),
r R—r

TaKo Ja je
S-S, S1— 33
S+, S$)+ S»
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N — - smse—-

M3 oBor o6fpacua ce moxe u3ByhH cnenehu uHTEpecanTal
3aK/by4aK. 3a .

S, — §
w = arc cos +——=2,

S; + Sg

T{. 32 4YETBPTHHY OTBOpa Mpe}Ke, 360r ¢=x/2, NOBPUIHHA OMOTAa4a
KOja OAroBapa TO] Y€TBPTHHH OTBOpa Ouhe

M, = -;—- Vs.s, { (2 + 1) 1'[0+E-F}—-D,

rje je

—_ 2 - — 2
D =175 V5,8, sin E-~+L- arc cos | 1 (81 = Sy’ :
4 9 ' 4 _ 9r2

. IlpBu 4naH gecHe crpaHe H3pa3a 3a M; e Ha ocHOBH ofpacua (27),
YeTBPTHHA MNOBPIUHHE LEenOor oMoraua. M3 Tora nu3nasy :

Yelippiliuna doBpuiuHe oMmoliaya (padyHalio of Mmarbe uU3BOJHUYyeE)
yBek je Beha oa HoBpuuHe Koja ojrosapa 4YeiliBpliunu oliBopa Mmpeixce,
a pasauxka usmehy 4eliBpiiune HoBpwuHe owmollawa u {oBpuiuHe KoOja
oArosapa dveliBpliunu ollBopa Mpedce, yBexK Ce MO0xCe uspa3uliu ene-
MEHIIAapHUM pyHKEYujama.

Konx ycnpaBHe kyne (s,=s,) Ta pa3jHKa, pPa3yMJ/bHBO, I[10CTaje
jeIHaKa HYJIH.

9.3. U3pa3 3a noBpmnHY LEeJOKYIHOT OMOTa4a A06HBAa MHOrO
npoctujy popMmy axo ce HCKODHCTH jexrHayuHa (23) I mena. Tama je

M=2rVs,s, lv nn(j_zzl) [g 1 A(k,\]f)] + E].

Bomehu padyna na je npu tome ctgy = Vn, Ti.
cosy = 12
S+ S,

Vn(n+1) r
n+k® Vs, 8,

H3pa3 3a M no6usa caxery dopmy
M=rn 4+ 2r{s,s, E=2r2 A (k, V),

B"Y’ COS‘lf—'Sl—.SZ. (28)
2 8t S,

k=sin

| I'Ipumepa panu, HeKa je §; =24, s,—=16, r=6,8. PauyH nokasyje
na je M=370,67.
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JJaJwe, 300r §{=s5, H E= —, 3a M u3ia3u

Tt
2
M=rms.

‘OBO, ZakJie, Ba)KH 3a yCIPaBHY I{yny Axo je jowr B=y=0, 1], 8=m,
‘Kyla Jeresepuuie y paBHy ¢urypy, naje Q=2 xn; rana, 36or s, + s.,=2r,

Sy S . 2Vs. s . Vs, s
arc cos-—‘————-—"f —arc sin 172 _arc smv ' 72

Sy + Sq Sy + 8, r
‘M
~ g 7™ Vs, S

A 0 = ~_— SN e 9

0, ¢} 2 P 2r
JXOOHBaMO
M=r*n

Y caydajy k=1, 7). f=n u y=06=0, xyna Takohe pereHepumie
'y pasHy ¢urypy xon koje je s,—s,=2r, na OTBOp OMOTaua KaO H
Ib€rosa NOBPIIHHA MOTy HMaTH [POH3BOJbLHE BPEAHOCTH.

11.2. MehyTuMm, u onjta kag je k=0 u k=1, MOry y H3BECHHM
‘cJiydajeBuMa, o6pacuu 3a NMOBPIIHHY H OTBOP OMOTaya HMAaTH JeIHHO-
cTaBHHje OOJHKe, HAaHME TaKBe Ja C€ YMecTO KOMOHMHaIH]a MOTHYHHX
H HENOTNYHHX EJIHNTHYKHX HHTErpaja, KOju DHUrypuimy y NnOMeHyTHM
H3pa3uMa, M10]JaB/by]y CaMO NOTNYHH HHTerpasd. Takpe crenujajne Kymne
noﬁuhe ce aKo ¢e npuMeHe pe3yJataTH U3 § 6.

Axo ce yno'rpe6n jexHaunHa (51) | mesa, mpu yemy } umMa Bpex-
HOCT H3 (D0), Ouhe, 360r 3Hauewa BeJWduHEe Y H3 jexHaudHe (28) u
jenHauune (20),

S — 8,)* S, — 8. S
(1 2) ___k____l 2COS'—'—“.

45 8, 2r 2

.360r BpexHocTd cos §/2 u3 jenHaunse (21), umaMQ

l/‘(31+32)_4 r2 r(s;~s,)

4 Sl Sz 2 Si SZ ,
‘QJaKJe je . ' |
Kako je 3a OBy BpemHOCT 7 |
& S(—§
COS =2
2 2Vs, s,

6uhe |
k=cos? §/2
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R Vg;_S-;—r le 62%—-(1‘?-!-1‘) VS, S, .

Ha Taj nauuH, o6pa3an 3a nOBPUIMHY OMOTaua 3apyO/beHe Koce
KpyxHe Kymne riacuhe

M=(R* - ) n+2 (R+1) Va; 5 E - 2 (R* = ) A (k, V),
ﬁ_.Y §4— S, ; (30)*

k=sIn

M3 osor o6pacua, 3a.r=0, HenocpeaHo caenu obpasai (28).
3a s;,=$,=S$, T]. KOJ ycnpasse 3apy0/meHe Kyne, uMamo 3=y, T],

A[k,m)—— TE,
.2 2

1
k=—01 E=—l ='_'-1
o YT
na je
M=(R+r)s=.

10.2. 3a R=r nobuBa ce cJayuyaj KOCOr KDPYIKHOT Ba/bKa, Nna y
o6pacuy (30) ornamajy npBu u Tpehn unaH mecHe crpane. Kako je jow
§;=8,=35, TO oﬁpasau (30) ,[L06HBa 00JIHK

M=4rsE,
Nnpd 4YeMmMy BeJNHYHHA k, 300r B=m=— Yy, HMa BPeJHOCT k=COS Y.

Benuuuna O = 4aE, ka0 wTO je nO3HATO, NPETCTaB/ba OOUM
- @JIMIICE Ca BEIUKOM OCOBHHOM 20 U HYMEPHUKHM EKCUEHTPULMTETOM KOJH
je jeAHaK MOAYAY- €JHOTHUKOr UHTErpana. Kako je npecexk KOCOTr BabKa
Ca paBHH HOPMaJIHOM Ha H3BOZHHIE BaJ/bKa €MHIICA Ca OCOBHHAMa 2a=2r
B 2b=2rsiny, TO j¢ HYMEPHUYKH EKCUEHTPHIHTET TE EJHIICE

Va?_ b2
£ = - CoS Y.

- ¥Ycnen tora, o6pasan (31), nanucan y o6auky M=s O, u3paxana ja je

MOBPLUHHA OMOTa4ya KOCOT KPYKHOT Ba/bKa jeAHAKA [IPOU3BOAY U3 H3BOJ-
HHIIE X 00HMa HOpmanHor mpeceka. OBO nmoTsBplyje mo3HaTy Teopemy
O NMOBPIIHHH OMOTa4ya KOCOT KPYXXHOI' Ba/bKa.

11. O HEKHUM CHEUHIATHHM KOCHM KPYXHHUM KYIMTAMA

11.1. Kao mro cmo Buaesnd, o6pacud 3a MOBPIIHHY 4 3a OTBOP
OMOTaua KOCe KPYXKHE KyIe He NPeTCTaBibajy 'eleMeHTapHe -PyHKIH]e.
To he OHTH cam0 y crnendjaaHWM ClydajeBHUMA k Ou k=1.Y npsom
cay4a)y je, Haume, B=vY, mna je

Q=4A(O, f_) — 9 nsin 2 :
| 2 %
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S

3a €r3uCTeHLH]y OBaKBE€ Kyile, BEJHUYHHA §; MOpPa JICXKATH VY
pasmaky

5; <51 < (T+4)3) 55,
LITO C€ JaKO YyBHba.

- 11.3. Kao o ce BeqnnurHa A (k,V) y jennauuHu (36) u3pasuia
caMO NOTNYHUM HHTerpajsoM [ BpcTe, -TaKO Aa ce H TpaHCPOpMHCaHa
BenuyuHa A (k,¢), KOja 6M caenguja Ha OCHOBH jemHauuHe (21) I mena,
MOXe H3Pa3HTH TaKBHM HHTerpajoM. Ha ocHoBM Te jemHauune Owuhe,

HaumMme,
A (k, @) = —2“- + Fik”2sin @ siny — A (k, V),

a 36or tgo tgVy =—I1{— (8. (22) I nena), Tj.

cosxlf 2r |
/T-k?sin?¥ s,—s, -

anall

sin ¢ = (37)

36or BpenHocTH A (k, V) u3 (36), umMamMo Tako

T F
Ak, p) = — + 4r° — (s, — 8,)%] +
(b 9) = 5 + st = (51 50

+ F — [$,2+5,2 — 65,5, — 2V 5,8, (84 + 8,)]-
12r Vs, s,

[locne ynomewa BpeaHOCTH r® u3 (35), cienu

A 9) = = — L (s,+5,-4)55y), - (38)
3 688,

rie BeJWYHHAa r HMa BPEAHOCT uH3 (3D).

. Moxemo, caza, 3aMHCJHTH HOBY KYNy Ca aHaJIOHHM eJle MEHTHMA
Siy S,, 2R H ynoTpe6uTH jexHauuHy (28) 3a u3pauyHaBame NOBPIIHHE
OoMOTaua H jenHayuHy (29) 3a orBop omoraya. Ho norpe6bno je jour
H3Da3HTH BEeJHUHHE S,, S, U 2r nomohy HOBHX eJeMeHata. [0 ce
NOCTHXE Ha OCHOBH J€JHa4yHHE

3, "Sz
COS ¢ -
S, +S,
Kako je, npema (37) u (35), |
- 5 2 —
cosp — V(s; + ;) 4r 1 2 \,3132’
§11+ 35, $y + 83

TO CJAEIH

/5, 8 Sy
S+ S+ S,

(39)

- Ilomohy osBe Bpeﬂuocm MOXe Ce (POpMHpaTH H3pa3 y 3arpaiu
jennauune (38):
_ §1 "'352

- A\ YA TY
31‘*'3:1.'4\’3132’“( : 2-—-4)1/3133—*
I/SIS,, |

Vs S, .

2
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—

na jexsaunna (51) I mena nocraje
F S

o |
A (k, V)= | sin? —. 33
()= 7+ o-sin (39

Taxko ce go6uBa
M=s, s, (-’i +2E— Fsin? _‘5-). (34)

2 2
M3pas (29) 3a orBOp OMOTaya nocraje, Ha OCHOBH (32) u (33),
5

Q=TC+2 F sin® —é—'.

3a ersycTeHUH]y OBaKBe KyIle MOpa Ce€ NPeTNnOCTaBHTH MOTYHHOCT
THEeHOI KapaKTePHCTHYHOI TPOYIJa; JAKO Ce BHAH Aa MOpa OHTH

5, < s, <5, (3+2V2).

Moxe ce, Haza/kbe, ynoTpeOHTH jenHaurna (64) I gena, npu uemy
Y MOpa 3a40BOJ/baBaTd jeNHAaYHHY (O8) 1 mena.' Axko ce y3me y 063up
Ia je, nmpeMa jeaHavyuHH .(28),

| ., O )
4s, s, sin? D) =4r2— (5, - 83)%
TO, KaJ C€ OB€ BPEIHOCTH YHECY Y jenﬂaqnﬂy (58) 1 mena, oBa ce
CBOJIH Ha | | -

r?=(Sy+5Sg) V8, S3 - 518, (35)
V3 Taj ycinos jesnaunna (64) 1 mena mocraje
Tt F s2-688,+52~2Vs, s,(8,+5,)
Ak’ == .—-—-———1 172 .72 72\ 27, (36)
( \l,) o VSI So 12 r
TaKO Ja H3pa3 3a NOBPHIMHY OMOTaua, npema jeaHadydHd (28), mocraje

. .
M = 2rﬂ+2er,szE | rF
3 6 Vs, s,

rjie r uMa BpemHOCT u3 (35).

K3pa3 (29) 3a orBop omorada, mocne kpaher 'paq'yHa, nocTaje y
OBOM CJy4ajy |

[s2-6 -5:1 So+ 8,2 -2 (8, +5,) Vg’l_:;zlr

O — 4 + 2r
3 3 8, S, |
¥ oBne, pasyme ce, BesHunHa r? uma Bpexnoct (35).

[4 Vsy 5, — (5, + 52)] F.
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sl . i

AHanorso H3pa3dy 3a V¥ y jexHaudHu (28) osne he ce yseTH
$i-8 |

S+ S,

3a BpeNHOCT k', aHalorrHo jenHauyduu (20), nobGuBa ce

S1 -+ 52 'Sil'l 9_3, (42)
2R 2

COS P = -

k!

~ a BpeaHOCT Sin §,/2 narta Je jexHaunHoM (40). '

) 4
Ycnen cBera Tora, u3 jemHauumHe (41) mobuhe ce

/
R*-R (Sy +8,) + 5, S = 0,

T). |
2R = (S, +S3) £ (S, - 8s),

3a ropwuH 3HaK O6uno0 6 2R > S, +S,, wTo je Hemoryhe. Tpeoa,
JaxJje, y3eTH AOBbH 3HaK: |

R=S,. (43)

Ha ocHoBu TOra ycnoBa, H3pa3 M 3a noBpUIHHY OMOTaua nocrahe

M=_:;_an+ Vsész 6S,E + (S,~3S,)F],  (44)
NOK he u3pa3 3a OTBOp OMOTada OHTH
2 __ 2 |
Q-2 95 -5 g (45)
3 382 v Sl 82 :

[Torpe6HO je jowr HamOMEHYTH Ja BEJHYHHA kK OCTaje HHBapH-
JaHTHa, jep je, npema (42) u (43),

S;+S;
48, VS, S, .
a Ta Ce€ HCTa BpeIHOCT XOOHBa u3 jeaHauHHe .

(s,+585)% . , 6 1 (31+s, )2 1_(31—32)2

4 r2 2 4\ Vs; s, /L 4r2 |

aKo ce y oBy craBu r* u3 (35). [akune,

k=

V3S:.2+28,S,~S,2,

krz

4 | Sl + S!

k2 o 1 (Sl + S )2 | VS1 Sa ’
16\ Vs, s, 1 Vsy S
§; + Sz

a o TOMe Tpeba NMPHMEHHTH jexHaduHy (39).
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A

.

IlpemMa TOME, ¢ _ag
| - Fr - '
A (k’ CP) = — 1 2.

3 6Vss, S,

Kako je jouw
r: 8 +s,

- | —
S1 S Vslsﬂ

0)!03
R

TO je

r S§,-38;1/S
A (ko) = 5 1682 2VS,;F..

Ha ocHoBx: srora, u3pa3 (28) 3a nOBpUIHHY OMOTaua MOCTaje
M=Rrn+2RYS S, E-2R* A(k, ) =

R:n —_— RﬂF(Si—Sz)VE
3 +2R VS, S, E A 35, 3,

a M3pa3 3a OTBOP OMOTaya

Q=2 4 4 Vf.(,‘ Sstinz—‘;1 — 4 A (k@)=

_ 2n 2sin%8,/2  §,-3S,
- +2FVS,S, ( S ).
Ilpu Tome je, npema (21),
' 2 _ 2
sinz &t = AR (5= 8" (40)
_ 2 48, S,
TaKo Ha je o
Q=2 F 19RrS,-3(S, - S) S, +2 (S,—3S,) S, R].
3 3RVS,S.®

MehyTuM, ¥ OBAe BeJMHYHHa R HH]e NMPOH3BOJbHA, Beh 3aBHCH O
BeMHYHHA S§; H S,. Pasnor je caexehu. Beauuwmna ¥ y npehammbem
CJIy4ajy Mopaja je 3ai0BOJbaBaTH jexHauuHy (68) 1 mena, u3 kxoje je
pesysaroBasia jeguayuHa (3D). Kako cy BeauudHe ¢ u ¢ Be3aHe jeldHa-
ydHOM (28) | mena, TO akKO MeCTO BeJHYHHE Y yHeceMO y (35) BEJH-
YqUHY ¢, no6uhe ce

2 4 | » L2
k' cos? ¢ 1_'_2c0$cpo(1 k)==*O.

(1-k" sinzzp); i Y (1 - &2 sin? ¢)®
AKO cos*¢ u3pasuMO MOMOhy CHHYyCa, H3 OB jeIHAUHHE CJICIH
2 cos V1 = #2 sinfg = 1 -k sint ¢. (41)
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e il hi— N

3a OBAaKBy CheUdja IRy KYyNy j€ IeHa EersuCTeHlHja yC/I0B/bEHA:
pasMaKkoM | |

§g < 8, < 35,

Kao LITO CE& TO JaKO yBuha,

M3 oBux npumepa BUAM ce HayuH NOOHBaba H APYI'HX cHelHja]-
HHX Kyna NpHMEHOM pe3yaraTa U3 § 6.

12. NTPUBTUIXHA POPMYJTA 3A OMOTAY KOCE.KPYJKHE KVIIE

dopmysia 3a OMOTa4 KOCE KPYXHE KyIle, HaKO JO03BO/baBa yIoO-
Tpedy TabauHa 3a EJUNTHYKE HHTerpasne [wanp. 12] Huje AOBOJBHO
MOJECHa 3a MPAaKTHYHO padyHame aKO C€ HEe TpPaxd HCYBHIUE BEJHKA
TAYHOCT. Y JeJHOM CBOM paHu}jeM paxy [6 b] mokasao cam jxa ce nps-
O/nuKHAa BPEAHOCT 3a MOBPLIHHY OMOTaya MOe nobutu no obpacny

r {$;+$ :

M == ( 1+ 02 +Vh2+ r2)'m (46)
| 2\ 2

(h je BucuHA). ¥ NOMEHYTOM paly a0 CaM H T'paHHNE OTCTyIawa OBE

IpUOJIKIKHE BPEAHOCTH OJ MpaBe BPEAHOCTH. Te rpaHHIE OTCTynama

c/lee Ha OCHOBH CTaBa: '

Hera je
A = (S1 "'82)2 S1+S8g + 2 Vh2h+ rs (47)
h2+rt s +s, — 2 V% + 2
rm Sy+ S, 2 |
TR ( 0 W“z) " 45
Axo je
AL,
penailiuBHa rpeuwika jfe
G
§ << —
M
aKo je
A > 1,
penaiiuBna rpeuwka je
8 < 4G,
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les amplitudes données. On a alors
E pv A (k, 9v) = A (k) + FA,
v=1

c’est-a-dire I'agrégat au second membre peut s’exprimer par une seule
fonction A (k,V¥) de méme module, d’amplitude ¥ se déduisant des
amplitudes ¢,,(v=1,2,..., n) au moyen d’opérations algébriques
de sin et cos, et avec une expression FA oit F est l'intégrale ellip-
tique normale compléte de premiere espece de méme module, et A
une fonction algébrique de sin .

Partant du théoreme de multiplication on a résolu e probléeme
de réduction de l'intégrale elliptique normale compléte de troisieéme
espéce aux combinaisons d’intégrales completes de premiére espeéce.
A Taide de la reialion de Legendre, en posant dans le théoréme de
multiplication V,, == n/2 et avec m arbitraire, on obtient deux suites
de tels cas. Puis, en se servant du théoremme d’addition relatif aux
intégrales elhpthues normales completes de troisiéme espése

k2\ n .
o (n) + no(n) 2 \/(n+1)(n+k") - F
‘valables pour n >0 et —1 < n < — k% ayant exprimé H (n) comme

on vient de l'indiquer,-on trouve deux autres suites de telles valeurs
pour les intégrales de la forme 1, (k%/n). -

Si, dans le cas d’amplitudes ¥ imaginaires, on pose

Vsm“ V(sm‘ﬂr-——l) (1 — k2 sin2 Qf)J _
k' sin ) sindy - L(k ¥)

I [A (k arcsin

on a alors

L (kV¥)=FE (& \P) EF (k, ),

en observant que pour la fonction L est valable le théoréme d’addi-
tion (32) sous ia condition (31) et le théoréme de multiplication (47)
sous la condition (48). En posant ici ¥,=n/2 et en prenant m arbi-
traire, on obtient une cinquiéme suite de valeurs d’integrales ellipti-
ques normales complétes de troisieme espéce s’exprimant a 'aide
des intégrales complétes de premiére cspece.

De ces résultats on arrive a cette conclusion générale que la
réduction des intégrales elliptiques normales completes aux intégrales
elliptiques normales complétes de premiere espéce est possible toutes
les fois que le modul et le parameétre de ces intégrales sont liés par
certaines équations algébriques. Jusqu’a présent on connaissait trois
cas de telles réductions: n=+k, n=—k et n 1+4k'. Ic1t on y parvi-
ent par une méthode générale pour ces réductions, qui est exposée
dans ce travail (les cas connus s’obtiennent en posant m=1).

L.a seconde partie de se travail est consacrée aux applications
géométriques. On montre d’abord que la fonction A (k, V) a une
signification géométrique concréte: L’expression 4 A (k,{) représente
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T i .

SUR UNE COMBINAISON LINEAIRE o
DES INTEGRALES ELLIPTIQUES NORMALES DE PREMIERE
ET SECONDE ESPECES .

Par
STANIMIR FEMPL

L’objet de ce travail est 1'étude d’une combinaison linéaire des
intégrales elliptiques normales de premiére et seconde espéces,

Ak, V)=FE(K\ V) + EF((',WV) - FF (K, V{),

ot F et E désignent les intégrales elliptiques normales complétes de
premiére et seconde espéces de module k, et F(k, V) et E(¥,V¥)
les intégrales elliptiques normales de premikre et seconde espeéces

de module complémentaire &' = |1 — k* et d’amplitude V.

Dans la premiére partie de ce travail on montre que la fonction
A conduit aux intégrales elliptiques normales complétes de troisiéme
espece a parametres positifs ou ceux se trouvant entre —1 et — k2
St une telle fonction est definie aussi pour les amplitudes imaginaires,
on montre que, dans ce cas, elle conduit aussi aux integrales com-.
pletes de ftroisiéme espéce dont le parametre est compris entre
~k* et 0 (le cas du paramétre n <<—1 n’entre pas en considération,
puisque les integralés complétes divergent dans ce cas).

En vertu du théoréme d’addition (18) relatif a2 la fonction A
sous la condition (17), résultant directement du théoréme d’addition
relatif 2 la fonction A, de Heumann [9], on démontre que ’équation de
transformation (22), a la condition (21) (6==/2), renferme deux pro-
positions connues de la théorie des intégrales elliptiques de troisiéme
espece, qu’on demontrait jusqu’ici i1dépendamment I'une de l’autre.

On sait que lintégrale elliptique normale compléte de troisieme
espece s’exprime par combinaison.des intégrales complétes et incom-
pletes des deux premieres espéces. Ici on montre qu’a ['aide de
I’équation de transformation précédente on y parvient par des formu-
les plus simples et plus commodes que celles connues jusqu’ici.
Cette maniere de I'exprimer a facilit¢ de metire la fonction A sous
la forme condensée (36), qui a permis d’assigner les limites (37) de
cette fonction et d’étudier I’allure de la fonction.

Le théoréme de mulfiplication de la fonction A est formulé en
termes suivants: Toutes les fois que la suite des amplitudes ¥,
(v=1,2,..., m) satisfait & la suite des conditions (38) on a

| -m—1
A (k,'qu) = mA(k: ﬂl’l) — Fk" Sll] 4’1 E .Sin 'l]f‘, sin q,v-ilis

. | | v=1
et inversement, en rappelant que la suite des conditions (38) peut
€tre remplacée par les conditions (40) equivalentes et plus commodes,

On donne aussi la proposition de nature plus générale suivante: Soient.
P (v=1, 2,...,n) des nombres rationnels arbitraires, et ¢,, (v=1,2,...,n)

8 36opuHk MareMaTHuUXOr HHCTHTYTa



116 Cranumup Pemna

Dans la suite on donne une formule plus générale (30) de la
surface latérale du tronc de cOne circulaire oblique dont la formule
(28) est une conséquence immediate (r=0). En outre, de la formule
(30) on déduit aisément la formule connue pour la surface latérale
du cylindre circulaire oblique (R=r). -

La surface latérale d’un cdne circulaire oblique n’est pas une
transcendente €élémentaire, sauf dans le cas d'un cbne droit (k=0)
ou pour k=1. On peut cependant obtenir de formules plus simples
pour l'aire de la surface latérale et 'ouverture de sa surface dévelop-
pée si on aplique les résultats de la premiére partie. Dans ces for-
mules ne figureront que les intégrales elliptiques complétes de pre-
‘miere et seconde espéces., On a donné trois cas de tels cdnes, a
savoir lorsque entre les génératrices et les rayons de la base existent

les relations |

VS, rmse (ks Ve — 55,

Enfin on donne sous une forme trés élémentaire, la formuie
approchée (46) de la surface latérale M du cOne circulaire oblique,
avec une évaluation €élémentaire de 1’écart, & savoir: Si par A et G
on désigne les grandeurs figurant dans les formules (43) et (48),

alors pour

A =L 1, lerreur relative est 6 < __Q__ ,
m

A > 1 Terreur relative est 6 < AG :
I

alors que pour
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le quart d’ouverture de la surface latérale d’'un coOne elliptique droit,
avec 2¢ comme aongle de la section axiale du cOne passant par le
grand axe de l'ellipse a l'opposé de cet axe. La grandeur £ a la
valeur e cos 6, € étant ’excentricité numérique de 'ellipse et 28 I'angle
de la section axiale passant par le petit axe a 'oppose de cet axe.

Si, dans un coOne circulaire oblique, on trace la bissectrice de
'angle & au sommet du ftriangle caraciéristique et par le pied de la
génératrice la plus petite s, on fait passer un plan perpendiculaire a
cette bissectrice on aura un cOne elliptique droit de méme ouverture
de la surface developpée du cOne. Si en outre, on désigne par Bety
les angles du triangle caractéristique situés & 'opposé des généra-
trices s; (la plus grande) et s,, ’expression de Pouverture de la
surface developpée du cdne circulaire droit prend la forme

.0
sin —
4A (sin P — Y arc sin B?‘* )
2 cosE—T¥

La grandeur A peut aussi se mettre sous la forme

w

1 | d = - - 5
T Q=A=r f --—-‘"fl/s2 sin‘a + (r—s cosSa cos w)?
| o |

0

avecd

S4—38
w = arc cos +——=—=,

S+ 38,

oil p désigne une génératrice quelconque, w I’angle entre les rayons
correspondant aux génératrices p et s,, s étant l'axe du cdne, et «
'angle que P'axe forme avec la base.

Du fait que A est égal au quart de I'ouverture de la surface
développee du cbdne il s’ensuit qu’a Pangle w,, égal au quart de
I'ouverture de la surface développé du cdOne correspond la génératrice
o= s;5,. De la on déduit ce resultat intéressani que les géné-
ratrices qui sont égales a la moyenne géoméirique de ces génératri-
ces divisent I'ouverture de la surface développé du cbOne en quatre
parties égales. -

La derniere intégrale permet d’effectuer la complanation de la
partie M, (w) du cOne circulaire oblique, 2 I’aide de la formule
dM, = 1/, p* d Q. -L

- L’aire de la surface latérale entiere est donnée par la formule
(28) de.la seconde partie. Second résultat interessant: La difference
entre le quart de l'aire de la surface latéral et de l’aire correspondant
au quart de l'ouverture de la surface développée peut étre exprimée
par des fonctions élémentaire,
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YonmraBawka OHWX OCOOHHA TeONE3HCKE JUHH]E, KOje ce A006u-
Bajy mocMaTpamem gaTor PumanoBa npoCTOpa Kao MOTIPOCTOPAa HEKOr
Apyror PumaHoBa npocTopa, noyesa Cy HeAaBHO.

Fopune 1945, C. E. Springer [I9] nocmatpa xpuBe Ha nosp-
WHHE TPOJAUMEH3HOHA EyKJIHMACKOr npocTOpa KOje Cy OKapaKTepHCaHe
THME IUTO OCKYJaTOPHa PaBaH CAalPXXH OHY JIMHH]y JaTe NPaBOJHHCKE
KOHTPYEHIIHj€ MPOCTODa KOja nMPOJa3d KPO3 yOuUeHy TauyKy MOBPIIHHE.
Te xpuBe Springer Ha3uBa YHUOH KPUBUMA [IOBpH_IHHe OH H3BOIH H
audepeHnujanny ]e,rmaqnuy THX KPUBHX

(1) Eap (K, p* — q p*) dy? =0

rae je: k, HopMaJiHa KpPUBWHA NOBPLIHHE, p* BEKTOP TeONE3HUCKE KPU-
BHHE KpHBe, p% npojekndja, Ha NOBPUIHHH, BEKTOPA KOHIpYyeHIHje,
a ¢ KOCHHyC yria u3meljy BeKTOpPa HOpPMaJe NOBDIIHHE H BEKTOPA
. KOHIPYEHIH]e y yO4eHO] Taukd. [€H30p E4p J€ ApdHHUCAH peJauyjama

]

eaﬁ"‘"eaﬁv& €1 "’ezz‘“o: e=1, 321="']: g=gn 8oz — glz,

a wWujexcu ysumajy BpemHoctH 1 u 2. Hajsax, 3a kpuse 3a xoje
ycioB (i) HHje 3a10BOJbEH, OH XePHHMUIUE YHUOH KPUBUHY. \/

OBako peduHHCaHe, YHHOH KpHUBE Cy reHepaau3alidje reolesH-
CKHX JIHHH]a MNOBpIIHHE H CBONE CE€ Ha OB€ MNOCAeIibe Kaj je naTa
NMPaBOJMHUCKA KOHTPYEHIIHja HOPMAJHa Ha MORPIIHHH.

3Hayaj Te Springer-oBe Hieje BHAM Cce Haj60/be H3 UHHEHUIE
WTO je, mocae TOra, nopen Springer-a ¥ JAPYr# ‘ayTopu pa3pahyjy u
KPO3 HH3 pPanoBa ([18] [8), [9), {10]) mcnuTy]y yHHOH KpHBE U YHHOH
KPUBHHE KDUBHX HA MOBPLUHHH.

3atum K. Yano [23], 1948 r nocMaTpa yHHOH KpHBE XHIep-
nospiuuHe PuMaHoBa npocTopa, naje nudepenlujalHe jefHAUYHHE THX
KPHUBHX M MOKasyje Ja Cy YHHOH KpHBE€ ayTonapaJjenHe JUHHje adHHa
NPOCTOpPAa BE3aHOr OApPeleHOM KOHEKCH]OM.

l'omune 1950, Springer [20] Takohe nocMaTpa YHHOH KpHBe
XHnepnoBpuiuHe PHMaHoBa npoCTOpa, BEpOBaTHO He 3Hajyhu 3a Beh
o6jaB/bede pesdyarate Yano-a. Ocaamajyhu ce Ha oBaj pan Springer-a,
R. S. Mishra [13] nepusnwe yHnon KpuBe mornpocropa Pumanosa
npocTopa, y OLHOCY Ha ATy KOHrPyeHLM|y KDHBUX OKO/Ha PuMaHOBa
NPOCTOPa, U M3BOAH IbHUXOBE Au(epeHlH]a/He jeJHayuHe. JexHa TaxBa
KPDHBAa MOTOPOCTOPa OKAPAaKTEpPHCAaHAa j€ THME IUTO, Y CBAaKOj TauKH,
tb€Ha OCKYJNAaTODHAa Treole3HCKa NOBPIIMHA, CAJPXKH BEKTOP TaHTeHTe
OHE KDHBE KOHTIyeHUHje KOJja MpoJa3sH KpO3 YyOueHY TayKy NOTIPO-
cropa. ¥ Be3u ¢ oBuM, Mishra [11), mame pedunuwme u ucnuryje
VHHOH KPHBHHY H BEKTOP YHHOH KpHBHHE NDOM3BOJbHE KPHBE MOT-
npocropa. |

C apyre ctpane, V. G. Grove |6] yBoau HOBe BejHYHHEe: peaq-
UiuBHY KPUBUH) W BEKIIOp peJqlluBHe KpuBuHe KPHBE, Yy OIHOCY Ha
ATy NPABOJHHUCKY Kourpyenunjy TposuMen3nona Eykauackor npo-
cTopa.

Bemop pelaTHBHe KDHBHHE KPHBE Ha MOBPUWIMHH JAT je H3pa-
30M KOjH je CJIH4aH Hu3pa3y 3a BEKTOp Fe0e3HCKE KDHBHHE KDHBE.



