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ЕЛИПТИЧКИХ ИНТЕГРАЛА 1 И 11 ВРСТЕ 
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Увод 

1. О функциЈи А (k. ~,) и'њеним особинама 
11. Примене 

УВОД 

0.1. Теорија елиптичких функција, која се развила, може се 
реhи, до савршенства, има своју историју у којој се оштро раз
ликују два периода. Први период је проучавање елиптичких 
интеграла почевши од WalIis-а, па преко Euler-a и Lagrange-a до 
Legel1dre-a и Landen-a. Lеgепdге-ова је замисао била да елиптичке 
интеграле доведе на каноничке облике и тиме, дође до важног 
сазнања да се елиптички интеграли распадају у три битно разли
чите и несводљиве класе. 

Нарочито скривене и тешко приступа чне биле су особине 
интеграла III врсте. Кад се узму у обзир средства која су 
Legel1dre-y стајала на расположењу, тешкоhе су биле скоро непре
бродиве, и баш у савлађивању тих тешкоhа ,огледала се вели
чина Legendre-a. . ., 

Други период јо проучавање елиптичких функција, тј. про-
• • 

учавање инверЗИЈа елиптичких интеграла; таЈ период почиње са 

Abel-ом и ЈасоЫ-јем. После њихових радова се релативно мало 
истраживало у области елиптичких интеграла као таквих, јер се 
и њихово проучавање сводило на елиптичке функције, уствари 
инверзије елиптичких интеграла 1 врсте. Но елиптичке функције, 
колико год да су допринеле развоју теорије рашчишhавањем 
појмова, нису увек подесне у примени. Да бих поткрепио своје 
тврђење, изнеhу један пример а такав није једини за вред
ност интеграла III врсте са позитивним параметром п, модулом k' 
и амплитудом ср:, 

П ( k ) = sn(b,k')cn(b,k'). П( Ь')' 
п, ,ср и + 1 и, 1 , 
, dn (Ь, k') 
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интеграла III врсте везани извесним алгебарским једначинама. Овај 
проблем решио сам поставивши адиционе и МУ.7Iтипликационе те
ореме за израз А (k, '-1'). На ОСНОви оваквих теорема добио сам и 
једначине које у себи кондензују познате обрасце за трансфор
мацију потпуних нормалних елиптичких интеграла III врсте, а који 
су до сада били извођени независно један од другог. Показао сам, 
надаље, да се обрасци на основи којих се потпуни интеграл III 
врсте изражава комбинацијама интеграла 1 и 11 врсте могу изразити 
простијим обрасцима од до сада познатих, а који још дају мо
гуЬност да се за функцију А (k, ф) постави доња и горња граница. 

Горе изложено и нека испитивања функције Л (k, '-1') чине 
. први део овог рада. 

У другом делу свога рада доказујем да функција 4 А (k, '-1') 
претставља отвор омотача усправне елиптичке купе. Примењујуhи 
ставове из првог дела рада, добива м знатан број резултата који 
се односе на површине омотача косих кружних купа. На крају, 
постављам једну врло једноставну приближну формулу за повр
шину омотача косе кружне купе и дајем у елементарном облику 
процену релативне грешке. 

Да је функција (1) заиста од интереса потврђују и новији 
радови из области елиптичких интеграла. Н е u m а п [9] у својим 
таблицама за потпуне елиптичке интеграле уводи функцију 

. ЛО (~, k) = ~ Е (k) F (~, k') + к (k) Е (р, k') - к (k) F (~, /с') • 
1t 

У најновијем приручнику за елиптичке интеграле од' В у r d-a и 
F r i е d m а п п -а [1], који се по речима М а g п u s -а [18], може сма-

о о 

трати за стандардно дело СВОЈе врсте, дато Је и неколико специ-

јалних вредности за Ао (~, k), а постављена је и адициона теорема 
ла функцију Ао. 

1. О ФУНКЦИЈИ А (k, t) И ЊЕНИМ ОСОБИНАМА 

1. ФУНКЦИЈА А (k, t) 

1.1. L е g е 11 d r е [Ј 7] је дао две генерализације релације (3): 

,у' 

sil1 '-1' cos t \'1 - k'~ siп 2 t cos2 6 
---
1 - cos2 '-1' cos2 6 -:-V~1=k;=;;:2=s:;=i 1172 -=-6 + 

d6 

о 

о 

cos2 6 de 
------- ~==~~~= 
1 - cos2 '-1" cos2 6 V 1 - k'2 sil1 2 6 

1t 
- 2 - [Е (k, '-1") F (k', '-1') + Е (k', '-1') F (k, '-1") - F (k, '-1") F (k', t)] (5) 

-----

• 
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у којој Р и Б претстављају потпуне lIормалне елиптичке интеграле 
I и 11 врсте са модулом k, а F (k','\t) и Б (k','\t) су елиптички инте-
грали 1 и 11 врсте са комплементарним модулом . 

k' = V 1 - k2 (2) 
и са амплитудом '\t . 

• 

. Како су ови интеграли непарне функције променљиве '\t, то је и 
А (k, '\t) непарна функција ове променљиве: 

А (k, - '\t) = А (k, '\t). (lа) 

Према класичној Lеgепdrе-овој релацији 

БF' + РЕ' _ РР = 7t 

2 
(3) 

(Р' и Е' су потпуни интеграли са модулом k'), добивамо 

А k
1C =~ 

'2 2 
(4) 

и функција Л је генерализација леве стране Lеgепdrе-ове рела
ције (3). 

Сама Lеgепdrе-ова релација била је предмет многих проуча
вања. Настојало се да се даду и други докази ове релације. Тако 
је М о i g п о [l9Ј базирао свој доказ на геометриским посматрањима, 
док је G 1 а i s h е r [7] приказао леву страну једначине (3) у облику 
двnструког интеграла. Isenkrahe [10] је чак употребио ову рела
цију за извођење инверзије потпуних нормалних елиптичких ин
тегрзла 1 и 1I врсте. Овим радовима освеТЉ'ена је релација (3) са 
разних страна, а К r о п е с k е r [15Ј је у својој расправи о њој 
указао на њен унутрашњи разлог и дубљи смисао. 

Разумљиво је да се, с друге стране. ишло и за прошири ва
њем Lеgепdге-ове релације (4) на интеграле општије од елиптИчких. 
Тако је W е i е r s t r а s s [25] дао проширење ове релације и на хи
перелиптичке интеграле, а R i е та п п [21] је, ослањајуhи се на 
ставове опште теорије функција, дао оДговарајуЬу релацију за 
све Abel-ове· интеграле . 

Може се реhи да је Lеgепdге-ова релација била први пример 
за детерминанте у којима су елементи одређени интеграли. Полазеhи 
са тога становишта, уопштили су ову релацију Н а е d е k а т р 
[8], С а t а 1 а п [2Ј и Е п п е р е r [5Ј. Једно уопштење Lеgепdrе-ове 
релације дао је Е 1I i о t h [4]. 

Познато је да се потпуни нормални елиптички интеграли 111 
врсте могу изразитн комбинацијама потпуних и непотпуних нор
малних' елиптичких интеграла 1 и 11 врсте. Помоhу функције (1) 

• 
успео сам да у извесним слуqаЈевима потпуни нормални елиптички 

интеграл III врсте при кажем комбинацијама с а м о п о т п у и и х 
интеграла I и Il врсте, наиме онда кад су модуо и параметар 

• 
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• 
п 

~ ~ А (k, '1') . (10) 

Кад величина '1' непрекидно расте од О до л/2, параметар 

п = ctg2 '1' интеграла ПО у једначини (9) непрекидио опада од + оо 
дО О, дОК у (10) параметар п =. -: 1 !- к'2 sin2 '1' непрекидно расте од 
- 1 до - k 2• Као што се види, обрасци за изражавање интеграла 
III врсте помоhу функције.Л .в.аже за све ,позитивне параметре 
ctg2'1' и за оне негативне КОЈИ се налазе између - 1 и :... k2• Изрази 
облика. (1) це долазе у об~ир кадје параметар интеrрал& ПО мањи 
од -1. Јер, у таквом случају, подинтегрална функција за е = 

arc sin 1/'/ - п има дисконтинуитет; а како се поменута вредност е 
налази између интегралних граница О и 1t/2, то је интеграл ПО у 

• 
таквом случаЈУ дивергентаji. 

. , . 

1.2. Што се тиче случаја - k2 < П < О, за такве параметре 
постоји формула. ([23], §§ 49 и 50) 

По(-k2siп2t)=F+у tg'1'. [FE(k,t)-ЕF(k,'1')]; (11) 
1 _. k2 sш2 '1' . 

,- .-

у том случају израз Л (k, t) не би био реалан,' тј. не 'би до'вео до 
интеграла III врсте за чији је параметар - k" < п < О. Међутим, 
ако се узму у обзир и имагинарне амплиту де ~ дефинишуhи 
дакле израз Л (k, '1') и за такве 'аМПЛl4туде'1' може се ПОказати 
да и интеграл 111 врсте са параметром облика. - k 2 sin2 '1' доводи 
до функције А. 

Тога ради, уочи мо, најпре, интеграл 
, . 

dz 

•• - 0- _ • 

(Z=X+Yl) чија путања иде дуж реалне осовине одО до sint> l' 
тако да буде 1 <sin'1'< 1/k, а да се критички сингуларитет z=1 
обиђе по једном полукругу чији је центар тачка Z~ 1. Кад riолус 
пречник кружне путање тежи ка нули, конвергираhе и интеграл 
узет дуж полукру-га према нули, тако да Ье бити 

1 

W 1 ~ F (k, '1')= 

о 

sln 'ј' 
1 dx 

i. V(x2 -1)(l-k2 x2 ) 

1 

Ако се у другом интегралу изврши с.мена 

1 
х = ~V=:;1С===:=k';;;:Х =:;t2~ , 

• 

• 

• 

• 
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dO 

о 

(6) 
. 

- [Е (k, Чr') Р (k', Чr) + Е (k', Чr) Р (k, Чr') -р (k', Чr) F (k, Чr')]. 

За Чr'=п,/2, једначине (5) и (6) постају 
• 

я/2 

sin '1r cos '1r v 1 - k'2 sin '1r 
1 - cos2 '1r cos2 6 

о 

= ; - [РЕ (k', Чr) + ЕР (k', Чr) - РР k', Чr)] (7) 

и 

я/2 

о 

- ; - [РЕ (k', Чr) + БР (k', Чr) - РР (k', Чr)]. (8) 

Ако се први разломци подинтегралних функција напишу у облику 

cos2 О 1 1 1 
------ = ----- ------ - ---, 
1-cos2 '1r cos2 6 sin2 '1r cos2 '1r 1 + ctgZ i' sin2 в cos2 '1r 

sin2 6 1 
--------=-----
1-(1-k'2 siп2 '1r)siп2 О -1 + k'2 sin2 '1r 

и ако означимо са 

По(n) = 
аО 

о 

потпуни нормални елиптички интеграл III врсте, једначине (7) и (8) 
дају обрасце - као што је Legendre показао помоhу којих се 
потпуни нормални елиптички интеграл III врсте може изразити 
комбинацијама нормалних елиптичких интеграла 1 и 11 врсте. УВО
деhи функцију (1), ови обрасци постају 

П (ct 2Чr)= sin'1rcos'1r_ 1[+Pt '1rV1-k'2Siп2'1r-А(k,'1r) , (9) о g V 1 - k'J sin2 '1r 2 g 
• • 

5 Зборник МатемаТИЧКОГRнститута 
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• 
то Је 

Е (k, 0/) = Е - i F k
' . Vsin't. 0/ 1 
• arc s1П k'" ,1. -

s1П 't' , 

-Е k
' . v si п 2 0/ - 1 V (Т""sТ""i п"2 -;-"0/-=----0-1'") =( 1-"':' ,,2 si'~n2""""'0/:"'7) 
, arc s1П k" ,1. оо + . ,1. stn 't' Sln 't' 

. (13) 

Множењем једначине (13)" са Р, а једначине (12) са - Е, и 
сабирањем добиhемо 

Е (k, 0/) F - F (k, 0/) Е = (14) 

. (. .Vsin2 '1r - I 
,= lA k, arc S1(1 k" 0/ '_ рј v(sin2 0/ - 1~ (1 _.k2 sinz 0/) . 

S1П 0/ \ Sln 

Како је из једначине (11) 

Е (k, 0/) Р - F (k, 0/) Е = 

= ctg 0/ V 1 - kZ sin2 0/ [ПО (- k 2 sin2 0/) . !-1, (15) 

то се уношењем ове вредности у једначину (14) добива веза из
међу интеграла III врсте са параметром облика - k 2 sin't. 0/ и функ
ције А; треба само обратити пажњу да услед sin ч., > 1 треба 
писати 

ct 0/ = i V Si~2 0/ - 1 . 
g S1П 0/ 

Тако се добива 

sin 0/ л k arc sin Vsin
2 

0/ - 1)' 
, k' sil1 0/ ' v(sin2 0/ -1) (1- k 2 sin2 0/) 

што је требало показати. 

1.3. За оно што следи биhе нам потребна функција 

L (k, 0/) = Е (k, 0/) F - F (k, 0/) Е. 

, . Према једначини (14), веза између функција L и Л дата је са 

• 

(16) 

L(k ,1,)=' л k . vsin~t-l _ L'V(siп2 0/-1) (1-k2sin20/) 
. , 't' 1 , arc S1П k' i ,1. /" . ,1. . 

, S п 't' S1П 't' 

Приметимо да је функција L (k, 0/) специјалан 
тичког интеграла III врсте Ј а с о Ь i - јева [23] типа 

• 
случаЈ елип-

• 
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-------------------------------------------------
добиhемо 

F (k, '1') = F .- i 
dt 

о 

где смо краткоће писања ради ставили 

s ('1') = У sin~ '1' -Ј 
. k' sщ '1' 

• 

• 

, ' 
Позитивна горња граница 
јер из Sin'1' < 1/k следи 

овог интеграла је мања од Јединице, 

(1 - k,2) sin2 '1' < 1, 
• 

у след тога је, прелазеhи на тригонометриску форму, 

F (k, ,1,) = F _ i F k', " v sin2 
'1' - 1 . 

'1' arc sш к' sin '1' (12) 

• 

Примењујуhи исти поступак наинтеграл 

1-k:':z:': 
1 ~ dz, - z 

• 

долази се до следеhег израза: 

1 sin 'It 

Е (k, '1') = 
1 - k2 х2 1 ' -::1;---'--k"-;2:-x--::2 

1 2 dx + . :.: 1 dx = 
-х 1 Х -

о 1 

, 
; ('It) '---::-----:7:--- асс slп; ('It) 

1 - [2 dt Е 'k'2 cos '1' d'1' • 
(1 k'2 [2)3 = - 1 (1- k'2 sin2 '1')'/2 

. О о 

Како је ([23] стр. 301) 
• 

w 

__ c_o_s_2 _oo_d_oo__ = F (k', ш) ~ Е (k', щ) + si п w cos w 
(1 - k,2 sin2 (0)8/2 . . k'2 -;ГУ=;;=1-===:k=:;':':;=s=;=iп:::::;2?=w= 

о 

• • 
и како је у овом случају 

. , Vsin2 t - 1 
sш w = k" ,1, ' 

sш '1' 

• 



70 Станимир Фемпл 

Како је функција А (1<, 'У) непарна, то је 

А (Ii, ~) - л (k, 'У) = А (k,~) + А (k, - 'У). 

Дакле, према (18) и (17), 

А (k, <р) - A(k, 'У) = Л(k,;) - F k'2 sin <р sin t sin;;, 

cos б = cos <р cos t + sin :r sin 'Ij! \'1 - k'2 sin2cr. 
-

За одређивање величина б и cr може се употребити 
Ь а с h - ова ([22], сТр. 107) Формула. 

tg 
d ·sin -ч> V 1 - k'2 sin~ 'Ij! + Sil1 t '/1 - k'2 sin2 <p 

-
2 cos<p r COS 'Ij! 

, 

-
sin <р "1- k':.!sin2 '1j! - sin t '/1- k,2 sin2 <p 

tg 
d 

= . --_. --- -
2 cos ср + cos t • 

• 

(18а) 

s с h е 11-

(20) 

(20а) 

Из адиционе теореме може се извести ова последица. Нека је 

Онда је 

1 
tg <р tg t. = k • 

1t 
А (k, <р) + А (k, 'У) = - + Fk'2 sin qi sin 'У .. 

2 

(21) 

(22) 

Треба, наиме, у (17) и (IЬ) ставити d=1tJ2 и узети у обзир (4). 

Показаhу сада да једначина (22) (уз услов (21» кондензује 
у себи неке познате обрасце из теорије елиптичких интеграла. 

~.2. Ставимо ли у једначини (9) . 

она ве постати 

ПО (1/) = 

Одавде следи 

л (k, 'У) = 

• 

п . 

1t 

2+ Р 

ctg2 t = п, 

~ 

2+ Р 

----,- -
п (п + 1) 

• • 

k 2 ' п + А (k ,1,) 
п(п+l)- ''1' • 

(23) 

Ако овде уведемо ве./IИЧИНУ ср на основи једначине (21), биhе 

k 2 . 

clg2 IР = - > О, 
п 
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п (а, k, '\1) = 

sin '\1 d '\1 -
(1 - k2 sin2 а sinz '\1) V 1 - k2 siп2 '\1' 

о 

где је а тзв. параметарски угао. За такве интеграле, као што је 
познато, постоји формула 

п (а, k, '\1) - П ('\1, k, а)=Е (k, а) F (k, '\1) - F (k, а) Е (k, "') 

(став о измени параметра И амплитуде). За a=rr./2 добива се 

П ('\1, k, 'П/2) =Е (k, '\1) F - F (k, "') Е =L (k, "'). 

2. АДИЦИОНА ТЕОРЕМА ЗА ФУНКЦИЈУ А (k, 'it) И ПОСЛЕДИЦЕ 

2.1. Н е u m а п [9] је за функцију Ао доказао адициону теорему, 
па тиме и адициону теорему за функцију А:· . 

Кад год три амплитуде ч>, '\1 и а задовољавају једначину 

cos a=cos ч> cos '\1 - sin ч> sin t v 1 - k'· siпZ (1 (17) 

тада важи адициона теорема за функцију А (k, "'): 

А (k, ч»+А (k,t)=A (k, а)+Р k,2 siп <р sin t sin а, (18) 

и обрнуто. 

Доказ је кратак. Наиме, као што је познато, под условом 
(17) за елиптичке интеграле 1 и 11 врсте важи 

F(k', ч»+F(k', '\1)=F(k', а), (19) 
. 

Е (k', ч» + Е (k', '\1) ==Е (k', а) + k'z siп ч> sin t siП(1. (19а) 

Множењем горње једначине са Е, доње са F и сабирањем добива се 

[Е (k', ч» F+F(k', ч>} Е] + [Е (k', '\1) F+F(k', '\1) Е] = 

= [Е (k', (1) F + F (k',(1) Е] + F k'2 sin ч> sin t siп (ј. , 

Изрази облика Е (k', оо) F +Р (k', 11.)} Е који се јављају у заградама 
имају, на основи (1), вредност A(k, оо) + F F (k', оо). Кад се ово унесе 

• • 
у последњу Једначину, ова постаЈе 

А (k, ч»+А (k, '\1}+Р [Р (k', ч»+Р (k', '\1)-F(k', (1)] = 

= А (k, (1) +- F k'2 sin q> sin'\1 siп а. 

Како израз у средњој загради, на основи једначине(19), има 
BP~HOCT О, то је тиме адициона теорема доказана . 

• 

• • 
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• 

• 
• 

при чему ]е 

• 2 П 
SШ ср =s • 

n+ k2 

Сабирањем овог израза А (k, q:;) са једначином (23), узимајуhи 
у обзир једначину (22), добива се после краћег рачуна 

ПО (n)=' ~ п F nk'2 П k2 (n+1) 
(n+1)(n+k2) + n+1 - (n+1) (n+k2) о - n+kl • 

(26) 

ОВО је позната формула на основи које се потпуни нормални 
елиптички интеграл III врсте са позитивним параметром може 
изразити интегралом исте врсте, но у ком пара метар има вредност 

која се налази између -1 и - k2
, Она се обично. даје у облику' 

• 

П (k2t 1) ~ sin а F 
о ga= .+-----

2 . V 1 + k" tgl а 1 + k2 tg2 а: 

. k'" sin2 а .. 
- По[-(соs2а+k2siп~а)], 

1 +k2 tg2 а .. 

на основи смене п = k2 tg2 а [16]. 

. . 
2.4. Ако се на једначину (10) примени (21) и (22), тј. ако се 

• • 
место израза у средњо] загради те Једначине стави вредност 

Л (k, ср) - F k,2 sin ср sin '1r, добиhе се једначина, јел.ноставнија од (10), 

v 1- k,2 sin2 cp 
k'2 sin q>COS ср А (k, ср), 

• 
при чему ]е 

tg ср = .!. ctg '1r, 
. k 

а то је краЬе извођење познате формуле D еа п - а [3]. 

Примењујуhи исти· поступак на једначину (9), добива се 

• 
и овде Је 

• • 

П SlП ср COS м 
(ctg2 '1.) = F COs2 rn + т _ Л (k т)· 

О '1' т '/1 k,2" 2 ' т , 
у - SlП ср 

1 
tg q> = - ctg '1r. 

k 

(27) 

(29) 

(30) 

Једначина (29) такође 
могуЬност да се изразу 
показати. 

је подеснија од једначине (9), јер даје 
А (k, ср) одреде границе, што Ьу касније 

. . ., 

• 
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• 

па ће зато и за нови параметар N = k2/n важити једначина (23), тј. 
биhе 

1t 
Л (k, <р) = 2 ПО (N). 

N+k~ 
-

N(N+ 1) 
.\ F 

Одавде' излази • 

~ 
Л(k, <р) = 2 (24) 

п(п+l) -
n+k2 +Р 

сабирањем једначина '(23) и (24), а на основи· једначине (22), 
добива се 

П k2) 1t '" По(п)+ о' = 2 
/l 

п 

(п+ 1) (п +kZ) + Р. (25) 
• . . 

• • 

Ово је позната формула за збир два еЛИlIтичка потпуна 
нормална интеграла III врсте истог модула, а са различитим пара
метрима (L а s k а [16]). Извели смо је уз· претпоставку да су пара
метри п и k2/n позитивни. НО~ОЮl важ.и и кад се параметри налазе 
између - 1 и - k2 ; јер, када се 'уједначини (10) стави 

• 
- < .'. 

'0 

• 
• 

и примени исти поступак као изложени, опет реЗУЛТУЈе 

(25). Ово је разумљиво, јер и једначина (9) и једначина 
на исти израз А (k, \јЈ) •. 

2.3. Узмимо опет .. 
n=ctg2 \јЈ. 

• • 

]едначина 

(10) nоде 

Тада важи једначина {23}~Узимајуhи. за величину 
основи једначине (21), види се даће се величина 

q> вредност на 

1 k
'2 • 2 k 2 (п + 1) - + sш <р = - ---''------'-

п+kЗ -

налазити између - 1 и - k 2 • . Стога за величину q> важи једначина 
(10) У којој, сада, стоји ср место \јЈ, у којој је' нови параметар 

N= _ k2 (п+ 1) 
п + k 2 

и која се, сада, збо1:' N = -,. 1 +k'J sin 2 <р 'своди на облик 

A{k,q»~ ; 
(N+ 1) (N+k2

) 
По(N)-F -

N 
, 

• 

ТЈ· 

Л (k, <р)= 
1t - k'2 П П k2 (n+l) 

-р -. .. 2 (п + 1) (п + k2) О п+ kl , 
• 

• 

• 
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( , '" "",о,. , • , . , . 

оо 

• 
, ТЈ· 

. , ,,/2 

. '.:..-;1 22 ''11- k2 sin2 Э de 
A(k,CP)-SШСР\il+ktgср 1 k2t2 '26' . , + g ср sш . 

о . 
(36) . . 

, 

. . 

о давде је лако ющети шта су дегенерације функције А (k, ср) 
за k=O и k=l (то се може видети и по дефиницији (1». Наиме, 

"12 
• 

А (О, ср) = sin ср 
, 

о , 

. ,,/2 
. . ' cos 6 
А (1, ср) = tg ср а6 = 

.1 +tg2 cp sinl е . 
"/2 

arc tg (tg ср sin 6) 
·0 

о 

Дакле, 

А (О, ср) = -; sin ср , А (1, ср) = ср. 

. 

, 

• • 

(36а) 

3.2. ИЗ једначине (36) се види да је А (k, ср) позитивна вели
чина. Диференцирањем по ср добивамо 

Како је 

дА Е - F k,2 sin2 ср -- , 
дср '1 }.....; k'2 sinJ ср 

• - . 
д' А k,2' . SШ ср cos ср (Е F k,2 '2 2 Р) ---~-. --'-- + sщ ср - = 
дер2 (1 - k,2 sin2 ~ )8/2 . 

• 

k,2 sin ср cos ср 
= - ---

(1- k'2 sin2 ср У'2 
О 

"12 

Е = v 1 - k2 sin2 t dt > 

F= 

о 

о 

1t/2 

dt < 
Vl-k2 sin2 f 

1t/2 

:те 
Vl-k2 dt= 

2 
о 

1t12 
dt 1t 

- • 

Vl-k 2 2 
о 

k', 

1 
- , 
k' -

, . 

то је Е/Р> k'2, тј. Е> Fk,2. Према томе је д А/д l' > О, тј. функција 
А (ср) монотоно расте. У затвореном интервалу (О, те /2) њена нај-
мања вредност је; према (1), А (k, О) = О, а највеЬа, према (4), излази 
А (k, тr./2) = тt 2. 

. Из израза;за д2А/д ср2 види c~ да је д2А/д ср! < О за О < ср < тt/2. 
Према томе, функција А (:f) је У интервалу (О, тt/2) конвексна. 

• 

-
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2.5. Из једначине (18) може се извести адициона теорема 
за функцију L. Но, она се може извести и непосредно на следеhи 
начин. Из адиционих теорема за нормалне елиптичке интеграле 1 
и 11 врсте (моду о k) . 

F (k, 1Ј) + F (k, о/)=р (k, а), 

Е (k, ср)+Е (k, о/)=Е (k, a)+k2 sin 1Jsino/ sinO', 

при чему је 

• 

cos 0'= cos 'iI cos 0/ - sin ср sin 0/ V 1 - k2 sin2 О' , (31) 
. . 

после множења доње једначине са Р, горње са - Е, сабирањем се 
добива 

[E.(k, ср) Р-Р (k, ср) Е]+[Е (k, 0/) Р-Р (k, 0/) Е]= 

=[Е (k, 0') F - F (k, а) Е] + F k2 sin ср sin '" sin (ј. 

Дакле, на основи дефиниције (16), 

L (k, ср) + L (k, 0/)= L (k, а) + Fk2 sin ср sin 0/ sin а (32) 

уз услов (31) за величине ср, 0/ и (ј. 

3. НЕКЕ ОСОБИНЕ ФУНКЦИЈЕ А 

3.1. Стављајуhи у једначини (29) 

ctg2 0/=n, 
• 

из ње добивамо 

п 

(п 11) (n+k2)A (k, ср). 

Овде је 

k" F 
По(n) - k2 ' n+ 

А (k,cp) = 

• 
при чему Је 

1:--· 

V П 
tg ср = . 

k 

Ако се, сада, интеграли ПО н F скупе, биhе 

n/2 

А (k, ср) = 

о 

V 1 - k" sin2 е 
-'--о--т-А:- d6 

1 + п sin2 е ' 

(33) 

(34) 

(35) 

-

I , 
I 

ј 
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3.4. За функцију А (k,~) лако се изналазе границе ако се 
употреби облик (35), и то на следеhи начин. Услед 

V 1 - k2 -< V 1 - k2 sin2 Э -< 1, 
. d fj 

. множењем ове двоструке неједначине са . ...!.., после интегра-
, 1 +п sш2 fj 

• 

лења у границама од О до те/2 добива се 

Множењем са 

тј., због (34), 

п (п + 1) 
n+k2 

имамо 

те k' sin q> -< А (k, ЧI) < те sin ср. 
2 2 

• (37) 

4. МУЛТИПЛИКАЦИОНА ТЕОРЕМА ЗА ФУНКЦИЈУ А (k,Чr) 
И ПОСЛЕДИЦЕ 

4.1. На основи (18) имамо: 

А (k, Чrl) + А (k, '1'1) == А (k, '1'2) + F k,2 sin '1'1 sin '1'1 sin '1'2' 
. 

А (k, '1'2) + А (k, '1'1) = А (k, Чrв) + F k,2 sin '1'1 sin Чr2 sin Чrs' 
• • -. • • • .. • • • • • • • • • • е • 

А (k, Чrm-i) + А (k, '1'1) = л (k, '1'т) +Fk12 sin '1'1 sin '1'm-l sin '1'm' 
где је према (17), 

cos ЧrV+l = cos Чrl cos '1'v - sin Чrl sin Чrv Vl-k'j sin2 Чrv+t, 
V = 1, 2, ... т - 1. 

Обрнуто, ако узмемо '1'1 произвољно, а Чr2' Чrв'" . ,'1'т тако да 
буду задовољени ових т 1 услова, моhиhемо на основи адици
оне теореме написати наведених т - 1 једначина за А. Саберемо 
ли их, добиhемо 

m-l 

~ sin Чrv sin '1'У+l. 
v=l 

Дакле: 

Ано велuчuне Чrl' '1'2,'" '1' т задовољавају услове 

• 
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, 

Од интереса је неједначина 
• 

Л . k 'It :::;;:. П . 

'4 """4' 

• • 
која излази на основи Ј е п s е п - ове [13] неЈедначине за конвексне 
функције 

f
/ a+ b :::;;:. f(a)+f(b) . 
\ 2 """ 2 

• 

• . 

Доња граница је постигнута за k= 1, јер из'(:16аГследи Л (1, 'It/4)= 'It/4. 

3.3. Ако се израз Л (k, ср) посматра као функција од k, имамо 
познате обрасце [5, стр. 226 - 227] 

дЕ Е-Р 
-=--, 
ak k 

. 
aP(k', ср) kF(k',cp) Е (k', ср) sincpcosср 
----'--~ = - +. , 

д k k'2 kk,2 kV1-k'2 sin2cp 

дЕ (k', ср) 

ak 

_ k [Р (k', ср)-Е (k', ср)] 
k,2 • 

-

На основи тога, из (1) излази 

дЛ 

ak 

(Е .,- Р) sin ср cos ср k sin ср COS ср 
=-

kV1 - k'2 sin2 ср . У1 ~ k'2 sin2 ср 

-

• 

sin2 е d6 

о 

Интеграл на десној страни означиhемо са Ј (k), а _ коефицијенат 
уз њега са у (k): 

дЛ 
-д-к = - у (k) Ј (k). 

• 

Функција у (k) је позитивна и лако се можемо уверити да она 
монотоно расте кад се k креЬе од О до 1. Исто тако и Ј (k) је 
у истом интервалу позитивно и MOHt>TOHO расте. Према томе је 
ду (k)/a k > О, .д Ј (k)/д k> О. На основи тога, 

--=-
• 

дЈ 
+ у ak < О, . 

па је функција Л (k) конвексна и монотоно опада од Л (О, ср) до 
Л (1, ср), тј. од 1/2'1t sin r.p до ср (36а). 

• 
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ова једначина важи за v= 1,2, ... , т -1, биhе за v= 1 

соs'1'l cas '1'2 + siп'1'l siп'1':! V 1 = k'2 siп2 '1'l'= соs'1'l' 
• • • 

да Је, према претпослеДЊОЈ Једначини, и 
.. . 

cos '1'2 cos '1'S' + sin '1'2 sil1 '1's 1'1 - k'2 siп2 '1'l = СОБ '1'1' 

• 

( 42) 

(43) 

итд., па је заједничка вредност обеју страна поменуте једначине 
једнака cos '1'1' што доводи на прве једначине ове тачке. ' 

Према томе:, ". 

у мулШийликационој Шеореми за функцију А услови (38) могу 
се заменити условима (40). 

, . 

. Обрасци (40) подеснији су за израчунавање веЛИЧЮlа '1'v него 
обрасци (38). ._ .. ,.-.. -_ .... - -",--

• 

. 4.3. Величине cos '1'v добивају се сукцесивно из т - 1 квадратних 
једначина чији су коефицијенти, полиноми· по cos Чr 1. cos '1'2' , ..• 
'cos \ј/т-1' јер из (38). после редукције и решења по cos '1'v+ 1 следи 

. 

С052 '1' "+Ј (k2 + k'2 cos2 Чrl -+ k'::' cos2 '1'v - k'2 СОБ2 '1'1 cos2 '1'v) -
- 2 COS '1'1 cos '1'v cos '1'V+1 + 

+(k'2соs2Чr1 соs2 '1'v+k2 соs2 '1'! +k2 соs2 '1'v-k2)=0. 

• 

'. (44) 

v= 1.2 •... т- 1 • 
. 

Но могу се и. амплитуде нижег индекса cos '1'v изразити 
помоhу оних вишег индекса, саБ '1'V+l' Јер, из 

А (k. '1'2) -.:А (k. Чrl)=А (k, '1'1) - Fk'2 sin '1'1 sin Чrl sin Чr2' 
А (k. '1's) - А (k. '1'1) =А (k. '1'2) - Fk,2 sin Чr1 sin Ф2 sin '1's, 
• • • • • • • • • • • • • • • • • 

А (k, '1tm)- А (k. '1'1)==А (k, '1'1il--l) - Fk'2 sin '1'1 sin '1'т-l sin '1'т' 

после сабирања следи опет (39). при чему морају постојати услови 

cos '1'v = cos '1'! cas '1'v+ 1 + sin '1'1 siп-'1'v+ 1 V 1 - k'2 sin2 Чt v • 

v=1.2 •...• m-1., 

Како из ове једначине излази 

cos 2 Чt V (/(2 + /(,2 cos2 Чt 1 + ,,'2 cos2 Чtv +; - k'l cos2 Чtl cos2 '1' v + 1) -

(45) 

. - 2 cos Чtl cos ФV.+l cos Чtvl- (46) 

+(k'2 соs2Чtl соs2'1'''+I+k2 соs2'1'l+k2 соs2ЧrV+l-k2)=0. v= 1,2, ... т-1, 

то се види да се величине cos '1t~-1' cos '1'т-g • ... , cos Чt2' доби-
о •• • • 

ваЈУ . сукцесивно из Једне сеРИЈе квадратних Једначина ЧИЈИ су 

коефицијенти полиноми по косинусима амплитуда непосредно 
вишег индекса и по cos Чtl' 

4.4. За функцију А (k, '1') може се такође извести мултипли
кациона теорема аналогно онај за функцију А. Ако се, наиме, 

• 



• 
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cos о/н 1 = COS 0/1 COS о/у - sin 0/1 sin 0/ v Уl - k,2 sinll о/у +1. (38) 

v=1,2, ... ,m-l, 
онда је 

т-l 

У_l 

и обрнуто. • 

3вапемо ово мултипликациона теорема за функцију А (k, 0/). 

На основи (20), услове (38) можемо заменити условима 

,1. sin ,1. l! 1 - k'2 SI'n2 ,1'1 + sin ,1'1· V 1 - k'2 sin • • 1 •• tg 'У2" + t = _-'-.1':..:v--=-y ______ 1'=.:-___ 1':,=-...:.-. ____ 1'~, • 

cos 0/ + cos о/у 
(38а) 

v=1,2, ... ,m':"l. 

Полазеhи од 0/1 
о/В"",о/m' 

можемо поступно израчунати величине 0/2' 
• 

4.2. Узеhемо у напред наведеном систему једначина две 
узастопне 

А (k'o/V-l) + A(k'o/I) = A(k,o/v) + Fk'2sino/lsino/V_lsino/v, 
А (k, о/у) + А (k, 0/1) = А (k,o/v+1) + Fk'2 sin 0/1 sin о/у sin о/У+1' 

v = 1,2, ... т - 1, % = О. 

Писаhемо их у облику 

А (k, о/у) - А (k, о/џ-l) = А (k, 0/1) - Fk'З sin 0/1 sin о/Џ-1 sin о/у, 
А (k, о/џ+ 1) ..,. А (k, о/у) = А (k, 0/1) - Fk,2 sin 0/1 sin о/џ sin о/У+1 • 

Тада се, према (18а), види да је . 

cos 0/1 = cos о/У-l cos о/у + sin о/У-l sin О/џ ~ 1- k'З sin 0/1' . . 

После одузимања и кратке редукције следи дефинитивно 

tg о/у +1 ; о/У-l = tg о/у '/1 - k'Z sin2 0/1 , (40) 

v = 1, 2 , ... , т - 1, 0/0 = о. 

Обрнуто, одавде после множења са 2 sin лако следи 

cos о/У-l cos о/џ - cos о/у cos о/У+l = 

= (sin о/нl sin о/у - sin о/у sin о/У-l) y""'1---:-k=/2-si'-n""":! 0/-=--1 . (41) 
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где је I неки природан број, а за f{'2 и С важи исто што је речено 
за f{'J и В. Множењем једне једначине са једним, друге са неким 
другим рационалним бројем и сабирањем добива се 

q, А (k, (1'1) + q2 А (k, CP2)=Q А (k, 'Ir) +FD, 
• 

ТЈ., после дељења са q, 

Р, А (k, СР!) + Р2 А (k, '2) = А (k, 'Ir) +Р W (sin 'Ir), 
где су Р. а Р2 рационални бројеви, а Ч'- алгебарска функција. При 
томе се величине СР1 и СР2 добивају из величине 'Ir или, што на 
исто излази, величина Чt се може извести из величина СР, и СР2 И 
то помопу алгебарских операција над sin и cos. На исти начин 
као што се из А (k, СР.) и А (k, С(2) формирала једна Функција А (k, 'Ir), 
може се из ове и неке друге, рецимо А (k, (Рз), формирати нова 
функција А под истим околностима, тако да се добива 

Р, А (k, СР!) +Р2·А (k, ћ) + рз А (k, 'fs)=A (k, ш) +РО, 

где је О алгебарска функција, итд. 
• 

Из изложенога се непосредно 

Разумљиво је да то све важи 

УВИђа тачност става. 

и за функцију L. 

6. о НЕКИМ РЕДУКUИЈАМА ПОТПУНОГ НОРМАЛНОГ 
ЕЛИПТИЧКОГ ИНТЕГРАЛА l/J ВРСТЕ 

6.1. Једначине (9) и (10), ако се узме у обзир значење 
функције А, изражавају могупност да се потпуни нормални елип
тички интеграл III врсте сведе на комбинације потпуних и непот
пуних нормалних елиптичких интеграла 1 и 11 врсте. То исто се 
види и из једначине (11), у којој се пара метар интеграла III врсте 
налази измеђУ - kl и О. Овиме је омогупено израчунавање пот
пуних нормалних елиптичких интеграла III врсте помоhу посто
јеhих таблица за елиптичке интеграле [12]. 

у специјалном случају п = О, интеграл 

ПО (п) = 

своди се на 

11/2 
'. . d6 

(l+n sin2 О) V1-k:!. sin2 О 
о 

По=F, 
док се за п = - k'A лако можемо уверити да је 

П _ Е 
o-1_k2 ' 

У ова два позната случаја; потпуни нормални елиптички интеграл 
III . врсте изражава се само потпуним нормалним елиптичким инте
гралима 1 и 11 врсте. 
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- -
уоче _ ади'циояе теореме за функције L и А, види се да на Д~CHoj 
страни (32) фИI:'урише величина k док на десној страни (18)фигу
рише величина k'. Осим тога, и услови (17) и (31) су аналогни, 
само што у (31) фигурише k место k'. Стога ће и мултиплика
циона теорема за функцију L бити аналогна оној за функцију А, 

. само ће место k' фигурисати величина k. 

Биhе, дакле, 
m-l 

: L (k, 'irm)=mL (k, t) - Fk2 sin tl-L sin tv sin tV+l (47) 
v 1 , . 

уз усло,ве. • , - . , -. 

.. t .tV+l+tv-·l -t ,1"'/1 k2 . 2,1-;-
~ . 2 - g '1' v V - s1П '1' ј. 

(48) 

V = 1, 2 , ... , т - 1, t 0= О. 

5. ЈЕДАН СТАВ ОПШТИЈЕ ПРИРОДЕ· 

Нека су Р .. (V = 1,2, ... ,п) ироиЗВОЈЬни рационални брОјеви, а 
<ру (v= 1, 2, ... , п) даше а.млиiliуде. Тада је 

11 

LPvA(k, <р)- A(k, t)+FA, 
"=1 

тј., агрегат на левој сшрани .може се изразuiliu једно.м једино.м 
функцијо.м А (k, t) исшог .модула,. са а.мi1лиiliудо.м t која се добива 
из а.милиiliуда <'{1. (v= 1,2, ... , п) п0.моћу плгебарских оиерација, u 
са једним изразо.М F А у ко.ме је F иоiliйуни нор.иални елиишички 
инiliеграл йрве врсше ша/{Ође Ilcilior .модула, а' А је алгебарска 
фуюсција од sin~'. ' 

, 

д о к а з. Систем од' т - 1 једначина (38) у коме је to = о и 
tl =t даје могућност да се, поступно, т - 1 величина t2' ts' ... , Ч'т 
изрази помоhу величине t. Што је још важно истаhи, sin и cos тих 
величина добивају се помоhу алгебарских операција. На тај начин, 
мултипликациона теорема (39) може се писати у облику 

А (k, t)= 1 А [k,f (t)] + l' F k'2 sin t Ф (sin t), 
т т 

• 

а функција Ф је алгебарска функција. На основи тога се може~писати 

, . . 1 . 
A(k,t)= A(k, <Рl)+ВР' 

, т 

-
где је В алгебарска функција од sin t, а 'Рl се добива из t помоhу 
алгебарских операција над sin и cos.· Исто тако, може се писати 

-
. Л(k,t)= 

1 ' 
I Л (k, t2) f- СР, 

. 
- .', 

" 

• 



• 

• 

• i , 

па, (.4Э)~ nQq'J.'.aj~ 

F. k~2 F А (k, t)~- 'It, + 9' 'It -h '(1·- ю). ' '5t}, 
4 2(1+k)' 4, 21 IC 

~8ИМ!i.јУihИi, САд-а,. IJ.~flM~T&P ИНјГ~I:RМfl ЦI. B.P.~1e 

n=ctgllt=k > О', 
МQже· С{} применити једначина (9}ј која важи З1t- позит~вне пара
метре, те изразити А помоhу ПО' Како· је- у нашем· случају· ft~k 

A(k,t)- 1t'+F:_(l+k} ПО (Il)' 
. 2' ' " 

(види такође (23», то излази,_ 

По(n)= 4 (l'1t+ k) + 1, р' за 
2 

• 

п = k. • (52)-

~~~ T~~f\I B.:RМHRc.Tr щч:~цм.~;гра.' Kgja;c C~ 1Џ1даЗЦr и~меЬу~ -1) и, kћ. 
тада се м;9~,e~ пр~мец~1'~! јед«?,~щщ~" (.1 О), ~9ja~ В~ЏIЧI,.: за такве: пара."" 
M~"Tpe. 3~oг 

• 1t k'2 s,i П .\)1:, cQ ~ . .' 1. ' 

А (fc; t) ,=, ~; ++ у 1 ~:." k'2 Sin~~ ; F - ПО (п), ',о 

• • 
а у овом случаЈУ Је 

k'·2 , ' "'~, 
n=-l'+----=-l+' =-k:, 

1 +ctg2 t 1 + k 

то. се, због, 

"'k" ' , 
, ' cost = 

добива 

• 

Кад се ова вредност. унесе у. једнаЧИНУI. (5i)i из- ове резУЛ'l'ује.-

I1~ (п) =. 'It, о' + 
4 (1- k) 

за 

nј - .. Јс! 

1 р. 
2 ' 

• 

(54) , 

(55) 

• 



• 

• 

о једној линеарној комбинацији нормалних елиптичких интеграла 81 , 

Може се поставити питање: за које вредности параметра се 
. потпуни нормални елиптички интеграли III врсте могу свести на 

• •• 
1iзразе у КОЈима се ПОЈаВЉУЈУ само п о т п у н и нормални елип-

тички интеграли 1 и II врсте. 
Решавајуhи делимично ово питање, указујем на једну методу 

добивања везе између параметраи модула,: применом које се 
решава постављено питање . 

• 

Пре него што пређем на излагање, напоменуо бих, још једном, 
да параметри мањи од- 1 не долазе у обзир услед дивергенције 
интеграла III врсте у овом случају. . 

Један одговор на горње питање је изненађујуhе прост ако 
<:е употреби функција Л (k, \}t) односно L (k, \}t). Треба само у јед
начини (39), којом је изражен а мултипликациона теорема за функ
цију (39) (уз услове (38», ставити 0/ т = 1(/2. Тада, због је.l'.начине 
(4), поменута једначина (39) добива облик 

1 1( ,2" F k,2 sin 0/ т - 1 . . 
л (k, 0/) = + Fk sш \}t sш О/т -1 + - ~ SШ 0/11-1 S1П о/у, 

т .2 т v=2 (49) 

:а место леве стране може се. узети вредност било из једначине 
(9) било из (10), веЬ према томе који се параметар жели трети
рати. При томе се још може користити адициона теорема (25) за 
·елиптичке интеграле III врсте, која важи за п> О и -1 < п < - k 2, 

тако да се добивају два низа иптеграла III врсте изражених само 
помоhу потпуних нормалних елиптичких интеграла 1 ·врсте. 

.. ' 

Из система (38) од т -1 једначина, услед '0/0=0, \}tm=1t'/2, 
може се израчунати т - 1 величина \}tl =\}t, \}t2"'" \}tm-1> и онеЬе 
бити изражен е помоhу модула k. Како је величина т произвољна, 
за разне вредности т добиhе се разне везе између параметра 
и модула. 

За функцију L важи слично, па Ьу то касније изложити. 

6.2. У једначини (38) варира величина v од 1 до т - 1, па се 
може почети са случајем m=2. 

За овај случај, у једначини (49) отпада други члан на десној 
страни, тако да се ова своди на 

Л (k .1.) = 1 1t + F k'З sin .1, sin .1. _ = 1f + 1 F k'2 sin2 .1. ,,\, т 2 '\' '\'т 1 4 2 '\'. 

• • 
а услови (38) се своде на један једини (\}t2=7t/2) 

tg \}t2 + \}t о = 1 = tg \}t v 1 - k'2 sin2 \}t , 
2 

• 
• 

ТЈ. на 

ctg2 'o/=k, 

6 Зборннк Математичког института 

(50) 

, 

-,- ,-

· • 

• 
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има један реалан и два комплексна корена, то ако се стави 

А (л) = , (59) 

због 

Zl= l+A(k') z2=-1- 1-;V3 А (k'), zs=-l- 1+d V3 А (k'), 

реални корени једначине (58) јесу 

. ,1, 1 1 
sш 'У1. 2 = 2 - 2 

Како је још sin tl < О, то у обзир долази друга вредност sin t2' 
• 

па ]е 

. • ,1, 1 1 . sш 't' = 2 - 1 + А (k') + 2 - А (k') + 2 У1 - А (k') + А Z(k') (60) 

тражена вредност. 

. 
Водеhи рачуна о вредности t2 из једначине (57), може се 

писати 

. ,1, = 2 sin t cos t V 1 - k,2 sin2 t 
s ш 't' 2 . 1 k'2 . ',1, ' - sш 't' 

тј., због вредности 1 - k'2 sin' t из једначине (58), 

. cost 
sшt2 = V .0 

1 - k'~ sin2 t 
(61) 

Уношењем овога у једначину (56), добивамо 

. A(k,t)= 1(' + Fk'2 sintcost (l+ sin t). 
6 3 V 1 - k,2 sin t' (62) 

при томе t има вредност из једначине (60). 

Узимајуhи, сада,' 

n=ctg2 t , 
тј. бирајуhи позитиван параметар интеграла III врсте, може се 
применити једначина (9), па се добива 

А (k, t)= 

• 

--- - -_. 

• 



, 
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'." -- ._-,.....-- -. - ... __ •. _~"З!- р- ! = 

б.Ш УЗМIfМ(i, сада,. сшУ.ti!i'ј n1Ј:=>3!· ф.в;п.е је;~НЗЧИ1fа~ (49'" поетај6 
• 

. 1 'It . . Fk'2 . 
АЧk, ~) = 3 2 + Fk,2 sil1.'I}J sin'~i"+ 3; sin ~ sin ~1 sin ~3 , (56) 

а УСЛОВИ1 (48); постају 

tg ~2 ; % = tg ~1 У 1 - k'2 sin2 Чr , 

tg; Чrs ;. *1 = tg Чr2 У 1 _'k'2~sin2 Ф . 
• 

• 

У1СJIед '110 = О; Чrl = Чг; Ч'з = 'It/2, ИЗ' прве' једначи1tе' сле;дь 

." " о. 2tgirY=1"--k'2 sin2 ~ 
tgЧr2 =·1;~tg2ЧЈ(1" ... li'2Sir12it)l" (57) 

, 

Кад се ова вредност унесе у другу једначину, доби~: (J~ 

th ! 7t-LJ ~ 1- 2 tg.t. (l-k'~ s~n2=t)',., 
t) -.- --- " 

4 2 1-tg2t(1-k'2sin2
"') 

, 

ТЈ· , 

k'2 sin5 ~ - k'2 sin'"\}i - 2*,2"sin"\}i + 2sih~ 'Ii +. sih\jl - 1 = о. 

Како у обзир долззё вредносq-и ~., Које се' HaJ1ag~ ИSМeljYl О, иf 'It/'Ji 
то отпада корен sin ~ = . - 1, последње једначине. На тај начин, 
меО'То тога услова добива· се' ус..лОВо 

k12 sin' ~ - 2 k'2' sins ~ + 2 sin ~ - 1 = О. (58) 

у обзир би дошла једино она врещ{ост за sin' t која се налази 
Jnмеђу О и 1., Ако се п)),именИ" рецимо, Sturm.oBa· метода за раз
двајање корена, лако. је показати да постојit' саМо једна таква 
вредност за sin~. 

Сменом 

sin ~ = 1 (t+ 1) 
. 2' 

ГОрњ&. ј~дначииа.. се. своди. на облик. 

t4 _ 6 t2 + В:'(2- k'2J. t _ 3 = о. 
k,2 

Како кубна резол~еита O~e" једначине . 
• 

(2 ~ ktl!):2 
- о' 

• 

• 

• 

• 



,. 

• 

, 
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1 -'-'k'2 . '2 ,1. ,п",," '-,;Т .&Н1_'I' 

и вредност 'ir из једначине (58). 

Из овог,иЗ,IIa~!ЦЏ.а јасно се в~ди .пут за изналажејре онаквих 
вредности параметра nинтеграла .ш врсте код којих се тај ,инте
грал изражава само ,помоhу потпуних НQрмалних е~ипrr.ичких "нте
грала.Разум.л:.ю30 1~, да Ье се при сваком даљем кораку једначине 
КОМПЛИКОВЭ!I'и. Али, на ,QСНОВИ ДQсадашљих :резултата, ипак се 
може извуhи општи закључак да су модуо и параметар при 
горњим редукцијама увек везани алгебарским једначинама и да 
потпуни интеграл' FП'рве врсте има .нст,и модуо као интеграл 
'Гp~be врсте. 

6.4. Као што сам веЬ напоменуо, коришhењем адиционе 'тео
(Р.еме (25) за интеграле Щ врсте, која' ·важи за п > О и - 1 < п < - kl ; 

може се добити још један низ ИНТ,еграЈIa III врсте који се изра
жавају потпуним интегралима 1 врсте. Из једначине (25), наиме, 
следи 

. k2
. Я 1 П п' ПО' п" ~2 '. (n+l)(n+k2) +Р-.о (п). (69) 

~a. {l.~,k ,~ови nараметарk2/nтакође Достаје k" па .а!{о се Ј једна
чини (69) стави n=k, добива се опет вредност (52); ,да!{щ~,' .ника
ква нова вредност. То исто важи и за случај n'- - k '(обе ове 
:~р~дности резултовале су из случаја (I'l= 2) . 

. 

Међутим, за остале случајеве т> 2 добивају се потпуно 

нове. вредности за интеграле [10' Тако за л=сtg2 w;,г-де W,иl'flЗ 
вредност из једначине (58), тј. из једначине (60), интеграл ЛО (п) 
у једначини (69) има вредност (65). Ако сејо.ш ''1 једца9iИ~ (69) 
стави п = ctg2 ЧГ, биhе 

П (k2 t 2 чг)= 'It sin'ir cos 'ir _ 'It "2 sin 'ir -1 + 
о g 2 Vl-k'2sin2 'ir 3k' 

+ : (2 + sin 'ir -sin2 1\1) 

која једначина, услед (63), добива простијиоблик 

ПО (k;!tg 2 'ir) = 'It V2sin'ir-l+ ,р (2+sin'ir-sin2 'ir); (70) 
6k' 3 

при том, sin 'ir има вредност (60). 

Ако се ~a п уз.м~ вредност -1 + k'2 sin2 '1', где '1' такође 
има вредност из једначине (58) односно (60), интеграл ПО (п) у 



• 
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одакле следи вредност за П о • Услед вредности (ба) заsiп -ф-, овде 
Ье се појавити компликовани изрази за рачунање, но примењјуhи 
једначину (58) могу се постиhи извесна упрошhења. 

• 

ТЈ· 

Тако је 

sin -ф- соs-ф
У1 - k'2 siпl!-ф-

• 

sin -ф- cos -ф- -У2 sin -ф-- siп2 -ф
=~:::::::;='=:::;:=:=;:=:==;:;=:=3=::;::::;::=;==~=;==;=Г=;=~

V(k'~ sin4 -ф-- 2 k'2 siп З -ф-+ 2 sin -ф-)-siп2 -ф-

=sin -ф- -У2 sin 'Ј! - sin2 0/ = 1 -У2 k'2 sin3 -ф- - sin4 -ф- , 
k' 

siп-ф-соs-ф- __ 1 V2siп-Ф--1,' 
V 1 - k'~ sin2 -ф- k' 

(63) 

тако да· Је . 

А (k, -ф-)= 1t + Fk' (1+siп-Ф-)V2siп-Ф--l. 
6 3 

(64) 

Услед овога, израз за ПО добива облик 

. ПО (сtg2 -ф-)= 1r v2siп-ф--1+ F (1-siп-ф-+siп2 -ф-), (65) 
3k' 3 

при r чему sin -ф- има вредност (60). Пара метар овог интеграла 
има вредност 

1 
n=ctg2 -ф-= . 

1 + siп 2 -ф-
(66) 

И овде, разумљиво, sin -ф- има вредност (60). 

Ако се опет узме 

п= -1 +k'2 sin2 0/, 

због - 1 < п < -k2 може се применити једначина (10), из које је 

А (k, 0/)= 'Jt _ k'2 sin -ф- cos 0/ (ПО ( -1 + k,2 sin2 '1') _ р), 
2 -У1 - k'2 sin2 0/ 

па због вредности А (k, 0/) из једначине (62) следи 

П () 'Jt V 1 - k'2 sin 'Ј! F .. 
о п = 3 k'2 . 0/ 0/ + 3 (2 - sш 0/). 

sш cos . 

Дакле, на основи једначине (63), биhе 
. 

П () 'Jt F (2 '-ф-) о п = ~~~;==:==;=-+ - sш 
3 k' у2 sin 0/ - 1 3 

(67) 

, 
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Одавде се види да се за разне вредности т такође добива низ.. 
интеграла III врсте (пара метар - k2 < П < О) изражених потпуним 
интегралом 1 врсте. 

И овде се из система (48) од т - 1 једначине, услед ЧrQ=О" 
Чrт=1t/2, може израчунати m.:....1 величина Чrl =Чr, Чr2"'" Чrт-l;· 
оне ће бити изражене помоhу модула k, тако да се за разне· 
вредности т добивају разне везе између модула и параметра. 

Због варијације величине v од 1 до т - 1, може се почети: 
са случајем m=2. За овај случај отпада други члан у малој загради 
једначине (72) тако да се ова своди на . 

П ( k
2' 2,1,)_F(2Vl-k2SiП~'Ij!+kZtgtsiп2Чr) 

О - sш '1' - ., 
2 V 1 - k 2 siп2 Чr . 

(Чrl =Чr), а услови (48) се своде на један једини N'2=1t/2) 

tg Чr::;Чrо =1=tgtV1-k2 siп2 t, 

• 
ТЈ. на 

сtg2 Чr=k; 

Дакле, 

п ( - 1 + k')' = 1 + k' Р. 
о ј 2 k'. 

(73) 
• 

Ако се упореде услови (38) за функцију' А (k, Чr) и условк 
(48) за функцију L (k, Чr), види се да се они разликују само у 
томе што у (48) фигурише k место k'. Стога ће, напр., у случају 
m=3 важити аналогна једначина једначини (58), тј. 

(74): 

а место (60) биhе 

• ,1, 1 
SШ '1' =-

2 
1- V1+A(k) + (75)', 2-А(k)+2V1-А(k)+А2(k) . 

• 

За m=3, једначина (72) постаhе 

како је, аналогно једначини (61), . 

. ,1, cos Чr 
SШ '1'2= - ,. v 1 - kZ !;in2 'Ij! 
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ђе'дначини (69) има вреј(НОСТ (67). Ако te Још 'у !јмначину 1(69) 
..orзsи :(f== -- 11 +'k'2 'зјп2 0/ ,биhе 

k 2 
. "ј'-'-

'1 k'2 ,О 2 ;1. --sш '1" 

, 

=.'Jt '1[1 _k"l sin2 0/ .' 1t Р . , 
3 k' ""2 sin O/~ 1 +3 '(1 +зјп '0/). -2k'2 sin 0/ cos 0/ 

Iflајпосле, 'корйст'еЪ:и(б3), сnеди 

П _ k
2

. = '1: 
О , 1 - 'kf2 sin2 

'" 6 k' '/2 sin '\]1 -1 
+ F (1 +sin t), 

·3 . 

тде sin t има вредност (60). 

'(71 ) 

. , 
и овде 'с'е види 'пут за изналажење вредности 'интеграла ПI 

врсте изражен их потпуним интегралима '1 врсте са истим модулом. 

Приметимо још да су резултати за 'случај еве п = k и п = - k 
били раније познати [5]. Овде су Они дедуцирани из опште методе 
изложене у овом параграфу . 

. 6.5. Још један низ вредности интеграла 111 врсте редук'ованих 
!Ја потпуне интеграле 1 врсте добива се помоhу функција L (k, \]1). 
Наиме, и овде треба у једначини (47) (У9 услове (48», којом је 
изражен а мултипликациона теорема за функцију L (k, \]1), ставити 
'1tm = '1:/2. Тада је, према значењу те функције на основи једна
чине '(16), 

L('k 1t =0 , 2; 

а уедначина (47)'пОС1'аје 

L (k .1.) F k2 О .1. О .1. 1 F k2 О .1. ~l . О .1. О· ~t. 
, '1' = sш '1' sш 'Ут-l + - slП 'у ~ Sltl''YV_l s1t'1 'УУ' 

т т у=2 • 

. 

Место леве стране се може узети вредност од L из (11), 'према 
О О О 

КОЈОЈ Је 

L (k, \]1) = (ПО ( - k2 sin2 \]1) - Р} ctg \]1 '/1- k2 sin2 \]1. 

Тако се добива 

• 

т-l 

+ ~ sin 0/ У-ј sin tv 
v=2 

• 

• (72) 

, 
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11. П Р И М Е Н Е 

7. ГЕОМЕТРИОКО ЗНАЧЕШЕ Фу'НКЦИЈЕ А (k, <р) 

rI .. 1. Уочимо једну :у.сцравцу куцу са елиптичком основом . 
.нека .с.уосовине основе .2·аи 2Ь нека је t ексценrr.рична аНОМ8.!lија 
· те елипсе. Ако се са Н означи висина купе, њен омо!Гач, -К'сЮ tШl'О 
· је познато [26, crp. 305 - 306], дат је интегралом 

, 

м=аь 
2 

2n 

о 

· Ако се отвор омо:гачеве мреже обележи ~a О., а ма која извод-
• 

ница са р, тада Је 

1 
йМ = _p2 d О, 

2 

· а из ове једначине, услед симетрије KYne, следи 

n/2 

1 Г\ Ь' 1 
4 

u=a I 
р2 

Н2 Н2 
. 2t . 2t 1 dt -а-=-2 cos + Ь2 s1П + = 

{) 

n/2 . , ,', - ," 

= аЬ 
1 
р2 • (Н2 Н2) - -- cos2 t .. Ь2 .02 . 

dt, 

·0 

• 
ТЈ· 

о 

I 

· где је 8 = е/а нумерички, а е линеарни ексцентрицитет елиПсе. 

Ако се са г обележи онај полупреЧНИКОСНО'8е који О),(ГО'Вiфа 
изводници р, биhе' 

.,р2=Ю+г2 =Н2 + (a2 cos2 t+b2 sin2 t) = (Ь2 + Н2) (1 + 

_уношењем 'Ове вредности за р у израз за отвор омотача добива се 

nl2 Н2 е2 
1 Ь2 Н2 cos2 t 1 О а • + df • -

4 УН2+Ь2 
1 

е2 

+ Н2 + Ь2 cos2f 
О 

• 

• 
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го добивамо 

Да би се овде избегли компликовани изрази 
може се последњи разломак проширити са sin '0/ 
једначина (74). Биhе 

. 

• 

за рачунање, .. 
и применити, 

ПО (-k2sin2'o/)= F 
3 

3 sin 'o/+(k2 sin' '0/- 2 k2 sins '0/) 
sin '0/ (1- k 2 sin2 '0/) 

F 1 +sin '0/ 
-----------~---. -

3 sin'o/ (1 - k2 sin2 0/) 

После поновног проширивања са 2 - sin '0/ следи 

П ( k2 • 1"0) F 2 + sin '0/ - sin2 '0/ 
о - sш '1' = -

3 (k2 sin4'o/ - 2 k2 sinB Чг+ 2 sin '0/) - sin2 '0/ 
• 

F 2 + siп '0/ - sin2 чг 
- , 

3 1 - sin2 чг 
• 

ТЈ· 

(-k2sin2'o/)= F 
3 

1 
1 + , 

1- sin'o/ 
(76» 

при чему sin'o/ има вредност (75). 

И овде ће се разумљиво,. при . свакој даљој вредности за т 
рачуни компликовати. Но и овде су тешкоhе чисто алгебарске 
природе, јер су и овде пара метар и модуо везани алгебарским. 
једначинама. Ипак, осим везе облика, рецимо 

Ј(п,Јс)=О, 

које су постојале кад смо употребљавали функцију А, неће се 
појавити никакве везе друге природе које би важиле радеhи са 
функцијОм L. Са овом функцијом, према раније напоменутоме,. 
везе ће бити сличне, тј. облика 

f(n,k')=O. 

Из изложенога се, дакле, види да постоји бесконачно много· 
случај ева када се потпуни нормални елиптички интеграл III врсте' 
изрзжава само потпуним нормалним елиптичким· интегралом 1, 
врсте, истог модула . 

• 



92 Станимир Фемпл 

Од интереса· је да се још истакне геометриско значење
неједначине (37) из 1 дела .. Због 

k' = • 

и 

. 5 - . о 
SIll 2 SIll 2 

а о - -;-::====;в:= = -k-' - , (6)· 
b2 ctg2 - + а1 1- 62 COs2 . 

2 2 

а 

• 
поменута не]едначина се своди на 

2'1t sin В <: п < 2 '1t sin В 1 , . 

2 2 

па каже да се отвор омотачеве мреже усправне елиптичке купе' 

налази између отвора двеју кружних купа чији су пречници, 
основа мала и велика осовина елипсе. 

8. ПРИМЕНА НА КОСУ КРУЖНУ КУПУ 

. 8.1. Очигледно је да израз за отвор омотача усправне елип
тичке купе даје и величину отвора косе кружне купе. Јер, ако· 

• 
косу кружну купу пресечемо ]едном равни нормалном на симе 

• 
тралу оног угла карактеристичног троугла КОЈИ лежи наспрам 

пречника основе, добиhе се усправна елиптичка купа са истим 
отвором омотачеве мреже. Ради се само о томе да се величина А 

• 
КОЈа карактерише 01 вор омотача усправне елиптичке купе изрази 

елементима косе кружне купе. 

Уочимо једну косу кружну купу (в. сл.). Нека буду: r полу
пречник основе, Sl и S2 највеЬа и најмања изводница, S осовина, а; 
угао ОСОвине према основи, ~, у и о углови карактеристичног' 
троугла који леже наспрам страна Sl' S2 И 2г, а· р макоја извод
ница купе . 

• 

Кроз тачку В положимо раван Ве нормално на симетралу VS 
угла О, а кроз VS положимо раван П нормално на раван К ка
рактеристичног троугла. Раван Ве сеhи Ье раван К по пречнику 

ВО пресечне елипсе, раван П сеhи Ье раван Ве по пречнику DL,. 
дОК Ье та иста раван сеhи кружну основу Bk по правој АО. 

Због VS.L Ве имамо K.LBe • Како је још П.LК,биhепресек(П,В.} 
тј. права SD .LK, дакле SD .LBS и SD.L VS. Ако се кроз изводнице: 
BV и CV п.оложе тангенцијалне равни купе, оне Ье сеhи раван Bk 
по тангентама на ту основу и биhе нормалне на вс, дакле и 
и на ВО. Стога Ье пречник DL бити паралелан са тим тангентама, 
па Ье ВО и Dl, бити коњуговани дијаметри .. Пошто СУ. они међу-· 

- --
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1_2 _____ .0 • _ _ • __ ј 

В,бог lе,< -1, 'коефищ~јенат 'уа сов2 t :У ,~рqјИОЦN 
јединице; обележимо га са k2• Коефкц~јеНа!Г 1јЗ :.C0S2 :t 
обележимо са п. Тада је 

а п(п+1)' 
--'-----;-;;--<- • 
п +k~ 

• 

• 
-мањи Је од 

'у .имениоЩ" 

(1) 
, 

Ако се још изврши 'смена t = tt/2 - е, израз за отвор омотача 
добиhе облик 

П/З 

'-'п-'('--п-+--::1'"")' ,у 1-·k2 'sin2 е 
-п + k 2 ' 1 + п sin2 е 

.0 

·тј., према једначини (3~)y 1 делу, 

, D=4A(k,cp), 

тде >је,због једначине (34) 'У '1 делу, 

а 
tg ср = • 

н 

de, (2) 

(3) 

Ако се са 81 обележи угао осовинског пресека који пролази 
кроз велик~ 'осовину (елипсе .и ко}и ле:жи .наспр'амт.е юсовине, оиhе 

a=:tg '01 
,н .:2' 

, 
,па Је зато 

'( 4) 

,Означимо са дугао О.совинс:ког пресека -ко}.и пролази .кроз мал;у 
.о,совину елипсе и који лежи наспрам те ,мале о.со.вине, биhе 

Из торњег 
израза А: 

k 
Не '8 

= = е cos . 
V н2 + Ь2 2 

• 
изла(ања Јасно ,се .види гео.метриско значеље 

, 

Израз А (k, ср) lipelI1ClI1aBJЬa чеlI1ВрlI1ину OlI1BD,pa мреже усиравне 
·елиiilI1иЧJlе liyiie. При шоме величине k и ср имају значеНЈе (б) и '(4). 

, 

7~2. 'Код кружне куце је Е=;(Ј, тј. ,k=;О,hазбог AC«(i), 'ср) =tt/2 sin ср 
'излази за отвор омотача познати елементарни .образЭЈЦ Q=2ttsiпср. 
Кад купа дегенерише у равну фиг~ру,биhе ,ср = 1'/2 lI1а ~e, према 
Lеgепdrе-о.вој релац~ји, ,о =2tt, ШТО, 'Се н могло, очекивати. 

• 
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На основи'О'Ви«! ПОДRтака"лако 'се' изнg-лаз~ велицинtt> Ю"~ q>J. Иw 

l' 
г' 

следи на основиједначине (8), 

sin ~-y 
е = SI- S2 ____ 2_ , 

2, 

па је, на основи једначине (5), 

k = siп 

/) 
cos 2 

~-y 
• 

2 

Величина rp добива се из' једначина (4) и (б)!' 

/) 
• 

• • 
sш 

• . <'>1 2 2" 
sш rp = sш· - _. -

2 ~-y SI + S2 
сов' 2) 

(9} 

(10) 

• (1l} 

На тај начин, отвор ОМОтача косе кружне' купе је' величина 
4 А (k, <Р), где k и <р, сада, имају значења (10) и (1 р. Дакле, 

• 
/) 

SIП 
~-y 2 

'0 =4А • • • 
,SIП arc· SIП. , • , 

2' ~L.y 
CDS 

2 

8.2. Да би се величина А (k, ср), изразила у облику инте-· 
грала (2), потребно је да: се', незавиС'Нэ: променљива О изрази 
неком величином која се наlIази на основи кружне клупе, l;ецимо 
углом ш, који гради полупречник' одговарају:Ј\и. ивводнlЩи.. ~ оај 

полупречником ВО]. Величина О претставља комплемент ексцен
тричне ан.ОМ8'лњје" На-' СJIИЦи.,-не'К8' тој: вМичиик' одroвара нека 
тачка N I елипсе, тако да се' О рачуна почевши од мале осовине 

ОО. М!'ао. 01" оојиr З8клаию ПОЉyn}Dечн.иК\ ,.-=NiS са маЛDИЮ:СОВИНОЩ, 
добиhе се из . 

Ct
' "". Ь..соs,Л . 

g""'1 ==. • ' , 
а sшt& 

• 

• 
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собно нормални, то Ье ВО и LD претстављати осовине пресечне 
·€липсе. 

Како је и АОЈУО, то је АО 11 SD. Из D.AOV N SDV излази 
-

АО·Н АО 8 
. SD = - = __ - S2 cos ; 

OV OV 2 
• 

како Је 

АО:! = ОВ· ОС, 

ОВ = 2rs2 , 

Sl + S2 

ОС = 2г - ОВ, 

• 
"то Је 

А О = 2г V '~lS2 • 

Sl + S2 

---

(7) 

Величина О V добива 
се из 

OV ВО 

sin ~ 

у след тога је 

Даље је 

.SD= 1 
2 

. 
• 

BS ~ 

На основи једначине 

/-<'...1 
-,,---

• • 
ssш 2 . 

6 

2 

А 

• 

\.. 

лако .се види да је· BS < DS. Према. томе, величине DS и 
претстављају' велику и малу полуосовину елипсе: 

а = г. S. Ь . 8 . =S2 SШ • 
----=с I . 2 . 
Sl 

(8) 

BS 

о. 

• 
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и једначине (9), добивамо 

На основи тога, 

• 

Ако са Чr означимо угао осовине купе са полупречником 
=--:-: 01 N,луци а:, (1) и t образоваhе правоугли сферни троугао, коме 

_ је Чr хипотенуза. Због 
. cos Чr = COS а COS (1), 

· за изводницу VN=p следи 

р: = S2 + г2 - 2rs cos а: COS ср. (16) 

· Међутим, из релација између страна и углова карактеристичног 
· троугла 

излази 

· па за изводницу р имамо 

• 
·тако да Је 

На основи релација из карактеристичног троугла 

S1 -S2 
= 

2г 

• . излази ЈОШ 

• 

р-у 
• 2 k SШ 

-= , 
8 

cos 
2 

8 
cos 

8 
cos .. -

2 

2 

- -_._- ----

(17) 

(18) 

(1 ~). 

(20) 

(21) 

• 

• 



о 
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• 

тј. биhе 

а г 
ctg в = - ctg вј = -~-'-- ctg в1 • 

ь о 
VSl S2 sin 2 

NC/" 
-:Ји" 

Ако У произвољној тачки висине елиптичке' КЈле замислимо· 
центар неке лопте; рава8-' караКТ.ерист.ичног троугла, раван VSN1 
и раван кроз поменуту тачку висине паралелна са кружном осно

BOMt обрщюваhе рогаљ. Његове стране. граще' на ЛОП:I'lи' сферни 
тр.РураО.1 8-Q.Т;" KO~.e; је, ynaQ' Iфд( Т прда •. , ~l1ap В биhе •. Q!lИ·гледно., 

• 

једнак углу вЈ' док ће страна РТ сферног троугла имати вели-

чину 1'0/2 - (13 - у )/2. Ако се страна тсј означи са Ч>џ биhе 

~-y , ,ctg,e j = cp~, - ctg; ч>I" 
2 

• 
па, Је, заТОI 

'г ctg в = -v SI S", 

~~y cos' = . , 
2' 

'о О 
sш 2 

ctg Ч>1 - SI +S" V ctg СРI • 
2 S1 S:z 

о 

Изводница р кроз тачку N1 нека сече~ кру;жну ОЩlО.~Уу ~.TaJIK.uj 
N. Због ~ NO В = СРI' из троугла N01 О следи ' 

О О sitJ. (1n - оо)· 
I = о т! : = cos W - ctg СР sin оо. 
г sш CPt. 1 

К<iЯО је, на основи ј~д~ачнне (7). 

SI -S2 01 О = г - ОВ = г , 
S 1 :t" SВ;1 

то, на основи вредности за ctg СР1' из (12) излази 

(SI +S2)·cOs.w,.... (SI ~,S2) 
ctgo~ = , • 

2 V. SI,S2 sin w 
Одавде је 

и 

Даље, због 

... (~ , .. =...: ,~,. 

Н2+ ь2 S'l2 

(12)· 

(13) 

(14)0 

• 



, 
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Из последњег израза за А види се још да је елемент отвора 

do.= г VsJ sin2a +(г - s cos а cos ш)2 dш. 
:& 

,Р . 

Такође се увиђа да последњи интеграл узет у границама 
О и '" има двоструку вредност од А/г. 

9. КОМПЛАНАЦИЈА КОСЕ КРУЖНЕ КУПЕ 
• 

9.1. Израз за површину омотача косе кружне купе није еле
ментарна трансцендента, те је стога проблем компланације у томе 
да се интеграли сведу - на каноничне форме,. како би се могле 
користити евентуално постојеhе таблице за такве форме. Овај 
проблем изискује компликоване редукције и њега је S с h е 11 Ь а с h 
([22], стр. 324 - 336) решио помоhу ЈасоЫ-јевих "Тета" функција. 
Овде Ьемо изабрати други пут директну редукцију на елиптичке . 
интеграле. ОН није дужи, а из једначина које се појављују при
ликом редукције могу се извуhи неки интересантни закључци. 

Кад се елемент омотача пише у облику 

dM= 1 2do. 2 Р , 

из једначине за d О. види се да је 

• 

d М = 1 г V Sl sin ll а + (г - s cos а С05 ш)2 d оЈ, 
2 

па Је део омотача 

с8 
• 

г 
М1 (ш) =-2 Vs2 siп2 а+(г - s cos а cos ш)2 dw. 

• 

о 

(23) 

Према томе, целокупни омотач, услед симетрије купе, износи 

м = г V S2 sin2 а + (г - s cos а cos w)2 dw. 

о 

Ако се, краткоЬе ради, стави 

, 

k' t д > 1 = cg- • 
k 2 

(24) 

(25) 
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у след тога је 

тј., према (17), 

2 '/ 2 • 2 ( - )2 '/1 k2' 26 vS slП а:+ f-sсоsа:СОSw v - SlП = -------'--:---~---"--- • 
Sl +S2 - (Sj - S2) cos оо. 

(22) 

Како још израз на десној страни једначине (1) има вредност 

а г 

:а границе интеграла (2), према (13), имају вредности О и arc cos Sl-
S

2 -

Sl+ S2 

= W то, услед једначина (14), (19) и (22), излази вредност за А: 

w 

А=г 
dw 

о 

8.3. Из чињенице да је А четвртина отвора мреже, из последње 
једначине излази да изводница која одговара вредности 

гради са изводницом S2 угао ОО. Величина р те изводнице добива 
се, на основи (18), из 

Одавде, како је фигура мреже симетрична у односу на изводницу 
S2 (или S1)' следи ова интересантна чињеница: 

Изводнице карактерuстичног троугла и геометриска средина 
тих изводнuца деле отвор мреже на четири једнака дела. 

7 Зборник Математнчког института 
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I "О _ .. 

скупи поново са првим интегралом, добива се следеhи израз за М: 

м = 4 (SI s2)l sin 0/2 
SI - S2 

А 

со 

Као што се види, овај интеграл се третира исто као и онај за 
МI (ш), само без другог члана. Заустављајуhи се, дакле, на првом 
члану Ј израза за Мј , смена 

даће 

при томе k и п 
(20) и (15) .. 

о 

ср 

t= А 
cos q> 

2n + 1 - п sin2 q> 

(1 + п sin2 (јЈ)! 

А cOSoo - 1 
cos q> = ; 

А -соSоо 

• • 

• 

имаЈУ вредности из ]едначине (10), односно 

Израз за М имаhе четвороструку вредност од Ј, а горња 
граница тога интеграла биhе 1(/2. 

Кад. се разломак у изразу за Ј прошири са "1 - k2 sin2 q> и. 
бројилац подели имениоцем, резултат се може приказати у облику 

п 

Ако, за час, обележимо 

. 

d:p 
------'--.--- = Z" , 
(1 +n sin2 (јЈ)% 'V'l-k2 sin2 q> 

о 

израз за Ј постаје 

Ј= 

• 

• 

• 
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• 
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• 

1 А2 + t 
cos 00= - ---

А l+t 

т 

dt 
(1 + t)2 

А (А - cos оо) 
m= , 

. А cos ш-l 

[2 + ctg2 /3/2 
[2 _ А 2 ' 

при чему су искоришhене релације (17) и (21) измеђУ страна и 
углова у кар.актеристичном троуглу и значење величине А. Наве-

. Sj - S2 . 
дена смена ]е дозвољена само до вредности w = arc cos , т]. 

Sl + S2 

до изводнице р = V Sj S2' јер је у том случају t монотоно узлазна 
функција од оо. Но за ову вредност Щ функција f има дискон
тинуитет. Стога је довољно задржати се, најпре, на случају ком-

• 
планаци]е до четвртине отвора мреже, а затим извести комплана-

цију целокупног омотача. Компланација делова који иду преко 
четвртине отвора лако Ье се добити из претходна два резултата . 

• 

Последња једначина може се писати у облику 

-
А 

т 

[2 + ctg2 8/2 dt . 
t2 - А I! 

Ако се тражи цео омотач, примениhе се иста смена, само се 
интеграл за М мора претходно раставити на два интеграла и то у 

, Sl - S2 
границама I О, arc cos - ... и 

Sl +S2 
гралне границе биhе у првом 
- оо И - А, док ће изрази под 

. Sj - S2 arc cos ,п:. Нове инте-
Sl + S2 

интегралу А и + оо, у другом 
интегралима имати облик 

2 (Sl s2)1 sin /3/2 
г (1+t)2 (Sl-S~) 

Ако се други интеграл сведе на границе А и ос (t= - t) и 
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сменом (2 = Х. Наиме, због 

dx 
(1 - х)2 

A25in2 В + С052 
2 

- о 
2 'ЈА!-1 5in 2 

имамо 

"' 
2 f dt 

(1 - f:l.)2 
А 

в 
x+ctg2 2 

х-А2 

В 

2 
arc С05 

А2+(А2_1)С052 О +х 
' . 2 

(х -1) А 5in2 ~ 

+ 

(A2_1)5in2 В _ 1 
2' 

о + cos2 

2 , , 

в 
т" + ctg2 -,::-

2 
_._--~~-----+ 

m2 -1 . 

-

A2 sin2 _О + cos2-0 A2+(A2_1)cos2-o +m2 (A2-1)sin2.~ - 1 
2 2 2 2 +--------::-- arc cos ------;-----~---- :-7-----" 

2 'JA~-1 sin ~ (m 2 -1) А2 sin2 ~ + С052 2 

Ако се и овде величина т изрази помоhу <р, тј. из cos <р=А/m, 
а води рачуна о релацијама (25), (15), (20) и (21), десна страна 
последњег интеграла може се писати у облику 

п, 

С052 0/2 

2 cos2 q> П - 5iп' 0/2 - • 

, 
+ arc cos 

1 +n sin2 q> п 

На тај начин добивамо 

(п + 1)П(n,k,q» + E(k,q»-F(k,q» -

+ _2_, _" S....:1:.....S-=2_ arc cos 2 С052 q> -
1 + п 5iп2 q> 

п - sin2 0/2 
п 

• 
• 

А С05 ш-l 
cos <р= • 

А - cos u) 

, 

, 

• 
, 

_.. . .. _- .. -

, 

• 
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Међутим, из познате формуле за редукцију [24, стр. 92 94] 

. . sin ч> cos ч> У1 - k2 sin2 ч> 
1'0 Zx + У1 Zx-l + 1'I Zx-2 + ys Z,,-З = (1 . :t ) 1 ' 

за 'Х=2 следи 

Овде је ('Х=2) . 

2 (п + 1) (п + k 2
) 

Уо = . I 

п2 

Уз = О, 

• 

'Р 

. + п s1П ч> х-

1'1 =-

k2 

Уз = з' 
П 

• 

=п+kЗР(k,ч» __ П Е (k,ч». 
k 2 k2 

dcp= 

Даље је Z.==F (k, ч», а Zl је нормални елиптички интеграл III 
врсте П (п, k, ч» Lеgепdrе-ова типа. Зато је 

. 
Z _ п2 siпч> cos ч> '11 - k2siпЈч> + 
2- 2 (п+ 1) (п + k2) 1 +п sinJ ср 

+ п2 +2n(1~k2)+3k2 П (п, k, ср)_ n+
2
k

2 
F{k,cp) + Е{k,ч» . 

п п п 

На основи тога 

(п + 1) П (п, k, ср) + Е (k, ср) - F (k, ч» + 
• . 

п sin ср cos ср '11 - k2 sin2 ср 
+ 1 + п sin2 ч> • 

Одавде се одмах добива вредност за цео омотзч 
1t 

ср= 2 ' 

• 

(26) 

(27) 

9.2. За део омотача М1 потребно је још израчунати други 
интеграл који се у њему налази. ОН се. израчунава елементарно 

• 

• 
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Приметимо да је функција А која се јавља у изразу за отвор 
омотача Q (в.§ 8.1), трансформиран израз А (k, '1') једначине (28). 
То се лако УВИђа на основи трансформационих једначина (21) и 
(22)· 1 дела. Ако се, наиме, уочи вредност '1' из последње једна
чине и вредности за k и 0/2 из једначина (20) н (21), тада једна
чина (22) 1 дела постаје 

• 
тако да Је 

1 0 =A(k"p) 
4 

2г 

- А (k,t). 

10. ЈЕДАН ОПШТИ ОБРА8АЦ 

• 

(29} 

10.1. Нека су 81 и 82. највеЬа и најмања изводница косе 
кружне купе, R полупречник њене основе, а ~, у и о одговара
јуhи наспрамни углови тих трију страна карактеристичног пресека. 
Нека је ]з- површина омотача такве купе. Образац (28) мож е 
послужити за добивање обрасца За површину омотача зарубљене: 
косе кружне купе. Такав образац лакО излази из једначине (28) 
ако се од омотача ]з- одузме омотач М2 допунске купе. .. 

Тога ради означимо са 61 и 62 највеЬу и најмању изводницу 
допунске купе, а са r полупречник њене основе. Како су одго
варајуhи углови карактеристичних троуглова и код целе купе и 
код њене допуне једнаки, биhе .. 

81 - 82 t ~ - у t <1 ·61 - 62 -=--=-= g g = , 
8Ј +82 2 2 61+62 

па величина '1' остаје иста у изразу J.t и У изразу М2 • Исто је то· 

сл~чај и са величином k = siп ј3 ~ у . Услед тога, ве~ичине Е и А 
остају непромењене, тако да за омотач М зарубљене купе добивамо· 

M=(R2 - г2) т;+2 (R -У81 82 - r -У6 1 (2) Е - 2 (R2 -r2) А (k, '1'). 

Ако се још, са S1 и S2 означе највеЬа и најмања изводница заруб-· 
• 

љене купе, услед пропорционалности Је 
• 

R R 
8ј =6ј =S,--

r R-r 
0=1,2), 

• 
тако да Је 

• 

_.-....... -

• 

• 

• 
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• 

Из овог обрасца се може извуhи следеhи интересантан 
закључак. За 

S1 - S2 
W = arc cos ---=----=- , 

S1 + S!I 

'Гј. за четвртину отвора мреже, због ср = 'tt/2, површина омотача 
која одговара тој четвртини отвора биhе 

• 
где Је 

• 
6 ,2 

slП 2 + 4 arc cos 

. Први члан десне стране израза за Мј је на основи обрасца (27), 
четвртина површине целог омотача. Из тога излази:' 

• 

Чешвршuна uовршuне о.моШача (рачунашо од .ма1Ье uзводнuце) 
увек је Beha од iiовршuне која одговара чешврliiUНU ошвора .мреже, 
а разлuка uз.меl]у чешвршuне иовршuне омошача u иовршuне која 
одговара чешвршuнu ошвора мреже, увек се може uзразuшu еле

меншарнuм фующuја.ма. 

Код усправне купе (S1 =S2) та разлика, разумљиво, постаје 
• 
Једнака нули. 

" . 
. 9.3. Израз за површину целокупног омотача добива много 
простију форму ако се искористи једначина (23) 1 дела. Тада је' 

п (п + 1) 
n+k2 

'tt 
2 - А (k, 0/) + Е . 

Водеhи рачу~а да је при томе ctg 0/ = v п, тј. 

S\ - S coso/= 2, 

S1 +S2 

и 

п (n+ 1) _ ' 
п + k2 - V S1 S2 ' 

израз за М добива сажету форму 

" м = ,2 'tt + 2', v S1 52 Е ~ 2,2 А (k, 0/) , 
• 

k=sin 13 - у , 
2 

S -s cos 0/ = 1 2. 

$1 + S2 

• • 

(28) 

Примера ради, нека је S1 = 24, $2 = i 6, ,= 6,5. Рачун показује 
да је М=370,67 • 

• 

• 

." 

• 
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~ 
.даље, због si=sz и Е= ,за М излази 

2 , 

M=r'lts. 

Ово, дакле, важи за усправну купу. Ако је још ~=y=O, тј. <5=1t, 
купа дегенерише у равну фигуру, па је O=21t; тада, због S1 + s2=2r, 

S1-S2 . 2VS1 S2 • "';s,s. 
arc cos - . = arc s1П -----'----"- =arc sЈП -'--"~ 

Sl+~ SI+S2 Г 

'И 

'1t 
А (О, qэ) = 2 • 

s1П qJ = , 

,добивамо 

M=f2 1t. 

у случају k= 1, тј. ~ = 'It И У = <5 = О, купа такође дегенерише 
:у равну фигуру код које је S1 - '2=2 г, па отвор омотача као и 
његова површина могу имати произвољне вредности. 

11.2. Међутим, и онда кад је k =F О и k =F 1, могу У извесним 
'случајевима, обрасци за површину и отвор омотача имати једно
ставније облике, наиме такве да се уместо комбинација потпуних 
и непотпуних елиптичких интеграла, који dJигуришу у поменутим 
изразима, појављују само потпуни интеграли. Такве специјалне купе 
добиhе се ако се примене резултати из § 6. . 

, 

Ако се употреби једначина. (51) 1 дела, при чему t има вред
јност из (50),' биhе, због значења величине t из једначине (28) и 
једначине (20), 

.Због вредности cos 8/2 из једначине (21), имамо 

• 
'одакле Је 

, 

{s, + S2) - 4 г2 

4 sJ S2 

.Како . је за ову .вредност г 

• 

о 
cos = 

2 

k=cos2 13/2 

(32) 
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н 

• 

На тај начин, образац за површину омотача зарубљене косе 
кружне купе гласиhе 

М = (R2 
- г2) 1t + 2 (R + г) VS1 S2 Е - 2 (R2 

- г2) Л (k, t), 

• 

па Је 

k=sin~-Y 
2 ' 

• (30) 

Из овог обрасца, за. г=О, непосредно следи образац (28). 

За S1 =S2=S, тј. код усправне зарубљене купе, имамо ~=Y, тј. 

Е= l' , 

2 

1[ 

t= 2' л k, 

м = (R + г) S 1'. 

10.2. За R= r добива се случај косог кружног ваљка, па у 
обрасцу (30) отпадају први и треhи члан десне. стране. Како је још 
S1 = S2 = S, то образац (30) добива облик 

.M=4rsE, 
при чему величина k, због ~=1t - у, има вредност k=cos у. 

Величина О = 4аЕ, као што је позиато, претставља обим 
. елипсе са великом осовином 2а и нумеричким ексцентрицитетом који 
је једнак моду лу елиптичког интеграла. Како је пресек косог ~aЉKa 
са равни нормалном на изводнице ваљка елипса са ОСОБинама 2 а = 2 r 
и 2 Ь=2 r sin У, то је нумерички ексцентрицитет те елипсе 

ya~_b2 
€= =cos у. 

а 

Услед тога, образац (31), написан у облику M=s О, изражава да је 
• • 

површина омотача косог кружног ваљка Једнака производу из извод-

нице и обима нормалног пресека. Ово потврђује познату теорему 
о површиии омотача косог кружног ваљка. 

11. а НElШМ СПЕЦИЈАЛНИМ касим КРУЖНИМ КУПАМА 

11.1. Као што смо видели, обрасци за површину и за отвор 
омотача косе кружне купе не претстављају' елементарне функције. 
То ће бити само у специјалним случајевима k=O и k= 1. У првом 
случају је, наиме, ~=Y, па је 

Q =4 Л О () = 2 1[ sin с3 • 
, 2 2 ' 

• 

• 
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За егзистенцију овакве купе, . величина SI мора лежати у 
размаку 

што се лако увиђа. 

11.3. Као што се величина А (k, '1') у једначини (36) изразила 
само потпуним интегр~лом 1 врсте, ·тако да се и· трансформисана 
величина А (k,cp), која би следила на основи једначине (21) 1 дела~ 
може изразити таквим интегралом. На основи те једначине биhе. 
наиме, 

л (k, ср) = on; + Fk'2 siп ср sin '1' - л (k, '1'), 
2 

а због tg ср tg'1' = 1 (в. (22) 1 дела), тј. 
k . 

. cos t 2, 
S1П ср = =. VT - k'2 sin2 t Sj - S2 

Због вредности А (k, '1') из (36),· имамо тако 

А (k, ср) = on; + : [4,2_(SI - S2)2] + 
3 4, S1S2 

F + _ _ [S12 + S2
2 

- 6S1 S2 - 2VS1 S2 (SI+ S2)]' 

12'Vs1 s2 

После уношења вредности ,2 из (35), следи 

А (k,cp) = on; _ рг (Sl+ S2- 4 V·Sl S2)' 
. 3 6 St S2 

где величина, има вредност из (35). 

(37) 

(38) 

. Можемо, сада, замислити нову купу са аналогним елементима 
SI' S2' 2R и употребити једначину (28) за израчунавање површине 
омотача и једначину (29). за отвор омотача. НО потребно је још 
изразити величине S1' S2 И 2, помоhу нових елемената. То се 

• 
постиже на основи Једна чине 

то следи 

(39) 

• 

Помоhу ове вредности може се формирати израз у загради 
једначине (38): 

4 ,1 SI + S2 V 
SI + S2 - VSl S2 = V - 4 SI S2 = 

SI S2 
• 

• 
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па једначина. (51) 1 дела постаје 
1t 

А (k, t)= 4 

Тако се добива 

F . 2 8 + Stn -. 
2 2 

1t + 2 Е _ F sin2 8 . 
2 . 2 

(33) 

(34) 

Израз (29) за отвор омотача постаје, на основи (32) и (33), 

0=1t+2/:sin2 i .. 
2 

За егзистенцију овакве купе мора се претпоставити могуnност 
љеног карактеристичног троугла; лако се види да мора бити 

S2 < Sl < S:! (3 + 2 V 2 ) . 

Може се, надаље, употребити једначина (64) 1 дела, при чему 
t мора задовољавати једначину (58) 1 дела.' Ако се узме у обзир 
да је, према једначини. (28), 

. ,1. 2 V SI S2 
SIIl 't' = , 

S + S2 

а према једначинама (20) и (21) 

k' S1+S2 . 8 
= S1П-

2 r 2 ' 
. 8 

4sj s2 sin2 2 =4г2 -(Sl- sз)2, 

то, кад се ове вредности унесу у једначину (58) 1 дела, ова се 
своди на 

"~о 

r2=(sl +S2) VS1 S2 .:. Sl S2· (35) 

Уз тај услов једначина (64) 1 дела постаје 

(36) 

тако да израз за површину омотача, према једначини (28), постаје 

2r21t . гР . 
М= +2rvs j S2 Е + [SI2_6s1S2+S~2_2(Sl+S2)VSl S2]' 

3 6VS1 S2 

где r има вредност из (35). 
. Израз (29) за отвор омотача, после краnег рачуна, постаје у \ 

овом. случају 

41t 2г -
0= + [4VS 1 S2 -(Sl+ S2)]F. 

3 3 Sl Sz 
И овде, разуме се, величина г2 има вредност (35). 
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Аналогно изразу за t у једначини (28) овде Ье се узети 

SI -S2 cos ср = - - . 

SI+ S 2 

За вредност k', аналогно једначини (20), добива се 

k' SI + S2·· <'>1 
= Sln, 

2R 2 
• 

а вредност sin <'>1/2 дата је једначином (40). 

Услед свега 

• 

ТЈ· 

I 

тога, из једначине (41) добиhе се 
I 

R2 -R (SI +S2) + SI S2 = О, 

2R = (SI +S2) ± (SI - S2)' 

• 

(42) 

За горњи знак било би 2R > SI + S2' што је немогуВе. Треба. 
дакле, узети доњи знак: 

(43} 

На основи тога услова, израз М за површину омотача постаhе 

М = 1 S22тt + V SI S2 [6S2 Е + (SI-3S2) Р], (44) 
3 3 

(45) 

Потребно је још напоменути да величина k остаје инвари
јантна, јер је, према (42) и (43), 

k'= SI +S2 2 2 
4S

2 
VS

t
S

2 
V3S1 +2S1 8 2 -S1 , 

а та се иста вредност добива из једначине 

k'''= (SI + S2)2 sin2 8 = ~ SI + S2 2 1 _ (SI - S2)2 

4 г2 2 4 '1 S 1 S t 4 г2 

ако се у ову стави г2 из (35). Дакле, 

4- SI + S. 

1 SI + S2 
'2 VS1 S2 k'2= , 

16 VS1 S2 VS1 S2 
• . . 

1 -
SI + S2 

а по томе треба применити једначину (39). 
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Према томе, 

• 

Како је још 

• 
то Је 

На основи \ога, израз (28) за површину омотача постаје 

M=R21t+2RYSt SзЕ-2R2А(k,ср) = 

а израз за отвор омотача 

г\ 2 4 V SI S2 F . 2 t'l1 4 Л (k ) ~.& = 1t + R - sш 2 - ,ср = 

При томе је, према (21), 

• 
тако да Је 

Q ~ 21t + 
3 

sin2 01 = 

2 
4 R2 

- (S1 - S2Y' 
4S1 S2 

, 

I (40) 

Међутим, и овде величина R није произвољна, веЬ зависи од 
величина SI и .$2" Разлог је следеhи. Величина '1t у пређашњем 
случају морала је задовољавати једначину (58) 1 дела, из које је 
резултовала једначина (35). Како су величине ср и ~ везане једна
чином (28) 1 дела, то ако место величине '" унесемо у (35) вели
чину ср,. добиhе се 

, 

, 

.Ако cos4 cp изразимо помоhу синуса, из ове једначине следи 

2 cos ср V 1 - k'2 sin2 ср = 1 - k'z sin4 ср. (41) 

, 
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За овакву 
размаком 

специјалну купу је њена егзистенција условљена, 

• . 

S2 < Sl < 3 S2' 

као што се то лако уВИђа. 

Из ових примера види се начин добивања и других специјал
них купа применом резултата из § 6. 

12. ПРИБЛИЖНА ФОРМУЛА ЗА ОМОТАЧ КОСЕ КРУЖНЕ КУПЕ 

Формула за омотач косе кружне купе, иако дозвољава упо· 
требу таблица за елиптичке интеграле [напр. 12] није довољно 
подесна за практично рачунање ако се не тражи исувише велика 

тачност. У једном свом ранијем раду [6 Ь] показао сам да се при
ближна вредност за површину омотача може добити по обрасцу 

(46) 

(h је висина). У поменутом раду дао сам и границе отступања ове 
приближне вредности од праве вредности. Те границе отступања 
следе на основи става: 

Нека је 

А = (SI -S%)2 Sl +$2 + 2 Vh2 + fi 
h2 +,z $1 + S2 - 2 Ућ2 + ,2 

Ако је 

А < 1,. 

релативна греШlCа је 

G 
S <-;: 

М 
• 

а«о Је 

А> 1, 

релативна греш«а је 

• 

(47) 

(:18~ 

• 

" 

• 
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les amp1itudes donnees. Оп aalors 

• 

п 

L ру А (k, q>v) = А (k, 'f) + РА , 
v= 1 

c'est-a-dire l'agregat аи second membre peut s'exprimer par uпе seu1e
fonction Л (k, 'f) de тете module, d'amplitude 'f se deduisal1t des 
amplitudes q>v' (v = 1,2, ... , п) аи mоуеп d'operations algebriques 
de sin et cos, et ауес ипе expression F А ои F est l'integrale еlliр
tique norma1e complete de premiere espece de mете module, et А 
ипе fonction algebrique de sin \ј!. . 

• 

Partant du theoreme de mиШрНсаНоп оп а resolu 1е probleme-
de reduction de l'integrale elliptique normale complete de troisieme 
espece аих combinaisons d'integraIes completes de premiere espece. 
А l'aide de 1а relation de Legendre, еп posant .dans le theoreme de
multiplication \ј!т = 'ltj2 et ауес т arbitraire, оп оЫјеп! deux suites. 
de tels cas. Puis, еп se servant du theoremme d'addition relatif аих 
integrales elliptiques normales completes de troisieme espese 

ПО (п) --
1t 
2 . 

. п 

(п+ 1) (n+k2) + F 

· valables роur п> О et -1 < п < - k2
, ayant exprime ПО (п) сотте

оп vient de l'indiquer,· оп trouve deux autres suites de telles valeurs 
pour les integrales de la forme ПО (k 2jn). • 

Si, dans le cas d'amplitudes .\ј! imaginaires, оп pose 

k 
. V sin2 \ј!- 1 . F V (sin 2 \ј!- 1) (1- k2 sin2 \ј!) = 

, агсsш k'· ,1. - . ,1. 
sш l' sш l' 

јА L (k, \ј!) 

оп а alors • 

. L (k, \ј!) == F Е (k, \ј!) - Е F (k, \ј!), 

еп observant que pour la fonction L est valable le theoreme d'addi
tion (32) sous lа condition (31) et le theoreme de multiplication (47) 
sous lа condition (48). Еп posant јсј \j!m=1r/2 et еп prenant т arbi
traire, оп obtient ипе cinquieme suite de valeurs d'integrales еШрti
ques normales сотрШеs de troisieme espece s'exprimant а l'aide 
des integrales complett:s de premiere cspece. 

De ces resultats оп апјуе а cette conclusion generale que lа 
· reduction des integrales elliptiques 110rmales compIetes аих integrales 
elliptiques normales completes de premiere espece est possible toutes 
les fois que le modul et le parametre de ces integra1es sont Jies par 
certaines equations algebriques. Jusqu'a present оп connaissait trois 
cas de telles reductions: n=k,· п= -k et п= -1 +k'. Ici оп У parvi
ent par ипе methode generale pour ces reductions, qui est exposee 
dans се travail (les cas cqnnus s'obtiennent еп posant т = 1). 

La seconde partie de se travai1 est consacree аих app1ications 
· geometriques. Оп montre d'abord que lа fonction А (k, \ј!) а ипе
signification geometrique concrete: L'expression 4 А (k, \ј!) represente 
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SUR UNE COMВINAISONLINEAIRE 
DES INTEORALES ELLIPTIQUES NORMALES ОЕ 'PREMIERE 

ЕТ SECONDE ESPECES 

Par 
ST ANIMIR FEMPL 

L'objet dece travai1 est l'etude d'une combinaison lineaire des 
infe.grales elIiptiques поrшаlеs de premiere et seconde especes, 

Л (k, '1') == F Е (k', '1') + Е F (k',"o/) - F F (k', '1'), 
011 F et Е designent les infegrales еШрtiquеs normales completes de 
premiere et seconde especes de module k, et F (k', '1') et Е (k', '1') 
Ies integrales elliptiques normales de premiere et sесопdе especes 
de module complementaire k' = V 1 - k~ et d'amplitud'e '1'. 

Dans lа premiere parHe de се travail оп montre que lа fonction 
А conduit аих integra1es elliptiques normales comp1etes de troisieme 
espece а parametres positifs ои сеих se trouvant entre - 1 et - k 2 • 

Si ипе telle fonction est definie aussi pour 1es amp1itudes imaginaires, 
оп montre que, dans се cas, eIle conduit aussi аих integrales сот-· 
pletes de troisieme espece dont Је parametre est compris entre 
-- k2 е! О (lе cas du parametre п < - 1 n'entre pas еп consideration, 

puisque les integra1t:s completes divergent dans се cas). 
Еп vertu du theoreme d'addition (18) re1atif а 1а fonction Л 

sous 1а condition (17), resultant directement du theoreme d'additiol1 
reJafif а 1а fonction· ЛО de Неитапп [9], оп demontre que l'equation de 
iransformation (22), а Ја condition (21) (d = 7Г.ј2) , renferme deux pro
positions connues de 1а theorie des integraJes eIliptiques de iroisieme 
espece, qu'on demonfrait jusqu'ici idependamment l'ипе de l'autre. 

Оп sait que \'infegra1e elIiptique norma1e сотр1Ые de troisieme 
espece s'exprime par combinaison. des integra1es comp1etes et јпсот
p1etes des deux premieres especes. Ici оп monfre qu'a l'aide. de 
l'еquаtiоп de transformation precedente оп у parvient par des formu
les plus simp1es et plus commodes que celles connues jusqu'ici. 
Cette maniere de l'exprimer а fасШfе de теЉе lа fonction Л sous 
lа forme condensee (36), qui а permis d'assigner 1es limites (37) de 
cette foncfion et d'etudier J'aIlure de Ја fonction. 

Le theoreme de mu1tipIication de lа fonction Л est formu1e еп 
iermes suivants: Toutes 1es fois que lа suite des ampIitudes '1'v, 
(v = 1,2, ... , т) satisfait а 1а suite des conditions (38) оп а 

·m-l 

Л (k, Ч'm) = т Л (k, '1'1) - Fk'2 sin 0/1 ~ sin '1'у sin '1'v + 1 , 
у=1 

et inversement,. еп rappe1ant que 1а suite des conditions (38) peut 
etre сетрlасее par les conditions (40) equivalentes et plus commodes. 

Оп donne aussi lа proposition de nature p1us generale suivante: Soient. 
Ру (v= 1, 2, ... ,n) des nombres rаtiоппеls arbitraires, et <ру, (v = 1,2, ... , п) 

8 Зборник Математичког института 

; 

, 

• 
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Dans lа suite оп donne ипе fotmule plus generale (30) de lа 
surface laterale du tronc de сапе circulaire obIique dont Ја formule 
(28) est ипе consequence immediate (г=О). Еп outre, de lа formule 
(30) оп deduit aisement lа formule соппие pour lа surface laterale 
·du cylindre circulaire oblique (R = г). 

-

La surface laterale d'un сапе circuJaire oblique n'est pas ипе 
transcendente elementaire, sauf dans 1е cas d'un сапе droit (k = О) 
ои pour k = 1. Оп peut cependant obtenir de formules plus simples 
pour l'aire de lа surface laterale et l'ouverture de sa surface МуеЈор
рее si оп aplique les resultats de lа premiere рагНе. Dans ces for
mules пе figureront que les integrales elliptiques completes de рге
тјеге et seconde especes. ОП а donne trois cas de tels canes, а 
savoir lorsque entre les generatrices et les rayons de Ја base existent 
les reJations 

Enfin оп donne sous ипе forme tres eIemeniciire, Ја formule 
approchee (46) de Ја surface laterale М du сапе circulaire oblique, 
ауес ипе еуаlиаНоп elementaire de l'ecart, а savoir: Si par А et G 
оп designe les grandeurs figurant dans les formules (43) et (48), 
alors pour 

G 
А ~ 1, l'erreur relative est 0<--, 

т 

alors que роиг 
А 1 1, 1 t' est t' < А G . > erreur re а lуе u 

-т 

• 

• 

• 

• 

• 
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Је quart d'ouverture de Ја surface latera1e d'un сапе elliptique droit, 
ауес 2'0/ сотте ang1e de 1а sесtiоп ахја1е du сапе passant par 1е 
grand ахе de l'ellipse а l'opposede cet ахе. La grandeur k а lа 
va1eur 6 cos 8, в etant l'excentricite numerique de J'elIipse et 20 l'ang1e 
de Ја s~ction ахја1е passantpar 1е petit ахе а J'oppose de cet ахе. 

Si, dans ип сапе circu1aire oblique, оп trace Ја bissectrice de 
J'angle о аи sommet du triang1e caracteristique et par Је pied de Ја 
generatrice 1а p1us реШе S2 оп fait passer ип р1ап perpendicu1air:e а 
сеНе bissectrice оп aura ип сапе elliptique droit de тете ouverture 
de lа surface developpee du сапе. Si еп outre, оп designe par ~ et у 
1es ang1es du trianv;le caracteristique situes а l'oppose des genera
trices S1 (1а plus grande) et SII' l'expressiol1 de l'ouverture de 1а 
surface deve10ppee du сапе· circulaire droit prend 1а forme 

avec 

. о 
Q • sш 2 . 

4А sin t' - У arc sш . 
2' cos~-y 

2 

La grandeur А речt aussi se mettre sous lа forme 

1 
- й=А=г 
4 

w 

о 

011 р designe ипе gel1eratrice quelconque, ф. l'angJe entre les rayons 
correspondant аих generatrices р et S2' S etant l'ахе du сапе, et а 
l'angJe que l'ахе forme ауес Ја Ьаэе. 

Ои fait que А est egaJ аи quart de l'auverture de 1а surface 
deve10ppee du сапе il s'ensuit qu'a l'angle ф1 , ega1 аи quart de 
I'ouverture de lа surface Муе10рре du сапе correspond Ја generatrice 
р = v S1 S2' Ое lа оп deduit се resultat interessanique 1es gene
ratrices qui sont ega1es а 1а тоуеппе. geometrique de ces generatri
ces divisent J'ouverture de Ја surface developpe du сапе еп quatre 
parties ega1es. 

La dernii~re integrale permet d'effectuer 1а comp1anation de lа 
partie М1 (ш) du сапе circu1aire oЬJique, а l'aide de 1а formule 
dM1 =, 1/2 p~ d О. 

L'aire de 1а surface latera1e епШ~rе est donnee par lа formule 
(28) de. lа seconde partie. Second resuItat interessant: La dШеrепсе 
entre lе quart de l'aire de 1а surface 1ateral et de l'aire correspondant 
аи quart de l'ouverture de 1а surface deve10ppee peut etre exprimee 
par des fonctions eIementaire . 
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Уопштавања оних особина геодезиске линије, које се доби
вају'посматрањем датог Рима нова простора као потпростора неког 
другог Риманова простора, почела су недавно. 

Године 1945, С. Е. S Р r i п g е r [19] посматра криве на повр
шини тродимензиона Еуклидског простора које су окарактерисане 

• 
тиме што оскулаторна раван садржи ону ЛИНИЈУ дате праволинске 

конгруенције простора која пролази кроз уочену тачку површине. 
Те криве Springer назива унион 1Сриви.ма површине. Он изводи и 
диференцијалну једначину тих кривих 

• 
(ј) Бо:ј3 (kn рО: - q рО:) dyf1 =0, 

где је: kn нормална кривина површине, рО: вектор геодезиске кри
вине криве, рО: пројекција, на површини, вектора конгруенције, 
а q косинус угла између вектора нормале површине и вектора 

. конгруенције у уоченој тачки. Тензор 60:11 је дрфинисан релацијама 
. 

60:j3=eaf1Vg, еl1 -:-е22 =0, e12 =I, е21 =-I, g 'gI1g22-g~2, 
а индекси узимају вредности 1 и 2. Најзад, за криве за које 
услов (ј) није задовољен, он дефинише унион 1Сривину. / 

Овако дефинисане, унион криве су генерализације геодези
ских линија површине и своде се на ове последље кад је дата 
праволиниска конгруенција нормална на ПОЕ'ршини.· . 

Значај те Sрriпgеr-ове идеје види се најбоље из чињенице 
што је, после тога, поред Springer·a и други 'аутори разрађују и 
кроз низ радова ([18], [8], [9], [10]) испитују унион криве и унион 
кривине кривих на површини . 

Затим К. у а 11 о [23], 1948 г посматра унион криве хипер
површине Рима нова простора, даје диференцијалне једначине тих 
кривих и показује да су унион криве аутопаралелне линије афина 
простора везаног одређеном конексијом. 

Године 1950, S р r i п g е r [20] такође посматр~ унион криве 
хиперповршине Риманова простора, вероватно не знајуhи за веп 
објављене резултате УаI10-а. Ослањајупи се на овај рад Springer-a, 
R. S. М i s h r а [13] дефинише унион криве потпростора Риманова 
простора, у односу на дату конгруенцију кривих околна Риманова 
простора, и изводи њихове диференцијалне једначине. Једна таква 

• • 
крива потпростора. окарактерисана Је ти~е што, у сваКОЈ тачки, 

њена оскулаторна геодезиска површина, садржи вектор тангенте 
• • 

оне «риве конгуеНЦИЈе КОЈа ПРО.1(ази кроз уочену тачку потпро-

стора. У вези с овим, М i s h r а [11], даље дефинише и испитује 
унион кривину И вектор унион кривине произвољне криве пот

простора. 

С друге стране, У. О. G r о v е [6] уводи нове величине: рела
тивну liривину и веliтор релативне 1СрИВИllе криве, у односу на 

дату праволиниску конгруенцију тродимензиона Еуклидског про
стора. 

Вектор релативне криви не криве на површини дат је изра
зом који је сличан· изразу за вектор геодезиске кривине криве. 

, 


