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Увод 

1. О распону полинома 

11. О једној класи полинома најмањег распона 

III. О некимафино-пресликаним полиномима 

lV. О полиномима чије нуле имају извјестан правилан распоред 
на разним конусним пресјецима и на неким другим кривим линијама. 

У. О полиномима Рm2 (z). 

УВОД 

• 

0.1. Обзиром на проблематику коју обрађује, овај рад спада 
у област "Геометрије нула полинома комплексне промјенљиве", 
како је М а r d е п [9] назвао област, која је иначе позната под 
йменом "Аналитичка теорија полинома" (О i е u d о п п е [~]). 

Схваћено у ширем смислу тог назива, у ову област спадају 
сви они проблеми који су у вези са .испитивањем и одређивањем 
положаја и распореда нула полинома комплексне промјенљиве и, 
евентуално, нула њихових И3ВОДНИХ полинома. Дјелимично, ту .се 
ради о проширењу на комплексну област оних проблема о којима 
се говори, на примјер, у Descartes-овом, Sturm-овом и Rolle-овом 
теорему за ПОЛИНОI'!lе са реалним коефицијентима, адјелимично и 
и о таквим проблемима који немају својих аналогона у реалном . . 

ПОДРУЧЈУ· 

Прве ставове у овој области дали су Gauss и Cauchy (види 
[9] стр. vi). Послије њих многи други су радили на проблемима који 
спадају у ову област. У монографији [9] наведено је преко 200 
аутора са преК9 400 радова који, у цјелини или дјелимично, спа­
дају у област "Геометрије нула полинома комплексне промјенљиве". 

И неки радови наших аутора [8], [10], [14], [19] спадају такођер 
у ову област. 

И поред тако великог броја радова,испитивања у овој обла­
сти, због многобројности и ширине њених проблема, нису још 

• 
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. Затим смо доказали ставове: 

СТАВ 1.1. РаСИ0Н i10линома РП (z) је инваријаншан у одн'осу на 
шранслацију и рошацију 1Соординатног сисП1ема 1Сао и у односу на 
хомоП1ешична i1ресли1Саваlbа у равни 1l0мi1ле1lсне иромјенљиве z; 

СТАВ 1.3. Полином РП (z), чији је распон једна" нули, има или 
све нуле једна1Се или све нуле различиП1е; 

• 
спеЦИЈално, 

СТАВ 1.4. А1СО i10лином Р" (z), n=2т или п = 2т + 1, има рас­
пон једна" нули, а 'Ьегов изводни i10лином Рп' (z) има све нуле 
различиП1е и pacи0pe~eHe на једној иравој" П1ада i10лином сшацио­
нарних вриједности 

п-1 

(3) Sn-t (Е) = П (Е - РП (ЬУ» , 
11=1 

аташиран иолин()му РП (z), има једну вишесП1РУ1lУ нулу т-П10Г реда 
и једну вишесП1РУ1lУ нулу (п - т - 1 )-ог реда, 

чији инверзни став, уз претпоставку да су све нуле изводног· 
полинома Рп' (z) различите, вриједи не само за полиноме чији је . 
распон једнак нули веЬ и за једну ширу класу полинома специ­
фичних особина, као што то показује став 2.1. 

(Н) У општем случају нуле полинома (3) налазе се и унутар 
и ван круга К (О, г) чији се центар налази у коодинатном почетку 
и чији је радиус г одређен релацијом 

г= 1 (г* + ~II РП (bv) 1), г*= тах I p~ (Ьу) I 
п v-1 Г 

за n=2 т, 

за n=2 т + 1. 
, 

Ако је л, О < л < п -1, број нула полинома (3) које се налазе 
унутар круга К (О, г) и ако је збир њихових растојања, од тога 

• • 
круга сталан, ТЈ. ако Је 

1. 
(4) L (г-I РП (bv) 1) = const. 

v 1 

• 
тада ВРИЈеди 

СТАВ 1.5. Од свих i10линома Р п (z) датог сП1еi1ена п, п = 2 т илu 
n=2 т+ 1, "0ји задовољавају релацију (4), HajMalbu раСИ0Н имају 
они i10линоми чији i10лином сП1ационарних вријеДНОСП1и Sn-1 (Е) има 
т -нула на једном а п -т - 1 нула на другом 1СонценП1ричном "ругу 
са ценП1ром у 1l00рдинаП1ном i10чеП11lУ. 

Доказ овог, као и претходних ставова, наведен је у глави 1. 
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ништа не говори. Наиме, елипса уписана у троугао (Z1' Z2' zs) у . 
сл. 1. је Steiner·oBa елипса (видјети на примјер [4]), и хОмотетична 

. је са коаксиалном елипсом описаном око тога троугла [16 Ь]; 
Посматрана у цјелини, сл. 1 је афина слика неког равностраног 

• 
троугла, круга уписаног у таЈ троугао и круга описаног око .њега. 

Полигон нула полинома f (z) је, дакле, афина слика полигона нула 
неког биномног полинома трећег степена 

(0,1) Рз (Z)= ZS + q. 

у вези с овим дефинишемо појам афине (пројективне) слике 
полинома и кажемо: 

Полином Q (z) је афина (пројективна) слика полинома Р (z), 
ако је полигон нулаполинома () (z) афина (пројективна) слика 
полигона нула полинома Р (z). 

Можемо, дакле, репи: полином f (z) је афина слика биномног 
полинома (0,1). 

Чим се уочи ова чињеница, само по себи се намеће питање 
афине (пројективне) слике биномних полинома уопште 

(0,2) р" (Z) = Zn + q, п = 3, 4, 5, ... 

у овом раду извршена је генерализација претходних односа 
у смислу HaBeдeH~X геометриских пресликавања, или, боље речено, 
извршен је низ сукцесивних генерализација које се, било у гео­
метриском било у алгебарском смислу, логички надовезују једна . . 

на другу, односно произлазе Једна из друге. 

0.4. (ј) Очигледно је да се нуле афиних слика биномних поли­
нома (0,2) у општем случају налазе на елипси (као афиној слици 
круга). Кад се центар те елипсе налази у координатном почетку, 
а њени фокуси у тачкама ~I, 2 = ± 2р, тада се као афине слике 
биномних полинома (0,2) добију полиноми познатог облика (видјети 
на примјер [17, стр. 450], [20, стр. 477], [3, стр. 50], [15]) 

(1) 
v П 

РП (z) = Ип (z) + q = ~ 
k=O п- k 

v = [п/2]. 

За специјалне вриједности параметара r = 1/2' q = О, полиноми .. 
(1) прелазе у класичне полиноме Ч е б и ш е в а [1, стр. 68] који се 
у интервалу [-1, 1] најмање отклањају од нуле. Одатле наслупу­
јемо да су специфичне особине по.линома Чебишева самоспеци­
јалан случај извјесних општих особина полинома (1). 

__ о - ~_ - -

. \. -ИсiПiт}тјуh-и које су то опште особине полинома (1) и како 
их формулисати независно од интервала [ - 1, 1] У којем се нуле 

• • • 
тих полинома у општем случаЈУ очигледно не налазе, наЈПрИЈе смо 

дефинисали појам распона ПОлинома Р п (z) [16 с] 

R = mах I Рп (~y) I ~ mјп I Pn(~y) I 
Pn'(~v) = О, џ= 1,2, ... ,п-1. 

(2) 

_ .. --_ .. _.- -
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кад је познат положај двију нула полинома (1) или положај двију 
нула изводног полинома (1') и још један елемент. 

Поред тога, 

СТАВ 2.4. Ако над сваком сШраном iiолигона lIула iiОЈшнома 
(1) дашог сШеiiена п 1l0нсШруишемо извана (изнуШра) iiравилан п-у­
гао, тада ценШри свих ШаlCО lCонсШруисаних iiравилних п-углова 

образују шакоljер iiравилан I/-yrao чији се цеl/Шар иоклаuа са Шежи­
шШем. iiолигона нула iiолином.а (1) 

показује да познати В е I1 а t ј-ев теорем [18, став посљедњи] изра­
жава само сшщијалан случај једне опште особине коју имају сви 
полигони нула полинома (1), па и они, чији се »врхови" налазе 

• • • 
на ЈеДНОЈ праВОЈ. 

• 

О.б. Посматрано са становишта геометриских пресликавања,' 
у глави III се углавном говори о полиномима чији су полигони нула 
перспективно-афине слике различито комбинованих правилних поли­
гона, односно о полиномима чији су· полигони нула афине слике 
макаквих тетивних полигона. Та геометријска уопштавања су одраз 
алгебарских уопштавања облика 

(0,3) , 
1/-1 

Иk (Ит (z) + q) + ql И L Ak U';·-k (z) + А", 
k=O 

извршених у вези са полиномима (1), односно у вези са полино­
мима (2,2). 

Најприје, у вези са првим од израза (0,3), доказујемо да за 
полиноме 

• 

QknJ (z) = 

А k 
=L--

s=ok - s 

V т 

~-m--! 
т - i) t ( - р2)1 zm-2t + q 

k-2s 

+ ql' 

л = [k/2], v = [mј2] • 

• 
ВрИЈеди 

СТ1АВ 3.1. 10 У оишше.М случају нуле iiолином.а Qk'" су расио­
реljене на k lCонфОlCалних елииса ЕIА (л = 1, . .. , k). На сваlCој од Ших 
елииса налази се ио т нула иолинома Qkm' 

20 Нуле изводног iiолинома Qk:'/ (z) су раСПореf)ене' тако да се 
По т нула Шога 1l0линома налази на свакој од k - 1 елииса 
Еоу (v = 1,2, ... , k - 1), lCонфОlCалних са елиПсама Е1А • Преосталих 

, т - 1 нула изводног Полинома налази се на заједничкој дужој оси 
Ших елиПса, измеljу 1Ьихових фОlCуса . 

• 

, 
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0.5. У глави 11 испитујемо један специјалан случај полинома 
најмањег распона у смислу става 1.5 и као основни став дока-

• 
3УЈемо 

. СТАВ 2.1. Ако iiолином Sn-l (Е), аlIiаширан иолиному Р" (z), 
n=2 т или n=2 т + 1, има једну вишеСlIiруку нулу m-lIiог реда и једну 
вишесшруку нулу (п - т -1)-ог реда, а изводни iiОЛllНОМ P II' (z) има 
све нуле различиlIiе, [јјада се 

1 о коефицијенlIiи а з , а4 , а5 , ••• ,ап-1 uолинома Р п (z) могу iiolIi­
иуно и једнозначно изразиlIiи иомоћу коефицијеНlIiа ао, а l и а2 , 
[јјако да се за ао= 1, а 1 =0, а2 = - nр2=а, uолином Р" (z) може 
HaiiucalIiu у облику (1); 

20 нуле иолинома Р" (z) налазе на једној иравој или једној елиliси; 

30 нуле изводног uолинома Р,,' (z) налазе на једној иравој. 

у вези с овим Доказујемо даље 

СТАВ 2.'2. Од свих iiолинома (1) даlIiог clIieiieHa п, чији је pac~ 
ион једнак нули, најма1Ьи оlIiклон од нуле у интервалу [- 2 р, 2 р] 
има онај uолином код 1Сојег је q=O. (Полином Чебишева). 

ПОСЉЕДИЦА: Полиноми Чебишева су ;едини iiолиноми реалне 
иромјенљиве чији изводни иолиноми имају све нуле различите, а 
чији uолиноми стационарних вријеДНОСlIiи Sn-1 (Е) имају једну ( - Е1) 
вишеструку нулу т-тог реда и једну суиротну (Е!) вишеструку 
нулу (п - т - 1 )-ог реда. 

СТАВ 2.3. Полиноми (1) су иерсиекшивно-афине слике биномних 
uолинома (0.2). 

Затим се у ставовима 2.4 2.8 дају неке геометриске особине 
полигона нула полинома (1), на основу којих се (са раније спо­
менутом тачношhу) геометриским путем може одредити положај 
свих нула полинома (1) . 

zv= 
(5) 

• 
и положаЈ свих нула 

(6) ~v = 

изводног полинома 

v 
(1 ') Р,,' (z) = n· ~ 

. k=O 

2v1t 1 
а п 1I 

е + 
п 

v = 1, 2, ... , п 

v:rr 
2 Р cos -, 

. гl 
v=I,2, ... ,n-l 

n-l-k 

k 
( - рl)/< zn-1-2k, V = 

n-l 

2 
, 

• 

• 
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20 онолико нула на хиi1ерболи (Н), колико укуино имају реалних 
нула i10лином РП (~) и i10лином РП (t) = ~Z=o akak (~г2) n-ktk• .' 

СТАВ 3.5. Ако се све нуле i10линома Qn (z, (, 1/., 1/,.) налазе у 
интервалу [-г, г] или ако се све нуле i10линома Qn(Z, гl~/a!"/2' 1/2} 
налазе у интервалу [ - r 1 ~/al, r 1 ~/a 1], i10лином Qn (z, (, а, ~) је афина 
слина i10линома Р п (Ь). 

0.7. Вршеhи уопштавање односа из главе 11 у једном другом: 
смислу, у глави IV показујемо да све нуле 

(9) 

полинома 

а 2у+ 1 
- + " 1 
п п 

а 2,' + 1 
-+л;1 
п 11 

а 2у + 1 - -+ л; 1 
п п 

• 
а 2у+ 1 

- -+ " i 
п п 

Fn (Z,PO,Pl,P2' qo, ql' qз,а) = 

, 

• 1. п (п - л 2- 1. п - 21. 
- 1.~o(-I) п-л. л (P;Z+ql) (Р2 z +qз) (Poz+qo) + 

п аl п -al 
+ (Р: z + q\) е + (P2Z + q,J е ; v = [п/2], 

• •• 
припадају једном истом геометриском 
равни комплексних бројева има облик 

МЈесту ЧИЈа Једначина у 

qo - ql е81 - q2 e- 81 
z = - • 

Ро - Р. e~l - Р2 е-е, 
• 

• • 
Одатле произилази 

РП или конусни пресјек 
или четвртог реда. 

да Је геометриско МЈесто нула полинома 

или одређена уникурзална крива трећег 

Овим је, очигледно, ријешено 
биномних полинома (0.2). 

у вези с тим доказујемо 

• 
и питање ПрОЈективне слике 

. > -
СТАВ 4.1. Ана /е ро=0'Р2 = Рl #:0, i10линами Рп су i1рајеНШl1шtе-

< 
слине бuномних иолuнома (0,2). 

Задржавајуhи се даље на неким посебним вриједностима пара­
метара Рј и qj, ј = О, 1, 2,. и класификујуhи полиноме Р" према 
геометриском мјесту којем припадају нуле тих полинома, показу­
јемо да се у свим тим случајевима нуле полинома налазе у пре-. , .. .. 
сјечним тачкама геометриског Мјеста КОЈем припадаЈУ и Једног 

прамена (полупрамена) зрака (S), чије сваке двије узастопне зраке 

• 



• 

• 

о извјесним класама полинома и о распореду њнховнх нула 7 
• 

Затим, успостављањем одређене везе између коефицијената A k 
.другог од израза (0,3) и коефицијената ak полинома 

п 

РП (ь) = ~ ak ьП-k, ао а/, =1= О, 
k=0 • 

добијамо одређену зависност између 
полинома 

нула полинома Рn (Ь) И нула 

(7) 

п-1 8 П - k + 2л 
Qn (z, Г, 0;, ~) = ~ ~ _.---

. k-O }..=О П - k + л 
t 

• + 2 L (- 0:~(2)}..An_21. +А п , . 
1.=1 

k 
.s=[kj2], t=[n/2], г> О, Ak = ~ o;k-v (fJ r 2)V ak-v a n- v ; k= 1,2, ..• ,11, 

V=O 

односно нула полинома 

п-1 8 (n-k+2Л 
R2n(z,r,a,~)=~ ~ 

k 01.=0 ' л 

{8) 

s = [kJ2], t = [n/2]. 
. 

Тиме добивамо могуЬност да на основу познатог распореда нула 
полинома (7) или (8) за одређене вриЈедности параметара а, ~и г 
'Одредимо распоред нула полинома РП (~) И обрнуто. 

У вези с тим доказујемо да вриједе ставови: 

СТАВ 3.3. Полином Р п (ь) има 

10 ОНОЛll1Ю нула на IlрУГУ (С) == ь=ге6Ј, 1l0ли1l0 иолином Qn (z, Г, 
1/2' 1/2) има реалних нула у интервалу [ - г, г]; 

20 оноли1l0 нула на елииси(Е) == ь = а гееЈ 
+ fJ ге -6', (1 о: I =1=1 ~ 1), 

ноли1l0 uолином R2n (z, г, а, Ю има нула на IlрУГУ (С); 

30 оноли1l0 нула на хииерболи (Н) == ь = а. t + ~f2/t; (13 =1= ла, 

л ~ О; - оо <t< + оо), 1l0ли1l0 uолuном R2n (z, г, 0:, ~) има реалних нула . 

СТАВ 3.4. Полuном Qn (z, г, a,~) има 

Ј о оноли1l0 I:lYла на елиuси (Е), 1l0ли1l0 УlCуино имају реалних нула 
iiолином Qn (z, г, 1/2' 1/2) у интервалу [- Г, гЈ, и uолином Qn (z" '~/al , 
1/1' 1/2) у интервалу 1 - r 1~/0:1, г '~/a'] ; 

• 
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, 

1. О РАСПОНУ ПОЛИНОМА 

У овој глави је дефинисан распон полинома и изложени 
• • 

неки резултати КОЈИ су, заЈедно са резултатима изложеним у 

глави В, први пут детаљније изложени у саопштењу [16, с]. 

1.1. ДЕФИНИЦИЈА РАСПОНА И ЊЕГОВЕ ОСОБИНЕ. (i) Нека је 

(1 ,1 *) 
п 

Rn (х)= ~ akxn-k - q, 
k=O 

> > ао > О, ak О, q ,О, 
< < 

•• • • 
лолином реалне ПрОМЈенљиве, ЧИЈе су све нуле реалне и ЧИЈИ Је 

rраф, за општи случај, приказан на. СЛИЦИ 2. 

00, 
• , , , , , , 

I 
, , , , t , t , , , , , , , , 

'-' , 

, , , , , , , 

~ ., 
• I • . \ . 
I '1 , 

"Г,\ ! /: : ! 
" f I "'-... I I " ,1 ,'\1 , 

, I II 1\' , 
, 1 l' I \\ , 
, , ,\ I ,\ , 
, \ 1\ , \' ' 
I 1" \ I 

\, \,' ", 
\ "', .. " '-" _.-' ... _ ..... I 

I 

- . 

, / -'-f----~-----+-~--~----~I~--~----~~--~~;-----
I t 

0-, , , , , , , , , ,. , 
• \ • \ I , \ , \ , , , 

• , 
I 

, , 
I • 

I , , 
-~ 

, , ' , " ..... , , , ..... \ , 
,\ '1 1110, I 

" " " \' I l ' , \ I \' I 
" " , ,\ I I , / \ , \, I 
'i 1\' \, 
'1' \' " , \ " '_ ... '" ' ........... " 
I \ I 

\ , 
\ , 
"-' 

Слика 2 

Очигледно је тада да је граф полинома 

(1 *, 1) 
п 

Pn(x)=Rn (x)+q= ~ akXn-1c 
k=O . 

подударан са· графом полинома Rn (х), да је "подигнут" за q> О, 
.а nспуштен" за q < О, и да оба полинома, И Рn (х) И Rn (Х), узимљу 
-екстремне вриједности Рn (~v) И Rn (~v) за исте вриједности про-

• 
МЈенљиве х .. > 

xv=~v О, v=1,2, ... ,n-l. 
< 

<одређене једначином 
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• 

захваhају међу собом угао а.= 21С/n, (a=тr/n) или прамена зрака: 
(S*), који се добије афиним пресликавањем прамена (S). 

Изузетно, нуле полинома Рn (z, 1, k, О, - kn и, - ku, О, п) = 
Рn, в (z, k, и), налазе се у пресјечним тачкама једног Аполонијевог 

• 
круга и п р а м е н а к р у г о в а што пролазе кроз ДВИЈе сталне: 

тачке. 

На крају главе IV показујемо да за полигоне нула полинома 

л п n-k 
Рn• т = Zn - ~ uk Vn - 1k Zl, + ( - и)", л=[n/2] , 

k=on-k k 
• 

ВрИЈеди 

СТАВ 4.3. Ако над сваком страном. Полигона нула (Р) иЛLL 
афино-иресликаног (Р*) иолигона нула Полинома Р2т.7 констру­
ишемо извана (изнутра) иравилан 2 т - угао и спојимо центре два. 
и два Правилна 2 т - угла, конструисана над суиротним странама 
uолигона Р (односно Р*), тада су све тако добивене сиојнице цен-­
тара једнаке ио дужини и сваке двије узастоuне од Ibих захваhају 
међУ собом угао a.=тr./m. 

0.8. У глави V показујемо како се примјеном идентитета 

ит + vm - (и + v) (ит - 1 + vт -1) + uv (um - 2 +Vm - 2) == О, 

односно примјеном полинома (1), могу формирати полиноми Рт2 (z) 
(или полиноми Р2т2 (z», чије се нуле 

21.11 1 2v1l I 

. Z1..v=ue т + rтe т 
11 

-2(1.+Р)- i + we т 

• 

А, v = 1, 2, ... , т 

21."- I _ 21.11 i 2Р" i _ 2v1l I 

(Р2m2) Ч1..р =Ије m + Јђе . m + Wje т + Wje m , ј= 1,2, 

могу алгебарски изразити помоhу коефицијената аз , ат и а2т 
(односно помоhу коефицијената а2 , а4 , ат и а2m) тих полинома_ 

0.9. На крају напомињемо да смо у току цијеЈЈОГ рада наСТО­
ја,":и да останемо само у области елементарно-алгеб.!)рских опера­
ЦИЈа и да добивене резултате непосредно геометриски интерпре­
тирамо. 

т а ј е л е м е н та р н и п о с т у п а к ј е о с н о В н а к а р а к-­
теристика овог рада. 

• 



- _,,001"- ."ј "јј io!: • ( Ја> " -
::;<Ј-- -=~ -''- ;ра ___ .• ', 0_' _ • Е -

12 Ш. ·Раљевиh 
• 

(ју) Доказ'става 1.1. Ако у полиному (1,1) извршимо 
• 

СМЈену 

(1.4) z=a (zo+Ze9i) 

добиhемо полином 

п п 

Рп • 1 (2)= ~ Ak Zrl-k = ~ ak an - k (zо+ZеЭi) n-k. 
k=O k=O 

• 

• 
ЧИЈИ изводни полином 

п-I 

Р'п.1 (Z)= L(n-k)аkаП-kеЭi(zо+ZеЭi)П-2-k 
k=O 

-
има нуле одређене релацијама 

Zv'=('f,v/а-zо)е-Эi. v=1.2 •...• n-1. 

Због тога је 

п 

Р11,1 (Zv') = ~ ak ~vП-k=Рn~(~v)' v= 1,2, ... , п - 1, 
k=O 

чиме је став 1.1 доказан. 

1.2. ПОМОЋНИ ПОЛИНОМ 8п-1 (Е) .. (ј) Ради прегледнијег н-
• • 
ЈедностаВНИЈег изражавања и проучавања односа у вези са распо-

ном (2), сваком датом полиному Рn (z) аташирамо полином његових 
• 

стационарних ВрИЈедности 

п=1 

(3) 8П-1 (Е) = П (Е - Ev) 

v=1 

чије су нуле:Еv одређене релацијама 

1 п 
Еу=Рn (~v) = ~ kak~~~k. Рn' (Ьу)=О, 

п k=1 
v=1,2, ... ,n-1. 

• 

За дати полином Рn (z) полином (3) је један једини и могуЬе 
га је увјек формирати, без обзира на то. да ли се могу или не: 
~oгy појединачно израчунати нуле изводног полинома Рn' (z). 

Наиме. релацијама 

п-I п-I 

~ E~ = ~ л = 1, 2, ...• п - 1, . 
у=1 у=1 • 

те Nеwtоп-овим и w.нiпg-овим формулама [17, стр. -378 и стр. 4601 
коефицијенти полинома (3) су једнозначно одређени. 
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.. 

Очигледно је даље да полкном'(I*,I), за n=2т+l, има 
• • 

само Једну реалну нулу, ако Је 

I q I > mах Рn (~y) - mјп Рn (џ , 
• 

а да, за n=2 т, има двије и само двије реалне 

q < шiп Рn (~y) - mах Рn (~\,), 

нуле, ако Је 

• • 
односно, да нема ни Једне реалне нуле, ако Је 

• 

q>max Рn(Ц-mјп Pn(~y), v=I,2, ... ,n-l . 
• 

Разлика 
.. 

(2*) R= mах Рn (џ - miп Рn (~,) = mах Rn (~y) - miп Rn(~.) 

• .. 

је, дакле, карактеристична за полиноме (1,1*) и (1*,1) и назвали смо 
• 
Је р а с п о н о м тих полинома. 

, 

.. 

(ii) Дефиницијом распона (2*) обухваhени су само полиноми 
(1*,1) код којих су све вриједности Рn (~v) реалне, тј. код којих је 

, > 
Рn(Ц О, v=1,2, ... ,n-l. 

< 
Проширујуhи 

фицијентима 
ту дефиницију на полиноме са макаквим кое-

п 

Рn (Z)= L ak Zn-", ао =1= О, 
(1,1) k=O 

Рn'(Ь,.)=О" v=J,2, ... ,n-l, 

р а с п о н полинома (1,1) дефинишемо релацијом 

(2) R=max I Рn(Ьу) I -mјп I Рn(Ьу) 1, v=1,2, ... ,n-l. 

(Ш) 

(1,2) , 

Величина распона (2*) једнака је величини (2), ако је 

mах Рn (џ. mјп Рn (Ц> О. 
.. 

Између 
•• • 

тих ДВИЈУ ВрИЈедности ПОСТОЈИ разлика само онда, 
• 

кад Је 
, 

(1,3) mах Рn (~y) > О, mјп Рn (~v) < О, 
• • 

али се и оваЈ случаЈ, »ПО,1{изањем" или »спуштањем" полинома 

Рn (Z), може свести на случај (1,2), без утицаја на величину 
распона (2*) и на структуру полинома Рn (z). Због тога ће поли­
номи (1*,1) У даљем излагању бити увијек третирани само као 
,специјалан случај полинома (1,1) и тек при коначно м извођењу 
закључака биhе вођено рачуна о специфичности случаја (1,3), 
односно о дефиницији (2*). 
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. (ii) А ко се испитивање полинома (1,1)· врши помоhу моду-
ларне површине Р = I Рn (z) 1, кругове К, К1 и Ке треба замије­
нити равнима е, 101 и 102' паралелним са равни комплексних бро­
јева и удаљеним од те равни, респективно, за Е=г,Е'=г'; Е" = г", 
при чему су г, г' и г" дати релацијама (1,5). 

у том случају су стационарне тачке модуларне површине Р 
распоређене и са једне и са друге стране равни е, а распон поли­
нома Рn (z) једнак је међусобном растојању равни 101 и е2 , одно­
сно, једнак је збиру растојања тих равни од равни е . 

. 

(Ш) Ако се. претходна разматрања односе само· на полиноме 
(1*,1) уз дефиницију распона (2*), тада мјесто кругова К, К1 и К2 , 
односно мјесто равни е, е 1 и е2 , треба узети праве е = г, е1 = г' и 
е2 =г", паралелне х - оси, а мјесто модуларне павршине Р треба 
узети граф полинома Рn (z), односно, мјесто вриједности Еџ = 
- 1 Рn (Ьџ) 1 узети стационарне вриједности Еџ=Рn (bv)' 

. , 

у овом случају је распон ГlOлинома једнак ширини пруге 
између правих е1 и е2 • 

1.4. ПОЛИНОМИ РП (z) ЧИЈИ ЈЕ РАСПОН ЈЕДНАК НУЛИ. (ј) Ако 
не постављамо никакве посебне услове које полином (1,1) треба 
да задовољава, тада је најмањи могуhи распон што га тај полином 
може да има, очигледно, једнак нули. У том случају је 

тах 1 Рn(Ь,') 1 = тјп 1 Рn(Ьџ) 1 = 1 Рn(Ьџ) 1, 
v= 1,2, ... , п -1, г'=г"=г, 

па можемо реhи: 

СТАВ 1.2. Полином Рn (z) има расйон једна1С нули онда и сама 
онда, кад све нуле њему аШашираног i10линома Sn-l (Е) леже на 
једном 1Сругу чији се ценШар налази· у 1СоординаШном i10чеШ1СУ . 

• 

(јј) За полиноме чији је распон једнак нули вриједе ставови 
1.3 и 1.4. 

Доказ става 1.3. Претпоставимо да све нуле полинома Pn(Z)' 
чији је распон једнак нули, нису различите, већ да су двије од 
њих међусобно једнаке, на примјер, Z2=Zj' Тада је Zs =ы1 такођер 
нула изводног полинома Рп' (z) па је 

Е1 =Рn (Ь1)=Рn (Zj)=O • 

и, у вези са претпоставком става, 

1 Рn(Ьу) 1 = 1 рn (ы1) 1 = 1 Pn(Z/) 1 =0, v=I,2,.oo,n-l. 

Одатле је 

Pn(bv)=O, v=I,2, ... ,n-l. 
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(Н) Из доказа става 1.1 слиједи непосредно • 

ЈЈЕМА 1.1. Нуле Полuно.м.а (3) су uнваријаншне у односу на 
рошацuју и шранслацију 1(оординашног сисШе.м.а 1(ао и у односу на 
хо.м.оШеШична ,iiреСЛU1(аваlbа у равни 1(о.м.Uле1(сне uро.м.јеНЈЬиве z. 

ПОСЉЕДИЦА: Полино.м. (3) ашаширан Uолино.м.у РП (z) не .м.ијеlbа 
се 1(ад смјено.м. (1,4) иолино.м. РП (z) шрансформишемо ша1(О да 
lbегови 1(оефицијенши буду . . 

ао =l, а1 =0 . 

. 1.3. ГЕОМЕТРИСКА ИНТЕРПРЕТАЦИЈА РАСПОНА И РАСПОРЕД 
НУЛА ПОЛИНОМА (3). (i) Нека су К (О, г), К1 (О, г') и К2 (О, г") три 
концентрична круга са центром у координатном почетку у равни 

промјенљиве Е и нека су њихови радиуси дати релацијама 

г'=шiп I РП (Ьџ) 1, г"=шах I РП (bv) I , 
1 п-Ј 

(1,5) r . п (г*+ ~J I Pn(bv) 1), 

, г" 
г*= 

r 

за n=2 т 
за n=2 m+ 1 

• 

Нека је даље 

IРп(Ьv)l-г=рv, v=1,2, ... ,n-1, 

г*-г=р*, Г-Г'=Рm' г"-г=рм. 

Тада је 
п-Ј 

р*+ L Pv=O, 
џ=Ј 

• 

(1,6) Р*_I рм . - \ О 
за n=2 т , 
за n=2m+1 

Из релација (1,6), за општи случај, произлази: 

а) Распон полинома РП (z) једнак је ширини кружног прстена 
(К1 ,К2) одређеног круговима К1 и К2 ; 

Ь) Круг К се налази између кругова К1 и К, ; 

, с) Нуле полинома (3) налазе се на круговима К1 и К2 И У 
кружном прстену (К1 , К2), а распоређене су унушар и ван 1(руга К, 
тако да је збир растојања од круга К оних нула које се налазе 
унутар тога круга једнак збиру (увеЬаном за Р*) растојања од 
круга К оних нула које се налазе ван њега. 
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• 
,има екстремне ВрИЈедности 

тах Qn (bv) = 1/2 (Е; - Е;) = Е> О, 

min Qn (bV) = 1/2 (Е; - Е;) = - Е < О. 

Како се, према (*) и (**), полином Р п (z) може написати у 
·облику 

• 
--и како Је, према претпоставци става, . 

• 
то Је 

IPn(bJ)I=IPn(bk)l, j,k~I,2, ... ,n-l, 

IE+a:+PiJ=I-Е+а:+~il, 

--

1 Qn (~j)+a + Р i 1=1 Qn (~k) +а:+Р il=1 ±Е+а: + 'Н 1 . 
• 

-Одатле је 

a:=O,Qn(~j)=±E. ј=1,2, ... ,n-l. 

(Ш) Екстремне вриједности Qn (~j) и Qn (~J + 1) које одговарају 
двјемаузастопним нулама ~J и ~j+1 ИЗВОДног полинома Р'; (z) не 
могу бити једнаке. (Посљедица Rolle-овог става; било би Qп'(6)=О, 
11 < е < ~J+1I што' је немогуЬе). Због тога је 

Qn(bf+l)= - Qn (ы1,' ј= 1,2, ... , п - 2, 

И, У вези с тим, 

Qn (~v)= - Е, Ev=Pn (~1')=( - 1)" ао ( - Е+ ~ i), v= 1,3, ... ,2 т -1, 

. n-l Qn (Ьт +v)=E, Ет +\1= РЛ (Ьт + ,.)=( - 1)" аО (Е -t ~ 1), v=2, 4, ... , 2 
. 2 

у овом случају, дакле, полином Sn-I (Е), који одговара поли­
ному Рn (z) има једну вишеструку нулу т-тог реда и једну више­
<:труку нулу (п- т - 1)·ог реда, што је и требало доказати. 

1.5. НЕКИ ПОЛИНОМИ РЕЛАТИВНО НАЈМАЊЕГ РАСПОНА. (i) У 
-тачки 1.4 говорило се о полиномима који имају апсолутно 
најмањи распон. При томе се нису постављали никакви услови 
нити икаква ограничења у погледу полинома Рn (z). Могу се, међу­
"Тим, претходно поставити извјесни услови и тражити кад Ье, уз 
.испуњење тих услова, полином РП (z) имати најмањи могуhи распон. 
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Значи да су све нуле ьv, v= 1,2, .... , п -1, изводног полинома. 
Рn' (z) такођер нуле полинома Рn (z). Због тога је 

Рn (z)=a (z - ZI) Рп' (z), 
• 

а одатле је 

• 
одакле СЛИЈеди 

Рn (z)=ao (z - Zj)" . 

Дакле, претпоставка да су двије нуле полинома Рn (z) једнаке-
• 

доводи да закључка да су све његове нуле једнаке. 

Према томе, полином Рn (z), .чији је распон једнак нули, или . _. 
уопште нема једнаких нула или су све његове нуле једнаке. 

Тиме је став 1.3 доказан. 

ПОСЉЕДИЦА: А"о је расп0Н иолинома Рn (z) једна" нули, а 
ltJегов изводни иолином Рn' (z) има бар двије нуле различите, тада 
i10лином Рn (z) има све нуле различите и бар двије од стационарних 
вриједности E v = Р п (Ьv)' v = 1, 2, ... , п - 1, меЬусобно различите. 

(У противном случају би полином Qn (z)=Pn (z) - Е, Е=Рn (Ьџ),. 
v= 1,2, ... , п -1, чији је распон једнак нули, имао једну п-струку 
нулу, па би изводни полиiюм Qn' (z)=Pn' (z) имао све нуле једнаке.) 

Д о к а з става 1.4. (ј) Имајуhи у виду лему 1.1 и посљедицу' 
става 1.3, можемо увијек узети: 

10 да се нуле Ьv изводног полинома 
П-Ј 

Рn' (z)= пао П (z - Ьv) 
v=1 

• 
налазе на реаЛНОЈ оси; 

20 да су оне нумерисане тако да је ы1 < Ь2 < ... < ьn-l ; 
30 да полином 

1 п-1 

(*) Р (z)= (Pn(z)-аn)=LЬkZП-k, Ьо =(-I)П, 
( -1)nао k=O' 

има све коефицијенте bk и све екстремне вриједности Е; = P(~v) •. 
k, v= 1,2, ... , п - 1, реалне; 

40 да је тах Р (Ьv) # тјп Р (Ь,,). 

(јј) Нека је, дакле, 

тах Р (~y)=E;, тјп Р (Ьџ)=Е;, 

Тада полином 
п-1 

* * Е1 > Еа • 

(**) Qn (z)=P (z)- l/а (Е; +Е;)= L bkzn - k - 1/2 (Е; +Е;). 
k=O 

Qn'(bY)=O, v=I,2, ... ,n-l, 

-
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ао 

П - т - 1 нула на другом концентричном 
налази у координатном почетку. 

• 
кругу, ЧИЈИ се центар 

Овим је став 1.5 доказан . 
. 

Напомена 1. Полином РП (z), чији је распон једнак нули, можемо 
сматрати специјалним случајем, (k=O, R=O), полинома најмањег 
распона у смислу става 1.5. 

Напомена II. Поступак ЩЈимјењен при Доказивању става 1.5 
очигледно вриједи и за случај полинома (1 *, 1), уз дефиницију (2*). 

у том случају је 1. број стационарних тачака графа полинома 
(1 *,1), које се налазе испод праве е и чији је збир растојања од 

• 
те праве сталан, т]. 

А А n-l . 
(4*) ~ [г - РП (~v)] = - ~ Рџ = Р* + ~ рv=k=сопst. 

1 1 АН 

у вези с тим можемо тврдити да вриједи 

СТАВ 1*.5. Од свих Полинома (1*,1) датог Сi1lеПена п, п=2 т 
или п =2 т + 1, који задовољавају услов (4*), најмаНЈи расПон имају 
они i10линоми, чији граф има т стационарних тачака на једној и 
п - т - 1 стационарних тачака на другој Правој, i1аралелној х-оси одно­
сно, чИји одговарајуfш i10лином Sn-l (Е) има једну вишеструку нулу 
т-Шог реда и једну вишеСi1lруку нулу (п-т-1)-ог реда. , . 

• 

На крају, у вези са ставом 1.5, доказаhемо да вриједи 

ЛЕМА 1.2. Полиномu РП (z), (п=2 т или п=2 т + 1), који имају 
најмаНЈи распон у смислу става 1.5 и чији изводниi10линоми имају 
све нуле различите, имају 

• 

или т двоструких нула (и евентуално једну једност0РУКУ нулу), 

или т - 1 двоструку нулу и двије једноструке нуле, 
или све нуле једноструке . 

• 

(ј) Ако су, наиме, све нуле полинома РП (z) различите, лема 
]е задовољена. 

(Н) Ако полином РП (z) има вишеструких нула, тада, због једно­
струкости нула изводног полинома, те нуле могу бити највише 
двостру ке. 

Претпоставимо, на примјер, да је Z2=Z,. Тада је ~1 =Zl тако­
ђер нула изводног полинома Рп' (z), па, као и код доказа става 
1.3, из 

• 

(1,8) I Р п (~Џ) 1=1 Р п (~1) 1= IPn (Zl) 1=0 
имамо 

. 

Рл(~v)=О, v=l, 2, ... , т или v = 1, 2, ... , т - 1 . 
• 

Значи, ако полином РП (z), који задовољава услове ове леме, 
има једну двоструку нулу, он их онда има или т или т - 1, што 

, 

• 
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• 
Један такав, врло једноставан услов, може се поставити у 

вези са релацијом (1,6), као што то показује релација (4) У 1'ачки (ii). 
(Н) Нека је л, (О < л < п - 1), број оних нула полинома (3) 

које се налазе унутар круга К (О, г) и нека збир њихових растојања 
од круга К има сталну вриједност k, тј. нека је 

А А n-1 

(4) ~ (r-/Pn(bv)l)= - ~ РУ=Р*+ ~ pv=k=const. 
у;:: 1 11=1 А +1 

Доказаhемо да у овом 'случају вриједи став 1.5. 

Очигледно је, наиме, да за' све нуле Еу, v= 1,2, ... , Л, поли 
нома Sn-l (Е), које се налазе у унутрашњем дијелу (К1 К) 
кружног прстена (К!, К2), вриједе односи • 

. . 

p,,=IEy/-r=fу-Рт' Гу>О, v~·1,2, ... ,1., 

а да за Све нуле E y ,v=1.+l,1.+2, ... ,1,Z-:-1, које се налазе у вањ-
• • 

ском ДИЈелу тога' кружног прстена, ВРИЈеде односи 

. . . 
Pv=IEyl-г=Рм-Гv ; Гџ>О; v=A+l, Л+2, ... ,п-l. 

Замјењујуhи ове вриједности у (4) налазимо Дll j~ 
, 

• 

k 1 А k 
Рm = + ~ г V; Р м = 2 т _ л 

л л џ=1 

1 . n-1 

+. .' ~ ' v 
2 т -л А+l 

и да Је, према томе, 

R 
2 т k ,1 ~ 1 n~ 

= . -г kJ г.,+ --- ~ Гу. 
Л (2 т - л) л 11=1 2 т - л А+l 

Сви чланови са десне стране ове једнакости су позитивни. 
Из тога произлази да распон R има најмању могупу вриједност 
онда кад сваки од тих чланова појединачно има најмању могупу 

• ••• 
ВРИЈедност, ТЈ. кад Је . 

А = т, Г v = О,' v = 1, 2, ... , п - 1. 

у вези с тим имамо 

k k 
Ру=-Рт=- ; IЕџ/=Г- ; v=I,2, ... ,m; 

(1,7) 

т т 

R= 2k. 
т 

v = 1, 2, ... , п - т - 1 ; 

• 

Значи, уз услов (4), полином Рn (z) има најмањи распон онда, 
кад њему одговарајуhи полином Sn-l (Е) има т нула на једном и 

2 Зборник Математичког института 

• 

• 
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11. О ЈЕДНОЈ КЛАСИ ПОЛИНОМА НАЈМАЊЕГ РАСПОНА 

у првој глави смо доказали да сваком датом полиному 
р п (z) о одговара један и само један потпуно одређен полином 
Sn-1 (1:), или што је исто, један и само један потпуно одређен 
распоред нула полинома Sn-1 (1:). о 

Обрнуто тврђење, у општем случају, не вриједи. Једном датом 
распореду нула полинома Sn -1 (Е) одговара више полинома Рn (z), 
различитих по структури њихових коефицијената. Број тих поли­
нома зависи од степена полинома Sn-1 (Е) . 

Постоје, међутим, и такви распореди нула полинома Sn-1 (1:), 
којима Yl одређене услове, као на примјер уз услове става 2.1, 
одговарају полиноми Рn (z), чији су коефицијенти иоППiуно и једно­
значно одређени. 

Излагања' у овој глави односе се управо на тај случај и на 
испитивање особина полинома облика и). 

2.1. ДОКАЗ СТАВА 2.1. За полиноме '. . . 
облика (1), односно за 

релаЦИЈе 
. " .-

a2k + 1 = о, k = 1, 2, ... , т - 1; . 

(2,1) ( l)k П П - k 2k a2k= - о k р, 
n-k 

ОО 

. . -, -

k =0, 1,2, ..• , 
п-l 

2 
• , 

којима су одређени коефицијенти тих по,линома,везане су двије 
познате особине, које ћемо овдје формулисати као помоhне ста­
вове 2.1 и 2.2, потребне за извођење доказа става 2.1. 

ЛЕМА 2.1. За uолиноме 

(2,2) ит (z)= ~ ( - l)k т 
k_O m-k 

m-k 

k 
p2k zm -2k; л=[m/2], 

(2,3) Vm (z)= 1 U'm(z)= ± ( -1)k 
т k==<J 

вриједи рекурентна формула 

т -1-k 

k 

(2,4) 

ит+ 1 =z ит - р2 Uт- 1 , U,-'-2, Ut =z; 

Vm+1=z Vm -р'Vm- 1 , Vo=O, V1=1. 

m= 1,2,3, ... 

m-l 

2 
, 

ЛЕМА 2.2 Полиноми (2,2) и (2,3) могу се найисати у облику 

(2,2*) 

z 
2+ 

• 

z 
-=- -2 

m= 1,2,3, ... 

• 

• 
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.. . 

зависи од степена полинома и од тога којој од двију група ври-
једности (1,7) припала / Е1 I=! Рn (~I) 1· . 

Наиме, ако је п=2 т + 1, полином Рn (z) има т двоструких 
нула и још једну нулу z=z'. 

Ако је п=2т, полином Pn(z) има или т двоструких нула или 
т-1 двоструку нулу и још двије нуле: Z=z' и Z=Z". 

(Ш) Нула z' (односно нула Z") не може бити цула изводног 
полинома Рn' (z). 

Наиме, нула z' (z") це може бити једнака некој од нула bv, 
v= 1,2, ... , т, (т -1), које задовољавају релацију (1,8), јер би у 
том случају полином Рn (z) имамо троструких нула, што је у про­
тиврјечности са ТВРђењем у почетку тачке (Н) •. 

Исто тако, нула z' (z") не може бити једнака ни некој од 
осталих нула изводцог полинома Рп' (z), јер би тада било и 

IPn(bm+v)I=IPn(z')/--:-О; v=(O), 1,2, ... , п-т-1, 

па би полином Рn (z) имао распон једнак нули и, као посљедица 
тога (став 1.3), изводни полином Рn' (z) би имао све нуле једнаке, 
што је опет у супротности са условима леме. 

Мора, дакле, бити 

Р п' (z') f О и Р п' (z") ::f. О 

Овим је лема 1.2 доказана. 

• z' f;. z" . • • 

ПОСЉЕДИЦА: Полиноми Рn (z) 1l0ји задовољавају услове леме 

1.2 и имају вишестРУllих нула, могу се наПисати у облиllУ , 

т 

(1,9) Pn(z)=ao(z - z') п (Z-bv)2 за п=2 т+ 1; 
v=l 

т 

. 

v=1 за п=2 т 2117-1 

ао (z - z') (z - z") п (z - bv)2 
v=m+l 

(1,10) z' =f=. z" f 'bi:f:. z' , ј = 1, 2, ... , п - 1 . 
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и. формирај мо полиноме 
п n-l 

иn (г)=Рn (Z)",,-q= п(z-zј) • • • Un,(z)=Pn' (z)=nП (г-!',у), 

(2,9) 1=1 у_1 

п n-l 

U U 2 2 2n= п - Р • • • и~n'=2Un ип' =2n П (г - г) П (г - !',у). 
• 

Како је-

ј=l У-l 

иn (!',v) == Е1 - q = р, Un (~m+Y) = Е2 - q= ~p, 

v=I,2, ... ,mj (n-m-l) 

то иn (z) има распон једнак нули. Као последица тога и једно­
струкости нула изводног полинома иn, (г) (последица става 1.3), 
произлази да су све нуле полинома иn (г) различите, тј. 

• 

Zj фZkф!',vј i,k,{v)=1,2, ... ,n,{n-l). 

Даље је 

и,.n' (гЈ) =0, и2n (Zj) = - р2, 

(ј=1,2, ... ,;,) 
и2n' (!',у) =0, и2n (!',у)=О. 
(v=1,2, ... ,n-l) 

ТО значи да је полином и,n (г) полином најмањег распона у сми­
слу става 1.5 и да има п - 1 двоструку нулу, па се, на основу 
посљедице леме 1.2, може написати у облику 

n-l 

и2n (Z) = (г - г') (г - г") П (г - !',у)2, 
v=l 

г' Ф г" Ф !',у Ф г' . 

При томе је, због (2,6), 
n-l 

г' + г" + 2 ~!'," = О. 
у=l 

Одатле је, обзиром на (1,10) и (2,7), 

г' + z"=O, г'= - г" Ф О. 

Ставимо ли да је г' = 2р Ф О, полиноме и2n И и2n' можемо коначно 
написати у облику -

(2,10) 
n2 и2n = (г2 - 4р2) (Рn')2 , 

n2 и2n'=2г{Рn')2 + 2(г! - 4р2) Рn' Рn". 

(Ш) Упоређујуhи међу собом (2,9) и (2,10) 
• • 

мораЈУ истовремено да ПОСТОје идентитети 

(2,11) 
n2 (Рn - q) == гРп' + (г! - 4р2) Рn" , 
n2 (Рn - q)2 - n2 р2 == (гЈ - 4р2) (Рn')2, 

налазимо да 
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Дока з леме 2.1 Како 
• • 

]е 

т m-k m-l m-k . m+l m+l-k 
+ - , 

m-k k m-k k-l m+l-k k , 

m-l-k m-l-k m-k • 
+ - , 

k-l k k 

то множењем ит И Vm са z, а ит- 1 И Vm - 1 са р2 и одузимањем 
другог израза од првог добијамо непосредно рекурентну фор­
мулу (2,4)., 

Д о к а з леме 2.2. Релације (2,2*) и (2,3*) очигледно вриједе 
за m= 1 и m=2. Претпостављајуhи да вриједе за т -1 и за т из 
рекурентних . формула (2,4) произилази да вриједе и за т + 1. 

(2,5) 

Наиме, ако ради краЬег писања ставимо да је 

z + (Z2 - 4p2Y/2=2u, z - (Z2 - 4р2)1J'=217, 

тада из (2,4) имамо 

ит +1 =(и + 17) (ит + l7т) - иrт (ит - 1 + vт-1)=ит + t + vт+1, 

(и - 17) V т +1 = (и+ 17) (ит -l7m ) - UI7 (ит - 1 - l7т- 1) = ит +1_ vт+ 1 , 

што је и требало доказати. 

Д о к а з става 2.1. 1 о (i) Водеhи рачуна о последици леме 1.1 
можемо увијек узети да су коефицијенти полинома Рn (z) 

(2,6) 

Према томе, за нуле bv, v= 1,2, ... ,П -1, изводног поли­
но ма Рn' (z) вриједи релација 

(2,7) 

(2,8) 

• 11-1 

~ bv=O' 
v=1 

(ii) Из услова става произлази даље да је 

Pn (bv)=E1 =f=E2 =Pn (bm+v), v=I,2, ... ,m; (n-m-l). 

у вези с тим ставимо да је 

• 

• 
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које се добију рјешавањем система једначина 

(2,15) иП + I7П + q = О, 
а 

UI7 = р! = - -. 
п 

(н) ИЗ релације (5) закључујемо да се нуле полинома (1) 
налазе на елипси (Е) == z= ие6ј -ј- ve-6l, тј. на елипси, чији се фокуси 
налазе у . тачкама r,'j,! = ± 2 Yuv = ± 2р, а чије су полуосе одре­
ђене релацијама Ь1 ,2 = I u I ± I v 1· 

За I u I = I v 1, елипса (Е) дегенерише у отсјечак [- 2р, 2р], 
унутар кога се, у ТОм случају, налазе и нуле (5) полинома (1). 

(1') 

Овим је и тврђење 20 става 2.1 доказано. 

30 На основу леме 2.2 изводни полином 

v= 
п - 1 

2 
, 

можемо написати у облику (2,3*), тј. Рn' (z) = nУn (Z). Стављајуhи 
да је Vn(Z) = О добијамо 

1"':·:· 
-:- Z2 _ р2 

4 

~{ z 
е п _ ~-

2 
z 
2 + • 

одакле следи 

а одатле 

(6) 
V7t r,,, = 2р cos , v = 1, 2 , ... , п - 1. 
п 

Релација (6) показује да се све нуле изводног полинома (1') 
• • • 

налазе на ЈеДВОЈ праВОЈ. 

Овим је доказстава 2.1 завршен. 

НаПомена: Водеhи рачуна о релацијама 

2m-v . v+ 1 . 
cos п = - cos -----. я 

2m+ 1 2m + 1 ' 

cos 
m+v 
2m 

п = - cos 
m-v 
2m 

П, 

из (6) имамо 
. V7t r,,, = ± 2р cos , 

(6) п 

v = 1, 2 , .. ; т за п = 2m + 1; 
v = 1, 2 , ... , т -1, r,m = о за. п = 2m. 

• 

• 



• 

, 

о изВЈесним класама полинома и о распореду њихових нула 23 

• 
и да на основу тога, поред осталих, морају истовремено да буду 

• 
задовољене релаЦИЈе 

n2ak-(n-k)2ak= (n-k+l) (n-k+2) (-4p2)ak_2' 

(2,12) (k=2,3, •.. ,n-l) 

N2 (а ) - 8р2 а n2 (а q)2 n2 2 - 4рl! а2 . п - q - - n-2' п - - р - - n-1' 

ИЗ прве од ових релација имамо 

4 (n-k+ l)(n-k+2) 2 
ak= - Р ak-2' 

k (2n-k) 

Одатле, у вези са (2,6), имамо (2,1). 

ИЗ друге од релација (2,12) имамо 

(2,13) 
q за n=2m+l, 

а = п q + 2 ( - l)m р2m n=2m, за 

. 
а из последње од њих имамо 

(2,14) р2=4р2n, р = :i: 2рn. 

(ју) Непосредном замјеном вриједности (2,1) и (2,13) У (2,11), 
и водеhи рачуна о леми 2.2, налазимо да су оба идентитета (2,11) 
задовољена. 

Према томе, тражени полином има заиста облик 

(1) 

(у) Релације (2,12), из којих смо израчунали коефицијенте Gk' 

k = 2, 3 , ... , П, Л И Н е а р н е . су у односу на те коефицијенте. 
Значи да су (2,1) и (2,13) једине вриједности које исто­
времено задовољавају и релације (2,12) и идентитете (2,11). 

Овим је тврђење 10 става 2,1 доказано. 
. , 

20 (ј) На основу леме 2.2 и релација (2,5) полином (1) се 
може написати у облику 

Рn (U+17)=un +vn+q . 
. 

у вези с тим налазимо да су нуле полинома (1) одређене 
• 

релаЦИЈама' 

(5) 
2џn t _ 2џn t 

Zy = U е п + 17 е п = иу + 17џ , v= 1,2, ... ,n, 

п п 

- q - 1 2 а п 1 2 а 
п q 

U - + - q - - 17= - _._- -- q - --2 
, 

2 4 п 4 п 

• 

• 

• 
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, 

па се·полином (1) може писати у оБЛlfКУ 

Pn(z)=Pn(xelpi) = 

_ ±<-I)k п n-k Ip/2kxn-2k ± i Р .. 2_1)/рn/ 
k=O n-k k ).. 

• 

- [Qn(x) ± I ()..2-1)/р"/ e
nrpi

, v = [nј2]. 
).. "" 

Због тога је за све тачке интервала (- 2р, 2р) 

( ' 2 1)2 
/Pn (Z)/2 = Qn2 (х) + А ~ /р/2n< 

, 

_. _.~_._, ~= Ој ". "-

, 

nrpi 
е -

<:: 4/р /2n + ()..2_1)2 Iр/2" = -,-().._2_+-,1),--2 / р2n 1 = г2, 
~ )..2 12 

• 
одакле" СЛИЈе.ци 

/ РП (z) / < г. 
Како је и 

1 РП (± 2р) / = 1 q ± р" / = I Е.. 21 = г, 
то можемо тврдити: 

Полином (1), чији је распон једнак нули, има унутар интер­
вала [- 2р, 2р] отклон од 'нуле 

)..2+ 1 
(2~19) Е=г=/и"1 +/vn/= ).. /р"/. 

д о к а з става 2.2. Из (2,19) имамо 

л2 +- 1 (л - 1)2 
Е = I р" 1 = / р" / + 2/ Р" / . 

л л 

Из овог израза је очигледно да, за дато р, отклон Е 
могуЬу вриједност онда када је л~ 1, тј. кад је 

и" = - 17" .'. и" + vn = - q = О. 

Овим је став 2.2 доказан. • 

• 
има наЈмању 

2.3. ПОЛИНОМИ (1) СА РЕАЛНИМ КОЕФИЦИЈЕНТИМА. Нека је 

(1*) 
• 

• 

л п n-k 
РП (х) = L ( - p2)k х" -2k + q 

k_on-k k" ' 

(р > О, q~ О, л = [nј2]) 
< 

полином датог степена п (n=2m или 2m+ 1), чији су сви коефи­
цијенти реални и чије су екстремне вриједности дате релацијама 

Рп (ьv)=Е1 ='q-2р", v=I,2, ..• ,m, (2,20) 
РП (Ьm+v) = Е2 = q + 2р", v= 1, 2, ...• п - т -1. 
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Закључак: Нуле ИЗВОДНОГПО./Јинома (1') налазе се на дужој 
оси елипсе (Е), између њених фокуса, и симетрично су распоре­
ђене у односу на центар те елипсе. 

2.2. ПОЛИНОМИ (1) ЧИЈИ ЈЕ РАСПОН ЈЕДНАК НУЛИ. ОТКЛОН 
ОД НУЛЕ. Како је, обзиром на (2,8), (2,14) и (2,15) 

Рn (~v) = Еы = q ± 2р" = - С/иn ± У 17" )1, 

то се распон п{)линома (1)' може изразити релацијом 

(2,16) R=IIVun+vVnI2-IVUn-VV:;!21 =4!Уи" I7"cos'fl = 4lpn llcos'fl 
у којој је 'f угао између потега бројева V uп и V 17" • 

У вези с тим, слиједеhа лема је скоро очигледна: 

ЛЕМА 2.3. Да би раеион uолинома (1) био једнак нули uотребно 
је и довољно да u'l и vn буду еуйротног . знака. 

Д о к а з. Како је р 9= О, то, према (2,16), распон R може 
бити једнак нули само кад је 'f= ±1Г./2, тј. кад j~ 

• 

(2,17) V иn = ± i 1. V vn , 1. > О • 
Одатле је 

(2,18) • • • 

, 

Обрнуто, ако постоји (2,18), ПОСТОјаhе и (2,17), па је (2,18) 
потребан и довољан услов да распон полинома (1) буде једнак 
нули. 

ПОСЉЕДИЦА: Ако uолином (1) има раейон једнак нули, тада 
нуле 1Ьему аташираног uолинома Sn 1 (Е) леже на кругу К (О, г), 

чији је радиуе r дат релацијом 
'. 1 

r = 1/2 ( I Е1 I + I Е2 1) = I иn I + I vn I = (1.2+ 1) I vn ! = (1.2+ 1) I р" 1. 
1. 

Полином (1), чији је распон једнак нули, задовољава услове 
става 1.4, па се, након ротације координатног система и довођења 
интервала [ - 2р, 2р] до поклапања са реалном осом, може напи­
сати у облику полинома Qn (z) + ~i, гдје је Qn (z) полином са 
реалним коефицијентима и особинама, наведеним при извођењу 
доказа става 1.4. . 

Заиста, у овом случају је 

q=-иn-I7"=(л2-1)v"=± i (1.2 --1)рn=± i (1.2_1)lpn len
<pi, 

л 1., 

1. > О, Р = 1 р 1 е<рЈ, 

• 

• 
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Нека је 
'р/ 

Zk=Uk+ Vk=re , г> О, 

једна нула полинома (1) и нека је 

~ = 1 • • • 
1 - <р/ 

а = -Uk е . 
г г 

карактеристична константа датог перспективно-афиног пресли­
кавања. 

• 
Тада ће у овом пресликавању врховима 

21.'" { 
Ь1. = ге п , Л = 1,2, •.. , п, 

правилног полигона Nодговарати врхови полигона N' 
21.'" { _ 21.'" { - 'Р / 

Z')... = (Uk е п + Vke " ) е • 

Ако полигон N' ротирамо око координатног почетка за угао 
ср, врхови 

1 2fk+1.),..i _2 (k+1.),.., 
(N") Z1. е'Р = ие п + ve п , Л = 1,2, ... , п, 

тога полигона ће се у новом положају (N"). очигледно поклапати 
се врховима (5) полигона нула полинома (1). 

Овим је став 2.3 доказан. 

(н) Д о к а з става 2.4. Означимо са 

. tv = 1/2 (ZV+l + ZV) 

средине страна Ьџ полигона нула полинома (1), v = 1'2' ... ' п, 
респективно. Имаhемо 

Ьџ =2; 
2 џ+Ј ,..{ _ 2џ+' ,.., 

ие п - ve п 
• 
5IП-, 

п 

",-2Џ~+J ,.., _ 2џ+l,.., 
ие п + ve п С05-, 

п 

Одатле, послије замјене 

,.. я 

и ел {cos = ио , 
п 

• 

,.. 
--! 

l7'e п С05 - - VCI 
п 

1 
И множења bv са ctg 'It/n, добијамо 

2 
i 2џ,.. i 

Uov = tv - Ьџ ctg rг./n = 2ио е п , 
2 

(2,21) 
i _ 2џ,.. i 

Vov = tv +- bv ctg 'It/n = 2vo е п 
2 

• 
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• 
Тада је, 

• 
ЦИЈОМ 

по дефиницији (2*), распон полинома (1 *) одређен рела­

R = Е2 - Е1 = 4рп. 

У овом случају су праве е, е1 и е2 одређене релацијама 

е = Ј/2 (Е1 +Е2) = q, е1 = E 1=q-2pn, e2=E2 =q+2pn. 

Праве е1 и е2 додирују граф полинома (1*) у тачкама ~Y = 

2р cos v'1tjn, v = 1, 2, ... , п - 1, а сијеку га у тачкама 

Х1 • 2 = ± 2р. 

У вези са тим можемо тврдити: 

Унутар цијелог интервала [- 2р, 2р] гРаФ полинома· (1 *) се ни 
у једној својој тачки не удаљује од праве е= q више од поло­
вине распона тога полинома. 

Другим ријечима речено, отклон полинома (1*) од праве 
e=q, унутар интервала [ - 2р, 2р] једнак је 

Е = 2рп. 

Наиомена: (ј) У случају полинома (1*), између збира (4*) и 
интервала [- 2р, 2р] постоји узајамно једнозначна зависност. Наиме, 

I збир удаљености од праве e=q екстремних тачака (2,20), које се 
• • 

налазе испод те праве, Једнак Је 

.(4**) k = 2mрп, р> О. 

Одатле је очигледно да сваком датом интервалу [ - 2р, 2р] 
oдгo~apa једна и само једна вриједност збира (4**) и обрнуто. 

(Н) Како је ::распон полинома. (1 *) за дато k у датим усло­
вима најмаљи могуhи, то је у истим условима и отклон овог 
полинома од праве е = q унутар интервала [- 2р, 2р] најмањи 
могуhи. . 

У вези са ставом 2.1, можемо тврдити да су полиноми (1 *) 
једини ПОлиноми реалне променљиве који имају ту особину . 

• 

2.4. НЕКЕ ГЕОМЕТРИСКЕ ОСОБИНЕ ПОЛИГОНА НУЛА ПОЛИ­
НОМА (1). (ј) Д о к а з става 2.3. Ако се оса афиности поклапа 
са реалном осом, перспективно-афино пресликавање тачака ~ у 
тачке z комплексне равни дато је релацијом 

z = ~ + 13 (~- ь) , 
у којој је {3 карактеристична коцстанта пресликавања. 

Ову релацију можемо написати· у облику 

z=a~+ 13~ 
• 

уз допунску Једнакост 

а + ~ = 1. 
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Одатле је 

(tv - 2Y-uo-v:--.)'I. ЏУ + 2У дО Т1о)"2 = (tv - 2у ИТ1 cos '/tјп)Чt (tv + 2У UflCOS '/tjn) '1 • 
• 
1 

= ± Ь • ctg 1tjn = рџ, v= 1,2, ... , п, 
2 

што је и требало доказати. 

д о к а з става 2.1. Нека су • 
pv'= ZV + 2 'УиТ1, Pv"=Zv - 2УиТ1 

потези, који. врх Zv == иу + Т1у спајају са фокусима ~1' и ~2" Тада је 

• 
па Је • 

v = 1, 2, ... , п , 
2uv=zv + 

. _2vlr[ 

- V Р; p~=2Т1e п , 

чиме је став 2.7 доказан. 

д о к а з става 2.8. Нека су 

tkV = 1/2 (Zk+v + zv) 

средине дужи bkv , а • 
. . 

plv= tkv + 2 Yиv cos k1t/n, P~v= tkv - 2 YUflcOS krt/n 
• 

потези који спајају тачке tkv са паровима тачака ~\~~, 
п -1-

v= 1, 2, ... , п, 

k = 1, 2, ... , , респективно. 
. . 2 • 

Тада имамо 
2v+k ,,1 

bkv = 2; (ие п -
_ 2и+!: ,,[ 

Т1е п ) sin k1t/n, 

. 2v+k _ 2v+ k ,,[ 

fkv = (ие п + Т1е п ) cos k1tjn=Ukv + flkv, 

Ukv • flkv = ИТ1 cos2 k1tjn, . 

(tkv + 2 V Щv flkV)1J2 (tkv'- 2 V Ukv flk,,)'/2 = 

2v+k "ј _ ~v+k ,,[ 
. = у Pk~ р;;= (ие n_ Т1е п.) cos k1t/n, 

k=1,2, ... , 
п-1 

2 
, v = 1, 2 , ... , П. 

• 

Из друге од ових релација је очигледно да 
п-1 

леже на елипси (Ek ), k = 1,2, ... , 
2 

, 
тачке tkV' v= 1, 2, ... , п, 

респектив'но, ~ДOK из 

• 

• 

• 

\ 

• 
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ОВИМ је став 2.4, очигледно, доказан. 

Поред особина изражених ставовима 2.3 и 2.4 доказаhемо 
још и особине изражен е слиједеhим ставовима: 

СТАВ 2.5. Парови uравих што сuајају тежиште uолигона нула 
uолинома (1) са средиштем једног "ва1ЬСКОГ" и средиштем.,унутра­
Ш1Ьег" правилног п-угла, конструисаног над истом страном i10лигона 

н/ла, одреljују јј0 један угао, такав да се симетрале п тако одреljених 
углова i10длаi1ају са дужом осом елиuсе, ојјисане око i10лигона нула. 

СТАВ 2.6. Радиус круга ујјисаног у i1равилан п-угао, конструисан над 
страном bv i10лигона нула uолинома (1), п0дудара се и јј0 uравцу и јј0 
величини са геометријском средином јј0тега који спајају средину те 

стране са "крајним" нулама r,~~)2 = ± 2 v' U17 cos -rr./n изводног i10ли­
нома (1'). 

СТАВ 2.7. Ако У сваком врху иолигона нула i10линома (1) 
конструишемо и са једне' и са друге стране врха геометријску 

средину јј0тега који тај врх спајају са фокусима r,i.2 = ± 2 Y'U17 
елиi1се, Ојјисане око i10лигона нула, тада крајеви "ва1Ьских" геоме­
тријских' средина образују један, а крајеви "унутраШ1Ьих" геоме-
тријских средина други i1равилан п-угао. . 

Тежиште и једног и другог тако добијеног п-угла i10клаi1а се 
са тежиште.м. i10лигона нула i10линома (1). 

СТАВ' 2.8. Парови симетрично расuореljених нула r,\~~= ±2Vиv 
cos krt/n изводног Uолцно.ма (1') фокуси су коаксијалних и хомо­
тетичних елиi1са 

(Ek ) == z=u e9i cos krt/n + 17е-ЭI cos krt/n, 
• 

КОЈе дужи 

bkv=Zk+v-Zv, v=1,2, ... ,n, (Zn+1.=Z1.),k=1,2, •.• , 

ресi1екшивно, додирују у 1Ьиховим срединама. 

n-l 

2 
, 

д о к а з става 2.5. Међусобним множењем израза (2,21) 
добијамо 

ио. 170~ = 4ио 170 = 4U17 cos2 1r/n . 

Одатле је 

'Јио. 170. = ± 2 VU17 cos -rr./n = const. , v= 1,2, ... , п, 

што доказује да је тврђење Става 2.5 тачно. 

д о к а з става 
дОбије. се такођер 

2.6. Међусобним множењем израза 

. 

t~ - 4ио 170 = ~ 1/4 b~ ctgZ rt/n • 

(2,21 ) 
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III. О НЕКИМ АФИНО-ПРЕСЛИКАНИМ ПОЛИНОМИМА 

3.1. О РАСПОРЕДУ НУЛА ПОЛИНОМА Qkm (Z,P,Pl,q,ql)' Нека је 
дат полином 

k-2}.. t т 

L-
v-om - v 

k, т = 1, 2, 3 , ... ; s = [k /2]; t = [m/2] . 
• 

(i) Ако је . 

q ~O Рl--рт - , или q=O, k=2, 

полиноми (3,1) припадају класи полинома (1). 

. 

Наиме, према леми 2.2 и релацијама (2,5), у. том_ случају је 

Qkm = (1/2иm + Уl/4 И;'_р2т)" + (1/2иm- "yl/4U~_p2т)" +qp 
. 

иm = (z/2 + V 1/. Z2 - р2)т + (z/2- V 1/, Z2 - р2)т=ит + v"'. 

Поред 
• • 

тога Је 

• 
па Је 

• 

(z/2 + V 1/4 Z2 - р2)т (z/2 - У 1/4 Z2 - р2)rn=ит f7"1=p2m, 

1/2 U т + V 1/4 И;' - р2т ~ ит = (z/2 + У 1/4, Z2 _ р2)т, 

1/2 иm - -У 1/,И;'_р2т = v'" = (z/2 - Yl/4Z2_p2)m. 

у вези с тим је онда 

Qkm (z, р, рт, О, ql) = 

V. km km-л 
= и"т + l7"т + q 1 = L ( - р2)).. Zkm-2"A + q 1> 

. ),=0 km-л л 
v=[km/2], 

• 

односно 

Q2ffl (Z, р, Рl' о, q2) = 

2 2 т 2m 2m-л • 
= иm - 2Рl + ql = L (- pt.)"A Z2m-2"А-2рlm-2рI2 +Ql' 

/,=0 2m - л л 

што је и ,требало доказати. 

у овом специјалном случају су, дакле, нуле полинома (3,1) 
распоређене или на једној правој или на једној елипси. 

(Н) У општем случају, међутим, за полиноме (3,1) 
став 3.1. 

• 
ВрИЈеди 

• 
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прве и последње произлази да се симетрала угла што га међУ 

собом захваhају потези р;. И р;'. поклапа са симетралом дужи bkv , 

п-1 
k = 1, 2, ... , , v = 1, 2 , ... , п. 

2 

. Другим. ријечима речено, праве b"v су тангенте на елипсе (Ek ) 

п-1 
са додиром у тачкама t,.,., k = 1,2, ... , , v= 1'2' ... ' п, рес-

2 • 

пективно, што је и требало доказати. • 

ПОСЉЕДИUА става 2.8: Крива р - 1 /Сласе, о којој говори 
став 0.2, у случају йолшtoма (1) састављена је из т елийса кад је 
п = 2m + 1, а из т - 1 елиисе U једне тачке, центра тих елийса, кад 
је п=2m. 

Найомена: (ј) Сви претходни ставови вриједе и онда, кад се 
.врхови" полигона нула полинома (1) налазе на једној правој. 

(н) Специјално, ти ставови вриједе и за сваки троугао, као 
залолигон нула неког полинома (1) трећег степена, и за сваки 
Йаралелогра.и, као за полигон нула неког полинома (1) четвртог 
степена. 

2.5. КОНСТРУtЩИЈА НУЛА ПОЛИНQ,I"IА (1) И НУЛА ПОЛИНОМА (1'). 
Геометријске особине полигона нула полинома (1), изражене 
ставовима 2.4 2.8, омогућују' да се, са оноликом тачношhу са 
коликом је тачношhу могуће конструисати одговарајуhи правилан 

• • • 
полигон, геомеТРИјСКИМ путем одреди положај свих нула полинома 

(1) и свих нула изводног полинома (1') кад је познат положај. 
тачака у којима се налазе: 

10 двије нуле Zv и zk+v (k познато) и тежиште полинома (1); 
20 двије симетрично распоређене нуле ~l(k) и ~2(k) (k познато) 

изводног полинома (1') и једна нула полинома (1); . 
. 30 двије симетрично распоређене нуле ~I{k) и ~2(k) изводног 

полинома (1') и средина једне дужи bkv (k познато). 

Найомена: (ј) Очигледно је да се мјесто нула изводног 
полинома (1') као полазни елементи за ИЗВВђе~~ конструкције. у 

наведеним случајевима могу узети и нуле ~l':2 = ± V2uv: (п - 1) 
изводног полинома (п - 2)-ог реда . 

(ii) Конструкција остаје иста и онда, кад се све нуле поли­
нома (1) налазе на једној правој. 

у том случају су тачке Uov и Vov' v = 1, 2, ... , п, респективно, 
симетрично раСПОР~ђене у односу на праву (~I', ~::/) И све се 
налазе наједном истом кругу, који ту праву сијече у дијаметрално 
распоређеним тачкама ~1 (1) И ~2(1). . 

Таква конструкција, за п=3, . приказана је у [16, а; стр. 1711. 

• 
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• 

При томе, без ограничења опhенитости, можемо узети да се 
• 

реална оса поклапа са заЈедничком дужом осом елипса 

(Еј) = z=иЈе-Эi + VJe-Эi, ј=О, 1,2, 
• •• • 

или, ДРУКЧИЈе речено, можемо УВИЈек узети да Је 

р>О· 

• 
и да Је, према томе, 

т {а., т -ia.' О 
Иј =Рјј е Ј, Vj = Рј2 е Ј, Pjk> , 

(ii) У вези са пре'тходним можемо тврдити да су, изузев 
• 

случаЈ ева 

1 ИО 1 + 1 170 1 > 1 И1 1 + 1 171 1 ;> 1 И2 1 + 1 172 1 , 

1 ИО 1 + 1 170 1 - 1 щ 1 + 1 171 l' > 1 И2 1 ' 1 172 1 , 

• 
сви остали случаЈеви 

, 

}О 1 Иј 1 + 1 171 1 > 1 И2 1 + 1 172 1 > 1 ИО 1 + 1 170 1 ;> 2р, 
~o ,1 ИI 1 + 1 171 1 > 1 И2 1 + 1 172 1 = 1 ИО 1 + 1 170 1 ;> 2р, 
30 1 И1 1 + 1 171 1 = 1 И2 1 + 1 172 1 > 1 ИО 1 + 1 170 1 > 2р, 

• 

40 1 И 1 1 + 1 171 1 > 1 ио 1 + 1 170 1 > 1 И2 1 + 1 172 1 ;> 2р, 
50 1 И1 1 + 1 171 1 = 1· И2 1 + 1 172 1 = 1 ио 1 + 1 170 1 ;> 2р, 

у међусобном распореду еJlипса Ео, ЕЈ И Е2 могуhи. 
, 

• 

Случајеви 1 о, 20, 30 и 40 приказани су сликама 3, 4,5 и 6, 
I 

респективно, на којима су нуле изводних полинома означене са -9- . 

, 

Сл, За Сл. ЗЬ 

у случају 50 су елипсе Ео, Е1 и Ez подударне, а полином 
Q2 т има: а) т двоструких нула, кад је 1 Иј 1 =1= 1 171 1 ; Ь) све нуле 
реалне, кад је 1 И1 1 = 1 171 1 , тј. кад елипсе Ео, Е 1 И Е2 дегене­
ришу у отсјечак [- 2р, 2р]. 
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д о к а з става 3.1. Из 

имамо 

Qkm=O, Q;m- O, 

. иm• 1 1. + q=И[l + 1711. + q = 

k г---;=:;::=== 
2 21.Jt 1 

q\ _Pl2kek + 
4 

k 

Иl1.· 1711. =р2, л= 1,2, ... ,k, 

• 

Иm.О).. +q=и~ + 17~ +q=2p, COS 1.тt/k, Ио1. 1701. =р2, 1.= 1,2, ... , k-l, 
, 

. иm = О . 
Одатле је 

2vJt 1 _ 2vJt 1 

Zl.1.V=И11.еm +1711. е т , 

(3,2) 2vJt i _ 2vJt { 

Zо.1.V=ИО1.еm +1701. е т , 
• 

Z1. =2р cos лтt/m, 

Релацијама (3,2) став 3.1 је ДОl<аЗ8Н. 

Л=I,2, ... ,k; 

v=I,2, •.. ,m, 
1. = 1, 2, ." , k - 1 ; 

1. = 1, 2, ... , т - 1 . 

(Ш) у извесним специјалним случајевима поједине од елипса 
Е 11. и Ео1. могу да буду и међусобно подуд~рне, као што је то 
случај под (i), у коме су све елипсе Еl1. подударне и у ком све 
елипсе Ео1. дегенеришу у отсечак [- 2р, 2р]. 

Ради илустрације могуhих случајева у међусобном распореду 
елипса Е1 1. и Ео}.. задржаhемо се кратко на полиномима 

Q2т=[Um +q]2_2p:+ql' qфО, m=12,3, ... 

При томе Ьемо елипсе на којима се налазе нуле полинома 
Q~т означити са Е 1 и Е2 , а елипсу на којој се налазе нуле извод-
ног полинома Q'2m са Ео. • 

3.1.1. О МЕ'БУСОБНОМ РАСПОРЕДУ НУЛА ПОЛИНОМА Q2m' 

(i) У овом случају релације (3,2) можемо написати у облику 

одакле 

• 

2vJt { _ 2vJt { 
ј=О, 1,2, ZjV = Ије fIl + 17/! т , 

• 

2 
),11: 

z1. = Р cos -, 
т 

• 

• 
то Је 

СЛИЈеди 

! ИЈ / Ф i (Тј / за 

I Иј/ = / flj / з а 

v = 1, 2, ... , т, 

л = 1, 2, ... , т -1 . 

/ Иј / + ! (Тј / > 2/ р 1, 

/щ/ + /17j/>2/p!, 

/ Иј / + /l7ј I = 2 / р I , 
3 Зборник Матенатичког института-

ј = О, 1,2 . 

• 

• 
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• д о к .а з. Водеhи рачуна о условима овог става и релаЦИЈИ 

иј Vj=pl > О (ј=0, 1,2), имамо . 
• 

I и2 I = I и1 I = и, I V2 I = I Vl I = v, и + V> 2р, 
- . и 1 = ueaf , Vl = ve-ai и2 = uepi, V2 = ve-Pf, 

(а+ 2V,,) f _ (a+2V") I 
zlv=ue т + ve т, 

v = 1, 2, ... , т 

. 

e2maf =1= e2mpf , а-{3=д =1= kтtjm, k=O, 1,2, ... 

Претходне релације показују да су у овом случају све нуле 
полинома Q2m Мђусобно различите и да се све налазе на једној 

• 
ИСТОЈ елипси. . 

Другим речима речено, полигон нула овог полинома је пер­
спективно-афина слика једног тетивног 2m-угла. Шта више, ИЗ 

• 
релацИЈЗ • 

(Р+ 2v,,) 1 
У2 =ге т :, JV , 

којима су одређени врхови тога 2m-уг ла, 

arc ~1.v - arc ~2.v=a - ~=a=const. , 

v=1,2, ... ,т, 
• 

и релаЦИЈа 

v=1,2, ... ,m, 
arc ~l.v - arc ~2. v-l = 8 + 21Т.јm --: const. , 

произлази, да је тај тетевни 2m-угао полуправилан. 

Овим је став 3.2 Доказан. 

3.2. ДОКАЗИ СТАВОВА 3.3 - 3.5. 

3.2.1. За извођеље доказа ових ставова потребни су. нам 
помоhни ставови 3.1-·3.5. 

ЛЕМА 3.1 Ако је 

(3,3) 

n-l v n-k 
~Ak~--
k-O }..=О П - k - ~ 

n-l 
~ A k Un-k+А n= 

k=O 

n-k-~ п 
(_р2)лzn-k-2л +An=~Bk zn-k, v= 

~ ЬО 
. 

тада измеf]у коефицијената A k и Bk постоје односи 

n-k 

2 
, 

s n-k+2~ n-k+~ . . 
10(3,4) Bk= ~ (-р2)}..А k_2}.., k=0,1, ... ,n-l, 

. л=О П - k + ~ . ~ 

t 

Вn=2 ~ (- р')).. А n-2 }.. + А n, s=[kj2], t=[nj2]j 
}..=1 

- ..... -

• 

• 

• 



• 
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(Ш) Доказаhемо да у вези са случајем под 30 вриједи 
• 

р > о, 'и2 ' = , Ut ј =f= , Vl', и и~m =f= и~nr, 
иолигони нула полинома Q2 т су iiерспекmивно"афине слике полу­
Правилних 2m-уг лова* . 

СТАВ 3.2. Ако 

• 

Сл. 4а Сл. 4Ь 

. . 

т.В, 1'.1, q.. -1.. r·6· 

Сл. 5а Сл. 5Ь 

, . . 

• 

т=8 q •. A. r-.r.~ m о 4. q. •. 4. "01. r-9. 

Сл. ба Сл. БЬ 

• 

'" Полуправилним полигоном називљемо полигон чији су сви унутрашњи 
углови међусобно једиаки и чије су сваке двије стране, што се надовезују на 
крајеве Једне исте стране, међусобно једнаке И различите од стране на коју су 
надовезане. 

. .. 

• 
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20 (i) Водеhи рачуна о лемми 2.2 и о релацијама (2,5) иден­
титет (3,3) можемо написати у облику 

п-Ј п 

(3,7) ,~ Ak [un- k+(p2 u-1)n-'k] +Ап = ~ Bk (и +р2 u-1)n-k. 
k~ k~ 

• 
Послије развијања 

добијимо' 
заграда на деСНОЈ страни овог идентитета 

(3,7*) 

n-k 

л 
р21. [un-k-21. + (рЗ и - 1 )n-k-21. ] 

• 

n-l-k 

2 
• 

Одатле је, очигледно, 

t 
Ао=Во, А п = ~ 

1.=0 

21. 

л 

, t=[nj2]. 

р21. Вп-21. • 
• 

Имајуhи даље и у овом случају у виду да су експоненти у 
угластим заградама уз коефицијент. Bk или сви парни или сви 
непарни и групишуhизаједно све заграде са истим експонентом 
п - k, k = О, 1, ... , п - 1, респективно, налазимо да из сваког од 
збирова 

п - (k - 2v) 
л р21. Bk-21. [un-(k-2v)-2).. + (р2 и- 1)П-(k-2V)-2Л) , 

. v,--O, 1,2, ... ,[kj2], ј=(1ј2 (п - 1 - k +2v)] , 

треба узети управо онај члан, код којег је v=Л. У вези с тим 
можемо писати 

(3,8) 

п-Ј 

~ Ak[un-:-k+(pll u-1)n-k]+ А п = 
~ 

п-Ј s П _ k + 2:л. t 
- ~ ~ р21. Bk-2).. [un-k + (р2 u-1)n-k] +. ~ 
=~~ л ~ 

одакле онда слиједи (3,5). 

(ii) Обрнуто,. ако. у идентитету (3,8), на десној страни, гру­
пишемо заједно све заграде уз које стоји исти коефицијент Bk', 

k - 2л=k', k'=O, ... , п -1, 

респективно, 

k=k', k'+2, ... , k'+2 
n-l-k' 

2 

• 

, 1. = О, 1, 2, ... , n-l-k' 
2 

, 
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20 (3,5) 

u обрнуiI10. 

д о к а з. 10 (i) Имајуhи у виду да су експоненти потенција 
zn-k-2).. уз које стоји коефицијент A k • или сви парни или сви 
непарни, сагласно разлици п - k, и групишуhи на лијевој страни 
идентитета (3,3) заједно' све чланове са Zn-k (k=O, 1,2, ... , п, 
респективно), налазимо да коефицијент Bk • поред коефицијента 
Ak, садржи још само коефицијенте A k - 2V, v= 1,2, ... , [k/2], од којих 
се сваки налази уз одговарајуhи полином Un-lk-2v). односно уз 

• 
онаЈ члан 

• 

n-(k-2v) 

п - (k - 2v) - А 

n-k+2v-л ( ~,p2»).. zn-(k-2V)-2).. 

л 

тога полинома, чији је експонент п - (k - 2v) - 21.= п - k. Очигледно 
је то члан код којег је v=л, па као последицу тога имамо (3,4). 

(3,6) 

, 

(н) Обрнуто, ако је 

п п-1 s n-k+2л 
~ ВkZП-k=~ ~ ---
k=O k=O)..-О n-k+л 

n-k+л 
, 

л 

t 
+ 2,~ ( - р2»).. А п-2).. +А n , 

)..=1 

тада можемо писати 

_П-l s n-(k-2л) 
=~~ , 

k=O)..=O n-(k-2л)-л 

п - (k - 21.) - А • ( - р2}л Ak-2).. zn-(k-22J-2).. 
. А 

t 
+2 ~ (- р2)л А п-2).. + А n • 

)..=1 
t 

Групишуhи на десној страни овог идентитета заједно све чланове 
уз које стоји исти коефицијент A k , тј. групишуhи све оне чла-

• • 
нове за КОЈе Је 

k - 2A=k', k'=O, 1,2, ... , п, 
• 

ТЈ·, 

k = k', k' + 2, ... , k' + 2 
П k' п - k' 
,- '"1. =0 1 2 

' А ", ••• ,.' 
2' 2 

, 

и изостављајуhи цртицу у индексу k', добијамо лијеву страну 
идентитета (3,3). 

• 
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одакле следи 

и обрнуто. 

У вези стим МQжемо писати 

п-l 2n :L A k [iL П - k + (аЬи- 1 )П-k] +Аn=и-п >-; Ck u2n - k • 

k~ k=O 

Обзиром на структуру коефицијената Ck (видјети, на пр. 
[20]; сТр. ~6), имамо даље 

2n п п 

и-п ~ Ck и
2П - k =и-п :L р" иП - У . :L qv иП - V = 

k=O V=O у=О 

11 П 

- :L аУ ау иП - У . :L ЬУ аn- у и-У=а" Рn (а- 1 и)· Рn (Ьи-1 ). 
V=O у_О 

Овим је лема 3.3 доказана. 

ПОСЉЕДИЦА: Сваliој нули Ь = 1] Uолuнома Р п (Ь) одговара 
једна u само једна нула z = а 1] + ~ г2 1]-1 ilолинома (7). 

Наиме, из 

имамо или 

или 

• 
одакле Је 

• 
ТЈ· 

Qn(z,r,cr,~) = аП Рn (а- 1 и) .Рn (/Зг2 и- 1) = О 

Рn (а- 1 [гј2 + Уг'Ј./4....; а ~ г2]) = О, 

Рn (а- 1 [гј2 - Уг 2ј4 - а ~ г2]) = О, 

а- 1 (г/2 ± V г2ј4 - а /з г2)---'1] , 

z = а'l] + ~ г2 1]-1 • 

ЛЕМА 3.4. Неliа су а и Ь liонсшанше дашог ilреслиliаваfbа 

(3,1 О) г=аь+Ь ь- 1 

го= аl] + bl]-t 

liiаЧliа, у liоју се ilреслиliоваfbем (3,10) ilреслиliала liiаЧliа Ь = 1]. 

ПоСliiоји још једна и само једна liiОЧliа Ь = ь (а 1])-1, ноја се 
UреСJlиliавоњем (3,10) uресли/(ава у iliач/(у го. 

доказ. Из z = го имамо 

• 
а Ь + Ь Ь -1 = а 1] + Ь {"Г\ 

ТЈ· 
(Ь-I]) (а-Ь ь-1 1]-1) = О. 

Одатле је очигледно да су Ь=I] и ь=а- 1 ы]l1 једине 
се преслика!3ањем (3,10) пресликавају у тачку го, 

• 
тачке КОЈе 
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и изоставимо цртицу у 

(3,8) идентична са (3,7*) 
индексу k', добиhемо да је десна страна 

• 
односно да Је идентична са десном стра-

ном (3,7). 

Овим је лема 3.1 у потпуности доказана. 

ПОСЉЕДИЦА: Полиноми (7) и (8) могу се найисати у облU1СУ 

(7*) 

/1-1 

п 

Qn (г, г, а, (3) == L Bk г" -Т, == 
k=O 

== ~ Ak [(1/2 Z + 'N", г2 - а {3 r2)n-k + е 12 Z - V1/4 гl - а {3 r2)n-k] + Ал, 

(8*) 

k=O' . 

п 

R2n (г, г, а, (3) == гП . ~ ak (а z + р г2 z-1)n-k. 
k=O 

(и=а г, р2=а (3 г2) 

ЛЕМА 3.2. Ако је г1 =11 нула йолuнома (8) тада је u г2= 
= а- 1 р г2 11-1 таКОђер нула Шога iiолuнома. При томе, сваком йару нула 
г1 и г2 iiолuнома (8) одговара једна u само једна нула ~ = а 11 + 
+Р г2 ч-1 йолuнома Рn (~) и обрнуто . 

. 

Тврђење ове леме слиједи непосредно из (8*). 

ЛЕМА 3.3. А ко је 
п k 

Pn(~)= L ak ~n-k, 
k=O 

ао аn =F О; A k = ~ ak- v Ь" ak_\I an_,,;k=O, 1, ... , П, 
\1 О 

тада је 

п-1 

(3,9) L A k [UП-k+(аЬu-l)П:-k]+Аn==ап Рn (а- 1и). Рn (Ьи- 1). 
k-O 

д о к а з. Ставимо да је 

Имаhемо 

ао=ро, an=qo, 

а"а"=р,,, bvan_v=qv, Pn+v=qn+v=O, v=I,2, ... ,n, 
k 

Ck = ~q\lРk-v, k=O,I,2, ... ,2n. 
V=O 

k 

Ck= L ь" аn - ., ak c-v ak-v=А k , k=O, 1,2, ... , П, 
v О . 

n+k п n-k 

СП +k= L qv Pn+k-V= L qv Pn+k-V= L qk+v Pn-v = 
v О v=k' ,,_О 

n-k • 

- ~ bk+va an-Va - ~ n-k-v n~V, 
- -, . 

. "~ •. . I I 

-
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леме 3.5 круг (С1 ) == (С2) је једино геометријско место тачака 
које се у овом случају пресликава у отсјечак [- г, г]. ' 

Другим ријечима речено, у овом случају се на отсјечак'[ - Г, г] -
пресликавају само и једино оне нуле полИl!ома Рn (~), које се налазе 
на кругу ~ = re ei. 

Овим је прво ТВРђење става 3.3 доказано. 
Друго и треЬе тврђење тога става произлазе непосредно из 

посљедице 4 леме 3.4. 

(јј) д о к а з става 3.4. Као и у претходном случају, полином 
(7) има онолико нула на елипси (Е), колико полином Рn (~) има 
укупно нула на круговима (СЈ ) и (С2) И онолико нула на хипер­
боли (Н), колико полином Рn (~) има укупно нула на правим лини­
јама Ь = t и ~ = Рг2 (ађ-1 (- оо < t < + 00)._ 

1 о Према ставу 3.3, на кругу (С1) се налази онолико нула 
полинома Рn (~), колико полином Qn (z, г, 1/2' 1/2) има реалних нула 
у интервалу [- г, г]. 

Према том истом ставу, на кругу (С2) се налази онолико 
нула полинома Рn (~), колико полином Qn (z, г I р/а I , 1/2,1/,.) има 
реалних нула у интервалу [- г I р/а I , , I ~/a I ]. -

Овим је прво тврђење става доказано. 

20 Будуhи да је 
п 

Рn (0.-1 ~ ,2 t-1) = (at) -:-" ~ Gk ak (~T2)n-k tk = (at)-n Рn (t), 
k=O 

то је очигледно да полином Рn (ь) има онолико нула 
!;=a.-l~,2t-l .. колико полином Pn(t) има реалних нула. 

Овим је став 3.4 у цијелости доказан. 

• 
на праВОЈ 

(јјј) д о к а з става 3.5. У случају кад су испуњени услови 
става све нуле полинома (7) се налазе на елипси (Е), а нуле поли­
нома рn (~) се налазе или све на кругу (С1 ) или све на кругу (С2). 
Према леми 3.5, и у једном и у другом случају постоји афино 
пресликавање којим се полигон нула полинома Рn (ь) пресликава у 
полигон _ нула полинома (7). Другим ријечима речено, у оба ова 
случаја је полином (7) афина слика полинома Рn (!;), што је и тре­
бало доказати. 

НаЙо.мена. (ј) Полином Qn (z, г, 1/2,1/2) који испуњава услове 
става 3.5 је ортогонална пројекција полинома Рn (!;) на ·реалну осу. 

(јј) Ако полином Рn ();) има све нуле реалне и распоређене у 
интервалу [- г, г], тада полином R2n (z, г, 1/2' Ј /2) има све нуле на 
кругу Ь = геЫ• 

у том случају је полином Р2n (ь) = Р2 (~) ортогонална пројек-. п 

ција ПОJIинома R2n (z, г, 1/2' 1/2) на реалну осу. 

____ оо_о 
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ПОСЉЕДИЦА 1. А1!О таЧ1!е ь приПадају једном одреЬеном гео­
метријС1!ОМ мјесту тача1!Й b=I], шада се то геометријС1!О мјесто 
и геометријско мјесто тача1!а ь = а- 1 Ь I] - I иресли1!Qвањем (3,1 0.) 
liреслиf(авају на једно исто геомешријС1!О мјесто тачака 

(3,11) z = аЈ] + bI]-l. 

Геометријска мјеста b=I] и ь=а- 1 Ь ч- 1 су једина два геоме­
тријска мјеста која се пресликавањем (3,10.) пресликавају на (3,11). 

ПОСЉЕДИЦА 2, Полином (7) има оноли1!О нула иа 1!Рllвој 
линији z = а I] + ~ г2 Ч -1 1!оли1!О liолином Р п (!;) има У1!УПНО нула на 
1!риви.М линнјама b=I] II ь="а-1 ~ г2 I]-I. 

ПОСЉЕДИЦА 3. Сваки Пар нула ы1 и Ь2 Полинома Рn (Q, измеЬу 
којих постоји релација ы1 bz = а- 1 tJ г2 , пресликава се у једну дво­
стрџу нулу Полинома (7). 

ПОСЉЕДИЦА 4. Полином Рn (!;) има· снолико нула на кривој 
линији ь=аl"} + ~f2I]-1 колико ПОЛUltOм (8) има нула на кривој линији 
z = 1"} , односно на кривој линији z = а-1 ~ г2 I] -1. 

ЛЕМА·3.5. постоје д~a афина йресли1!авања од 1!ојих једnо 
uресли1!ава 1!рУГ . (С1 ) == Ь = re6i а друго 1!рУГ (С2 ) == ь - а-1 ~ ге- е; 

на једну исту елиi1су. (Е) == z = а гееl + ~ re-el, на I(оју се оба та 
круга uреСЛU1!авају uресли1!авањем (3,10.). . 

д о к а з. Да се КРУГОВИ (С1) И (С2) пресликзвањем (3,10.) 
пресликавају на елипсу (Е) слиједи из посљедице 1 леме 3,4. Шта 
више, кругови (С1 ) и (С2) су једина геометријска мјеста која се 
пресликавањем (3,10.) пресликавају на елипсу (Е).· 

Круг (С1 ) се пресликава на елипсу (Е) и афиним пресликава­
њем чије су КОНСЈанте а и ~, тј. 

. -
. z = а Ь + f3 ь = а reei + !з гг!!)'. 

На исту елипсу се круг (С2) пресликава афиним пресликава-
--

њем чије су константе а1 = а и ~1 = а а!З-l, тј. 

z = а1 Ь + !Зl1:~а.а-l ~re-ei + aa~-l.a-l i3re6i = areei + !з ге-е /. 
Тиме је ова лема Докззана. 

ПОСЉЕДИЦА. Пресли1!авањем (3,10.), за a=~, само и једино 
се таЧ1!е 1!руга (С1 ) == (С2) i1ресли1!авају на ошсјеча1! [- 2аг, 2аг].· у 
који, у овом случају, дегенерише елиIiса (Е). 

3.2.2. (i) Д о к а з става 3.3. На основу посљедице 2 леме 
3.4, полином (7) има на елипси (Е) онолико нула, колико полином 
Рn (ь) има укупно нула на круговима (С1) и (С2). . 

За а=!З-,-1/2 елипса (Е) дегенерише у отсјечак [- г, г], а кру­
гови (СЈ ) и (С2) постају међусобно подударни. Према посљедици 

, 

, 

• 
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Ако параметру Э дамо неку одређену вриједност, на ПРl4мер, 
пЭ=п+а, израз (4,03) прелази у алгебарску једначину mп-тог 
степена по z 

k п-21< t п n-k 

I<=on-k k 
- 11 (z) 12 (z) [{о (z)] + П (z) еО;/ + I~ (z) е --о;/ = о 

• 

чији коефицијенти не зависе од 1:1. 

Основна карактеристика полинома 
• 

са ЛИЈеве стране знака 
• 
Једнакости 

л п п - k 1< п-21< 
F тnИ = ~ ( ) - 11 (z) 12 (z) [(о (Z)] + 

k=on-k\ k ( 4,06) 

+ I;Z(z) ео;l + t~(Z) e-o;i 

је очигледно та, да су њихове нуле одређене релацијама 

(4,07) 

• • 
и да,. према томе, све нуле неког од тих полинома припадаЈУ Једном 

истом геометријском мјесту, чија једначина има облик 

( 4,08) 

4.02. У овој глави говоримо о распореду нула (4.07) у слу­
чају кад су IЈ (z), ј = О, 1, 2, полиноми првог степена по z, тј. гово­
римо о распореду нула 

(9) v = 1, 2, ... , П, 

полинома 

рn (z, Ро' Рl' Р2' qo; q1' q21 а)= 

л п (п - k 
= I: ( - l)k (Р1 Z + q1)k (Р2 Z + q2)k (Ро Z + qO)"-2k + 

к=о n-k, k 

+ (Рl z+ ql)" eo;i + (Р2 Z + q2)" e-ai , л=[пј2] , 

чији су коефицијенти функције највише шест. параметара РЈ и 
qJ' ј=О, 1,2. 

, 

При томе ћемо се нешто детаљније задржати на неколико спе­
цијалних случајева полинома рn , који одговарају посебним вријед­
ностима паметара РЈ и ч/, изабраним тако дз . се добије најуоби­
чајенији облик:.Ј једначине геометријског мјеста,којем припадају 
нуле тих полинома. 
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IV. О ПОЛИНОМИМА ЧИЈЕ НУЛЕ ИМАЈУ ИЗВЈЕСТ АН 
ПРАВИЛАН РАСПОРЕД НА РАЗНИМ КОНУСНИМ 

ПРЕСЈЕЦИМА И НА. НЕКИМ ДРУГИМ 

КРИВИМ ЛИНИЈАМА 

• 

4.0. Особине полинома (1), изражене лемама 2.1 и 2.2, као и 
OCTa!Ie особине и односи који из тога произлазе, само су специ-
• • 
Јалан случаЈ односа везаних за идентитет 

[1/2 (и + v)+ V1/4-(U+V)2- uv]n + 
(4,0) 

-+ [1/2 (и+ v)- 'Ј 1 /4 (U+V)2_ UV]I1=un+Vn 

који има много општије значење од оног које је томе идентитету 
дато у вези са полиномима (1). 

Наиме, нека су А 1 и А ';!. два макаква алгебарска израза, чији 
је збир (идентички или условно) једнак А, тј. нека је 

(4,01) А 1 +А 2 =А. 

Тада је очигледно 

А 1 =1/2 А -t 'Ј 1 /, А2_А 1 А 2 , А 2 =1/2 А - 'Ј 1/4 AZ-A 1 А 2 
• • 

и, према томе, УВИЈек Је 

(4,02) (1/';!.А +'Jt!4 N-А1Аз)П+(1/2А -V1/4As-A1 А 2)П=А1 +A~. 

Из (4,02) имамо онда 

(4,03) t п n-k_k)' (-АIА2)kАП-2k=А~ + A~, А=[n/2]. 
k=O n-k 

Поред тога је 
. 

(4,04) (А 1 +А 2) (Аfl+А~)=А~+1+А~+I+АtА2(А~-1+А;Z-1), 
па, кад ради краЬег uисања ставимо да је 

• 

A?'+A;Z=uт , и1 =А, т=О, 1,2, ... 

имамо рекурентну формулу 

( 4,05) 

У вези са (4,01) изрази (4,02), (4,03) и (4,05) претстављају, 
• 

дакле, Један исти идентитет, написан на три различита начина. 

4.01. Претпоставимо сада да је 

A=fo(z), Al~fl(z)eei, A';!.=f2(z)e-el, 

гдје су ћ (z), ј=О, 1,2, полиноми т-тог степена по z, чији коефи­
цијенти не ~ависе од параметра е. 

• 

• 
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Ако услов (4,2) није испуљен, једначина (4,1) је једначина 
неке од уникурззлних кривих линија трећег или четвртог реда. 
Примјер: Рlо (z, 2, О, 2, - 5i, - 2i, - i, О), слика 7. 

Дискусија о томе, коју од кривих . линија у свим могуhим 
случајевима преставља једначина (4,1), односно једначина 

ао + 2а1 t + а2 /2 z = - -
2 2' ГО + Г1 t + Г2 t 

(4.1 *) 

која се добија из (4,1) смјеном tg 6/2 = t, . детаљно је извршена У. 
[5, стр. 7/-99] па је овде неhечо изводити у њеном најопштијем 
облику. 

4.2. неки спеЦИЈАЛНИ СЛУЧАЈЕВИ ПОЛИfIOМА рn• Ради 
једноставнијег извођења дискусије у примјерима који ће слиједити, 

изузев два последња. претпостављамо да је и> О. v> О. k ~ О. 

4.2.1. П о л и н о м и Рn (z, 1. k, k, о, и, v. п) = Рn • 1 (z, k, и, v). 
Нуле ових полинома 

zv = 

2у1С I _ 2V1C i 

ие п + ve п 

:гvл ' 
1 -2k cos--

п 

• 
налазе се на KOHYCHUM преСЈеку 

Сл. 7 

v= 1,2 .... ,n 

( 4.5*) иеЭi+ vе-Эi 
z= . 

1 -2k cos е 

За v = О, једначина 
(4.5*) прелази у једначину 

1 - 2k cos е 
(4,5) иеЭ1 

z= . 

На основ у тога мо­
жемо реhи: 

1 о Нуле полинома Рn • 1 
за v= О, налазе се у пре-

• 
~ечним тачкама конусног 

прамена зрака (S)*, чији се центар 
конусног пресјека (4,5). 

пресјека (4,5) и правилног 
налази у једном од фокуса 

* Коначан брОЈ (п) зрака, . што припадају мноштву зрака једног прамена и 
од којих сваке двије узастопне зраке захваhају међу собом угао а = 2n/п, 
(а ... п/п), називљемо правилан пр амен (правилан полупрамен) зрака. 
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Наиомена: Ако су 
. 

'Ј (z)=I] z·+ тј Z3+ n] Z2+ Pi z+qj,· ј=О, 1,2, 

полиноми највише. четвртог степена по z, тада је очигледно да су 
коефицијенти полинома (4,06) функције највише 15 параметара 

(4,09) 

и да се све нуле ма ког од тих полннома могу алгебарски изра­
зити помоhу онолико његових датих нула (подразумијевајуhи при 

• •• •• 
том да Је дата и ВрИЈедност v КОЈа сваКОЈ од датих нула одговара 
у (4,07», колико има неодређених односа параметара (4,09) према 
• • 

Једном од њих. 

у овом раду, међутим, неЬе бити неких деТ8љнијих разма­
трања у том смислу~ 

4.1 . . ДОКАЗ СТАВА 4.1. Из (9) закључујемо да нуле полинома 
Рn припадају геометријском мјесту чија је једначина 

(4,1) 

Ако је 
• 

(4.2) 
> . -

Ро <: о, Рз = РI , 

једначина (4,1) је једначина конусних пресјека. Ако је поред тога 

још Р2 = РI Ф О, једначина (4,1) јеједначина конусних пресјека, 
који се добијају пројективним пресликавањем круга 

(4,3) ~=reel . 
• 

-
Заиста, у овом случају је e&i=~/r, e-el=blr, па замјеном ових 

вриједности у (4,1) добијамо 

(4,4) z= _ qo Г - ql ~ -.!!2 ~ 
PoГ-PI~-PI ~ 

• -
_ ао + аl ~ + а2 ~ • 

- -, 
~o + ~1 ~ + ~1 ~ 

> ~o< О. 

Релације (4,4) показују да су тачке (4,1) пројективне слике 
тачака (4,3), односно да су нуле (9) пројективне слике врхова 

( ~ + 2v+ 1 n') i 
~y = ге п п , 

• 

v = 1, 2 , ... , П, 
• 
Једног правилног п-угла. 

Овим је став 4:1 доказан. 

Наиомена: Према томе да ли је 2 4 > О . Ро - РI РI ,Једначина . < . • 

(4,1) је, респективно, једначина еnипсе, параболе иnи хипербоnе. 

• 

, 

• 
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4.2.4. П о л и н о м и рn (z, - 2, О, .2, 2и, и, и, n1t) = Рп,4 (z, и) . 
Геометријско мјесто нула ових полинома је цисоида, чија је 
једначина 

( 4,8) 
sin2 q> 

z = и е '{Ј 1 , (2q> = Э). 
cos q> 

и у овом случају се, дакле, нуле 

n+l",,+v1t 
.. ( п+! ,,' + У" ) I 

2п· п 2n п _______ ~~--~---- е z.= и 
п+l V1t 

, v=1,2, ... ,n -
cos --1t +-

2п п 

иалазе у пресјечним тачкама геометријског мјеста .којем припадају 
и једног правилног полупрамена зрака (чији се центар ђалази у 
координатном почетку). 

4.2.5. Полиноми Рn (z, 1, О, -1, О, и, и, П1[) = Рп,5 (z, и). 
Нуле ових полинома 

п+ 1 2v1t' 
COS 1[+- ( П+l" + ~) 1 

П П е 2п п . V = 1, 2 , ... , П, Zv = и , 
п+l V1t . cos 1t+ • 

2п п 

• 
.строфОИD.е налазе се у преСЈечним тачкама 

(4,9) 
cos 2ч> • 

(2ч> = 6) z=u е:рl , 
cos q> 

• 
Рп,4 • И истог полупрамена зрака као и у случаЈу полинома 

. 

4.2.6. Полиноми рn (z, 1, k, O,-kn u,-ku,. О, "')=Рп,6 
(z, k, и); k ::ј= 1. (i) Ови полиноми се могу написати у облику 

Љихове нуле 

п 

Рп,6 = L (- 1)1. 
1.==0 

п 

Zv = 

. 2у" 1 

k n и -- kue п 
2у" 1 

l-ke п 
, v = 1, 2 , ... , П, . 

• 
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20 Нуле полинома Рn • 1 , У општем случају, налазе се у пре­
сјечним тачкама конусног' пресјека (4,5*) 'и . прамена зрака (S*), 
који се добију афиним пресликавањем конусног пресјека (4,5) и 
правилног прамена (S). 

4.2.2. П ол и н о м и Рn (z, О, 1, 1, 2и, - v, v, [п/2] 71:) = Рn • 2 (z, и, v) . 

. Нуле 

zy = ------;---'--=;;---:-

2v+ 1 
71:+ 2 cos 

п 

+ ivtg 
u 

п п 

v = 1, 2, ... , П, 

ових полинома налазе се на хиперболи 

(4,6) z = U + ivtg в. 
cos е 

, 

Како последњи израз можемо написати у облику 

z = - u + 2 cos ~ cos - 1 е U + v ei e/2 + u - v е - (e/2 
. 2 2 . 2 

то можемо р€hи; 

, 

Нуле полинома Рn,2 налазе се на пресјеку хиперболе (4,6) и 
афино' пресликаног правилног полупрамена зрака, чији се центар 
налази у тачки zo = - и. 

При томе, због фактора cos 6/2 cos -1 е,зраке у другој и 
четвртој четвртини полупрамена треба узети у супротном смјеру. 

4.2.3. П о л и н о м и Рn (z, 2, 1, 1, -4и, 4и, О, О) = Fn,З (z, и). 
Нуле ових полинома 

2v+ 1 
2 U cos 71: 2v+l I 

2п zv = ----::;---;--
, 2 2v + 1 

211 " 
е ,. v = 1,2, ... ,П, 

slП 71: 
2п 

налазе се у пресјечним тачкама параболе 

(4,7) 2 cos rp "'{ 
Z = U ет 

. \. 2 ' 
slП rp 

(2rp = Э) 

и правилног полупрамена зрака, чији се центар налази у тјемену 
те пара боле. 

, 



• 

• 

• 

50 Ш. Раљевиh 

Том смјеном • нуле (4,11*) прелазе· у нуле полинома 

4У'" i 2у", i 

z=ue'l +17е n (4,11 ) , v=I,2, ..• ,n, 

Сл. 9 

.а једначина (4,12) у једначину 

(4,13) 

Можемо, дакле, реп и да 
метријско мјесто нула (4,11) 
циклоида (4,13) (слика 9).' 

• 
Је гео-

кружна 

4.2.7.1. НЕКЕ ГЕОМЕТРИЈСКЕ ОСО­
БИНЕ ПОЛИГОНА НУЛА ПОЛИНОМА Рn.7 

Познате геометријске особине кри­
вих линија (4,12), односно (4,13), омо­
ГУЋују врло једноставну конструкцију 
нула полинома Рn,7' 

Те особине су углавном садржа­
не у ставу 4.2. . 

Поред њих, ставом 4.3 су изражене неке мање познате осо­
бине, везане за полигоне нула полинома Рn'7' 

(i) Можемо увијек узети да је 

(4,14) U=k17eai, k > О. 
у вези с тим вриједи 

• 

СТАВ 4.2. I о Нуле iiолuномо Рп• 7 налазе се У iiресјечнuм ШаЧ/{О.ма 
/{риве (4, i 3) и iiравuлног ирамена зраllа 

. 2v", I 

(4,15) ~(J1)=_ue-2al+t17en, t~O, v=I,2, ... ,n . 
. 

20 Нула Z'J iiолинома FIJ,7 I{олази се на иресјеllУ зраllе ~ (У) ира­
мена (4,15) и шангенше Т• 110вучене на IlрУГ ~ = ие-2аl + 17е9; у шаЧIlU 

2v", i 

~v=Uе-2аl+l7еn ,v=1,2, ... ,n, 
ресиеllШUВНО . 

• 

30 Нула Zv 110линома F П,7 симешрична је шаЧllи Zo = - ие-2а; у 
односу на шоnгеншу Ь у , 110вучену на нруг 'f, = 1/217 еel у шаЧllи 

2';" 1 
;:(~.)= 1/217е п , V 12 п '> =" ... " 

ресiiеllШUВНО, 

доказ,' Воnеhи рачуна о (4,11) и (4,14) имамо 

. Zv + ue-2ai = 1 + 2 k cos 
2vJТ 

а+--
п 

2vn I 

l7е п , 
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• • 
налазе се у преСЈечним 

(4,10) 

тачкама Аполонијевогкруга 

17- kueet . 
z=---

Ј - ke61 

и прамена кругова што пролазе кроз тачке и и 17 = knu. 

(н) Изводни полиноми полинома Fn•6 припадају такођер класи F r. 6 • 

Наиме, из 

• 
СЛИЈеди 

• 

(Примјер: 

• 

n-! п 
Рn.'в= L (-1)}.. (п - л) л (k}..ll - kn) и}.. z1l-1-}.. = 

}..=О 

11-1 

=n· L (-1)}.. 
}..=о 

n-1 
л 

п (n-l)}.. 11 (n-1) 
k n-l - k n-:l U}..Zn-l-}.. 

1 п 

п Fn: 6 (z, k, u)=Fn- 1•6 (Z, k n- 1 , и) • 

Р6 •6 (z, 2, l}ј слика 8) . 

Сп. 8 

4.2.7 полиноми Fn (z, О, О, 1,17, - и, О, n)= - F п.т (z, и, 17). Поли· 
номи 

}.. П n-k .. 
pn.T=zn- ~ k k ukl7n-2kzk+(_u)n, л=[n/2], 

k=On- . 

* су уствари ПОЛИНQМИ Fn•T == - F п (Z, О, О, 1, 17, - и, - и, 31") • 
ЧИЈе нуле 

(4,11 *) z,,= 17 + 2и 

леже на ПаскаЛОВQМ пужу 

2vn 
С05--

п 

2vJt I 

е n , v=1,2, ... ,n, 

• 

(4,12) z=(17+2u cos О) e61. 

Наиме, смј еном Z = Z + и полиноми * Fn•T прелазе у полиноме Fn.T • 

. 
4 Зборник Матеwзтнчког ннститута 
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Аналогно томе Је 
• 

• 11 !!.., 1 
Ьџ +1 е - п 1 - Ьv еn --

2 sin 
'1t 

::.:.2 .-=+~l 11 1 _ 

= -аие m + ~ и 

п 

3t 
1 +2cos­

т 

• 

_ 2v+l 111 _ '1t _ ~v+l11i 
е . т + 2 (.( v cos -- е 2т 

t" '2m I 

• 

1t ') - 2v+l 111 _ 3t _ ~v+l111 
1 + :2 cos т е т - 2 ~ v cos 2m е 2т , 

. 2v+l 111 _ 

8mн= '- а.ие т + ~и 

• 
одакле СЛИЈеди 

што је и требало доказати. 

_ 2v+! 111 
е 2т , v = 1, 2, ... , т I 

(Ш) Обзиром на то да постоји афино пресликавање, које 
дати четвероугао ABCD пресликава у четвероугао А' В' С' D', тако 
да средине страна четвороугла А' В' С' D' образују квадрат и да 
постоји афино пресликавање које дати троугао АВС пресликава у 
истокрачан правоугли троугао А' В' С' са правим углом у врху 
изабраном по вољи, можемо тврдити: 

1 о Сваки четвероугао је или полигон нула или афина слика 
полигона нула неког полинома ры . 

20 Сваки троугао, чији један врх (изабран по вољи) сматрамо 
двоструком тачком, је или полигон нула или афина слика полигон а 
нула неког полинома Рм , који има једну двоструку нулу. 

ПОСЉЕДИЦА 1. Ако над сваком страном .ма ког чешвероуг ла 
конструишемо извана (изнутра) квадрат, тада су дужи које СПа­
јају центре два и два квадрата, KOHcfiipyucaHa над' суиротни.м стра­
нама четвероуг ла, једнаке и међусобно нормалне. 

ПОСЉЕДИЦА 2. Ако над сваком страно.м .ма ког троугла кон­
струише.мо извана (изнутра) квалраm, тада је дуж која СПаја један 
врх шроуг ла са центром квадрата конструисаног над суu.ротно.м 

страном шроуг ла једнака дужи која СПаја qeHfiipe два друга ква­
драта и нор.мална је на ту дуж. 

Посљедице 1 и 2 вриједе и онда, Kaд~ ce~ »врхови" А, В, С 
и D налазе на једној правој. 

Наu.омена: Из претходног произлази да је и други дио Bellati­
. јевог теорема [18] само специјалан случај једне особине, коју имају 
сви полигони нула полинома Р2m •7 , као и афине слике тих полигона. 
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-

2у" 1 
Zv - ие-2«1 = l7е п 

одакле СЛИЈеди 

-sIП 
, 

1 + 2 k cos (a+_2V
_
1t

) 
\ п 

. 2v" 1 

Zv == ue-2ai + l7е п 

1 k' - ( 2V1t Z = 2" + 1 sIП а+ v 
\ П 

30 

2v1f 1 

+ 2 k i l7е п 
, 

sIП 

1 
+- 1 + 2 k cos 

2 

2v1t 
а+-- . 

п ' 

2у" 1 
rre п ; 

2v1t 
а+--

п 

2v1t 
а+ 

, п 

• , 

1 k" 2v1t 1 2v1t _ uе- 2а; = 2+ 1 sIП а+ 1 +2kcos ct + -----
2 п п 

што је требало доказати. 

2V1f 1 

ие п , 

2у" ( 

l7е п • , 

НаПомена: У вези са тврђењем 30 ОВ,ог става видјети такођер 
[8Ь, сТр. 140]. 

(н) д о к а з с т а в а 4.3. 

Нека су ~v=ctZv+~zv, v=1,2, ... ,n, тачке у каје се нуле 
(4,11) пресликавају афиним пресликавањем чије су константе а и ~; 

. нека су, даље, sv= Ьџ+ 1 - Ьv, v = 1, 2, ... ,2m; Ь2m + 1 = ы1, стране 
афино пресликаног полигона нула полинома Р2m •7 И нека је А" (Ву), 
центар правилног 2m - угла, конструисаног извана (изнутра) над 
страном Sv. v= 1, 2, ... ,П, респективно. 

Тада имамо: 

, 
1 " " =----

-( у --( 
~v + 1 е п - ~џ е 11 -

=а.u 

1t 
1 +2cos­

т 

л: 
2sin-

п 

=2V-::,:+..:.1 "l 1t 2v+l ,,1 _ _ 2У+l "t 
е т +2al7cos -,::-- е 2m -~ue т 

• 2m 
, 

л: 

1+2cos -
т 

2у+l "t 
е т 

1t 
- 2 а I7COS ' 

2v+l trt 
е 2m 

2у+l 
- - trl 

- ~ue т , 
2m 

, 
одакле СЛИЈеди 

1t 2у+ ~ "t 
аџ=А у -Am+v=4a17cos-::

2
c-- е 2m , . т 

v= 1,2, ...• m. 

, 

• 
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из (5,03) имамо 

(5,05) ~ (_I)}"+У _т--'-(т_-_л_-_2_v_-__ l....:.,)_1 ь}., ьУ m-2}"-3У о 
~ 2 З z· =uт+vт+wm=бт 

1.1 vl (т - 21. - 3v)1 

т (т -1. - 2v - 1)' 2' 3 '+2 (5,06)~ о • br- r.,- Yb~ VZ}.,=Umvm+UmWm+v'"Wm=qm 
1.1 vl (т - 2л - 3v)1 

Елиминацијом Ь2 из (5,05) и (5,06) добија се полином по z, чији 
се сви коефицијенти могу изразити помоhу Ьз I ат и qm' односио 
полином, чији су сви остали коефицијенти функције коефицнје­
вата 09' ат и а2т' 

у овом случају се израчунавање величина ит, vm И wm своди 
ва рјешавање једне кубне једначине. 

5.02. до претходних и њима сличних полинома, како за k = 3 
тако и за k=4, може се доhи и примјеном идентитета (4,04). 

'. . .. ~ . 
ОО У овој глави показујемо како се nримјеном идентитета (4,04) 

на случај k=3 долази до полинома ртз(z), чији су сви коефи­
цијенти цијеле функције коефицијената ав , ат и а2т и чије се све 
нуле могу алгебарски изразити помоhу тих !(оефицијената. 

(5,1) 

5.1. Нека ј е дат полином 

m-k 
k 

. Pт2 (z)= 

2}.,:n: I т -2k 

Z - ие т - (vm + wm) , 

(i) На основу (4,06) и (4,07), из РтЗ (z)~O, имамо 
2}.,:n: I 

z-ue т 
V 

2у:n: I 

=ve т 
2}.,:n: О 

- 1 
+ we т , 

па су нуле полинома (5,1) очигледно дате релацијама 

(5,2) 
2}.,:n: I 

Z}".V =ие т 
2у:n: I _ 2 (}., +У): I о 

+ ve т + we , 1>., V = 1, 2, ... , т. 

(н) Уочимо у идентитету (видјети, на примјер, [13; стр. 53]) 

2}.,:n: 1 2у:n: I _ 2 (л+v)~ 1 
ие т + ve т + we т 

одређене вриједности експонената Р1'Р2 и Рз 

Pt =k'+k l , PI=k"+k l , °pso=k l 
О 

о 
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V. О ПОЛИНОМИМА 

5.0. Идентитет (4,04) и рекурентна 
специјалан случај (k=2), идентитета 

Рm2 (z) 

формула (4,05) су само 

k k 
~ иј • ~ щn-l== 

1=1 1=1 
k k 

(5,01) • 

k 

== ~ Ијn + ~ иЈ и2 ' ~ щn- 2 - ~ и! и2 и. ' ~ Ијn-. + , .. 
ј-1 

односно, 

(5,02) 

ј-! ј=1 

рекурентне формуле 
k 

• 

иn (и)=и иn - 1 (и)- ~ Рl иn -1 (и); k=2, 3, 4,." 
ј=1 

Uo=k, и1 =и, и2=и'~ 2Р2; 
}.-1 

и}. = и и}.-1 - ~ рЈ и}._ј - Л. РЈ.; 
1=2 

л=3, 4"", k-l 

, 
КОЈа се добије из (5,01), кад ставимо да је 

k 
~ ијm -:- иm (и); 
ј=1 

m=О, 1,2, ... ; л = 1,2, ... ,:,k 

и која је очигледно идентична са Newton-OBOM формулом за абир 
т -тих . потенција коријена једне алгебарске једначине k - тог 
степена 

k 

~рјuk-ј=О; Po=l, Um=Sm; m=I,2,3,." 
;-0' , 

Други облик овог идентитета је. Wаriпg-ова формула 

(5,03) S 'k~( l)k+k+ k· (k,+k2 + .. , +kj -l)! 1 k k· k= ~ - 1 2 ••• Ј Рl 1 Р2 2 •• • рј Ј, 
k1!k2

1 ... k,1 . 

(У ~pebeM облику, који је аналогав облику (4,02), идентитет (5,01) 
се може написати још само за k = 3 и k = 4, док за k> 4 то више 
није могуЬе.) 

5.0.1. Постоји могуЬност да се, и у неким слуqајевима k> 2, 
примјеном идентитета (5,01), односно (5,03), формирају полиноми 
чије нуле имају облик 

k ~j'r 1 

(5,04) zv= ~ Щ е т 
ј_1 

при. чему се иј, ј= 1,2, ... ,k, могу алгебарски изразити помоЬу 
i<оефицијената тих полинома, 

Тако, на примјер, за k=3, стављајуhи једном 

и1 =и, и2 , = 17, из=w, и + 17+ w=z, UI7+ uw + I7w=b2 Ul7w= - Ь., 

а други пут 

иt=иl7,и2=иw,из =I7W ,', и1 +и2 +иа =Ь2 , ~UlU2=-Ьаz. и1и2иа =Ь:, 
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(iv) Како се (5,5) за сваку вриједност k2 и kз може изразити 
помоЬу симетричних функција 

то се, водеhи рачуна о релацији [17, стр. 460] 

(5,7) 

. 

Л ј ,! 2 Л2 +3 ЛS+ '" +Ј)"'ј=i, 

сви коефицијенти ПОЛИllома (5,1) очигледно могу изразити помоhу 
тих истих симетричних функција. 

(v) Из релација (5,6) и (5,7) имамо. 

и 

т т 2m 
02+ т--
т 2 2 т 

• • 
ГДЈе Је 

1 за 
е= 

О за 

Одатле 
• 
Је 

(5,8) 

ит + vm + wm = - р , 
т 

што је и требало доказати. 

• 

т = 31, 
, 

m=t=31. 

m-l 
р2 r -

2т 

т 2т 
, 

т-

2 т 

UVW= - q , 
2т2 

(UVW)1 
[(21) I]S 

н а п о м е н а: 
полинома 

за т=2, релације (5,2) и' (5,8) дају нуле 

Р. (z)=z· +pz2 + qz + Г • 

. ... - --- ,--"" --
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• • 
за КОЈе Је 

(5,3) 

и формирај мо збир 

т 

S (Рг. Р •• Р,) = L 
1.=1 

Биhе 

гl11 1 1 2 1 2 1 з 1з 
$121з1з11111з 
tlз12111з1211 

, 

т п L aг~, е2 [(Рг- р,) 1. + (Р,- ",)vJ iii I • 

v=l. 

т Ј_П 

S( ) ~ е2 (Рг-Рt) т 1. 
Рг. Ps. Р, = йГ61 ~ 

т 

1:: 
IIn 

2(р -",}- ( 
е s ... т = 

1.=1 v=l 

• 

• • 
одакле СЛИЈеди 

(5,4) S (Рг. Ps.P') = { 
о за k' =f= mk2 или k" =1= mks ; 

2 
т Qrst з3. k' = mk2 , k" = mk8 

. 

(Ш) Ако ради краЬег писања ставимо даље да је 

(5,5) 
'Ii.-' mk2 mka 

=~U fi ' 

тада Ьемо, у вези са (5,3) и (5,4), имати 

-
(5,6) 

При томе, због структуре израза (5,5), од вриједности 

k2 =a., ks=P и k2=~' ka=a. 

треба узети само први пар. 

• 

• 

, 
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• 
• - z 

а 
4 - Ь, 

могу алге6арски изразити помоhу коефицијената а2 , а" ат и а2т 
тих полинома. 

(Н) Интересантно је упоредити релације (*) са релацијама 
[7 ј сТр. 116 и стр. 123] и извуhи закључке који се тим упоређе­
њем неопходно намеЬу. 

• 

• 
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'5.2. РАСПОРЕД НУЛА ПОЛИНОМА Рт2 (z). Ставимо да је 

• 

(5,~*) 

_ 2:Лn { 

W е m == W}.. • 

Тада релације (5,2) можемо написати у облику 

2:Лn l 

z:л.v=uе m 

2vn ( 

+l7е m 

_ 2v1t i 

+ W:л е m • 

• 

Из овог израза је очигледно да су нуле полинома (5,1) 
распоређене тако, да се по' т нула тога полинома налази на свакој 
од т подударнух ели пса (Е}..) . 

2}..n i 

(E}..)=z=ue m + 17eel +w:ле-Эl, 1.=1,2, ... ,т, 

чије су полуосе дате релацијама ы1 а= = 171 ± I W 1, чији центри обра-
. 2~l 

зу јУ правилан т - угао r,:л = ие m 

куси r,\~d налазе у тачкама 
, л = 1,2, ... , т, а чији се фо-

. 2}..зt ( }..зt l 

r,[~) =ие m ±2Vl7we-m, л = 1, 2 , ... , т. 

н а п о м е н а: (ј) Аналогним се поступком може показати 
• 

да се, на прИМЈер, и нуле 

21.зt . 
--1 

Z·, =ие m 
lЈА, V ) 

i=1,2; 1.,v=1,2, ... ,m 

и сви коефицијенти полинома 

2 f71 1. т m-l 

2и!! . 
-1 
m , 

Р2tла (z)=ПП L(-1)1 1 1 
Ј=1 k=1 1==0 т -

2k1t l I 

Иј + W/ е m 

_ 2k1t l I 

l7ј + Wj е m zm - 21 -

(*) 

-
, 

2k:п: l т 

u.+wJe m 
1. 

_ 2k1t. l т 

- 171+ Wje m , 

т m т т 1 +1/1 2 
иl + 171 = и2 + 172 = ит + l7т = 2 бт '4 ат - Р". , 

• -"...--
:! 

а _ Ь. 
4 ' 

1 w:" + W:" = W~I + wf = wm + Wm = -~- ат -

• 
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соmmе ип cas special) et сеих-сј, alors, cOllduisent а l'identite (4,04), 
qui constitue 1з re1ation principa1e de се travai1. 

Еп generalisant dans 1е sens algebrique et dans 1е sens geome­
trique Ја liaison entre J'identite (4,04), Jes poJynomes (1) et les trans­
formations affines ои projectives, оп obtient des cJasses de poJynomes, 
dont ]es zeros appartiennent а des Неих geometriques Ыеп determi­
nes. Оп peut construire 1es zeros ,1е ces polynomes ауес Ја mете 
exactitude, ауес Jaquelle оп peut construire Jes po1ygones regu1iers 
correspondants. 

2. Оп peut obtel1ir Jes poJynomes (1) еп eludiant les proprieles 
des poJynomes (1,]) d 'ип autre point de уие. C'est 1а question que 
Ј'оп etudie dans Jes chapitres Ј et П. 

(ј) Аи chapitre Ј оп donne d'abord, lа definition (2) de l'enver-
. gure du роЈупоmе (Ј, 1). . 

Puis, оп associe аироЈупоте (1,1) Је ро1употе auxiIiaire (3), 
dont 1es zeros sont les valeurs staiionnaires du polynome (1,1). 

Ensuite, оп demontre 1es theoremes 1.1 - 1.5 qui enoncent Ј'ипе 
des proprietes de J'envergure des po1ynomes et сегtаiпеs proprietes 
de s poJynomes d'envergure пиllе ои d'envrgure mјпјтит. 

(Н) Dans Је chapitre П оп etudie ип cas particuJier des ро1у­
nomes d'envergure mјпјтиm dal1S lе sens du theoreme 1.5. Оп de­
montre que се sont 1es polynomes (1) qui ont, dal1s се cas, l'enver­
gure mјпјmит et qui sont les transformes des polynomes Ыпбmеs 
(0,2.1 dans ипе аШпilе. Les proprietes de ces polynomes sont епоп­
cees dans 1es theoremes 2.1-2.8. 

3. Dans 1е chapitre III оп etudie 'а position des zeros de.s ро-
1 Yl10mes de lа forme (0,3). Les theoremes 3.3-3.5 traitent I'inter­
dependance des zeros des роlупоmеs(Џ), (7) et (8) et montrent 
comment оп peut determiner 'е nombre de zeros de I'ип d'eu:ic:, si­
tues sur uпе circol1ference, sur ипе ellipse ои sur ипе hyperbole 
donnee. . 

4. Les considerations dans 1е charitre 1V se rapportent аих 
роlупбmеs dопt les zeros, ayant иl1е certaine repartition regu1iere 
dans Је plan сотр1ехе, appartiennent аих coniques, аих quartiques ипј­
cursa1es bicircu1aires ои аих cubiques uпiсuгsа1еs circulaires. 

Si les zeros d'un ро1употе рn se trouvent sur ипе conique, се 
ро1употе est Је tгапsfогmе projectif· d'un ро1употе Ыпбmе (0,2). 

5. Les zeros (5,2) des po1ul1omes Рт2 (z), ои Р2m2 (z), dans 1е 
chapitre V, s'expriment a1gebriquement аи тоуеп des coefficients аа, 
ат .et а2m (respectivement аи mоуеп des coefficients а2 , а4 , ат et 
а2m ) de ces poJynomes. 

Le ро1употе du degre 4 est ип cas particulieur (m=2) des 
ро1упоmе!; р m2 (z). 

-- .- ... -



• 

, - О извјесним класама полинома и о распореду ЊИХОRИХ нула 59 

[11Ј О б Р е ш к о в, Н. - Обобщение теоремы декарта о мнимых корнях. ДАН 

СССР LXXXV, N~ 3 (1952), 489-492. 

[12] Р а r о d 1 М. - а) Sur uпеmеthоdе de dеtеrmlпаtlоп du domalne des zeros de 
certalns роlупбmеs rесurrепtеs, С. R. Parls 234 (1952), 1123-1124 . 

Ь) Sur ипе methode d'etude des роlупбmеs recurrentes, С. R. Parls 236 (1953), 

[13Ј Р е r r о п О. - Л1gеЬrа 1, 2. Лuf1., Berlin-Lelpzig, 1932. 

[14Ј Р е t r о v 1 С, М. - а) TMoreme sur 1е nombre des raclnes d'une equatlon alge­
brlque comprlses а l'lnterleur d'une clrconference donnee. С. R. Parls ]29 (1899), 
583-586, 873-875. 

Ь) Remarque sur les zeros des series de Tay1or, Вии. 80с. Math. Ргаnсе 29 
(1901), 303-312. 

с) Sur ипе sulte de fonctlons ratlone\1es rattachees аих equatlons a1gebrlqu~s, 
Bul/. 50С. Math. Fгance 36 (1918), 141-150. 

d) Equatlons algebrlques е! transcendentes depourvues de raclnes reel1es, Bull. 
80с. Math. Ргаnсе 4,1 (1913), 194-206. 

[15Ј Р о Р о У, В. - Sur ипе equalion a1gebrlque proposee par Pltolset, Acad.- royale 
de Belglque, Вии. 8СI. ХХХУН (1) (1951) 17-19. 

[16] R а 1 је v i с, S. - Medusobt11 raspored I kопstrukсlја пиlа роllпоmа treceg ste­
репа I пи1а njegovog Izvodnog роllпота. Zbomik radova Mat. Inst. SAN 2 
(1952), 167·-172. 

Ь) О jednoj pravoj I jednoj karakterlstlcnoj duzl u poligonlma пиlа роllпота, 

Zbornik radova Mat. Inst. 8AN 3 (1953), 89-94. 

с) О prlmjeni afinog presllkavanja u anallzl. Glasnlk 8AN 3 (1951), 215 . 
• 

[17] S е r r е t, Ј. Л. - Cours d'Л1gеЬrе superleure, 1, 4. edlt., Parls, 1877. 
• 

[18Ј S t i Р а п I С, Е. - О jednoj geometrijskoj teoremi О. Be\1atl-a, Nast. mat. i !iZ. 
и sr. sk. 1 (1953), 40--:-42. 

[19Ј т о m i с, М. - а) Generallsation е! demonstratlon geometrlques de certalns 
tMoremes de Fejer е! Kakeya, РиЫ. Inst. Math. Acad. Serbe Sc/. 2 (1948), 
146-156. 

- -
Ь) О trigonometrljsklm zbIrovlma, Zboгnlk radova Mat. Inst. 8AN 2 (1952), 
13·-52. 

[20] W е Ь е r, Н. - Lehrbuch der Л1gеЬrа, 1 Band, 2. Лu!!., Braunschwelg, 1898. 

SUR CERTAINES CLASSESS DE POL YNOMES ЕТ 
SUR LA REPARTIТION DE LEURS ZEROS 

. par-

S. RЛLЈЕVIС 

1. C'est l'interpretation geometrique des transformations Нпе­
aires (аШпеs) qui eonduit а lа classe de роlупбmеs (1) Ыеп connus, 
(а laquelle appartiennent les роlупбmеs classiques de Tchebicheff 
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• 
где Је 

u=F(k,cp), b=F(k', аге sin 1.1 nk2 ' 
, ~ n+ 

i П (и, Ы)=и 
0' (Ь k') Ь 
-,---,-' -.!.... + 1t _ 11/ (Ь, k') dn (Ь, k') o (Ь, k') 2 рр' 

i 0 (и-Ы) 
+ - /n . 

2 0 (и+Ы) 

Величина П (п, k, :р) је реална, а ослобађање ОД имагинарног об­
лика неће се извести баш на првом кораку; а и мало је веро­
ватно да би се у примени помоhу оваквог обрасца' добили сви 
подаци о посматраном објекту. Стога су, и поред свег савршен­
ства теорије елипrичких функција,' остала нерасветљена нека пи­
тања, нарочито она која се односе на елиптичке интеграле III 
врсте. 

. МеђУТИМ, показало се и то да није оправдано дати јепној 
извесној форми елиптичких интеграла III врсте неку нарочиту 
.преднос г, а с тим у вези и једно нарочито функционално обележје, 
јер су c,~ нашле и многе друге равноправне форме. При истра­
живањима веза између »Тета" функцчја и ел\-{птичких интеграла 
Ш врсте, редукције на Lеgепdге-ов нормални тип' изискивале су 
многа рачунања, често и врло компликована. И, на основи Ј а со Ь ј­
јева [11 Ј става да се Lеgепdг~-ов нормални тип елиптичког инте-' 
грала III врсте, кој и садржи три аргумента, своди на функције У 
којима се појављују само д.ва аргумента, ови интеграли би изгу­
били своју актуелност. Но, у великом броју случај ева, . нарочито 

• • 
у геометриским применама и када се рзди о ЈедностаВНИЈИМ транс-

формацијама, узимање Lеgепdге-ова типа за норму имало је своје 
оправдање, тим пре што се Lеgепdге-ова метода одликује својим 
нарочито елементарним кн·рактером. С друге стране, баш ове Le­
gепdге-ове методе инспирисале су ApeJ-а за његова класична 
откриhа. . 

Када се ово све узме у обзир, ·изгледа да и надаље могу 
бити актуелна испитивања елипrичких интеграла Ш врсте. Узима­
мајуhи неки други тип за норму, могуЬе је да би се уочиле још 
неке особине оваквих ИRтеграла, које би биле корисне за примену. : 

Овај рад је један покушај такве врсте. 

Изгледало ми је целисходно да ПОСтавим такав тип, који би 
био подесан за решавање неколико разнородних проблема наве­
дених у овом раду. 

Напоменуо бих, напослетку, да је један део резултата И3.110-
жених у овој тези садржан у мојим раније објављеним радовима 
[6]. Овде сам те резултате уопштио и детаљније разрадио .. 

0.2. 
БИН8Ције 

. ова типа 

Предмет овог. рада је 
нормалних елиптичких 

• 
испитивање Једне линеарне KOM~ 

интеграла 1 и II врсте Legel1dre-

A(k. Чг) = ЕР (k', \}tr + РЕ (k',\}t) - FF (k', \}t), ("1) 
-


