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М. ПРВАНОВИЋ 

О ЈЕДНОМ ПОЉУ ВЕКТОРА ДУЖ КРИВЕ ПОТПРОСТОРА 

РИМАНОВА ПРОСТОРА 

у овом раду се успоставља и испитује релзција између вектора 
8а x i 82 хј 82x k 8xi 

vi = -- + gjk - - - криве С пот простора Риманова простора 
883 88288288 

И вектора који одговара вектору vi у ОКОJlНОМ простору. 

1. ОЗНАКЕ И ПОТРЕБНЕ ЈЕДНАКОСТИ. Нека су уо:(о; ~ 1,2, ... ,m) 
координате а ао:р dyO: dyP прва основна форма Риманова простора 
Ут' Нека је VN потпростор простора Vm И нека су х

ј (; = 1,2, ... , п) 
координате а g/j dx i dx j прва. основна форма тог потпростора. 

Претпоставимо да су метрике простора ут т И VN позитивно 
дефинитне. Тада имамо релације 

gij = ао:р уО: ,i уР ,ј , 

при чему запета испред индекса означава коваријантно дифе­
ренцирање. 

у току излагања латински индекси узимају вредности 1,2, ... ,n; 
први грчки индекси (o;,~, у) узимају- вредности 1,2, ... , т а задњи 
грчки индекси (О', Т) вредности од п -t- 1 до m. Индекси испред 
којих се налази вертикална црта не означавају ко-варијантни или 
контраваријантни карактер величине, него служе за обележавање. 

Ако са NajO: обележимо систем од т - п јединичних, узајамно 
ортогоналних, вектора простора V т, нормалних на потпростор 
Vn , постоје једнакости 

(1.1) ao:pNajO:NTjP=8ar; 

(1.2) ао:р NajO: уР, i = О. 

Гаусове једначине потпростор~ _ Vn гласе ([1Ј с. 163, јед. 5) 

(1.3) уО:;јј = LQaJtjNajO:, 
а 

при чему су Оај/ј компоненте тензора друге основне форме пот­
простора V п, а тачка и за пета (;) означава генерали сано ковари­
јантно диференцирање. 
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Генералисани коваријантни извод .је4~НИЧНОГ вектора нор­
мале на потпростор дат је изразом ((l]c;; 170, јед. 30) 

(1.4) 

где је 

Noja.;i = - OOjikgk1ya.,1 + ~6t'OjiNt'ja., 
t' 

6t'Oji = аЩI Noja.; i Nt'j fI == aa.fI Nrj fI Noja., i + (ЈЗ- v,(3]a. ур. ,i Nojv Nt'j fI • 

. Нека је С: х ! = xi (s) (s је лук) крива потпростора VN • Обе­
лежимо· са &I&s апсолутно диференцирање дуж криве. Тада су 

~~j_ == dxi И 8уа. = dya. 
8s ds· &s - ds 

(1.5) 

компоненте јединичногвектора тангенте криве С респективно у 
односу на VN И на Vm, а 

(1.6) - =-+ . -- и -=-+ --. 02хј <Рх ! {i} dxi dxk 8~ya. d2ya. { а} dyfl dyY 
. . 8s2 ds2 / k ds ds 8s2 ds2 ~I ds ds 

су компоненте вектора прве кривине·; криве С у односу, респек­
тивно, на потпростор VN И на околни ~простор V т' Ови вектори су 
везани релацијом ([1] с. 1 Ы, јед. 12') . . 

(1.7) 
82уа. &2хј. dtm dxn 
__ =_уа. '+~Oj --NЈа. 

!! 2 .!! 2· , I kJ t' тn d d t'. 
us uS t' S S 

Криве потпростора Vn Риманова простора Vm за које је, у 
свакој тачки, задовољен услов 

. &qa. 
aa.jS- Nojfl = О, 

8s 

d2ya. { ех } dyfl dyY 
при чему је qa. = -.- + (.! - -, су Дарбуове линије пот-

ds2 1"1 ds ds 
простора уn [31. ДифереНЦИ!~:'Iне једна чине Дарбуових линија пот-
простора VN су [3]· . 

(1.8) 

О &2х! 8хј дО:1и · Јх ! dx j dxk 2 О d2x.i dxJ . 

oji.i 8s2 &s + дхk' ds ds ds + 010 ds2 ds + 

dxm dxn dx j .. 
+ ~ O-r'mn 60'&'јј---··= О. 

t' ds ds 'ds . 
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2. ГЕОДЕЗИСКИ КРУГ. Крива потпростора Vn ' чија је прва 
кривина константна, а друга једнака нули, зове се геодезиски 
круг. Из Френеов.Их. формула следи да су 

ВЗхi В2хј 62xk 6xi 
-+gjk-----=O 
oss - BS 2 6s2 Bs 

(2.1 ) 

диференцијалне једна чине ових кривих.; У низу радова К. У а п о 
[2Ј испитује 'ове криве простора и оне величине простора које' 
су инваријантне у односу на коциркуларну трансформацију, тј. 
ону конформну трансформацију при којој се геодезиски круг 
трансформише у геодезиски круг. Између осталог он, дуж кри­
вих за које услов (2.1) није задовољен, дефинише вектор чије 
су контраваријантне компоненте 

(2.2) 

Компоненте вектора, који у околном простору V т оДгов'ара 
вектору vl криве С, су 

(2.3) 

У, оаом·р.аду успос.тављамо релацију између вект()ра р.<Х и vi 

И испитујемо неке њене последице. 

3. РЕЛАЦИЈА ИЗМЕЂУ ВЕКТОРА /L<X И vi КРИВЕ С, КОЈА ПРИ­
ПАДА ПОТПРОСТОРУ VN Ако применимо генералисани ковари­
јантни извод на једнакост (1.7), имамо 

После замене величина у<х; ij И NT'<X;J њиховим вредностима из 
(1.3) и (1.4), добивамо 
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или после множења са dxj jds и сумирања по ј 

(3.1) 

Ако caeh,1 обележимо компоненте јединичних вектора неке 
епирlе потпростора уn , где h = 1,2, ... ,П означава вектор 8 

i = 1,2, ... ,п компоненту, онда је ([1] с. 46, јед. 27) 

Како ова једнакост не зависи од избора П узајамно орто­
гоналних вектора eh,l, то Ьемо их изабрати тако да вектор са 
компонентама еl1 1 буде TaHreHTaH на криву, тј. ' 

Стога је 

. dx l 
е1 1 1 =-'-. 

ds 

dxm dxn dxj . dxт dxn dxj dxk dxl 

:L0t'lrnnOt'lik ___ gkly<X,1 = ~Оt'lтnО'Е'IЈk-'----у<Х,1 + 
'Е' ds ds ds 'Е'; ds ds ds ds ds 

t3.2) 

Из релације (1Ђ следи 

+ ~ Oailt--NаIУ , dx l dx t 
] 

а ds ds 

одакле, с обзиром на (1.1) и (1.2), доБИВ,амо 
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На основу (3.1), (3.2) и (3.3), можемо написати 

(3.4) 

Једнакост (3.4) је тражена релација измеljу вектора р.СС И vi 

криве С у односу, респективно, на околни простор V т И на 
потпростор Vn • 

Из релације (3.4), с обзиром на (1.8), следи: 

1) А ко је крива С геодезиски круг у односу на околни Просшор 
и у односу на пошПросшор, онда је она и Дарбуова линија ПошПро­
сшоро и дуж НЈе је 

2) Ако је крива С геодезиски круг у односу на околни Просшор, 
онда је она Дарбуова линија пошПросшора, а векшор vi криве С у 
односу на ПошПросшiJр и.ма вредносш 

(3.5) 

тј. вектор чије су компонен'те vi изражава се помоhу тензора 
друге основне форме потпростора VN ,и П јединичних, узајамно 
ортоrоналних вектора од којих је један тангентан на криву С. 

3) Ако је крива С Дарбуова лuнија пошПросшора Уnи шо У 
односу на сваку од т - п нор.мала на Пошйросшор, онда је вектор ]з. СС 

. криве, у односу на околни простор, тангенцијалан на ПошПросlliор VN • 

Другим речима: 

Дуж Дарбуове линије ПошпроСlliора V п Ри.маноВа простора V т, 
вектор р.СС криве је нор.маЛ(lfl на нор.мали Поlliпросlliора. 
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Зв.иста, ако релација (3.4) помножимо са аар Np,P и сумирамо 
по а, с обзиром на (1.1) и (1.2), добивамо 

',' ' 82 хl 8хј d ( dxm dxn ) 
аар р.<Х Np:P = 0РI'} ---- + - 0РI11n - - + 

8s2 8s ds ds ds ' 

, ' dxm dxn dxi 
+ ~ O'flmn вРТЈј ,-' - -- -- • 

l' ds ds ds 

Према томе, кад је КРИЕ!а С Дарбуова линија потпростора Vh , 

задовољен је услов 

(3.6) 

4) Ако је потпростор Уn , пот простор неодређених линија 
кривине, онда је 

п.- 01'1 
~~1'1 ii = -- g/i I 

П . 

па је 

2, ••. ,n . dxm dxft dxi., ' 2' .. "11(_ Q'fl )2 k dxi : 
1Ј ~ O1'lmnOTJjkehlkehll __ - = ~ ~ -- gjkehl -- ehl l = О, 
Т h ds ds ds 'f h П ds 

јер су, по претпоставци, јединични вектори ehl l (h = 2, ... , п) нор­
мални на тангенти криве. Стога се, у овом случају, релација (3.4) 
може написати у облику 

8З у<х 8~yfl82yY оу!Х (8 З ;(,1' 82 xi 82 xk 8X1 )' 

8SS + ан 8s2 8s~ & = ВsЗ + gjk 8s2 8s2 8s уа, I + 
(3) 

[ 
82 x l 8хј d ( dxm dx n ') dxm dxn dX i ] . + ~ ООlи --;;--;- s;- + -d ОоЈт., -d -d + ~OTlтn вОТЈј --d -d' NoJ<x, 

О US uS S О' S S Т ' dS.'i S 

тј.: ве/СШор р.а, у односу на о/Солнu просшор, /Сриве с, /Соја ПриПада 
i10ШПРОСШору неодреЬених линија /Српвине, може се расшавиШп на 
две /СомПоненШе; једну /Соја је нор:мална на ПОШПросшор и другу 
/Соја је mангенцијална на пошпросmор, а /Соја је ве/СШор vl , у односу 
на ПоШПросшор, /Сриве с. 

5) Ако је потпростор V п тотално геодезиски потпростор 
околна Риманова простора, тј. ако је 

,.ОТЈ(] = О, ,.,за. ~.1:'>e ' t' = т + 1, ... , п 
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одаЈ(ле следи: 

за сваку криву lПоlПално геодезиског ПоlППроСlПора 'Ри.манова, 
просlПора, векlПОР p.1X криве, У односу ни околни ПросlПор, једнак је 
векlПору vi криве, У ОДНОСУ ~наПоlПllросlПор,кад се овај Последљи 
пос.маlПра из околна ПросlПора; и 

. \ 

геодезиски круг lПоlПално геоде:шског поlППросlПора је и геоде-
зиС1Щ круг околна ПРОСlПор'а и обвнуlПо.· . . 

4. ОДНОС ИЗМЕЋУ ВЕКТОРА Ј11X И vi КРИВЕ С, КАД КРИВА 
ПРИПАДА I/ОТПРОСТОРУ НЕОДРЕЋЕНИХ ЛИНИЈА КРИВИНЕ. - Задр­
жимо се сада на случају кад је Vn потпростор нео.цређених линија 
кривине. Тада је, с обзиром на услов Ot'/iJ= 0.;./ Си/n -

О ,,--+- О -- + о е ._--~ 
6

2
x i 8хј d ( dxm dxn

) dxm dxn dx j 

O/I} 8s2 8s ds о/mn ds ds ~ '['/mn ot'/} ds ds ds 

+ L Ot'/ Сmn dx
m 

dx
n 

60t'/J _dx
j =!!...( 00/) + ~ Ot'/ ЭOt'/ј dx

j 
• 

t' П ds ds ds ds п t' П ds 

Стога се јџнач~не (3.7) 'MO~y напис.зти у облику 

где је 

p.1X ~ v( у'Х ,i + ~ Ао/ No/IX, 
О 

А d (00/) ~. 0t'/11' dx
j 

, 
о/ = - - + k.J- ~Ot'/j-, 

ds п t' П ds 

или, ако ставимо 

у облику 

(4.1) , p.1X = vi ylX ,ј + ~IX 

Обележимо са w, v· и D интензит~те вектора p.IX" ј,ј И ~IX, тј., 
ставимо 

v2 
"" Со vi vj 

, , 
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Тада из (4.1) следи да су, за криву која припада потпростору 
неодређених линија криви не, интензитети B~KTopa р.0;, vl И ~O;, тј. 
величине W, v и D, везане релацијом 

(4.2) 

па се, ако су две од њих дате, треЬа увек може израчунати. 

Једначине (4.1) се такође могу написати у облику· 

(4.3) 

при чему су сада р.оО; и SOO; компоненте јединичног вектора у 

одговарајуhим пра.вцима а ;00; су компоненте јединичног .вектора 
vi, кад се овај посматра у односу на околни простор, 

Ако са о; обележимо угао који образују једИНИЧНИ вектори 
\100; и еоо; и једначине (4.3) помножимоса аО;!! ~/, добивамо 

тј. 

(4.4) 

w аО;!! р.о о; ~!! = D ао;!! ~o О; ~/ , 

, 
w cosci = D. 

Множењем једначина (4.3) са .. йо;!! ;о!! и сумирањем по а, 
·добивимо 

што, с обзиром да вектори р.0;, ;0; и ~o; припадају истој дводи. 
мензионој геодезиској површини, можемо написати у облику 

(4.5) w sin а= v. 

Релација (4.4) даје везу између интензитета вектора р.0; и ~O;, 
а релација (4.5) везу између интензитета вектора р.0; и vl • 

Из једначина (3.7) следе теореме: 

Ако је крива С, која приПада поiiШросi110РУ Heoдpe~eHиx линија 
кривина, геодезиски круг у ОйНОСУ на Оllолни ПроСi110Р, онда је она 
и геодеЗUСllи круг у ОДНОСУ на tiоi11i1росшор и Дарбуова линија т0Г· 
ПОi11Просшора. 

Ако је крива С, која ПриПада поi11ilросшору неодређених линија 
«ривина, геодезис«и круг у ОДНОСУ на Пошйросшор, онда је Belli110p 
р.0; те IlpUBe, у ОДНОСу на околни Пр ОС т0Р, нормалан на поШПросi110Р . 

. Ва«шор vl криве С, «оја Припада ПОШПРОСi110РУ неодређених 
линија н.ривина, и «оја је Дарбуова линија Пошпросшора у односу на 
сва«у од т - п нормала пошпросmора, Посмаi11раниз околна про­
сшора, је ве«Шор р.0; ше «риве. 

(Саоl1шiliеitо на седници МаiП. инсiП. 2-11I-1955) 
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А FIELD OF VECTORS ALONG А CURVE 
OF SUB-SPACE OF А ЮЕМАNNIАN SPACE 

Ьу 

Мi1еуа Prvanovitch 

Let V п Ье а sub-space of а Riemannian space V m' уО: Ље coordi­
nates јп V т and х

ј the coordinates јп Vn' Latin ipdices take the 
values 1,2, ... , п and Qreek ones 1,2, ... , т except '[", d and р wbich 
take the values п + 1; ~ .. ,т. (1. 6) асе Ље components of Ље vectors 
of the first curvature, in respect to V п and V т, of the сисуе С, which 
belongs to Ље sub-sрасе Vn' The сисуе С, whose first curvature is 
constant and Ље sесопd is zero, is Ље geodesic circle of Vn' (2.1) асе 
Ље differential equations of such curves. К. У а п о [2] introduced Ље 
vector whose components vi асе given Ьу Ље relation (2.2). This 
vector is equal to zero along Ље geodesic circle of Vn' (2.3) асе Ље 
components of the vector }10:, wblch corresponds, јп {Ье enveloping 
space V т, to the vector vi of сисуе С of sub-space, Уn' 

ТЬе object of this рарес is to restitute and {о investigate Ље 
equations (3.4). Those equations give Ље relation between the vector }10:, 
јп respect to the enveloping space Ут зпd. Ље vector vi , јп respect 
to Ље sub-space Vn , of the curve С of Vn.' 

Among the numerous consequences о! Ље сеlаНоп (3.4), we 
quote these: . . . 

If Ље curve С of Vn is the geodesic circle јп respect to Ље enve­
loping space Vm. ј! is а Darboux line {(3]; eq. (l.8)} of thesub.space, 
and Ље vector vi of С, јп respect to Ље sub-space, has the value (3.5). 

Along the Darboux line of thr. sub-space Vn. the vector }10: of Ље 
сисуе satisfies Ље condition (3.6), ј. е. it is normals of Ље sub-space Vn' 

If Ље curve С of Ље sub-sрасе with ii1deferminate lines of curva­
ture is Ље Darboux Iiпе of Ље sub-space јп respect of аН т-п normals 
to the sub-space, Ље vector vi of сисуе, observed јп Ље епvеlорiпg 
space, is Ље vector }10: of the curve. . 

ТЬе geodesic сјссlе of Ље totaIly geodesic sub-space is the 
.' geodesic circle also ofthe. enveloping space. 
. ТЬе magnitudes of Ље vectors Ј10:, vi and ~o: of Ље curve С, 

which belongs to the sub- space with indeterminate, Iinies of curva­
ture, асе bound Ьу the relations (4.2), (4.4) and (4.5). 



ШЕФКИЈА РАЉЕВИЋ 

CORRIGENDA УЗ РАД 
,.0 ЈЕДНОЈ ПРАВОЈ И ЈЕДНОЈ КАРАКТЕРИСТИЧНОЈ ДУЖИ 

У ПОЛИГОНИМА НУЛА ПОЛИНОМА;' *) 

Приликом штампања, у уводу је омашком испуштена рела-
ција (10). . 

Наиме, почетак другог пасуса треба овако да гласи: 
"Очигледно је да је Гаусово тежиште (3) полинома Рn (z) 

идентично са геометријским тежиwтем (4) само у случају кад је 

(10) 

на пр., ·кад све нуле тога полинома имају исти ред вишеструкости, 
тј. кад је 

m1 = ln2 = ... = mр > 1." 
Учињена омашка не утиче на тачностставова 1 и 2. 

*) Овај Зборник, књ. 3., сТр. 90. 
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