
ЗБОРIlUК радова С.А.н. XLII/ - Маil1е.маil1uчкu uнсil1uПlуПl С.А.н. КНЈ. 4,1955 
Recueil des travaux de Z'Academie Serbe des Sciences XL/J/ 

/nsfitut Mathematique .NJ 4, 1955 

Б. СТ АНКОВИ ћ 

О ЈЕДНОЈ КЛАСИ СИНГУЛАРНИХ 

ИНТЕГРАЛНИХ ЈЕДНАЧИНА 

-ТЕ3А-

Увод 

I. Решење интегралне једначине Ј; e-sx КЈЈ.,р (x,t) dx=s)J. e- tsV 

11. Трансформација P v (а, f) 

Ш. Решење хомогене ннтегралне једна чине 

dt 
f (х) =АЈоФ Fv (x/t1/v) f (t)-;t 

IV. Примена добивених резултата 

У. Основне особине Wright-ових функцнја и функција које се 
правилно понашају. 

УВОД 

1. Теорија интегралних једначина претставља релативно младу 
грану Математичке анализе. Истина, сматра се да је прву инте­
гралну једначину решио још АЬеl 1826 године, али њихово систе­
матско испитивање започело је тек радовима V. Volterra 1~96 
године и Fredholm-a ] 900 године. Иако су ова два математичара 
радила на различитим класама једначина, које су по њима добиле 
и име, идеје су им у суштини исте. Почев од 1904 године Hilbert 
је у низу радова, заједно са својим ученицима, од којих су сва­
како најзначајнији Е. Schmidt и Н. WeyI, разрадио теорију инте­
гралих једначина са симетрвчним јаЗГРИМ8. ова имена су свакако 
најзначајннја у класичној теорији интегралних једначина. Даљи 
корак био је увођење Lebesgue-ова интеграла који омогупава да 
се у оквиру једне одређене класе функција поједноставе докази 
и реше још извесна п~тања која су остала отворена. 

Оне интегралне једна чине . које се не поко'равају условима 
класичне теорије називају се сингуларне. Треба напоменути да се 
у литератури, понеКJlД, под сингуларном интегралном једначином 
подразумева једна много ужа класа интегралних једначина, наиме, 
код које се интеграл јавља као Cauchy-ева главна вредност. На 
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тим једначинама данас највише раде совјетски математичари. Према 
томе, да би било јасно, сингуларност има напред наведени смисао, 
а интеграли су у смислу Riemann-a. 

Теориска разрада интегралних трансформација која је исто­
времено дала и теориску основу симболичком рачуну,омогуhила 
је да се ове трансформације употребе за решавање најразно­
врснијих проблема математичке анализе, па и за решавање инте­
гралних једначина. У пракси највише употребљавана, у различитим 
видовима, је свакако Laplace-ова и Fourier-ова трансформација. 
Оне омогућују не само да се добију сама решења, већ се може 
дискутовати и проблем јединствености и егзистенције. 

Нас ће овде интересовати Laplace-ова трансформација. Низ 
појединачних случајева различитих интегралних једначина реша­
вано је помоћу Laplace-ове трансформације, било чисто формално, 
симболичким рачуном, било да је вршена квалитативна интегра­
ција. Али постоје и читаве класе интегралних једначина које се 
могу решавати Laplace-овом трансформацијом. Најпознатији облик 
такве интегралне једначине је свакако онај када се у њој јавља 
композиција облика 

х 

Ј к (х - -с) f(t)d't 

О 

или 

а> . 

Ј к (x-'t)f(t)dc 

-а> 

Таква интегрална једначина може се свести на обичну алгебарску. 
Методу за решавање ове последње једначине разрадио је 
D о е t sc h [5, с] употпуњујуhи резултате В о с h п е r-a [4]. . 

Исто тако је у литератури позната W i е п е r -Н о р f"oBa 
[20] метода за решавање хомогене интегралне једначине . 

а> 

f (х) = л f к (х - t:}f ('с) d {, 

О 

која претпоставља да к (х) тежи нули експоненцијалном брзином~ 
када се х увећава по апсолутној вредности. 

Најзад М. Р а r о d i је у низу ·радова које је објединио касније 
у једну монографију[15], користеhи се :симБОJlИЧКИМ рачуном~ 
сводио извесне интегралне једначине на;' функционалне и на тај 
Начин неке и решио. Истина, симболички рачун не води рачуна 
о прецизности, тј. не даје услове под којима све то важи, али. 
свакако ти његови радови претстављају допринос теорији инте-
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гралних једначина. 3а.беnежимо још да Э. я. Р и е к с т ы н ь ш 
[17] напомиње сличне резултате А. М. Э Ф р о с-а [6]; до ове књиге 
нисам могао да дођем. 

М. Parodi је покушао да уведе и извесну систематичност, 
наиме, да укаже на класе интегралних једначина које се могу на 
овај начин интегралити. ОН посматра интегралну једначину 

оо 

f (х) + л Ј к (х, t) f (t) dt = g (х), 
о 

где k(x, t) има особине да је 
оо 

Ј e-sx к (х, t) dx = р (8) e-t1јг (S). 
о 

(У, 1) 

(У, 2) 

Ова се једначина, под извесним допунским условима, Laplace-овом 
трансформацијом своди на функционалну . 

~ ($) + л р (8) ~ [0/ (8)] ==. у (8), (У, 3) 

где су ~ (8) И У (8) Laplace-ове трансформације функције f (х) 
односно g (х). Али М. Раrоdiрешава, углавном, оне случајеве 
када је 0/ [0/ (8)] = 8, тј. када итерација функције 0/ (8) даје аргу­
менат s и даље проширује на случајеве када k-Ta итерација функ­
ције 0/ (8) даје аргуменат 8. 

Он је такође покушао да да и аналитички израз за језгро 
К (х, t) које задовољава интегралну једначину (У, 2). Ти његови 
резултати могли би се уобличити у следеhи став: 

СТАВ А. Не1Са су задовољен.и следehи услови: 

1. а (х) и Ь (х) су L-фун.1Сције *> 
2. Ред 

где је 
:t 

а (х) * Ь (х) = Ј а (х - ") ь (r:) dT , 

о --, 
а {х) .. Ь (х) -= а (х) .. Ь (х) .. Ь (х) ... .. Ь (х) , 

.. ... ; 

i пута 

1Сон.вергира и може се тран.сформисати Lap/ace-OBOM тран.сформа­
цијом члан. По члан.. 

*) Види деФинициЈу L-функције о. D О е t s с Ь-а [5аЈ. 
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3. р (s) и 'f(s) везане су са а (х) и Ь (х) релацијама 

Тада је 

оо 

р (s) = f e-st а (t) dtj 

О 

оо 

Чr (s)= Ј e- st Ь (t) dt. 

О 

к (х, t) = f (-: 1)1 t i а (х) * ь (xi 
;=0 11 . 

решење, и то једино, imшегралне једна чине (У, 2). 

(У, 4) 

У слов 3. овог ста:ва прави велико ограничење, пошто· захтева 
да р (s) и 'f (s) буду [-функције *), тако да и неке једначине које 
сам расправља нису обухваhене овим ставом. . 

Према томе, ту постоје дsа проблема. Први, како изгледа 
језгро интегралне једначине (У, 1) која допушта ову методу. Тај 
проблем је интересантан како са становишта теорије интегралних 
једначина тако и са становишта Laplace-ове трансформације. Други 
проблем,решити .такву интегралну једначину. 

У овом раду решавана су оба питања углавном за једну 
одређену класу интегралних једначина. 

2. Прва глава овог рада односи се на први проблем, наиме, 
у њој се расправља један специјалан случај једначина (У, 2), када 
су р (s) и t (s) степени од s,Tj. једначина 

оо f e-SX К{х, t) dt =. sJ3. e- tsV 

О 

(У, 5) 

Показано је за које р. и v ова једначина има решење у класи 
L-функција, решења су дата помоћу Wright-овог уопштења 
Веssеl-ових функција и најзад из. самог облика једначине (У, 5) 
следи и услов је.цинствености тог ,решења. Осим тога испитиване 
су, колико је потребно за даљи рад, и извесне особине решења 
једначине (У, 5), а која се односе.· на ПОl!_ашање У нули и за 
велике вредности аргумента, о нулама тих функција и неки одре­
ђени интеграли у којима фигуришу та решења. Нађене особине 
пр ет стављају извесно проширец>е резултата Н. Pollard-a, Ј. Miku-
sinskog и L.· WlOdarskog. '. 

*} Види дефиницију l-функциј~ О. Ь о e.ts cb~a [Ба}. 
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У другој глави дефинисана је извесна интегрална трансфор­
мација чије је језгро функција која задовољава интегралну једна­
чину (У, 5) 0< v < 1. Затим су дати ставови који се односе на 
конвергенцију, Laplace-ову трансформацију овако дефинисан~ 
интегралне трансформације као и ставови Abel-овеи Tauber-ове 
природе. 

Користеhи се методом М. Parodi~a, да се интегрална Једна­
чина с;веде Laplace-овом трансформацијом на фуН/щионалну једна­
чину, као и резултатима прве и друге главе, у треiюј глави 
решава се једна класа хомогених интегралних једначина која не 
спада у оне које решавао М. Parodi, наиме ,код којих се итерацијом 
не може добити агруменат s. 

За ову класу интегралних једначина показано је да је спектар 
сопствених вредности континуиран, дати су услови егзистенције 
и јединствености решења, када ова припадају одређеној класи 
функција. Најзад, дата су и сама решења. Осим тога, у овој гщ!ви 
дато је И' опште решење једног специјалног случаја, Sсhrбdег-ове 
функционалне једна чине, нзиме једна чине 

rp(S)=A~(Sn), 

на коју се своди посматрана XOMoгeH~ интегрална једначина. 

У четвртој глави дате су примене добивених резултата: 
прво, решен је један проблем ИЗПРОВОђења ТОПJlоте, дате су неке 
интегралне везе за Wгighi-ове функције и најзад дата је и допуна 
за таблицу LapIace-ове трансформације. 

, На крају, у петој глави, изнесене су функције које претста-
вљају Wright-ову генерализацијуВеssеI-ових функција као и 
основни резултати о функцијама које се правилно понашају. Ова 
г лава треба да омогупи лакше читање претходних. 

Ј. РЕШЕЊЕ ИНТЕГРАЛНЕ ЈЕДНАЧИНЕ 

со 

f t;Sл К].1, v (х ,t) dx = sP- e-ts~ (1,1) 
о . 

'1.1. У увоДУ' смо видели да секао први проблем поставља: 
решити интегралну је'дначину(У,2). Напоменули смо да је тај 
проблем захватио и М. Parodi, али да је то он радио чисто сим­
боличким рачуном, да су претпоставке сувише јаке и најзад да 
је аналитички израз за решење непогодан у том смислу што се 
из њега тешко в.иди веза са елементарним или веп познатим 
функцијама. 

У овој глави расправљаhемо интегралну једначину (1,1) која 
претставља специјалан случај једначине' (У, 2), наиме када су р (s) 
и 0/ (s) степени од S и доказаhемо следеhи став: 
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СТАВ 1.1. Ин[Дегрална једначuна (т ,1) има реше1Ьа у класи L-Функ­
ција само за 0< v < 1, а Ј1. макакво или v ~ О, (-L < О. Једино 
реше1Ье за [Де вредности v и Ј1. је: 

Кр.,у (x,t),~ х...:.р.-l Ф (~ Ј1., :..-- v; - tx-v), 

где је Ф (~, р; z) Wright-ова генерализација Bessel-ове функције. 

Решења интегралне једнаqине (1,1) везана СУЈ како се· види, 
са Wright-овом генерализацијом Веssе1-0ВИХ функција. Због тога 
смо' 'у посебној глави (пета глава)' изнели резултате о овим функ­
цијама, па Ьемо се у даљем раду на њих lI(~зивати. 

Напоменимо да Ьемо у даљем радупuд SV сматрати само 
главну врдност. 

До К а з става 1,1. Познато је, на основу понашања l~функ­
ције за велике вредности s, да мора бити v< 1. Из истог разлога 

када је v ~ О, мора да је и Ј1. < О. 
Према томе, интегрална једнаqина 

Uртеж 1 

(1,1) може имати решење у класи 
, L'функцИја само за - оо < v < 1. 

Да би дошли и до самог 
реш~ња једнаqине (1,1), пођимо 
од интеграла 

Ј sp. ехр (xs - sV)ds ~ о; (1,2) 

с . 

где' је. С 'контура са' цртежа 1. 
Параметри Ј1. и v 'који улазе у 
овај интегаал могу узимати сле­
деЬе вредности: 

.~, . 
1. 0< v < 1, а јЗ. макакво, 

2. v < О и Ј1. < О. 
ИнтеГР8Л (1,2) једнак је нули, 

пошто је подинтегрална функција регуларна у области коју затвара 
KOHrYP:i., Сем тога, подинтегралНаФУнкдиi~ Hf!. гоРњој и доњој 
четвртини i<pyra тежи нули када R"1 оо, тј. ., ",' 

. ," 

lini ,RP. eP-е1 ёхRеЭI,-RV еvЭ.l -. О 
: . "о." ., 

R .... aI • 

а исто тако је и 

R~maв (~'±~i)Р.еХ(~±RI)-(~±Ri)V .... Q" O~~~X61 \ 

све под претпоставком да v и Ј1. узимају вредности под l':или 2. 
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На основу познатог става ([5,а] страна 224) и интеграли дуж 
одговарајуhих контура једнаки су нули, па је 

f s'" ezs-sV ds= 
с, 

"O+i о> 

= f s'" ezs-sV ds,' (1,3) 

"0- i Q) 

где је С' дато на цртежу 2. 
Како је s'" е- SV за посматране 
v и р. [-функција, ·то нађена 
релација (1,3) даје инверзију 
Laplace-овог интеграла из јед­
начине (1,1) за t = ], па је 

K""v (х, 1) = f s'" exs-
sv ds. 

С' 

Цртеж 2 

Извршимо У овом интегралу смену xs = U~. ds = (Јцјх Ii 
добиhемо 

К"" v (х, 1) = х'-Р-l -. -. U1Ј. ехр и - - (Ја = . 1 Ј (. UV

) 

21tl' tv 
С' 

= х-ј1-1 Ф (- р., _. v; - x-v) , 

где Ф (~, р; z) претставља Wright-o&y, тенерализзцију BesseI-ове 
функције (види (5,2) и (5,5». . . 

Да би добили К 11, v (х, ђ, користиhемо се познатом везом за 
Laplace-OB интеграл, наиме: а1(О је 

шада је 

о> 

f e-st f (!) dt = ~ (s), 

о 

о> f. e- st f (tja),,:~t= а ~ (as) . 

о 

у нашем случају добивамо да је 

о> I e-SX х-Р-l Ф ( - р., - V;,- tjxv) 4х = sl1 e-,tsV 
, 

о 
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па је 
Кр., v (х, t) = х-р.-l Ф (- 11, - v; - tx""V). 

Јединственост нађеног решења следи из јединственостиинвер~ 
зије Laplace-овог интеграла. 

Тиме је доказан став 1,1. 

Примедба 1. Напоменимо да се решење једначине (1,1) када. 
је v < О, џ. < о може добити на основу става А; Наиме, у том 
случају р (s) и 'lt (s) су [-функције 

о:> 

Р (s) = sp. = e-sx ах, р. < О, . . Ј х-ЈЈ.-l 

. Г ( - р.) 
о 

оо 

'lt (s)=sv = e- sx d.(, v < О, Ј 
X-v-l 

Г( - v) 
о 

х-р.-l x-v- 1 . _/ x-:-p.-V;.·.l 
па је а (х) = , а Ь (х) = --- и а (х) * ь (х) = ----

Г(-р.) f(-v) f(-p.-vi) 
Решење је тада дато редом: 

... (- Ј)I . х-р.-l x-vi 
К (х t) - ,...., t l '. 

р.,у , - (~ ГЏ + 1) Г( -p.-vi) 

(види (5,1». 

= х-р.-l ~( - tx-v)i :: 
1=0 Г(ё + 1) Г( - p.~ vi) 

= х-р.-l Ф (- р., - Vj - tx-V)j 

Када је v> О резултати М. Parodi-a' не могу се искористити 
јер тада 'lt (s) = SV није [-функција. 

Овај став А, који обухвата резултате М. Parodi-a, може се 
нешто уопштити. 

СТАВ Б. Нека су задовољени следеhи услови: 

1. Дат је низ функција 'l (t)u то такав да је 

оо 

Ј e- st ft (t) dt = Р (s) чг ! (s) e-ht ($). (1,4) 

О 

2. Ред 
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где је h константа:> о, конвергира u нека се може 
сати Laplace-OBOM трансформацијом члан По члан. 

Тада је 
со (-1)1 , 

К (х,!) = ~-.-(t- h)l 1; (х) 
i=Ol' 

решење, и то једино, интегралне једначuне (У. 2). 

Доказ. 

= р (s) e-h"'(S):f ( ~ ,1 )f (t - h)i\}li (s) 
{=О 1. 
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траНСфQрми-

(1,5) 

Ако функција \}I(s) и p(s) задовољавају услове И3 става А. 
тада је h = О и 10 (х) = а (х), li (х) ~ а (х) • Ь (х)ј • ' 

ПоказаЬемо да овај став обухвата и примере који не задо­
вољавају услове става А, а које сам М. Parodi користи. 

Први пример, к (x,i) = e- t l o(2 Vxt) (види [15] страна 59) задо-
Ј,юљава једначину' (У,2), тј. 

ЈСО e-SX е- ' 10 (2 V х t) dx = 2-е-tS~~ ; 
. s . 

О 

0/ (s) ~ s - 1 није l-функција, па не задовољава услов 3. става А. 
s 

Међутим, према познатој вези измеђУ Веssеl-ових фу'нкција. и 
Lаguеrrе-ових полинома· L 1 (х) ([12] страна 109) имамо: 

e-t 10 (2vxt) = f (-.t~LI (х) .. 
{=О l! 

(1,6) 

Ред на десној страни је облика (1,5) за h = О и l; (х) = L j (х). 
Како је 

ЈСО 1 (S-1)1 е-ВХ L j (х) dx = -; -s- , 
О 

то Iј (х) = L1 (х) задовољава релацију оБЈЈика' (1,4). 
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.. " " . '. " ,.~ ,." .', ,; . ';' 8-1"" ,:. .. 

Развијмо сцда још функцију, l/s e-t
. т у р.ед .. п() ~тепеQима 

од t .. 

1 _t
S
-

1 
1 01> (- t)i{S - ,l)i 

-е s F-~ ----
S .' 's, ј=О ils 

и видимо да се у реду (1,6) може извршити Laplace-ова транс­
формација члан по члан. ' .. 

Други пример је функција К (х,ђ = l/'Ix e-t2/4x која такође 
задовољава једначину (У,2) . 

01> 

е-··х е 4 ,." -t r s. f '.:.-~ dx У-:;;,I-С , 
"Х-== -е. '. . v х S 

о ' 

а t (s) = У; није [-функција. М:еђутим, .~оже се показати на основу 
познате везе 

1._~ - ~1..OI>(l-t)1 (1) _i+l 
'"7==.е 4",,= .'12 е. '8х Е'. ' "О, ~ (2х) 2 
'i х . . {=О iI у2х 

(1,7) 

да ОВО· јеЗГРО'задовољавауtлове става Б. 

Овде смо са D v (z) обележилl:t Weber·Hermite~oBY 
која је решење диференцијалне јеДJiачине 

функцију 

, d2 'U" 1 '. 1 2" 

,-. ,- + (v -+- 1., - /4Z) и = о. ,. dz2 ... ~ . 

Примедба 2. Случај v > О који се не може уклопити у став 
А или Б може се, користеhи серелацијом (1,3), добити директно 
из формуле· за инверзију Laplace-ове трансформације 

,~ . 

= f' (-I)k t- r'k+IЧ 1) 

k=or(k+l) r(-:vk~p.) 

= t-јЗ--l ф (- р., - v; - 1Itv). 

1.2. СПЕЦИЈАЛНИ:"слУЧАЈЕВИ ЈЕДНА ЧИНЕ' (1,1). 

Неки специјални случајеви једначине (1,1) већ су познати у 
литератури и имају велику примену. Ми ћемо као први специ­
јалан случај посматрати .. када је р. >.....: 110< v < 1. 
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Показаhемо да се може, у овом специјалном случају, решење 
ннтегралне једнаЧliне (1,1) написати у облику Laplace-овог инте­
грала. Тиме истовремено показујемо да се одговарајуhаWright-ова 
функција може написати у том облику. 

Поhиhемо од већ познатог интеграла 

Ј sp. ехр (ts ....., sv) ds = О, t> О, Ј1 > - 1 , 

с 

где је С контура са цртежа 1. Када пустимо да R ~ оо и 8""* О, 
добиhемо 

xo+ioo оо 

_1_ f sp. ехр (ts - sv) ds = _1_. Ј хЈ1 ехр ( - !-L1t - tx _. XV e-lI1tl) dx 
2 'It i 2'1t1 . . 

xo-lоО О 

оо 

-~ Ј хЈ1 ехр (J1'1t i - tx - хџ ell%l) dx 
2~1 

О -

оо 

= ~ f e- tx xJ1e-~УсоSIl%siп(хУsiп V~- ~)dx, 
~ .. 

о 

одакле следи да је 
оо· 

Кр.,у(Х, 1) == КЈ1,У (х) = ~ Ј е-их иЈ1е-иУсозу:п- sin (и!' sinv~ - J1'1t) du, 

\> (1,8) 
O<v<l, Ј1>-I. 

МеђУТИМ још специјалнији случај када је 11 = О је највише 
ИСJlитиван и има велики значај за примену симболичког рачуна 
на парцијалне једна чине. И нас ће у овом раду тај случај највише 
интересовати те ћемо се нешто више задржати на . особинама оне 
непрекидне функције која припада класи L-функција и која задо­
вољава интегралну једначину (1,1) за 0< v < 1 и }1 = О. 'i " '. ~ . , " . , 

,.н. р о 11 а r d [16Јје покащlO да функција КО, у(х, 1) има· ана-
литички израз у. облику· интеграла ' 

оо 

Ко. у (х, 1) == Ку (х) = ~ Ј e-xu'e--,-avcosv% sin (аџ sin V1t) da, - (1,9) 

о 

или у облику реда \ . 

Кџ(х)== ...L~·f (:- l)k SШ1tlXk Г (аk + 1) 
Я:k~О T(k+ 1) X«k+l 

(1,1О) 
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до кога је Н u m Ь е r t [9] дошао чисто формалним рачуном. Ако 
упоредимо релације (1,8) и (1,9) видимо да резултат Н. PolIard-а 
следи из (1,8) за 11= О. Осим тога, Н. Pol1ard показује дафунк­
ција K v (х) има следеhе особине: 

а. да је. скоро свуда позитивна, 
оо 

ь. Ј Kv (x)dx < оо . 

О 

L. W 1 о d а r s ki [21]. на основу једне теореме L. Post-a, пока­
зује да је непрекидно решење K v (х) > О, х> О. 

Ј. М i k u s i п s k i [13], поред неких веЬ наведених резултата, 
показује да је за л реално и позитивно K~n) (О) = О, п = 1~ 2 ... као 
и K v (О) = О. 

Функције Kv (х) за извесне вредности v своде .се на познате 
функције; тако је за v = 1/2 

1 ЈОО о 1_1.. 
К1 /2 (х) = -;- е-ХU sin u1/2 du = 2 Vtt хВ е 4Х, 

О 

а за v = 2/9 оо 

К2(.Ј (х) =е-27 ,\2 W -1(.1 -1/6 - - , -1 ~ (4) 
о 2 (3tt)1/2x о '27х 

где је W)1, v (х) Whittaker-ова функција која задовољава диферен­
цијалну једначину 

d2 W о • 

- + (- 1/4 + р.јх + v2/(4 х2» W = О. 
dx2 . 

Поред ових познатих особина показаhемо још неке које 
ћемо користити у даљем раду: 

1. 
" . r(v+l) 

Kv (х) '" s1П V '1t , Х --+ оо. 
xv+ 1 

Ова особина следи И::~ релације (1,8) на основу става Abel­
ове природе за Laplace-ову трансформаЦИју. Наиме, подинтегрална 
функција у релацији (1,8) понаша, се као UV sin V'1t када и --+ О, па 
отуда следи особина 1. 

2. Понашање K v (х) за х --+ О. 
Видели смо у ставу 1,1 да је 

Kg,v (х, 1):Е Kv(x) = l/х Ф (О, - v; - x-v) 

•. ~ уl(.1 е-:-У{ f Ат у-т + О (У-М)} , 
т-О 

- --_._~_._---
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где је у';"{l- v)[vv(x-v)]1Ј(l-v), а Ф(~,р;z)в ећ поменута Wright-ова 
генерализација Веssеl-ових функција (види 5. глава). .. '.. 

Овим смо добили прецизнији резултат од Микушинског који 
смо навели на почетку овог дела. 

3. К,,(х»О за оо>х>О. 

Као што смо видели, L. Wlodarski је показао да је Ки (х) > О 
х> О. Да би побољшали ову релацију, користиhемо се ставом 
L. Post-a који глаСI:I: 

.. 
Ако је функција f (х) неирекиДllа за х> О и иllfIlеграл 

оо 

F(s) = f e-st i(t) dt 

о 

конвергuра за R {s} > хо , тада је . 

1(!) = Нт -_. - F (k} - • .. ( - l)k ( k )k + 1.. ( k ) 
k~oo k I t t 

Обележимо са L" (s) == e-sv , па је 

'" f e-SХКу(х)dх=Lу(s). 
о 

Одмах се види да је 

ИСТО тако лако се види да је и (-l)k Чk) (х), k = О, 1 ... моно­
тоно .опадајyhа функција и већа од нуле за х> О. Та особина 
следи директно из интегралз 

CIC • 

(....: l)k Чk) (s) = f e-sx хјЈ. Kv (х) dx, 

о 

када се узме у обзир да је Ку (х»О, х >0. 

Формираhемо сада помоћну функцију . 

. t 

Фр (t) = e-t f К" ('t') dt 
(t - '()" .. о 



94 Б. Станковиh 

за коју сигурно знамо да је већа од нуле, t> О, јер је према 
Wlodarskom Ку (х) > О, х> О. Ова функција има Laplace-ову трарс­
формацију 

оо 

!e-st Фv(t)dt=Г(1- v)(s+ 1)V-1Lv (s+1). 
о 

Користеhи се особином (1,11) добиhемо, према POst-ОВОј 
теореми, зафункциј:r Фv (t): 

фv и:= Г(1 - v) Нт ~ (.!)k+l (_ 1)Н 1 Uk+l) (!:..'+ 1). 
v k~oo k! t 11 t 

Сада је лако. показати особину 3. функције К, (х), наиме, 
Ку (х) > О, оо > Х > О. Треба само применити POst-ОВУ теорему 
на функцију х Ку (х) и добивени резултат упоредити. са одгова­
рајуhим за функцију фv и), тј. 

Г(1 - v) t Ку (t) = Г(1 - v) Нт -.!.: (~)Hl (_ 1)k+l Чk+1) (Е) 
. v v Ноо kl t t 

> Г(1 - v) Нт (- 1 )Н1 (!!...)Н 1 Чk+l) (Е + 1) 
v k~oo k I t t ' 

>Фv(t»О,оо>t>О. 

Одакле следи тражена особина. 

у основи даљих расматрања лежи функција х Ку (х) коју 
ћемо обележити са Ру (х), тј. х Ку (х) = Р, (х). Она, према до са­
дашњем излагању, има следеhе особине: . 

1. 

односно 

2. 

оо 

~ f e-S! Ру (t) dt = sv-1e-SV , 
v . 

о 

оо 

f e-S! Ру (tjx lfv) dt = sv-l е-ХВУ , 
vx 

о 

1. r(v+1) 
Pv(x)",-s1ПV~. , x~oo, 

~ х' 

3. Ру (х) = а1(2 х -2(1~Y) e~aX-l~y.{1:1 Ат а-т xl~j, + О (а-М x~-'y)}, 
т=О 

v 

а = (1 - V)l-v 
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4.. FJi(x»Oj о<х<со. 

Најзад JIоказаhемо да·. је и 

"" 
f р (~) ~ = Г( а + 1) = с а > ~ 1. 

v t t1-va. r(va + 1) - а.,у. 
5. 

О 

Доказ особине 5. На основу предњих особина види се 
да овај интеграл конвергира. Уведимо параметар х помоhу смене. 
t= т:јх, па Ьемо 'добити: 

оо f Ру (х/т:) "уа.-l dr: = Са.,ухуа.. 
О 

Извршимо формално нешто модифицирану Laplace-ову транс­
формацију леве и десне стране ове релације користеhи се осо-
бином 1. функције Ру (ђ . 

с Г(а v + 2) 
а,У Sa.'+2 

оо оо 

= Ј tva.-l dt Ј e-sx хРу ( ~) dx 

о о 

"" " 

= VSv-2 !tV(a.+l)-l(l_v+vSV lV)е-SV tV dt. 

о ' 

Ако још извршимо смену sv-1 tv = и, добиЬемо 
оо 

r(av + 2) f Са•у Sa.v+2 =sa(l-v)-l e-SU [vsu«+l+(I-v)uа ]du 

одакле следи да је 

О. 

= Sa.(l-V)-l (VS Г (а+ 2) + (1- v) Г(а + 1 ») 
sa+2 S«+1 

(av + 1) Г(а. + 1) 
sa.v+ 2 

С _ Г(а+2) 

а,У == Г (va + 1) 
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Остало нам је да покажемо исправност извршене размене 
реда интеграљења. Зато ћемо показати, прво да је функција 
.e-sххFv(х/t) (У«-l, R{s}>O, апсолутно интеграбилна у размаку 
()< t< оо, а за свако х ;;::0. 

Из особина функције Р, (f) следи да је 

према томе је 

х 
->0; 
t 

()дакле следи ТВРђење, о апсолутној интеграбилности. 

Исто тако лако је показати да је и 

оо 

(у«-l fe-;sххFv(~)dХ, R{s}>O 

о 

'зпсолутно янтеграбилнафункција у размаку 0< t < оо, за свакО" 
(1) > О, наиме, 

(1), CD 

(У«-1 f е-ВХ хР, ( ~) dx < tv«-l I е-ВХ х ру (:) dx 
о ' о 

<ve-sV t V sv-2 (У (<<+l)-l (1- v+ vsy tv), 

.одакле следи апсолутна интеграбилност по t у наведеном интер­
валу независно од Ф. 

Сада је лако показати исправност размене реда интеграљења, 
наиме, 

(l) ж ао W 

f e-sxxdx f Р, (~) tV«~l dt= f (уа-1 dt f е-ВХ х Ру ( ~ )dX. 
о о о о 

ова размена дозвољена је јер'смо показали да је е-ВХ х Fv (x/t) tva- 1 

.апсолутно интеграбилна у датом интервалу, а за свако х;;:: О. 

, Даље је 
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Овде смо смели унети знак за лимес по g интеграЛј јер је 

tva.-lf~ х Ру (xlt) dx такође апсолутно интеграбилна 'функција за 
свако (1»0. 

11. ТРАНСФОРМАUИЈА Ру (а,п 

2.]. ДЕФИНИЦИЈА ТРАНСФОРМАЦИЈЕ Ру(а,!) 

Трансформацију P1, (с, f) функције t (х) дефинисаhемо на 
следеhи начин: 

о 

где за хну узимамо главну вредност, а о функцији f (х) претпо­
стављамо: 

а. f (х) је дефинисано за свако О < х < оо сем можда у "золо­
ваним тачкама које не могу у коначном имати тачку нагомилавања. 

Ь. f џ:) је интеграбилна функција у сваком коначном размаку, 
сем можда у коначно много тачака у којима несвојствен ннте­
грал апсолутно конвергира. 

Језгро ове трансформације је нормирано, тј. 

Г
ОО 

dx 
Ру (crlx1Iv) - = 1 . 

. vx 
о 

Да би то видели треба само увести смену х11У = cr Z и горња рела­
ција се своди на 

Ј
ОО dz 
Р. (1Iz) -; = 1 

о 

која је исправна на основу особине 5. функције Fv (z) (в. 1 глава)· 

Упоредиhемо ову трансформацију са веЬ познатим сличним 
трансформацијама. Видели смо да је 

Ру (t) = ф (О, -: v; - lltv) , 0< v < 1. 

Према томе, у основи Ру «($, f)' трансформације лежи WrigЫ-оез 
генерализација Веssеl-ових функција. ВеЬ су R. Р. А g а r w а 1 [2] 
и Gu,p t а [8] користиди Wright-ову генерализацију за језгро, 
извесне интегралне трансформације. Agarwal уопштава Напkеl-ову 
7 Зборник 
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rрансформац~ју, узи~ајуhи,:,за језгро ,YMecro, Bessel-ове· функ.ције 
.\Vright-ову-,фУНКIщју. ф (p.,:V; z), али за V,> О" I-Џеговатрансфор­
Maц~ja Тa,ZI',а има облик 

ж 22 

g (р) - (1/2)1'- f (pt)p:+lta Ф (1 + џ;,.V;,-.р 4t
, ) t (t) dt. 

о 

За V = 1 она се своди' Иа·'·Напkеl-оВу. 11 Н,'С, GupfIi*) ради са 
• Мичном- т.раясфОрмацијом, " 

Пошто је наш случај различит, то се РЈЈ (а, f) трансформација 
може схватити као нека врста генерал.изације Gauss~oBe транс-
формације, јер је ' . . ' ' 

ж 

1 _~ 

ђ/2 (а, f)= У1(G! в: 4rJ!(~}.;dx~,;, 
о 

, ". 

"2.2. СТАВОВИ О РЈЈ (о,!) ТР АНСФОРМАllИЈИ: 

, .' . СТАВ 2,1. A~o трансформација. РЈЈ {a,пKOH~epгиpa . за ' HeK~ 
a=='a~',' онда она конвергиј)(ј за свако 'О < d <a~'" Ако је још f (х) == О 
за O~ х < ч, i11ада: је . . . '.' '.,' . . -

1 

Ру (а,!) ='0 (e~C(; Y~JI), с < (1 ~ а) al~a. 
Пре него што преlj~мо на доказ овог става, доказаhемо сле­

деhи помоhни став: 

ЛОМОЋНИ СТАК За функцију 
. " . . r 

Dv (х) == РЈЈ (а/х1/У) р;l (ao/x1/v) -
.. V2 X2 

/Сада је а =1= О, важе следеhе релације: 

X'~ оо (2,1) 
.и :. 

, . . 1 [ l' 

-Ь _~,.-1=V l_«(J/~l':"V' -

I О'. (х) I <: в е( '" ), ], (2,2) 

11 

где, је ь-.< (1 -v) Vl..-~ • 

" .*) Рад Н., С:. Gupta-e познзјем само Нз·:Рефератз-у'Маfh. Rew.V, 10(1949), 
р. 374. .- . 
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д о к азпо __ оhног става. Како је 

то је 

1 
, = - ф (- v + 1, - v; - x/aV) , 

аи 

D
v 
(Х) = (ао)и Ф ( - v + 1, - V; - х/аи) • 

о Ф(....:v+l,-v;-х/аv) 

На основу теореме, за Wright~oBe функције, наведене у 5. 
глави, следи релација (2,1). 

Ако сада искористи __ о' и другу релацију (5,3) за Wright-овf" 
функције, добиhемо за д'у (Х) 

D'v(x) , " -- ф -2v+l,-- Ф -v+l,-- + ',(ao/cr)V {( 1) ( Х) ( Х) 
ф2 ( _ V + 1, - x/a~) аи (Ји a~ , 

+ ~ ф (- v + 1, - .!:..) ф (- 2 V + 1, - \)}', 
ао аи ао 

где смо, краткоће ради, функцију Ф (}1, - v; z) бележили са 
Ф (fL; z). 

На основу исте теореме као и за Dv (Х) добивамо да је 
исправна и релација (2,2), па је тиме и помоhни став доказан. 

Д о к а 3 става 2,1. Докззаhемо да се 38, свако, унапред дато 
8 > О може наhи такво 0)1 и 0)2' 0)1 < 0)2' да је . 

за свако О < а < 0'0 • 

Обележимо зато са t (оо, Х): 

х 

t (ао, Х) == ЈРУ (ao/f1Iv)f(t) dt . 
vf , ~ о 

Ова функција остаје ограничена када х '"7 оо,.јер Ри(ао ,/) конвергира. 
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Користеhи се парцијалном интеграцијом и доказаним помоh­
ВИМ ставом, добиhемо: 

. (1)2 ' 

< 1'\1 (ао , Х) Dv(X) 1::+ Iј '\1Сао,х) D'V (Х) dx I 

, _ ь ( (1)1 ) 1 ~џ [1 """ (а/ао) 1 ~џJ 
< се а

џ <8 
за подесио изабрано (1)1 и 002> (1)1' а за 0< G < ао. 

Тиме смо доказали први и други део, става 2,1. -' 

СТАВ 2,1I. А"о Laplace-ова I1lрансфор.мацuја фун"цuје f (Х) "онвер­
гира за не"о s = so> О, онда Ру (0', f) l1lр'ансфор.мацuја "онвергира 
унuфор.мно за свако О < 0'1 < а < ао < оо. 

Д О К а з. Претпоставимо да је 

оо 

'\11 (so, оо)=ј e- SоJt f (Х) dx < М1 ; 
о 

треба доказати да је ,и 
оо 

за 0<а1 <а<ао . 

Изаберимо (1)1 тако да је за Х >= (1)1' _Ь - Х l~Џ > S1 Х, S1 > so; 
аџ/(I-џ) 

тада је 
(1)2 

I Јџ (а) 1= I f Ру (а/х1/Џ) eSoJt e- SoJt f (Х) ~~ I 

(1), 

+ N Ј I :х [у1х Ру (о/х1/Џ) eso- ] IdX. 
(1)1 



о једној класи сингулзрних ивтегралвих једвачина .Ј01 
) 

Како је за О < ~l <а<ао < оо 

и 

1 
!!.- [..!.. Ру (t1/x1/v) esoz ] 1 < 1_1_ Ф ( - 2v + 1, - V; - Х/<1У) eSox I 
dx VX <12У . 

+ /soesoz s~ Ф(- V + 1, -·v; - Х/<1У) I 
11 < с e80Z е-Ь (,,1/11/<1)1-11 

< С е-81 (1-- 80/S1) , 

то се I Ју (О') I може, за подесно изабрано 001' учинити произвољно 
мало за свако 0<<11<<1<<10< оо; 

СТАВ 2,1lI. Не«аје f(t) L-фУll«цuја u не«а је 

"" 
Ј e- st f (1) (ј! = ~ (s); 

о 

тада је 
оо оо 

Ј e--st dt Ј Ру (//.1/11) f Се) ~: == SIl-1 Ф (sv) 

О о 

Д О к а з. Треба доказати да је 

J""e-s1df ЈООРуЩТ:1IУ)НС)~: = If('r)d'l:Ie-stРII(ti'l:I/II)~:, 
о о о о 

одакле, на основу особине 1. функције Fv џ) (види 1. глава), следи 
релација коју тврди став 2,II1. 

Очигледко је да интеграл 

"" 
Ј 

dt 
Ј (О, оо:) == e--st F 11 Џ/с1/У) -

V'l: 
О 

)'ниформно конвергира у сваком коначном размаку 0< '1:1 < 't' < < '1:2 < оо што се види када се, стављајуhи t 'f1/1I на место f у 
горњи интеграл, он напише као Laplace-ова трансформација функ­
ције Ру (t). 
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Сада ћемо показати да је 

ГН'С) d-C ј e-st Fv(tJc1IV) :: ,.,; 

't"1 О 

оо 't"a, '" ' 

r e-st dtf Ру (t/'C1Iv) f ('С) d'C. 
. V't 
О 't"1 

На основу става О. Fublni-a ова је релација тачна кад год је f (ос) 
ограничено у размаку 'С1 < 'С< 'С2' Како f ('С) може имати само 
коначан' број тачака у којима она' није коначна, али је апсолутно 
интеграбилна, то је очигледно да ова релација важи уопште. 

Остаје још да покажемо да је 

~ со t'2 . (Ј) со . 
'о: , 

Нт f e-st dt f f'v(t/'C 1IV)f ('С) d'C = fe...:...st dt 'Ј' 'Ру (t/'C1/v)f ('С) d'C . 
't"1-+0. 't"2-+ ao V,'t , V't 

О 't"1 ' 'о о 

За то је довољно да покажемо д~ је 

оо 't"1 

Нт 11 = Нт f e-st dt f Ру (t/'C1Iv) f (t') d't =-0 
't"1-+0 't"1-+0 ~ V't 

О О 

и 

оо оо 

Нт 12= Нт fe-·stdtfFv(tit'IIV)f('t)d'С==.о. 
't"2-+ao 't"2-+ao V't 

О ''t"2 ' 

Покажимо, прво, да се 111 ('C~)- 11 ('t~) I може учиНити произвољно, 
мало за падесно "забрана _~' И _~" _~ >'t;'; 

со 1'1' 

1/1 ('t;) - 11 (t'?) I ~ If e'-st dt! Ру (t/'CiIV)}('t)~: 1. 
о 't"1" 

't"1' 

= 1 sv"""~ f e-sv't" f(t)d'C I 

't"1" 

't"1' 

<SV"':"'l e-S
v't"li , f lHc) id'C., 

't"1" 
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Ви 1Ј.имод~, се за свако унапред дато 8> О може наhи T~ > т;~ >_ О 
даје I/l(or~)-/l(т~/)1<8, па према томе је и Hтl1(TI)=0,'TI~:0; 

На исти начин, Mo~ece показати иза 12 

, Q) '1:2' 

I 12 (T~) - 12 (~;) I = I f e-st dt f Fv Щт:1/р) t (Т) :: I 
О '1:2" . 

'1:2' 

= 1, sv-l f e-'(SV t (Т) dT 1 :< 8 

'1:2'" 

на основу основног става о Lарlасе-овим интегралима, одакле 
следи да је Нт 12 (.2) = о, Т2-+ оо. Тиме смо доказали став 2,1II. 

Ј • 

СТАВ 2,IV. Нека трансформација. 

Q) 

-Рv(б,f) ~ !Рv(б/х1Iv)!(х)dХ' 
vx 

О 

t (х) 
конвергира за б = бо и нека а> - 1, осцилира измеђУ 

хО; L (х1IР) , 

коначних граница када' х -+ О; тада је 

Нт inf 
",-.0 

< Нт sup Pv (б, f) ~ lim sup -.L~. 
а-+О Со;.v(5VО;L(б) """ ~-+O. xO;;L{xlf"Y' 

Доказаhемо, прво, следеhе помоhне ставове: 

ПОМОЋНИ СТАВ' 1. Нека је L (z) сliороiiроменљuва функциЈа;. 
а> - 1, тада је 

где је 

со'' .: ,.' '. 

'Ј Fv (бјх1Iv) хо; L (хци) C!.~ ~ Co;.v БVО; L (о), о' -+ О, 
vx 

,О 
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ДО I< а З. помоhног става 1. Нека Је а> О и О < У < а + 1; 
тада је 

• се 

= L ~cj) Ј Fv (ljz) zva:-l L (zcr) dz 

О 

а· 

= _._1 _ f Ру (1/z) zva:-l-Y (z О')У L (z 0") dz + 
cr)L(cr) . 

О 

оо 

+ '.1 fр~(l/Z)zvа:-l+У(оz/-УL(zcr)dz. 
а-) L (а) .' . 

а 

На основу особине с. 1. функција које се правилно понашају 
(види 5. глава) 

а 

Ј(а) ~ 1 F (ljz) zva:-l-Y dz + р (аа) Ј 
"'" crYL(a) v . 

О 

оо 

+ Р2.(аа) fFv(ljz)zva:-l+Уdz, 
<гј L (О") .. 

О 

па је 
а оо 

1imsup Ј(а) < аУЈ Ру (ljz) zva:-l-Y + a-УfFv (1jz)zva:-l+У dz. 
а-+О 

О а 

Како ово важи за произвољно мало у, то се може пустити да 
у-+ О, па је . 

оо 

Нт sup Ј (О") <: Ј Ру (1jz) zva:-l dz = Г(а + 1) . 
а=О . [(уа + 1) 

О 

Сличним поступком из особине с. 2. (5. глава) следи 

1· . f Ј ( ).......... г (а + 1) lm ш a?-~--=-
а-О . Г(уа + 1) 

и тиме је доказан помоhни став 1. 
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ПОМОЋНИ СТАВ 11. Нека Р v (ао, € (t) ta L (t1/
p» конвергuра и нека 

€(x)~O када х ~ О, тада је 

ф • 

f Р, (a/t1/v) € (t) ftX L (t1/p
) dt = о (аР L (а». 

vt 
о 

д о к а 3 . помоhног става П. Изаберимо 6> О И I) > о тако 
да буде 

16 (t I < € Г ( v а + 1) .. о ~ t ~ 
) . Г(а + 1) , """:"" IJ 

Ако поред тога користимо још други део става 2,1, добиhемо: 

ф • ~. 

I f Ру (alt I/P
) € (t) t" L (t1/ p

) :~ I < Ј Ру (a/t1/
V

) 16 и) I t"L џ) :~ + 
о о 

ф • 

+ I f Рр (а/!llр) € (t) ftX L (t1/p) :; I 
~ 

ф 

~€F(va + 1) f Ру (a/t1/p) ta L (fЏp) dt + 
. Г(а+l) vt 

о 

+ о (ауа L (а» 

<6 ара L (а) + 'о (ара L (а». 

Тиме је и помоhни став II доказан. 

д о к а 3 става 2,IV. На основу претпоставке о функцији 
f (х) можемо ставити: 

f (х) < а ха L (х1Iр) + е (х) ха L (х1IР) , 

где € (х) ~ О када х ~ О, а а је Iimes sup ~L када х -+ О. Тада 
ха L (х 1/Р) 

важи релација 
ф 

р v (а, f) <: а Ј F 11 (a/t1Iv) ta L иllр) dt + 
vt 

о 

ф 

+. f Рр (ai t1/p) 8 (t) ftX L (t1/p) dt , 
. vt 
о 

"::.:: 
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или на основу' 'помоhних ставова' I:и 11 

Нт sup Pv (а, f) < Нт sup f (х) 
еНО Са. уауа L (а) х-+О xaL (x!/v) 

На исти начин се доказује да је и 

Нт inf Р (а, f) :> Нт inf .,.-,-.;-"fc'--(x-,-)_ 
еНО Ca.vaVaL(a) X~O xa'L(x1/V)" 

За овај став важи дуаЛан. који се у принципу исто доказује. 
Тај став гласи: 

f (х) 
СТАВ 2.1V*. А1l0 , а> - 1 осцилира изме&у 1l0начних 

ха L Ix!/v) 
граница llада х 4 ОО, ШаДа је 

Нт inf f (х) < Нт inf 
Ру(а,!) < х-+ 60 ха L (x1tv) O~a> Са.у.ауа L (а) 

< Нт sup Ру (а, f) < Нт sup f (х) 
О-+а> Са.уауа L (а) x~a> ха L (x!/v) 

Из ова два става могу се извести низ других који прет­
стављају њихове специјалне слу~ајеве. Пошто Ьемо се у даљем 
раду позивати на њих, то Ьемо их посебно и формулисати, 

СТАВ 2,V. НеllаРу (ао, f) 1l0HBeprupa и f (х) осцилира измеђ}' 
«оначнuх rpaHuqa «ада х -+ О (х -->ј; оо); тада је 

Нт inf f (х) < Нт inf Ру (а, f) <; Нт sup p~ (а; п< Шп ~tip '{ (х), 
Х-+О 0-+0 G~O х-+О' 

«'-+а». (О-+а» (о ~a» (х-+",,) '. 

СТАВ 2,Vl. А1l0 Ру (ао, f) 1l0нвергира и 

t (х) ""' xaL (х IIУ) , x~ О (х -+ оо) , 
lдaдa је u 

Pv (0', f)";" Ca.v ауа L (0'), а ~ О (а -+ оо), 

СТАВ 2,Vll. Нека Р у (ао, f> IlOI:lBeprupa и 

Шада је u 

. . . . ,~ , 

Нт ((х) = А ; 
х-+О 

(Х-+а» 

. Нт P~"(a, 1) = А . 
а -+ О . 

(0-+"") 



О једној класи СИНГУЛIlРНИХ Иlfтегралних једначина 107 

Најзад, користеhи се општим ставом Tauber-ове природе. 
N. Wiener-a, доказаhемо за нашу трансформацију Р v (($, f) инверзан 
став претходним ставовима. ћlј .<;тав N. W i е п е r-a ([5, а] страна 
521) гласи: . 

Нека Кј (t) йрийада класи и (О, оо) и н.ека и.ма особин.у да је 

"" . f к 1 (t) tiy dt =1 О, ,- оо < у < оо . 
О 

Ако је за н.еку Ј-фун.кцију ff (t) која је огран.ичен.а у (О, оо) 

. "" . "" . 

. .Iim s Ј'К1 (st)'ff (t) dt = А f Кј (t) dt, 
S~O 

О О 

то је за свако друго језгро К2 и) које llриаада и (О, оо) такоЬе 

"" "" 
.!~SJK2(tS)ff(t)dt=A !K2 (t)dt. 

. о о 

Став који Ьемо ми доказати гласи: 

.. ' СТАВ ·2,vш. Нека је ff (t) = t
av 

[Ojt
v
) огран.иЧен.а фун.кција у ин.тер­

L (1/!) 
волу (О, оо); тада из чи1tJен.ице 

следи 

Pv(cr, f) '"" г (а + 1) (Јџа L «($), cr ~ О 
F(va + 1) . 

:. t 

2..Ј· ~f(1јт:v) dТ:,",,1, t-:,oo. 
t L(lјт:) 
о 

Ако је још ff (t) .монотон.о растУliа за t> О, следи да је 
Iim 'ff (/) = 1, 

t ~ "" 
одн.осно 

f(t) ~ t';.L (t1/ v), t 4 О. 

Доказаhемо претходно следеhи помоhни став: 

ПОМОЋНИ СТАВ. Нека је ff(t) огран.ичен.а функција у (О, оо); 
тада из . 
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следи 

о 

д о к а з помоhног става. 

оо 

Ј 
L(a~ d~ 

Fv (ljt') ~<XV -- ~(a~) - = 
L (а) t' 

о 

"" 
= [1 + е (б, 1'\, Т)] Ј Fv (1j-r) ~<XV~ (б 'с) ~t' 

О 

IJ оо 

+ Ј + f p~ (lM t'v<X L (бt') ff (бt') dt' 
L (б) l' 

О Т 

" "" 
:- [1 + е (б, 1'\, Т)] (Ј + Ј Fv(lj~) t'<XV ff (стс) d~t'), 

О Т 

где е (а, р., т) -+ о, а -+ О за свако 0< 1'\ < Т. 

Треба сада. још само показати да се интеграли 

IJ 

Ј1 = Ј Fv (ljt') t'<XV L (б~) ff(cтc) dt' , 
L(a) '(. 

О 

оо 

.. Јз = f Fv(1j~)t'<xv~(at)dt't' '. 

т 

по апсолутној вредности могу учинити мањи од унапред датог 

е> О за погодно изабрано 1'\ и Т када а -+ о. 

; / 
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Прво Ьемо показати за Ја и Ј. 

" 
' Ј I<:'MJ d. 

8 ~ т1- (СХ+l)Р 
О 

< м I1\СХ+!)Р < е/4, 
v(a+l) . 

Ј"" l~P I Ј4 1<М е-С"; _ 

т 

l' 

М l-Р 
<_e-СТ <е/4, 

с 

Користеhи се особинама функције које се правилно пона­
шају (5 глава) може се лако показати и за Ј1 и Ј2 • 

па је 
'1jJl(CX+1) 

Нт I Ј1 I < м· < 8/4. 
еН О V (а + 1) -у 

Исто тако је 

"" . 

I Ј 1<" м Ј F (1/7:) тСХ'+! (ar)-Y L (ат) . dT 
11 ~ V . r:rYL(a). 

т 

па је 
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П рема томе је 
ф ф 

I Ј Fv (l/t) 'С<ХЏ L (0'1') ff (0'1') d l' - ЈРџ (1 l't) 't<XV ff (0'1') d't 1< 
LM. l' l' 

.0 О. 
ф 

< е + I е (0',.1), Т) Ј Рџ РМ 1'<ХЏ ff (O''t) d1'1' I 
. о . 

и тиме је доказан помоhни став. 

Д о к а з става 2, УIlI. По претпоставци је 
ф 

1 JFv(0'/t1/V)t(t)dt r-.J Г(а + 1)', O'~O. 
О'Џ<Х L (О') vt r(v + 1) 

о 

Извршимо ли У овом интегралу трансформацију t1/v = l/t, добиhемо 
оо 

О' fFv(O'1')~t(~) dtr-.J Г(а+ 1) , ~~O. 
О'Џ<Х L (О') . 0'1" tv . r(va + 1)' 

о 

што се може написати 

'ф' . 

_1_ f F (0'1') _1_ tv<Xt(t-v) dt,....., Г(а + 1) O'~O. 
L (О') . v ( O't) <хџ t Г (v ct + 1) , 

о . 

Овај се интеграл сменом G t;"" с1 своди на. интеграл из помоhног 
t<Xv ., 

става за ff (t) = --- t и-џ). Према доказаном помоhном ставу 
L(1/t) 

следи да и 

О'fФ F (O't) 1 ·~t(rV)dt"" Г(а+l) , O'~O. 
v (O't)VIX+l L(1/t) f(va + 1) 

о 

ПримеНИМ9 наведени Wiener-OB став на последњу релацију. 
у овом случају је К 1 (t) == Fv(t) l/til<X+l, па је ' 

ф . f Рџ (t) tIV-l-vа dt = г (1- (ју -:- va)/v) =F О, . - оо < у < ос. 
Г(l+vа;-iу) , 

о 

Ако још изаберемо К2 (st) такво да је 

K
2
(st) = Ј 1, 0< t< l/s, 

.. \ о, t> l/s, . 

то из Wiепеr-овог става следи тврђење става -2, VШ. 
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НС Р;ЕШЕЊЕ ХОМОГЕНЕ ИНТЕГР АЛНЕ, ЈЕДНА ЧИf;l.Е 

. ~ '... ф 

!(х)=).. Ј FII(X/tl{II)!(t)~: (3,1) 
о 

'ф:унiДиЈл:в,~ННЕJl!Дff%~йн§ПЕЦИЈАЛНОГ СЛ~ЧАЈА SСНRОDЕR-ОIЩ 
, ,. :' ,. ".,'. ' 

Видели смо да је основна идеја, коју користи М.' Parodi: 
свести интегралну једнацину на функционалну И, уколико знамо 
решење ове једначине, инверзијом Lap1ace-08or интеграла 'допи 
до решења дате интегра,llне једнаЧИfiе. Пошто ћемо се и ми 
служити истом идејом, то је потребно да, претходно добијемо 
решење извесне функционалне једначине." " ' 

'Општи облик .SchrOder-ове функционалне једначине је: 

<р la (х)] = л ср (х) (3,2) 
!: /', 
из које се лако прелази на Abe1-ову функционалну једначину 

0/ [о: (х)] = 0/ (х) + C~· 
само ако се стави да је 

lп <р (х) = 0/ (х) , lп}., '= с. 
, ,1 "\ 

(3,3) 

АЬеl је приметио да, ако познајемо једно партикуларно 
решење 0/1 (х) једначине (3,3),тада,ј~,опште решење: 0/] (х)+оо(х), 
где је w (х) функција која је' 'инваријантна у односу на ех (х), тј. 

: ,.' 

.. ,-

Као специјалан случај посматрао је једначину 

0/ (х п) = 0/ (х) + 1 

и показао да' је љено партикуларне ~реше~е 

,',),' ( ) _ 1п 1п х. ' 
" '1'1 Х - " • 

" 1п п : 

){ласичан резултат о МОГУПНОСТli решења Sфrбdеr-ове функ­
ционалне једна чине (3,2) даје став О. Konigs-a. Међутим решење 
је дато у облику једног лимеса и у ТОМ облику није подесно за 
наш рад. 

Напоменимо још само рад Р. А Р Р е.! lca [3] у коме се као 
пример решава један специјалан случај који нас овде интер'есује. 
Qи посматра функционалну једнаqюiу 

,Р (а (х)) = F (х): . 
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као уопштење једнаqине' која дефинише пеРИОДl~qие ФункциЈе. 
Решење ове једнацине даје у облику реда 

оо 

F (х) = ~ t [аn (Х)] , 

где је а.n (х) п-та итерација функције а (х), а f (х) тако изабр~на 
рационална функција да горњи ред има област' конвергенције. 
За специјалан случај а. (х) = х2 добива решење облика . 

ОЈ . I ~ 

F (х) = ~ х2n + 1 (1 - х2n )2 1 

n=-оо 

где ред конвергира за I Х 1< 1, 

Нас ће у овом раду интересовати онај специјалан случај 
једначине (3,2) када је а. (х) -= хn , тј. једнацина 

(3,4) 

Свешhемо прво ову једначину на облик (? ,3) који је посматрао 
АЬе1. Уведимо зато нову Функцију 1п q> (х) = СЧt (х), с = 1п Ј,. 1= о, 
и добиhемо 

'1t (хn) = t (х) + 1 . 

Према Abe1-у је једно партикуларно решење ове једначине 

.1. ( ) _ lп lп х 
'У1 х - . 

1п п 

Нека је сада w (х) ПРОИЗ80љна периодицна функција периоде 
1, тј. задовољава релацију 

w (х + 1) = w (Х), 

w ( lп 'П х ) инваријанта у односу на XR t 
lп п . 

онда је функција наиме 

w ( lп lп хn ) = W ( lп lп х ), 
lп п lп п 

па је, према томе,' опште решење једначине (3!3) за а. (х}==- Хп 

Чt(Х)=С Јпlпх' +соо(·lПlПХ), 
Јп п lп п . 

а опште решење једнацине (3,4) заЈ,. i= 1 је 

101п у (1 1 )' 
( ) _ ~.1iIiI . п п х 

ср х -1\, W 1 . 
пп 

(3,5) 
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Ако је л = 1 опште решење једначине (3,4) је 

qJ (х) = щ ( ln 1п х ). 
ln п 

·3.2. ЕГЗИСТЕНЦИЈА И ЈЕДИНСТВЕНОСТ РЕШЕЊА ЈЕДНА ЧИНЕ· 
(3,1) . 

. Користеhи се доказаним ставовима о трансформацији Ру (0', f) 
из 2. главе као и општим решењем функционалне једна чине (3,4), 
расправљаћемо проблем сопствених функција и сопствених вред­
ности једначине (3,1). 

Прво Ьемо доказати следеhи став: 

СТАВ 3,1. Једначина (3,1) .може и.мати решење t (х) такво да: 

t (х) 1. -~~-, ct > - 1, осцилира између коначних истознач-
ха L (х1/Р) 

JtUx граница, 

2.· e-SX f (х) интеграбuлно за S = So у интервалу (О, оо), 
~a.мo ако је ct = О, ).. = Ojv)!1. . . 

Доказ. Пођимо од једна чине (3,1) написане помоh,у ознаке 
за трансформацију Рџ{О'Ј) 

или 

ха (l-v) L (x1/V) 

L (х) 

t (х) = А Pv (х,!) 

f(x) =АСаџ Pv(x,f,. 
ха L (ХlJџ) . ' Са, v хџа L (х) 

Ако сада искористимо став 2.IV или став 2,IV·, доби~емо: 
xa(l-v)L (x 1/V) 

Нт inf а ~ л с а 

где је 

.c-tО 
(х -t се) 

L.(x) ._r' а,Р_ 

Xa(l-v) L (x 1/V) 
Нт sup· а < А Са v 11 , 

.c-tО [(х) "" 
(.c~ се) 

Ове две релације могуЬе су само ако је ct = О, па следи да је 

. L (х1IУ) 
llm ---- = А. 
z-tО L (х) 
(ж -t се) 

8 ЗБОРИIIК 
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Ако се сада стави х =е-У иR1 (у) = L (е-..У) онда је 

liш ' R1 (y/v) = л. 
У-+ОО R1 (у) 

На основу особине А., ,функција ~oje се правилно ПQнашају 
(5. глава) закључујемо да је R1 (у) = уР- С (у), па према томе је 

,L (х) = 11n х IP- C'(.I1n хЈ), 

а }.. = (1/v)P- .на исти начин, ако изврiiiимо смену х"';" еУ, добиЬемо 
за о<хо«х , 

L (х) = (ln х)Р- L$O (ln х). 

, ' . 
СТ АВ 3,11. Неllа је 

1'. (1)1 (х)uерuодuчна фУНllција Периода 1, тј. (Јј1 (х + 1)= (1). (х); 
2. f (х) таllва фУНllција 1l0ја задовољава релацију 

,ОО 

Ј e-sx f (х) dx = 1/s (1n S)~(1)1 C~:~ S). 

о 

Тада је f (х) решеНЈе интегралне једначине (3,1) за л = (1/v)P-. 

СТАВ 3,lI1, Једино решеНЈе f (х) једна чине (3,1) 1l0је има осо­
бине да је 

1. f (х) Nxи:L (х1/У) , х-+О (х-+оо), 0;> -1, 

2. e'"7~~ f{ х) интеграбил.но за s = So у интервалу (О, оо), је 
f (х):::> 1/s (ln s)l1. 

Д О К а з ставова З,П иЗ,IlI. Извршимо Laplace-ову трансфор­
мацију леве и десне стране једначине (3,1): 

ао оо а:ј. ао 

Ј e-Sх'f(Х)dХ;;;'~Ј e-sxdx f Fv(X/tt1v)f(t)~:. 
о о о 

На основу става 2,IlI добијамо 

ср (s) = л sv-1 ср (sv) , 

где је 

ОО 

ср (s)= .Ј'е:-в ! f(t) dt. 
о . 

.':'0'-:'.' 
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Обележимо са К (s)== s q> (s) па се добивена функционална 
једначина своди на веп расправљени случај Sсhrбdеr-ове функ­
ционалне јеДНIi чине 

, К(s)~ЛК(sv). 

Видели смо да је опште решење ове функционалне једна чине 

~ (InlnS) K(s) = л Јп J/v W тri"v."" ' 

па према томе је и 

~ (10IПS) q> (s) = l/s (1п s)Jn J/v оо 1Il1J . 

Када је л =с 1, q> (s) се своди на 

q> (s) ~ ~оо(IПlПS). 
s lп v 

Тиме је став 3Д доказан. 

Ако још захтевамо да се q> (s) правилно понаша када s ~ О 
или s~ оо, следи, на основу особине функције оо Щ, да је то 
могупе само ако је оо (f)==c, па према томе следи тврђење става 3,ПI. 

Нитересанfно је приметити, прво, да је спектар' сопствених 
вредности континуиран. Друго, да скуп функција коме припадају 
сопствене функције једначине (3,1) остаје непромењен са променом 
V. Промена настаје само у томе што nе сада једна сопствена 
функција да одговара другој сопственој вредности. 

3.3. НАЛАЖЕЊЕ РЕШЕЊА ИНТЕГРАЛНЕ ЈЕДНА ЧИНЕ (3,1) КОЈА 
СЕ ПРАВИЛНО ПОНАШАЈУ. 

Пока~имо како се може наnи функција t (х) :::Ј ОП s)P-, тј. 
функција која је oд~eђeHa, једначином 

оо 

Ј e-st f (t) df = l/s (1п s)P-. 

О 

3.3.1. Р. = k ,цео број> О. 

S 

Да би у овом случају нашли L·функцију t (х) која одговара 
, . " (lп s)P- . 
l~функцијиq> (s) = -- , пођимо од интеграла 

s ' 

, 1 Ј'" . s-" = __ О e-st [,,-1 dt· 
.. , Г(х) , 

о 
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k-ти извод леве и десне стране ове релације за х = 1 даје 

. = 
( - l)k (lп S)k = f ( ~ ) [_1_11) Ј fГst (1п t)kdt, 

s 1=0 1 Г (x)Jz=l 
О 

тако да је тражена функција f (t) 

k. ( k) fk (t) = (- l)k L . У; (1п t)k-t, 
1=0 1 

где смо ставили 

1 се хј 

Г--(I-+-х-) = ~o Уј it . 
3.3.2. Р. <; О. 
Ставимо р. = - ')(., ')(.)?; О и користимо следеhу везу за Laplace-

ову трансформацију . 
= 
Ј _t_x Г---,(,-,х),- dX:J l/s g (ln s), 
Г(х+l) . 

о 
. -1 

где г (t):J g(s). У нашем случају је g (s) = s-",. па је г (t) = i(')(.) 

а одатле следи да је 

= . 1 Ј tX ,,-11 
f(t) = Г(')(.) Г(:+ 1) dX:J s (lп s)-" 

о . 

3.3.3. Р. > О. 
у случају 3.3.1. р. = k цео број > О имали смо 

(Ins)k k. (k) 
--с(-l)k L . Yi(lnt)k-i""'fk(t), 

s [=0 1 

а у случају 3.3.2. р. = - ')(. < о 
= 1 1 Ј F х,,-1 

--=--:-- С -- dx = т (t). s(lns)k Г(')(.) Г(х+l) т" . 
О 

Нека је сада џ. > О. Ставимоk;'" [јЗ. - ОЈ +: 1, k -'')(. =р. > О и 
образујмо композицију од fk (t) И Ч»" (t), тј. 

t 

fk (t) • ср" (t) = Ј <р" (t - т)А (t) __ On_s_)k __ 1_ 
.' s s~lns)" 

о 
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одакле следи 

~ (lп s)}l C!k и) * ~x (t). 
S S 

Према томе је тражена функција 

дата изразом 

1 
!(t) ::Ј - (ln s)P-, }1 > о 

s 

f(t)= !!..{~X(t)*fk(t)}. 
. dt· 

, 

3.4. РЕШЕЊА КОЈА СЕ НЕ ПОНАШАЈУ ПРАВИЛН() У БЛИЗИНИ 
t -о ИЛИ t =~ 

Ј. К а р а м а т а дао ми је, у вези мог недавно објављеног 
рада [18], такав пример који претставља решење интегралне 
једна чине (3,1) за v = 1/2' а не понаша са правилно за t = О или 
t = оо. Међутим то се може уопштити. Наиме, треба само попи 
од релације С. (страна 120) 

оо 

--- = А Fv (x/t1iv) ----хи f fU
/
V dt 

. F(I + и) F(l + u/v) vt 
о 

па је помножити са u}l-l w ( lп и) и интегралити по и у гран~щама 
. lп v 

од О до оо И добиhемо да је 

f (х) = (ОО хи 
u}l-I!1.) (IП и) du 

. Г(1 + и) lп v 
о . 

решење интегралне једначине (3.1) за А ~ (1Iv)}l. 
Ако пак претходну релацију (3,6) диференцирамо довољан 

б . .. . ф . Р- 1 (IП и) 
РОЈ пута по и, а затим помножимо са истом УНКЦИЈОМ и - w -

. ·~v 
и интегришемо као у претходномо случају, добиhемо решење 
једюrчине (3,1) за произвољно А> О. 

JV. ПРИМЕНА ДОБИВЕНИХ РЕЗУЛТАТА 

4.1. ЈЕДАН ПРОБЛЕМ ИЗ ФИЗИКЕ 

У раду који је недавно штампан [I.8}, посматрао сам специ­
јалан случај интегралне једна чине (3,1). Тада језгро има облик 

2. F (/t2) 1 - J~ - 1/2 Х ~ ,,_ е 4"" 
t . y1tX 
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~ .. ~-=-~-=_.~_.~-=---=._~--~ .. ~. ----------~~--------------------------, 

па се интегрална једначина (3,1) своди на: 

(4,1) 

која има следеhе значење: 

Распоред топлоте у линеарном проводнику дат је једна­
чином 

де д2 Э 

д t -= д х2 ' 

Нека је проводник неограничен са оба краја и нека-задовољава 
почетне услове: 

9 (х,о) = {' (х),х """'~, 
О , .X<Or 

Решење парцијалне једначин'е провођења топлоте',са датим почетним 
условом је -

со ' 
1 f -(%-и)2 , 

е (x,t) = -== e4t '.(и) du. . 2" 1с t 
о 

Нека је поред почетног услова дат и гранични 

л· 
9(0,t)=-/(t)" 

2 

. (4,2) 

где је л произвољан параметар. Питање. је која функција 1 (х) 
може, на основу релације (4.2), да задовољи ове услове. Нала­
жење функције Нх) своди се на решење интегралне једначине (4,1). 

Ову једначину М. Parodi решаваоје симболичким рачуном. 
Он је показао да су за л = 1 .и л = 2 'решења интегралне једначине 
(4,1) 1 (х)=: 1 односно '(х) = lп х + С где је С Euler-ова константа. 

Ако искористимо резултате из претходних глава Добијам.о 
знатно више но- што је добио М. Parodi. Тако се став 3.111 у овом 
-случају, када је v = 1/2, своди на следеhи: 

СТАВ 4.1. Једино решеНЈе uншегралне једна'!.ине (4,1) за л = 2Ј1 
које има особине: . . : . ,. 

1. f(x)"-'хР L(х2), ~> -1, x-tО (x-too)j 

2. e-SX f (х) uншеграбuлно у размаICУ (0,00') за неICО S = So је 

f (х) ;:) (lп s)J1 • 
S 

На исти начин могу се пренети и сви остали ставови. 
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Како' се скуп функциЈа коме припадају сопствене Функције 
интегралнејеДffачине .(3,1)'He мења"са v, то и: сама решења дата 
за једначину (3,1) остају и за интегралну једна чину (4,1). 

4.2. ДОПУНА ТАБЛИЦА ЗА L.4.PLACE-OBY ТРАНСФОРМАЦИЈУ И 
НЕКЕ ИНТЕfРАЛНЕ }јЕЗЕ ЗА WRJGH1-0BE ФУНКЦИЈЕ. 

Резултати претходних глава могу се користити да би добили 
извесне нове везе за Laplace-ову трансформацију и њима ,допу­
нили таблице ове тако много коришЬене трансформације. 

Из досадашН:,>ег рада можемо начинити следеhу таблицу 

L-функција одговараЈуЬа [-функција 

I 
"" 

1 
f Fv (x/t1/V

) f (t) dt sv-1 ср ($") 
vt 

О 

f (t) ср (s) 

'2 tPH ф (р., v; - xty
) 

s-Jl е-х/В" 
V>O, р.>О 

3 tJl - 1 ф (р., - v; - x/t") 
s-Jl е-хэ" 

O<v<1 
' , 

" 

4 
.!. tJl e-tV cosvnsin [t" sin V'lt ~ p.'It] 

i S-Jl-l Ф ( - р., ~ v; - l/s") 'It 
O<v<l, р.>-1 

, " 

5 tll/2- 1 Ф (~, - р; - l/tP/2) y"1i ' (~ + 1 '" ) 
~s-II/2ф -- _1/2P'-2РsР12 

О<р<1 2~ 2" 

6 tll12-1 Ф (~, р; - (Р/2) Уп (~+ 1 1 ) 
~>O, р>О :lll ~-!II2 Ф Т' 1/2. р; - 2Р SP/2 

7 1 -.!..cosvn ( SinVIt) 
-t-Jle tV sin p.'It - -у- , SJl-l Ф (}1, v; - Sv) 'It, t 

O<V<1/2 

Б.езе 1-,4 следе из досадашњег рада. Треба још "уI(ззати 
на важност прве везе за примену Laplace-ове трансформације; 
нарочито може корисно да послужи при тражењу L-функције 



120 Б. Станковиh 

када је по;зната [-функција. Исто тако она ,ltaM омогуЬава да 
дођемо лако до неких интегралних веза за Wright-ове функције 
као што су: 

оо 

, dt 
а. Ј ф (О, v;- tjav) Ф (~, р; - tP)fj3-1 ~ = 

о 

= бv (ј3-1) Ф [v (~ - 1) + 1, р v;' ~ БVР] , 

~>O, р>О, O<v< 1 ; 

специјалан случај ове релације је 

ј Ф (О, - v; - t/БV) t~~ Јј3-1 (2 'УЈ) d; = 
о 

= ау (ј3-1) Ф [v(~ - 1) + 1, v; - БV]; 

Ь. ЈОО Ф (О, - v; - iјБV ) Ф (~, _ р; _ 1/iP) [ј3-1 dt= 
vt 

о 

оо 

'-= бv (ј3-1) Ф (v (~ - 1) + 1, - р v; - 1јБVР]; 

0<v<1,0<p<1 

с. ЈФ(о,-v;-t/аV)fрdt= Г(р+l) аУР. 
vt r(vp + 1). 

о ' 
O<v<l, р>-1 

На основу последњих релација а. и с., а узимајуhи у обзир 

да Ј'е Ftl2 (t),= ,1, e-l{(4t) добили смо везе под 5 и 6. Исправност 
2V~t ' 

последње везе из таблица може се показати на следеhи начин: 

Пођимо од веЬ познате релације 

t)1-1 ф (tt,' V· - '~) = _1_ Ј etz z-P-e- 1/zv dz 
г' '2~i " 

С, 

где је С' дато на цртежу 2. Раставимо овај интеграл на три 
следеhа 

С' -оо 

п -оо 

+ 6i ЈеtегеСlгvг-vеi~ + f еЧе-оI/;rVг-2Vniе--2Ј1nldх. 
, еР- еЈ1е i " хР-

-.n О 
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ПУСТlJМО 8 ~ О И добиhемо 

О -оо 

r et% e-1/zv d z = Ј е1Х -l/"v dx + Ј etx-1/"v e-2v:ri e-211:ri dx . 
• zl1 хl1 хl1 

С, -оо О 

Изврmимо смену х = - ~ у горњим интегралима, па Ьемо 
добити: 

1 ' 
fl1-1 Ф (џ., v; - tv) = 21t i Ј etz z-11 е- l/z

V dz 
С, 

ао, ао 

= -1-ј е- t~-ГV evni ds __ 1_Ј" е-t!;-гv e-vni ds 
21t i ~11 e-l1n'l 21t i ~J1 eJ1ni 

О О 

оо ,(SiD vn' р.) i (SlD vn' Ј1) 1 

= -1-Ј e-t;~ e-;-Vcos vn, {е- v- п' -е !;v-- п' }d~ 
21t i sl1 

О 
оо , 

= - е- S - 'e-S CQS Vn' s1П }1:Л -d ~ . 1 Ј t 1: 1 1:_ V • ( sin v л ) 
'1t ~ Р. , , \ ~v 

О 

Тиме смо показали rачност и ове последње релације. 

V. ОСНОВНЕ ОСОБИНЕ WRЮНТ -ОВИХ ФУНКЦИЈА И Ф~НКЦИЈА" КОЈЕ 
СЕ ПРАВИЛНО ПОНАШАЈУ 

5.1. WRIGHT-OBA ГЕНЕРАЛИЗАЦИЈА ВЕSSЕL-ОВИХ ФУНКЦИЈА 
И ЊИХОВЕ ОСОБИНЕ 

Е. W r i g h t [21, аЈ посматра следеhу целу функцију 

Ф(~,р;z) = f гс 1)~(:. ~y; (5,1) 
1=0 [+ pl+ 

Р је реалан и позитиван број, ј3 број реалан или комп,цексан. Када 
је р = 1 тада је ' 

ЈР-l (t) = (1/2 ()Р-I Ф (~, 1; -'1/4 (2), 

где је Јр (ђ Bessel-ова функција. 
Ову класу функција Wright је искористио када је тражио 

асимптотски развитак коефицијената степеног реда функције 

, {сс} оо (1 - х)-Р ехр = L СП хn • 
(1 - х)Р n=о 

tде СУ ct и ј3 макакви комплексни бројеви ct i- о. 
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Функција Ф (~, р; z) може се изразити и помоhу инте'грзла. 
Нека је и-раван пресецена по правој arg и = 1t И нека је I arg и 1< 1t 

У пресеценој равни, тада је 

Ф (~, р; z) = _1_. Ј и-Р ехр (и + !..) du. (5,2) 
21t 1 иР 

, с' 
где је С' контура која полази од - оо обилази почетак у пози- , 
тивном смеру и враћа се до .:.. оо обавијајуh~ пресек (цртеж 2.). 

Даље Wright показује у којој ,се' мери извесне nсобине 
Bessel-ове функције преносе на функције Ф (~, р; z). Тако је 

или 

р z Ф (~ + р, Р; z) = Ф (~-1, р; z) + (1 - ~) ф (р,р; z) , 

d 
- Ф (~, р; z) = Ф (~ + р, р; z) 
dz 

р z ~ Ф(~,р; z) = Ф (~- 1, р; z)+(l - ~) Ф (~, p;z). 
dz 

(5,3) 

Када је р = p/q, р и q цели бројеви, функција Ф (~, р; z) задо­
вољава диференцијалну једначину реда р + q: 

/'; 1 Ф (~, р; z) = (р ZI"':t/ P'dd
z

( z 11+;-:1 (~)q Ф (~, р; z) (5,4) 

к:оја претставља уопwтење Веssеl"о~еДИфереНЦИјалне једначине 
када је р>О. . 

, За,. ову функцију Wright, показуЈе следеhу теорему: 

АIlО j~ arg <-;- z) =~, ! ~ ! ~ 1t, 
тада је 

ф (~, р; z)-= Н (Z1) + н (Z2)' 

где смо са Н (z), Zt, и Z2 обележuлu 

H[Z)=ZIJ2-ре(I~I/р)z{'f (-l)m ат+о( 1 )}'," 
т:=О z" ,! z ! М+1 

1 ~+п _1_ ~ - 1t i 

zl=(p!z\)p+l е'Р+ 1 ; z2=(plzl)P+l~P.+~ 

Коефuцuјентu' ат су дате ФУНllције од' р и р . 
.1 • , " 

у једном каснијем раду W r i g h t [21, с] проширује ову класу 
функција на случај када је - 1 < р < О. и тада је 

~ ~ " 

ф (Г-!, - а' z) = ~ , р= -а, О<а < 1 . .. (5.0) 
t" , ~OГ(n+ 1) [(~ .:..nа) , ' ,." ' о' • 'о' ,,', ' 
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. I 

и 

Ф(~, - a;z) = _1_. !U-fJ ехр (и +zua) du, (5,6) 
21t 1 
-С' 

где је С' контура веn дата цртежом 2. Према TOM~ интеграл (5,2) 
важи за свако р> - 1. . 

И за овај случај Wright даје теорему о асимптотском пона­
шању функциј~ Ф (~, - a;z), О < о' <1.· 

Ако је larg( - zH< тјп {3/21t(1 - а), 1t} --в, Шада је 

Ф (~, - а; z) = 1 (у), 

г де смо са 1 (у) и у ооележили 

1 (у)= yl/2-fJ е-У {10 Ат у-т + О (y-~)}, 
у - (1 - о) [аа ( - z»)1/(1-a), 

а A i су дате константе које зависе од ~ u а. 

у случају р = p/q, р и q цели позитивни бројеви Wright је, 
као што смо видели, показао да функција Ф (~, p;z) задовољава 
диференцијалну једначину реда р + q, наиме једначину (5,4). Пока­
заhемо да се и када је р = - pjq и р < q, р и q цели позитивни 
бројеџи, може лако наhи диференцијална једначина коју та функ-
ција задовољава, а која је реда q. , 

За доказ послужиhемо се са три релације (5,3) које уопшта­
вају особине Веssеl-ових функција, а које важе и З2 р = - а, 
О < а < 1. Искористиhемо прву и другу од њих 

ф ({3 - р, - а; z) = Ф (~ - q а, - а; z) = (:z)q ф (~, - а; z). 

Из треЬе, пак, добивамо 

l-fJ+р ( l+.!.. d)P l-fJ 
Z а Ф (~ - р, - а; z) = - а z а dz Za Ф (~, - 0'; z). 

Према томе је 

l-fJ+р ( l+.!.. d)P l-fJ 
Z а Ф (~ - р, - а; z) = - о' Z а dz z а Ф (~, - 0'; z). (5,7) 

На тај ~ачин добили смо диференцијалну једначину реда q 
која претставља уопштење Bessel-ове диференцијалне једначине 
за- - I<р<О. . . 
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5.2~ О ФУНКЦИЈАМА КОЈЕ СЕ ПРАВИЛНО ПОНАШАЈУ. 

Пошто су дефиниције потпуно аналогне за t = оо и t = О, 
то ћемо их дати само эа t. = оо. 

За функцијуq (ђ казаћемо да се правилно понаша за t = оо 
ако она задовољава релацију 

q (t) "Ј ta L (t), 

кад t-+ оо, где је L (t) позитивна и непрекидна функција за свако 
t> О, а која припада класи споро променљивих функција, тј. задо­
вољава релацију 

L (и t) -+ 1 t -+ оо 
L (t) , 

за свако и> О (види [10]). 

Наведимо овде само оне особине овако дефинисане класе 
функција q (t) = ta L (ђ које ћемо користити у даљем раду. 

А. q (tu)-+ tJ.a , U > О, t-+oo, 
q (t) 

В. . q (t) -+ оо, а > О, t -+ оо, 

q (t)-+O, а < О, t-+ оо. 

с. Обележимо са Р1 (х), Р2 (х), Р1 (х) И Р2 (х) следеhе функције 

тада је: 

Р1 (х)= mах {fYL(t)}, 
O~t~x 

Р1 (х) = тiп {tY L (t)}, 
1;;;' х 

Р2 (х) = miп {t-:YL (t)}; 
O~t~x 

Р1 (х),...., Х1 L (х), Х-+ оо 

Р2 (х) "Ј х-У L (х), х -+ оо 

Р1 (х) ,...., хУ L (х), х -+ оо 

Р2 (х) '"'" х-у L (х), х -+ оо 

Према томе су Рј (х) и рј (х), i = 1,2 функције које сетакође пра­
вилно понашају за х -+ оо,. а при томе су обе функције монщо.не. 
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SUR UNE CLASSE D'ЕQUАТЮNS INTEGRALES SINGULIERES 
par 

Bogoljub Statlkovic 

, Les 'transformations integra1es. еп particulier eelles de Laplace 
et de Fourier, se sont averees j>articulierement appropriees а 1а 
solution de certaines classes d'equations integrales. C'est, се que 
montrent les travaux de В о е h п е r [4], de О. D ое t sc h [5е], de 
W i е це r et Н о р f, [20] et,en ces dеrпiщs te~ps, de М. Р a,r о d,i [15]. 

М. Parodi. considere l'equation integrale 
оо 

f (х) + л f к (х, t)f и) at = g(x)~ (1) 

о 

оu к (х, t) est caraeterise par 

QO . • ' f е~зх к (х. t) dx = p(s) e~t Чr (s) , (2) 

О 

se reduisant,' sous certaines eonditions supplementaires, а l'aide ,de 
1а transformation de 'Lap1ace, а l'еquзtiоп forictionne'l1e 

ср (s) + л p(s) ср [Чt (s)] = у (s),: (3) 

оu ср (s) et у (s) sont les transformations 'de Laplaee d'e fonetions 
f (х). et g (х)., 

L'idee de М .. Parodi, dopne Неи а deuxproplemes. Le premier 
est lа fOrmedu поуiш satisfaisant а l'equation (2). Lesecond est lа 
s.o~uii~n de сеНе е,quаti<;ш.Lаргеsепtе поtе tl'Зitе 1es deux probtern,es 
poi1r ипе сеrћiiпе' elasse d'еqцаtiоцs in~egrales. ':. ,', ,", ' 
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Аu рсетјес. chapitre оп considere d'abord. ип .casspecial de 
l'equation (2), а savoir сеlиј lorsque р (s) et t (s) sont de puissances 
de s, c'est-a-dire l'equation 

со 

Ј e-sx К (х, t) dx = sJ? e- tsv , (4) 

о 

et l'оп .demontrela proposition 'suivante: 

Р r о р о s it i оп 1.1. L'equation integra1e (1) п'а de solutions dans 
lа classede fonctions L 1) que роис О < v. < 1 et р. quelconque, ои 
роис v < О, р. < О. L'unique' solution роис ces va.leurs de v et p.est 

-)1-1 '-р) 
К)1, v (х, t) = х Ф ( - 11, - v; - tx , 

ои ф (13, р; Z) est 1а gепеrа1isаtiоп de Wright des fonctions de 
Bessel [22]. 

Роuс certaines valeurs Speciales de v et р. l'eq uation (4) аррас­
tien а uпе classe d'equations traitees раг М. Parodi, а savoir, lа classe 
des equations (2) ой р (s) et t (8) etant supposees des fonctions Ј.1) 
Ос, lе fait que р (s) et t (s) doivent etre des fonctions 1 est ипе 
restriction sensibIe, а се point чие les exemp1es donnees раг" Parodi 
lиј тете пе satisfont pas а ces conditions. La proposition В,чие 
ј'ај demontree јсј, s'etend aussi а ces exemples. 

Dans lа . seconde partie du рсетјес chapitre оп faH connaitre 
certaines proprietes de 1а fonction К)1, v (х, t), solution, de l'equation 
(4), роис des va1eurs speciales dep. et v, се чиј completecertains 
resu1tats de Н. Po11ard [16Ј, de Ј. Mikusinski РЗ] et de 
L. W 10 d а'с· s ki [21]. Ainsi оп 'а· еtзыi les relaiionssuivantes 

. со 

К (х 1) = ~ f е-ха аl1 e-аУ cos v л; sin (аУ sin v те-- р. те) da 
I1,Р' те 

о 

O<p<I,I1'>-I, 

, . F(v+l) , 
Ко, v (х, 1) ,....., sш v п: , х -+ оо, 

~У+ 1 . 

ой 
.. 1 

У = (1 - v) [vv (x- v»)1:-v 
Е1, enfin 

Ко. у (х, 1) > 0,00 > х > О. 
1) У. lа dеfiпШоп de fonstion L е! / о: Doetsch [5а]. 
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.. Au second .chapitre оп а defini et traite lа transforrnation јп!е­
grale suivante 

се 

Рv(б,f)- Ј Fv (б/х 1!V) ,(х) dX, 
vx . 

. о 

оп Fv (х) = х Ко, v (х, 1). 

Pour cettetransformation оп а· demontre les propositions de . 
convergence suivantes: 

Р r о р о s i ti о п 2, 1. La transformation Pv (б, f) etant conver­
gente. роис un б = бо , еllе est convergente pour tout О < б < бо , 
Si, еп outre, f (х) = О pour О < х < ч, alors 

a10rs 

о 

с«1-б)б!-0. 

Р r о р о s it i оп 2, 111. 1 (t) etant une fonction U>et 
се f e- st 1 (t) dt = ср (s), 

о 

се се 

f e-st dt f Fv (t,'t1!V) 1 (t) ~ = sll-! ср (sv). 
V·,( 

о о . 

Puis опа demontre lа prop.osltion de nature аЬеНеппе suivante 

Proposition 2, lV. La transformation Pv (б, f) etant 'convergen~e 

роurб = бо et 1 (х) ,а> - 1, oscillant entre des Jimites finies 
хО; L (х!!II) 

10rsque х .... О, aJors 

Нт inf __ 1 ~ < Нт inf Pv (б, f) ~ 
11 .... О хО; L (x!/lI) О .... О Со;, 11 бll о; L (s) ....", 

<: Нт sup Pv (,б f) <: Нт sup 1 (х) 
0 .... 0 Со;, 11 бll О; L (б) х .... О хО; L (х!!II) 

Et, епНп, lа proposition de nature tauberienne suivante: 
to;lI 1 (t-v) 

Р r о р о s i t i о п 2, VIII. F (t) =. etant une' fonction 
~ L (1/t) 

bornee dans, l'intervalle (О, оо), a1ors, de 

Ру(а,!)"" Г(а + 1) allctL(a), а .... О, 
r(va+l) . 
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resu1te 
t 

~ f та> f,(l/Tv) d't '"" 1, 
f L (l/т) . 

f-+ оо. 

О 

Si, еп outre, F и) est а croissance monotone pour t> О, iI 
s'ensuit 

Нт F(t) = 1, 
t~<7> 

ои que 
f (t) '"" ta. L (/1/'), t -+ О. 

Еп partant des resultats obtenus аuх deux premiers chapitres,Ie 
troisieme chapitre est consacre а Ia soIution dећ~quаtiоп integrale 
homogene 

<7> 

f(х)=лf F.(х/tltV)f(f)df. 
. vt 

(5) 

о 

Et оп а demontre Ies propositions suivantes: 

р r о р о s i t i о п З, 1. I}equation (5) пе peut ауојс pour soIution 
f (х) teIIe que 

1) f (х) ,а> - 1 oscille entre des Iimites finies de 
ха. L (х 1/ ') 

тете signe; 

2) e-SX f (х) integrable роuс .S = Sc dans I'intervaIIe (О, оо) 
que si а = О, л = (l/v)P-. 

Р r о р о s i t i о п З, 11. Soient 

1) Ш1 (х) ипе fозсtiоп periodique, de periode 1, c'est-a-dire 
ш1 (х+ 1) =ш1 (х); 

2) f (х) ипе fonction telIe que 
<7> 

f 1 ( In In S ), e-sХf(х)dх= ~(Iпs)Р-wЈ In v 
о 

alors f(x) est ипе soIution de l'equation integrale (5) роur л = (1/v)P- • 

Р r о р о s i t i о п З, III. L'unique soIution f (х) de l'equation (5) 
teHe que , 

. ~. 

1) f (х) r..I xu.L (x 1IV), х -+ O~{x -+ оо), а> - 1, 

2) e-SX f (х) soit integrable pour S = So dans l'intervalle (О, оо ), 
1 . 

est f (х) -::Ј - (In s)P- . 
S 

9 Зборник 
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Dans се chapitre оп donne egalement lа solution generale de 
ћ~quаtiоп fonctionnelle 

<р (х) -= 1 <р (хn). 

Enfin оп а donne aussi les solutions m~mes f (t) d'equation 
(5) qui se comportent regu1ierement. 

Рас ип contie-exemple оп а fait уојс qtie, lorsque Ја solution 
пе se comporte pas regulierement аи voisinage de zero ои de l'infini, 
оп а alors ип потЬсе i11imite de solutions. 

Аи sixieme chapitre оп а app1ique les resultats obtenus а ип 
рсоЫеmе de physique et оп а donne certaines relations nouvelles 
роис lа transformation de Laplace et les fonctions de Wright. 

;, 


