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B. CTAHKOBH h

O JEOHOJ KJIACH CHHI'YJ/IAPHHUX
HMHTErPAJIHHUX JEOHAUYHMHA

—~TE3A-—

¥Bon
I. Pememe uuTErpanHe jeamauyuie f:’ e—sx Ky (x,f) dx=sP e—fsv
1I. Tpaucpopmannja Py (s, f)

ill. Pememe xomorede HATErpajHe jefHayHHE

dt
f(x)=1 [g° Fy (x/t1v) £ (1) W
IV. lpuMena po6uBeHdx pesyaTaTta

_ V. Ocuopre oco6une Wright-oax dyaknuja ¥ ¢yHxubja 'Koje “ce
Npas{IAO MOHAMajy.

YBOA

1. Teopuja uaTErpasHHX jeAHAUHHA NPETCTAB/bA PEAATUBHO MAARY
rpany Maremarnuke auaause. Hcrtuna, cmatpa ce jga je npBy HHTe-
rpaiHy jexHaunHy pewmo jom Abel 1826 rogune, aau BHUXOBO CHCTE-
MAaTCKO HCIOHTHBAaWmE 3amoueno je Texk pamoBuma V. Volterra 1896
roaune u Fredholm-a 1900 roaune. Mako cy oBa xBa MaremaTnyapa
paxuna Ha pas3W4MTHM KJacaMa jexHAdHHA, KOjeé Cy HO HmuMa Jo6uiae
H uMe, HAeje Cy uM y cymTHHH HcTe. [JoueB ox 1904 romuue Hilbert
je y Hu3y pamoBa, 3ajeHO Ca CBOjUM YHYEHHIHMA, OX KOjUX Cy CBa-
Kako Haj3nadajuuju E. Schmidt u H. Weyl, paspanuo teopujy uHTe-
rpaJux jeIHaYnHa €3 CHMETPAYHHM ja3rpuma. OBa HMEHa Cy CBaKaKo
Haj3HayajHMja y KJAACHYHO] TEODHjH HHTErpaJHuX jenHaunHa. [lamu
Kopak 640 je ypoheme Lebesgue-oBa HHTerpaina Koju omoryhasa xa
ce y OKBHDY jexne onpehene knace (yHKnMja nOjeHOCTaBe HOKa3H
H peme jom H3BEeCHA NHTAHA KOja Cy OCTaJa OTBOPEHa.

One uHTErpanHe jemHauuHe KOje ce He MOKOpaBajy YC/AOBHMA
KJacH4HE TEOpHje HA3uBajy ce CHHryJaapHe. Tpe6a HanoMeHyTH Aa ce
y Ju¥TeparypH, MOHEKAX, NON CHHI'YJaDHOM HHTErDaJHOM j€XHAUHHOM
noxpasymeBa jeJlHa MHOTO Yika KJaca HHTErPaJHUX jeHaUHHA, HAUME,
KOX Koje ce uHrerpan jasba kao Cauchy-esa raaBia Bpegnocrt. Ha

6 36opuux
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THM jeflHAMHHAMA JaHAC HajBHINE Pajie COBjeTCKH MaTeMaThdapH, [Ipema
TOME, 1a 6H 6uJI0 jaCHO, CHHTYJNAapHOCT MM4 HanpeJ HaBEACHH CMHUCAO,
a uHTEerpanu cy y cmacay Riemann-a.

Teopucka paspaga uarerpansux Tpaschopmanuja koja je ucro-
BPEMEHO Jaja W TEOPHCKY OCHOBY CHMOOJHUYKOM padysy, oMoryhuina
je ma ce ope TpaHchopmanmmje ynorpe6e 34 pemaBame HajpasHoO-
BPCHUjUX Npo6JieMa MaTeMaTHuKe aHaJH3e, A H 33 PEMAaBabe HHTe-
rPajHUX jefHauMHa. Y NMPAKCH HajBume ynoTpe6/baBaHa, Y PA3JTHIHTHM
BUOBMMA, je cBakako Laplace-osa m Fourier-oBa Tpancdopmanuja.
Oue omoryhyjy e camo aa ce mo6mjy cama pemema, el ce moxke
HIMCKYyTOBAaTH W npo6jeM jeAHHCTBEHOCTH M €r3UCTEHIH]je.

Hac he oBae uarepecosaru Laplace-oBa Tpamcdopmanuja. Hus
NOoje AMHAYHMX CJAyH9ajéBa PA3NUMYMTHX MHTErPAJHUX jeJHAUHHA pema-
BaHo je nomohy Laplace-ose Tpascdopmanuje, 6uno ancro popmanuo,
CHMOONMYKHAM pauyHOM, GHJO 1A je BpUIEHAa KBaJHTATUBHA HHTErpa-
nuja. ANM NoCTOje M YMTABE KJA4CE€ HMHTErpajHUX jeJAHaYMHA Koje ce
Mory pemaparu Laplace-oBom Tpancdopmanujom. Hajnosuatuju o6aux
T4KBE MHTErpajHe jeJHaUHHE jé CBaKaKO OHAj Kaja Ce Yy HOj jaBiba
KOMMO3unuja 06auKa :

- fK(x-—'c)f(t)d't:
Wi ’

jK(x—‘c)f(t)df;

Taxsa WHTErpansa jefHAYMHA MOXE CE CBECTH Ha OGHUHY anre6apcky.
Metony 3a pemasame OB€ NOCHeNmE jeAHAUWHE DA3Pajuo je
Doetsch [5, c] ynornymyjyhu pesyaratre Bochner-a [4].

Hcro Ttako je y aureparypum mno3mara Wiener-Hopf-oBa
[20] meToma 3a pemaBame XOMOr€HE HHTETPajaHe jeJHauuHe '

f(x)=>~fK(x—'r).f(t)df,
0

Koja npernocTasba Aa K (x) TeXu HyIu eKCNOHEHIHMjanHOM 6panHOM,
Kana ce x ysehaBa Mo ancoNyTHOj BPeRHOCTH. -

Hajsan M. Parodi je y nusy panosa koje je o6jenusso Kacauje
y jeasy wmosorpadmjy [15], xopucrehu ce CuMGONMUKHM PauyHOM,
CBOJIMO H3BECHE HWHTErpajHe jeAHauWHE Ha*(QYHKIHOBANKHE M HA Taj
HauuH Heke u pemwo. Mcrusa, cuMGonmuxkH pauyH HE BOJH padyHa
O Npenu3HocTH, Tj. HE Haj€é YCAOBE MOJ KOjuMa CBE TO Baxu, aln
CBAKAKO TH HETOBH DAajJOBKH INPETCTaB/bajy AOTPHHOC TEOPHjH HHTE-
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rpanHux jepnaumna. 3a6enexumo jom Aa 3. 5. PHeKCThIEbm
[17] nanomume canmune pesyarare A. M. 3 ¢ poc-a [6]; 1o oBe kmure
HHCAM MOrao ja xohew.

M. Parodi je nokywmao xa yBeA€ M H3BECHY CHCTEMATHUYHOCT,
HaUMe, 12 YKaxe Ha K/JaCce MHTErpalHHX jeAHAUHHA KOje Ce MOry Ha
oBaj HauuH HHTErpanaTd. OH NMOCMATPa HHTErPAIHY jeXHAUMHY

f(x)+}\J'K(x,t)f(t)dt‘='g(x), W,
0 )

rae k(x,f) uMa ocobune na je

fe—sxK(x, ) dx =p(s) e~ t¥ (), Y, 2)
0

OBa ce jeAH3auWHa, O] H3BECHHM XOMYHCKHM yCI0BHM3, Laplace-oBom
Tparc(OpMANHUjoM CBOAM HA (yHKUHOHAMHY o
p(s)+2p(S)e [V (D]=7(s), v, 3)

ree cy ¢(s) m y(s) Laplace-ose rtpanchopmanuje ¢yuxnmje f(x)
onnocHo g (x). Amn M. Parodi peliaBa, yraaBHOM, OHe cayuajeBe
kana je ¥ [y (s)] =s, 1j. kKana urepannja pyuxumje ¥ (s) naje apry-
MEHAT § M Ja/be NpoIHpYyje Ha CaAydajeBe Kana k-ra urepanuja Qyuk-
nuje Y (s) Aaje aprymesar s.

Ox je Takohe NOKyWAao 4a A2 H aHANHTHUKE H3Da3 3a jesrpo
K (x,f) xoje 3amoBosbaBa uurerpandy jexnauusy (¥, 2). Tu meroBu
pesyarars Morau 6u ce yobGauuutH y caeaehu cTas:

CTAB A, Hera cy 3az0Bomenu caepehiu ydzosu:
1. a(x) u b(x) cy L-pynryuje™®
2. Pex ' _
NGV PP
Y ——ta(x)«b(x),
C =0 - it .. o

r}ze je
X

a.(x)*b(x)=fﬁ(x—f)b(t)d»t,
a(x)‘lTx)i-éza(x)‘bjx)*b(x)...a-.b(f),
' g ‘ { nyta

KOHBeprupa u Moxce ce mpancgopmucaiiu Laplace-oson Mpancgopma-
yujomM 4aaH o 4aqH. .

*) Buad nedunnunjy L-bynkunje G. Doets ch-a [5a).
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3. p(s) u YV (s) Bezane cy ca a(x) u b(x) perayujama
p(s)= [ esta(t)di

V()= [ e-stb(t)dt

. [

Tana je :

K(x, f)= z(lhma)un v, 4)

L i=0

4

pewerbe, u Mo jefuno, uHmerpaJme jeanauqune (Y, 2).

YcnoB 3. 0BOr CT4Ba NpaBM BEJAMKO OrpaHHYErbe, MOMTO. 3aXTEBA
1a p(s) u ¥ (s) 6yny Ldyuaxnuje®, Tako A2 H Heke ]ennaqnne Koje
c€aM pacnpas/ba HHCy oGyxsahene OBHM CTABOM.

Ilpema Tome, Ty mocToje mBa npo6aema. IIpem, Kaxo wH3raesa -

jesrpo unrerpanse jenuagusne (Y, 1) xoja momymrta 0By MeTonmy. Taj
npoGJaeM je MHTEPECAHTAH KAKO €3 CTAHOBUINTA TEOPHje MHTErPANHHX
jensauuHa TAaKO u ca craHosumra Laplace-ose TpaHC(popmaun]e. llpym
npo6JeM, PeMIHTH TAKBY WHTErpajHy jexHavuHy.

Y oBoM paxy pemaBaHa cy o06a mHTamba ymaanom 32 jeny
ojpehedy Kaacy WHTErpaiHHX jeJHauuHA.

2. TlpBa raasa 0BOT paja OAHOCH C€ HA NPBH NPOGJEM, HaUME,

y 1|Oj ce pacnpaB/ba jelaH cnelujanan cayuaj jexnasuna (Y, 2), kaga
cy p(s) u ¥ (s) crenesH Ox S, Tj. jefHAuMHA

fewxmnm=wrw | v, 5)
0 ' ’

[Toxasano je 3a Koje p ¥ v OBa jeAHAYMHA HMa PEIIEHE Y KJACH
L-dysxnuja, pemewma cy para nomohy Wright-oBor yommrema
Bessel-oBux ¢yuknuja w Hajsag u3 camor oGauka jensausne (¥, 5)
ClefE # YCIOB jeXdHCTBEHOCTH TOr pemema. OCuM TOra WMCIOMTHBaHE
Cy, KOJHMKO je MOTPeGHO 32 Jabi Paj, ¥ W3BECHE OCOGMHE pemera
jexsauune (¥, 5), a Koja ce ojHOCe HAa NOHAIIAKE y HyJH H 3a
BEIUKE BPEAHOCTH aPryMEeHT4, O Hy/laMa Tux (yHKI®ja U HEKH Ofpe-
heHd uHTerpanM y Kojuma Qurypumy ta pemetra. Hahene ocoGuue
npe'rcraBJbajy M3BECHO NPOMHpERE pesyJarara H. Pollard-a, J. Miku-
inskog u L. Wlodarskog. L

%) Bunw eumuuajy Lgymemje G. Doefschea (5o
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Y apyroj raasu AeunucaHa je u3BeCHA HHTErpanHa Tpascdop-
maluja guje je jearpo QyHKnMja KOja 3aA0BOJbaBa WHTErpajHy jelua-
guny (¥, 5) o<v<L 3aTuM Cy XaTH CT4aBOBH KOjH Ce€ OJHOCe Ha
kouseprenuujy, Laplace-oBy rtpaucpopmanujy obako pedunucane
uhTerpaase tpancopmanuje kao u craBoBu Abel-ose u Tauber-ose
npUpoze.

Kopucretis ce meTomom M. Parodi:a, na ce HHTErpajHa jeana-
guna cseae Laplace-oBom TpaHcdopMauujom HA QYHKIHOHANHY jexHa-
9yHHy, Kao W pesyJTaTHMa npBe u JApyre riase, y Tpehoj raasu
pemasa ce€ jeJHa KJaca XOMOTE€HHX HMHTEIDaJHHX jelHaYHHA KOja He
cnaxa y oue xoje pemasao M. Parodi, naume xox KO]HX ce m'epaun]ou
HEe MOXE€ JOOGHTH arpymeHar s.

34 OBy K/JaCy MHTErpajJHHX jeJHAYHHA IIOKA3AHO je Aa je cnexrap
CONCTBEHHX BPENHOCTH KOHTHHYHDAH, NaTH Cy YCJIOBH €r3HCTeHLH]E
M jeNHHCTBEHOCTH peluema, Kala oBa npunanajy oxapeheHoj kaacu
¢yuknuja. Hajsan, narta cy u cama pemema. QCcuM TOra, y OBOj I’1aBu
IATO je W ONmIITE pEleHme jefHOr cneuujaqHor cayuaja Schroder-ose
" QyHKIIHOHANHE jeHAYMHE, HAHME jeJHauuHe

‘ ?(s) =29(s7),
Ha KOjy C€ CBOJAM IIOCMAaTPaHa XOMOre€Ha HHTETDajHa jeJHaYuHA.

Y u4erBprOj rAaBH Aare Cy mnpumeHe A0CGHBEHHX De3yJTaTa:
NpBO, pemeH je jeaan Npo6aeM u3: nposohema TonOTE, XaTE Cy HEKE
uHrerpanse Bese 3a Wrighi-ose Qyunxnuje u Haj3ax gata je u xonyna
3a Tabanny Laplace-ose Tpancpopmanuje.

Ha xpajy, y netoj raasu, usnecese cy ¢GyHkumje koje mpercra-
Bbajy Wright-oBy renepanusanujy -Bessel-oBux ¢ynkuuja kao u
OCHOBHH pe3yarard 0 ¢yHkOKjama Koje ce mpasuaHO noHamajy. Oa
rnasa Tpeb6a Ja oMOryhd Jakumie 9uTame NPETXOHHHX.

I. PELIEEE MHTETPAJIHE JEAHAUYMHE
) -] E ’- . . : .
f e Ky (x,0) dx = she—t" 1,1

1.1, Y yaony cMO BH}.IEJIH Ia ce Kao mpsH npobaem’ nocTaBmba :
PeIIATH HHTerpaiHy jeasauuny (¥,2). Hanomeuynu CMO Ja je Taj
npo6aem 3axsatHo ¥ M. Parodi, anu Za je TO OH pagHo 9UCTO CHM-
601HUKEM DadyHOM, Ja Cy NPETNOCTaBKE CYBHIUE jake M Haj3ax Ja
jé aHaJMHTHYKH H3Pa3 32 PEIUEHE HEMOroJaH y TOM CMHUCAY IOTO c€
H3 bera TEIMKO BHAH Be€3a ca enemeurapﬂum uin Beh no3HaTHM
¢yHKnHjama.

Y oBoj rnaen pacnpaan;ahemo wyTerpandy jexuaumny (1,1) xoja
npeTcraB/ba CNenMjanaH caydaj jexsauune (Y, 2), Haume Kaza cy p (s)
H Y (s) cTeneny ox s H onaaahemo cne,u;ehn CTaB :
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CTAB 1.I. Mniierpanna jegnaquna (1,1) uma pewerba y xnucu L-gynx-
yuja camo 3a 0<<v<l, a p wmawdwBo uau v<{O, p<<0. Jeguno .
peutere 3a fle BpeRHOCHU V U p. je:

P
rae je P (B, p;2) Wright-osa reﬁepaauéaquja Bessel-oBe ¢pynryuje.

Pemema unrerpanse jeasaaune (1,1) Besana Cy, xako ce- Buzy,
ca Wright-oBom resepanusanujom Bessel-oBux ¢yskuuja. 36or Tora
€M0 y moce6uoj rnaBu (nerta riaBa) U3HEJW PE3YIATATE O OBUM q)yux-
HujaMd, na hHemo ce y fla/beM pally Ha HHX I103UBATH.

Hanomenumo pa hemo y 'pajbeM pany oM ¥ cma'rpam camo
T7IaBHY BPAHOCT.

~ Joxas crasa 1,l. [lo3HaTo je, HA OCHOBY MOHAWaMa I-(byﬂ'x-
nuje 3a BeJdAKe BPENHOCTH S, xa Mopa 6utu v < 1. M3 uctor pasnora
Kaja je v<_0, Mopa 1a je u pn<O0.
[1pema ToMe, HHTErpaaHa j€AHA9HHA
(1,1) MOXE MMaTH peMeme y KJIaCH
L-dpyuxuuja camo 32 — oo < v < 1.

Ila 61 Xomau ¥ JO Camor
. pemema jeanaunne (1,1), nohumo
. OX MHTerpa;a

' fs“‘ exp (xs — sv) ds = O, (1,2)
c - ' :
rre je C xourypa ca nprexa l.

‘ HapameTpn B M vV KOjH ynase y
OBaj HHTEraajx Mory yaumam cae-

nehe BPEAHOCTH :
- 1. 0<v<l apmaxaxso,
Lprex 1 . o 2-_V<0Hp<0.
' Hurterpax (1,2) jenuax je uymu,
TIOWTO je MOMMHTErpaHa QyHKNuja peryapua y 06]acTu Kojy 3aTsapa

kouTypa. Cem Tora, mojusTerpaisa (yHkUnja Ha ropu:o; " JI.OH:O]
4eTBPTHHH KPyra TeXu Hymw Kaja. R+ oo, Tj..

o -«' .

lim  R® e}lei exReel-R" e"ei 5 0
R—-) ce

a HCTO TaKO ]e H

llm (E:I:Rt)*‘ex(Ei—Rl)—(gj:R,)v_’O 0<§

cBe noz npernocranxom Ja v Hp yanma]y Bpenaocm nox, l ‘MM 2
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Ha ocuosy nosusaror crasa ([5,a] crpana 224) H nm'erpanu Ry X%
oZroBapajyhHx KOHTYpa jefHaKH Cy HyJH, na je

f sPexs—s" ds=

xg+{® l »

= [ seas 09 -/ \
m—i® -
rae je C' nmato Ha nprexy 2. \ —//
Kako je s* e—s" 3a nocmarpaue

v u p [-byuxknuja, 7o Hahena
pexanuja (1,3) naje nHBEp3Hjy
Laplace-oBor uHTerpana u3 jex- o
nayune (1,1) 3a t=1, na je : Lipresx 2

Kp.,,, (x, 1) = fSp. exs—s¥ (s,
cl

I/Isapmumo y OBOM HHTErpalxy CMeHy xs—u, ds =du/x ©
ro6nhemo

Ky, , (x, l)ax—ll-l———-fuu exp(u - —)du—

Cr

—-)c“l"—l b(—p,—v;— x‘”),

rae & (B,p;z) npercraBma Wrxght-o&y ‘resepanusautjy Bessel-ose
dyunxkuuje (Buau (5,2) u (5, 5))

Ha 6u po6umu Ky, (x, t), KopuctuheMo ceé MO3HATOM BE3OM 32
Laplace-oB uHTerpan;, HauMe: axo je

1

[etya=90),
0
Tajpa je
[ ) gt = ag (as).
_ 0
¥ Hamem cayuajy KoGHBamoO J1a je
fe—sx x—}"—l b (_ B =V — t/xll) dx = gt e‘lfslf' ,
J , _
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na je ‘
KP.V (X,‘t) =x"P-1o (_ = Vs _tx_?v)‘

JenuncreenocT HaleHor pemera Clelu u3 jeAUHCTBEHOCTH HHBED-
suje Laplace-oBor unrerpana. .

Tume je noxasan cras 1.l

I'Ipuyezzﬁa 1. Hanomenumo aa ce pememe ]enaaqnﬁe (1,1) xana .

je v<<0, p<0 mMoxe noburTv Ha OCHOBy crasa A/ Haame y TOM
cayuajy p(s) # ¥ (s) cy -pynxuaje :

®

.(8) s f ess X e, <0
P =~ - * _ I ’
J r( }x) . ’
Q’(S)‘sv=fe—sx F{i—:) de, v<0,. :‘,
na]ea(x)____—_____ b() - Ha(x):l_y_(x_)‘-_—_xm'
(— ) F(— . r(—}l"W)

Pememe je Tajga AaTo penom:

RGP st i
Kp,y (x, 1) = igs I +‘1) F( = W)
o (- tx—v)‘ i
S rE+nHr(-p- W')

= x Pl (—p, - vy - 7Y

= x—P-1

(Bugm (5,1)).

Kaza je v>0 pesyaTaT M. Parod1 a ne MOTYy C€ HCKODHCTHTH
jep Tama ¥ (s) = sv nuje [-pyHknuja.

Osaj craB A, koju 06yxBaTa peay.nTa're M. Parodl-a, MOXe ce
HEMTO YONIUTHTH.

CTAB B. Herxa cy 3agosomenu caegehu ycaoBu:

1. Jam je nuz ¢pynnyuja f; (t) u Mo Maxas Aa je

f e~ fi (t) dt = p (s) ¥ (5) e~ H¥ ), (14
/ o

2. Pex ¥
: (_','l_!l_)_ - h)fi(x),

Ige
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rze je h kouciian@a >0, xonseprupa u Hexa ce modxce Mpaucgpopmu-
caliu Laplace-oBom mpaucd)opmauu]om yxan 00 4aaH.

Taza je

K (x,1) = g( 1) (t= ) fi () (1,5)

i=0
petuere, u Mo jequno, uniierpanne jegnaiune. (Y, 2).

Hokas.

0

fK(x, 1) emsx dx=§ﬂ(t—h)i fe‘:s"fi (x) dx‘
¥ iz il :

=00t OF - ayyi(y

i=0
=p(s) o= U () p=(t —h) ¥ (s) _ o(s) e~ ¥ (),

Axo o¢yukuuja Y (s) u p(s) saxososbaBajy ycirose H3 CTaBa A,
Taja je h=0u fy(x)=a(x), fi(x) = a(x)+5(x)’.

IToxasahemo na oBaj cTas o6yxBaTa u NpuMepe KOju HE 3af0-

BOJbaBajy ycaoBe CTaBa A, a koje cam M. Parodi xopucrh. :

IpBu npumep, K (x,1) = e~* /o (2 Vx?) (BH}[H [15] cTpana 59) aamo-

BO/baBa jexHauudy (¥,2), Tj.

¢ | R

fe's" e tly2VxHdx = —e™' 5 ;

: : s :

0

-1
HH]e l-cbynxuuja, na He 3a10BOJbaBa ycn0B 3. CTasa A.

Y (s) =

Mehymm, npema IM03HATO] Be3H usmehy Bessel-oBux q)ym(uuja H
Laguerre-oBux noxuaHoma- L, (x) ([12] crpana 109) umamo:

e=t1, (2 V3T = 2( ’)—L (x). (1.6)

=0

Pex Ba xecnoj crpamu je o6auxa (1,5) 3a h=0 u fi(x)=L;(x).

Kaxo je '
fe“s" L, (x) dx=—1-(s— 1)', :
s\ s :
0

‘10 f;(x)=L;(x) 3axoBomana p'enauujy o6nuKa (1,4).
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Pazeujmuo cana jom- yskuujy.l/s e '~ y peA-mno crenenuma

ox t ‘
1 = 1 (-t)is—l
RS
¥ BHAEMO 1a ce y peny (1,6) MOXe nsspmnm Laplace- OBa 'rpauc-
dopmanuja unaH no gaaH. i
Ilpyru npumep je (pynxuu]a K(x t)—l/Vx o—tix _Koja Taxohe
3a/l0BO/baBa ]euuaquay ¥,2)

f.e—ﬂe‘ 4;: ~—-== V__ —tV

0

a ¥ (s) = Vs unje [-dysxnuja, MehyTum, MOX(E ce DOKas3aTH Ha ocuosy
no3HaTe Be3e

“D (VQ)(zx)-*i‘l | 1,7

Jla OBO- je3rpo ‘3az0Bo/baBa ycnose crasa b.

Osze cwo ca D, (2) obexexuiau Webeeremnte oay cbym(uu]y
- Koja. je pemeu;e zmcpepeﬂuu]anﬂe Jenﬂaqnue :
’ . . ,.'» dz

s 1/4z2)u—

Ilpumenba 2. Cayuaj v>0 xoju ce HE MOXe ymomxm y cTan
A unu B moxe ce, Kopucrehu ce peaanujom (1 »3), BO6UTH JHPEKTHO
u3 dopmyae 3a uusep3ujy Laplace-ose Tpaschopmanuje

xo+im . X
f ets st e=s" ds = 1 f < Gl VAR
O 2ni = F(k+1)
Xo—im : ] s ) . .
R -_-_1__ @ ( ¥ ols VKR dg

_ 2m = F(k+l)
‘ (_1)k = kR D)
imo (k+1) I'(—=vk—p)
=ttt (—p,— V- 1/t).

1.2, anumAJIHn,auquJEBM JEJIHA ‘IMHE (1,1).

Heku cneuu]anau caydajeBd jegsaumue (1,1) Beh Cy nossaru y
JUTEPATypU M WMAjy BeauKky npumeny. Mu hemo Kao mpsu cneuu-
janad crydaj nocmaTpatd-Kaja je p>> —1, 0 < v<1
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[Toxasahemo Xa ce Moxe, y OBOM CNENHjaNHOM CAYU2jy, peHieme
uaterpanne jexnaqune (1,1) manucatn y o6auky Laplace-oBor wuute-
rpana. THMe HCTOBpeMEHO Noka3yjemo za ce oxroeapajyha Wright-osa
(hyBKIIHja MOXKE HANKCATH Y TOM OOAWKY.

[Mohuhemo ox peh nossaror umTerpana

fs“exp(ts—.sv)ds=0, t>0, p>-1,
c

rae Je C xoHTypa ca uprema 1. Kaza nyctumo na R>oo u €0,
noéuhemo

x.,+:oo ®
L f sPexp (is—s) ds = —1— fo exp (— pr — fx —'x¥ e7"™) dx
2ri 2@:1 . g

xo— i -

- 'l" fxp exp (pmi—tx —x¥ e“"‘) dx
2ni _

[
H

oJakne clnefgu na je

@
1 . .
=— f e~ xP g=x"c0sv7gin (x” sin v — pa)dXx,
0

Kp,(x,1)=Kyp,, (x) = L f g—ux yP g—u’easva sin (4 sin v — pr) du,
T B

0 . | (1,8)
O<V<1, P‘>_1- )

MehyTum jom cneuujanuuja cayyaj kaga jé p=0 je Hajsume
HCOMTHBAH M MMAa BEJIMKH 3HA9aj 3a NPAMEHY CHMGOJIHMUKOTr pauyna
Ha mapuujaxde jexuauune. K €ac he y osom pany Taj cayuaj HajBuue
HHTEPeCcOBaTH Te HeMO C€ HEMTO BHLIE 34JDXKATH HA.0COOHHAMA OHE
HenpexuiHe Qysknuje koja npunafa kxacu L-ysxusja u xoja 8aj0-
BO/bABA HHTErpanHy jeauaqnuy (l 1) sjal<v<lu =0

-~ H., Pellard [16} je 10KA320 11a bynxnuja Ko,v(x, 1) wuma. ana-
}mquu u3pa3 y o0MuKY -HHTErpana = -

K,,y (k, N=K, (x) = -!—fe""“'e»‘""“’”“ sin (u" sinva)du, (1,9)
n o
0 A

N

HaH y 06auKy pexna

,_ L 1.2 sin Fok+1)
Ky (x)= - }‘_, I‘(k sinak — = (1,10
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zo kora je Humbert [9] nomao uncro ¢popmansum pagynom. Ako
ynopeaumo penanuje (1,8) u (1,9) Buaumo xa pesyarar H. Pollard-a
caenn u3 (1,8) sa p=0. Ocum Tora, H. Pollard noxasyje na (pyux-
nuja K, (x) uMa crenehe ocoGuHe: ,

a. pa ]e CKOpo CBy,l[a MNO3UTHBHA,
b. f K, (x).dx < oo .

L. Wlodarsk1 [21], na ocsoBy jemne Teopeme L. Post-a noxa-
3yje ZJa je HempeKumHO pememne K, (x) >0, x> 0.

J. MikuSinski [13], nopex Hekux Beh HaBeZEHHX pe3yaTaTa,
nokasyje ,ua je 32 X peanHo u MO3MTHBHO K (0)=0,n= 1'2... K30
u K, (0)=

<I>yﬂxuu]e K, (x) 3a u3BecHe BPEIHOCTH V CBOJE C€ HA mO3HaTe
(byaxun]e, TAKO je 3a v =1/,

- o .
Kl,z(x)=.—_’lt- fe""” sin umdu:gv;}ﬁ e iz,
' 0
a3av=2f
-1 4
K x):________,__ 7 2“/_ _ _—)
wl 2 (37)2x ¥ W-ip, 1/6( o7

rae je Wy, » (x) Whittaker-osa QJyﬂxnn]a KOja 3ajmoBo/baBa Aupepen-
IMjaNRy jeaHaduHy

aw
d 2

Tlopex oBuX no3HaTHX ocobuha nokasahemo jomw Heke koje
hemo xopucruTd y Aamem pandy: .

+ (— 1y 4 e + 024 ) W=0.

L K@~sinrallF D e,
5 ) R ‘ xv+1

OBa ocobuna caexu u3 penanuje (1,8) Ha ocnoBy crasa Abel-
ose npupoje 3a Laplace-osy Tpancdopmanujy. Haume, nosunrerpanna
¢yskunja y peaanujs (1,8) nonama. ce kao uvsinvw kKaxa z-»0, na
OoTyza caenu ocobupa 1.

2. [lonamame K, (x) 3a x-0.

Bugenun cmo y crasy 1,1 ma je

| KQ,V(X,I)E'K (X)—- I/Xq)(o —v;—x"")'

. .—yllzefy[g Amy—m+. O(y—M)}

m=0
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rae je y=(l - v) [y (x—V)Ha—v), a d)(B,p,z)B ek momenyra erght-oaa
resepanusanyja Bessel-osux ¢yuknuja (Bugu 5. raara), ,

OBuM cMO JOOWIW NpenusHujH pesyarar of Muxymuuckor Koju
CMO HABENH HA NOYETKY OBOT ke

3. K,(x)>0 3avoo>x>0.

Kao mro cmo Buzmean, L. Wlodarski je nokasao za je K,(x) >0
x>0, JJa 6u nmobommans 0By penamujy, KOpPHCTHhEMO C€ CTaBOM
L. Post-a koju raacu:

Ako je ¢pyrryuja ;‘(x) nefipexugna 3a x >0 u uﬁmerpan

= [esfin a
 KoHBeprupa 3a R{s} > x,, Maza je
' 1)k k\k+t s (k
t -llm( ( ) F('*’(——).
1) 1 \7 p
O6enexcumo ca Ly(s)=e=", na je

® -

J' e=sx K, (x)dx = L, (s).
0 ’ »

Opmax ce Buau 1a je
(=DLY(s)=vs=tL,(s)

Hcro Tako nako ce sufg na je w (~1)L® (x), £ =0,1... moso-

TOHO .onazajyha ¢yuxknuja m Beha ox uyae sa x>0. Ta ocobuma
caen TMPEKTHO M3 HHTErpaia

(=DFL® (s) = fe'—“ x* K, (x) dx,
0
Kaja ce ysme y o63up Aa je K,(x)>0, x >0.

®opmupahemo cana nomohny ¢Qynxuujy

t
K, (x)

— p—t
b, (1) ¢ J =



94 ‘ ‘ - B. CraExosuh |

3a KOjy CHrypHo s3HaMo xa je seha ox myne, >0, jep -je npeua
Wilodarskom K, (x)>>0, x>0. Osa ¢ynxnuja uma Laplace-oBy Tpamuc-

dopmanujy

f et @, (t)dt = I (1 — v) (s + 1y—F L, (s +1).
0

Kopucretin ce ocobusom (1,11) no6uhemo, npema Post-080j
TeopeMH, 3a (pyuxun]y D, (1): :

1 .. . .
&, (= "L 4y i(_’e)"* (= 1)+t LD ( ko, 1).
v ko» kl v

Cana je 7nako. nokasaté ocobumy 3. q)yﬂxma]e K,(x), nauwme,
K,(x) >0, oo >x>0. Tpeb6a camo npumenutrn Post-oBy Teopemy
Ha ¢QyHknHjy x K, (x) u nobusesn pesyararT ynopeiuTH ca OJrosa-
pajyhum 3a (pyuxnn]y b, (H), Tj.

I -v) P00 g L6y (k)

-t K, (t lim Bl — 1Y+t LG [ 2
Y 0= v ko k! t) (=15 v t
r(l-v lim (= 1)+t (_If_)k+1L(k+1) (_k_ . 1)
v koo k! t Y t.

>
=&, (1) >0, ©>1t>0.
Opakae caegm TpayeHa ocobuua.

Y ocHoBM Jambux pacMaTpama AexH QyHkmmja x K, (x) Kojy
hemo oGenexuTu ca F,(x), Tj. xK,(x)=F,(x). Ona, npema noca-
JaumbeM M3narampy, uMa caegehe ocobune: '

L —11)— f et F, (f)dt = sv—1e—"
OXHOCHO ‘
’ . fe—sf FV (t/xllv) _‘_11 = gv—1 e-—-‘st ,
12
0
2, Fv(x)~—1—.sinvn£(—v—-|:—12,. X 00,
T oxv

o ’ I v (M- My
3. F,(x)=all2x 20-Mg—ax 1—v {2 Apa—m x‘-"+ O(a—Mxl—”)}

: 2
ca=(1-v)—
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4. . Fi(x)>0, 0<x< oo

Hajsax moxasahemo Za:je u

5. fFv<—1—) dt - T{a+1) =Co, w1,
t) 8 Twa+1) |
0 . .

Hoxas ocoGune 5. — Ha ocnosy npeawmux ocobuna Bugu ce
A OBAj HHTErpal KOHBEPrHpa. YBepuMo napamerap x nomohy cmene.
= t/x, na hemo ao6uru:

fF" (x/r) o1 d't Ca p XV%,

Haspmumo ¢opmanno HEemTO MoAﬂcbanﬂpaﬁy Laplace-oBy Tpasc-
dopmanujy Jese u gecse CTPaHE ORe penauu;e Kopucrehn ce oco-
6unoM 1. ¢pynxunmje F, (f) - .

Ca,vr——“(av+2) = fe—sdeXJ‘F( )tva—l dt

Sav+2
=[tvcc—-l dtf -sxxp ( )

- =vs—2 f prlath—1 (1 —vtvsrt)es" ¥ gt
s _
Axo jom u3BpmHMO cMeHy §'~!f#’ = u, no6Guhemo
®
= s*-"N—1 f e~ [ysu +14 (1 -v)u*]du
0

- s«(x_»_l(vs I'(a+2) L-ples 1))
S“+2 sd-}-l

(€v+ 1) e+ 1)
Scw+2

2

OflaKaIe Cceld XAa je
' T+ 2)
Fva+1)

oy =
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Ocrano HaM je Aa noKaxeMo0 HCHpPaBHOCT 'uaapmeue pasmene
pena wuHTErpambema. 3aro hemMo nokasarw, npso na je ¢ysxmuja
e~ x F, (x/t)y t*~1, R{s} >0, anconyTHOo uHTerpaGuiHa y pa3Maxy
Ot o0, a 3a cBako x >0. }

‘i3 ocobuna dyuxnuje F,(f) crein na je
x\ x x
—| F{—| <A, —2>0;
¢<t) ( t)<' t~

apema ToOMeE je
g% ,x_FV (.i;_) fra—1 < A g—sx xt—v ti: (a+1)—1 s

OJaKjae CAeld TBphHEHmE 0 ancoJyTHOj HHTErpaGHIHOCTH.
‘Hlcro ‘Tako naxko je nokasaTH 1a je u
. o .
t"“"‘fe‘*xxl’v(—:—)dx, R{s} >0
0 .

- aNCOAYTHO uu'rerpa6unﬂa q)ym(un]a y paauaxy 0t o0, 38 cBako
w > 0, Haume, _ .

o ® .
fre—1 fe—sx xF, (—’;—\) dx < tre—1 f e"sxva_(i:—) dx
0 : 0 ' ,
< P e__sv tV Sv--z tv(a+1)—l (1 — v+ sy tv)’

QOJfaKJe CaAel¥ anCoMyTHA MHTETPAaGHIHOCT MO { y HAaBEJEHOM HHTEp-
Banxy HE3aBUCHO OX w.

Caza je 1aKo MOKa3aTH UCAPABHOCT PA3MEHE PEAA HHTErpamera,
HaUME,

@ - ' . . . .
f e~ xdx f F, (3;—) ot g = J’ pra—1 dt f st xF, (%) dx.
0 0 ‘ . v 0

OBa pasmeﬂa L03BO/beHA je jep-cMo nokKasanu na je e—* x F, (x/f) =}
ATCONYTHO HATErpabuiaHa y ZaTOM HHTEPBANY, & 32 CBAKO x>0 _

. Hame je

im "SXxdfo ( )t"“—‘dt—— ft"“—ldif e—s:xF, ( )d .
® @ t

.0
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Obxe cMO Ccmenu yHETH 3HAK 33 JHMEC NO g HHTErpanm, jep je
pe—if® x F,(x/t) dx Taxohe amconyTHo murerpabuasa ¢ymxnmja 3a
cBako w > 0.

Il. TPAHC®OPMALIUIA Py (s, f)

2.1. ,ZZEdJHHl'IHHJA TPAHCOOPMALIHJE Py (o, )
Tpauchopmanujy P, (s, f) ¢>ym<m}je f(x) nmeduuucatiemo ma
cnefehin HaumH:

PG = [ Fu @)1 () fj; -
. 0

rae sa x'/ ysuMaMo riaBHy BPeNHOCT, a 0 (yHKumjn f(x) mpermo-
CTAB/HAMO: -

a. f(x) je nednsucano 3a cako 0 < x < oo CeM MOXAA Y H30JO-
BAHHM TauKaMa KOje HE MOTY y KOHA4UHOM MMATH TAUKy HarOMHJIABAmbA.

'b. f1x) je maTerpaGunna QyHKIHMjA Y CBAKOM KOHAYHOM Da3MaKy,
CéM MOXJA y KOHaUYHO MHOTO Tayaka y KOjUMa8 HECBOjCTBEH MHTE-
rpai ancoayTHO KOHBEDPrHpa.

Jearpo ome Tpancdopmanuje je HopMupaHoO, Tj.
[~ (ofxiy X 1.
b VX

Jla 6u To Buxennm Tpe6a caMO YBECTH CMEHY xY¥ =0z M TOpHa pexa-
Iuja ce CBOAM Ha -

2
4

J’ F. (/0% ~1
0.
KOja je mcnpaBHa Ha OCHOBY ocobuse 5. pyskumje F,(2) (B. ! rnaBa)
Ynopennhemo 0By TpaschopMmanujy ca seh NO3HATHM CAHYHHM
rpascopmanujama. Bunean cmo Aa je
Fo(h=0(0,—v;- 1), 0<v<1.

[Mpema Tome, y ocuoBu P, (o,f) Tpamcopmanuje nexu Wright-osa
resepanusanuja Bessel-oBux  pynkuuja. Behi cy R. P. Agarwal [2]
u Gupta [8] xopuctunu Wright-oBy resepanusanujy 3a jesrpo,
H3BecHe HHTErpanne tpascdopmanuje. Agarwal yonmrasa Hankel-osy
7 36oprax
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rpascdopmanujy . ysumajyhu.3a jesrpo ymecto - Bessel-ose - pynxmuje
-Wright-oBy. Oysxuujy - ® (p,v; 2), ann 3a v>0 . Fberora Tpanccbop-
MaIuja Taja uMa OGJMK _

& (@) = () f (ptyp+im (1 + w—i—t) Fo dt.

3a v=1 oHna ce caozm Ha' Hankel oay I/I H C Gupta*) panu ca
: cAugHOM- TpaschopManujom. :

TTomro je mam cayqaj pasngadr, To ce P, (o, f TpaﬂCQ)opuann]a
MO CXBaTHTH K240 HeKa BpCTa reﬂepa.nnsaxm}e Gauss-oBe TpaHCc-

dopmanuje, jep je

1 (-2 |
pnton =y [ o,

2.2 CTABOBH O Py (o f) TPAHCCDOPMAEIHJM

CTAB 2,1 An:o mpaucgbopmauula P (c f) xouBeprupa '3a Hewo
o =Gy, OHAQ OHE EoHBepmpa 3a caxo 0 < g < °o Axo 1e ]ouz f(x) O

30 0 x <y, MWaga’je- - ¢
1

P =0l ‘*c(‘%)“f*‘)', el <)o,

Hpe HEro WTO npehemo Ha onas 0BOr' CTaBd, noxasahemo cie-
jgehn nomohun CTas:

NOMORHHM CTAB Sa qbymcuu]y

D (x) F, (o/xW) F;! (co/xll")

kana je c;EO Baoce caejehe penaquje
1

1
o —b( ,)r_[l—(o/ao)‘”"] T
1Dy (x)| S Ae ° , x>0 (21

I ‘.Av i 1 . N : A
R X iy 6-1:; G
10, @<Be () _[f"_,‘."f } 22

b

xrae ie b<(1 -.v) v!—v .

. “¥) Pan H C Guptae nosna;em camo ns peq)epa'ra y Math Rew V 10- (1949),
p. 374 o , "
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Il oka3 nomohnor crasa. Kaxo je
1 1
— Fy(a/x")y = — & (0, - v; — x/a")
vx T v

v==—1~<1>(-v+1 - v; — xfo"),
U\l

TO je

(G Byl —woxe)
Dv(x) (0) ¢(;v+1,—v;~x/c").

Ha ocnoBy Tteopeme 3a Wright-ose ¢ysxnuje, saseneme y 5.
raaed, caexu penanuja (2,1).

Axo cazma uckopuctumo m Apyry penanujy (5,3) 3a erght-oae
cbynkuﬂ]e, nodnhemo 3a D', (x)

Dy ()= — (oooy {(Ql)qb(;2v+1,-—";)qb(—v+vl,—‘—"-)+

¢>2( -v +1, —x/ap) g ‘g ag/
+—1;¢»(- v+ 1, - i)qb(-zvn,— iv)}
S0 o1 Go

rie cMo, xpa'rxohe pagu, QYHKUH]Y <I>(p,-—v z) Genexuau ca
? (p; 2)- : :

Ha ocnosy wucre TeopemMe kKao m 3a D, (x) XobuBaMo Ja je
ucnpasHa u penanuja (2,2), na je Tume W fomohA CTaB JOKa3aH.

Joxas craea 2,1 ﬂoxaaahemo Ia ce 334 CBAKO ynanpen naro
e>0 Moxe ﬂahu TAKBO Wy H Wy, Wy < Wy, A3 je

m=i[n<c/

3a cBako 0 < 0 < .

O6enexumo 3ato ca ¥ (o, x):

T

Yo n)= [F, <co/tvv>f<t>f—f-
o ) |

Osna Q)yﬂxnnjaiocraje orpanuveHa Kana x- oo, jep P,(g,,f) KoHBEprupa.
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Kopucrehn ce napnujanHoM MHTErpanujoM u AOKasanuM nomoh-
HHM cTaBOM, JoO6uhemo: )

1] = ] [ o (o) B (o) — 5 F Gonlet) f) 22
: vEX X

(c,,,x) D’ (x) dx

<“’(°o,

P
—b ‘3’;1- = [1.—(:1/00)‘_"}
Kce o <e
33 MOKECHO M3a6paHo w, B wy, > w, 2 38 0 <6< g,

Tume cmM0 AOKasanu mpBM M APYrd xeo-crasa 2, -

CTAB 2,11 Axo Ldplacé-osa mpancghopmayuja pynryuje f(x) xonsep-
rupa 3a Hero s =S, >0, onga P,(o,f) mpancq’)opmauwa KOHBeprupa
yHugopmuo 3a cBaro 0 < o, < o< g, < oo,

Jdoxas, [IpernocraBuMo Ha je

Vs )= [ e f () dr < My

Tpeba AoKa3aTH Ha je M

' dx

[Futoim = < N

VX -
: 0 _
32 0 <oy O 0.
1

. b
H3abepumo w; TaKO 7ia je 3ax > o R xT= > sy %, s1 > S,;

Tana je

14 (@) | = f F, (c/x1{V) s

< F, (o/xth) _1_ oo ’ Y, (S X) 'm’
VX wy

. Nf’l & [Lrutoem e o

Wy
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i

Kako je 3a 0 <o, <Co( gy << o

.
1=

1 F,(s/x'") < ¢ o= lVe) " <cenx
VX

1

d[1 A s . V) pSo X
IE;[_. F,,(d/x”)e“"] < F¢(——2v+l,~v,—-x/d)e*°

VX

.+.

Sae LB (=41, —9; - x/)
SV

¥y
< c esg—b (xllv/a)"“’

L cenll-sdsy) | '

T0 ce |J,(6)| Moxe, 3a nogecHo u3abpaHO o, YYHHHTH NPOH3BOJ/HHO
mano 3a cBako 0 < d; o< 0p< oo.
CTAB 2,li. Hexa .je f(t) L-gpyuryuja u Hexa je

[estiwar=s0sy
0 .

' maga je

f o5t it f Fy (1) £() 95 = =10 (s¥)

v
0 0 t
Hdoxas. Tpe6a nokasaru xa je

@© o x

f et f F, (l‘/‘c‘/")f(f)i—:= f fe)de f e=5'F, (t/'fvv)%,
0 Q 0 0

onax)xe, Ha ocsoBy ocof6uue 1. pynknuje F,(f) (Bunu 1. raasa), crnean
peaanuja kojy tBpau crtas 2,III.

Quarnendo je Aa uHrerpan
r dt
J(0,00) = f e=stF, (1o &
Vvt
0

yuuoOpMHO KOHBEPrHpa y cBakom KonaudoM pasmaky 0<r Lt
L1,<oo WTO ce BaAM Kajxa ce, craBpajyhu fr!/’ Ha mecTo fy
ropibu WaTErpaj, of Hamume xao Laplace-oBa Tpanchopmanuja Pynx-
uuje F, (7). . .
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Capa hemo nokaszatu ma je

' 'ff(r)d-:fe'—S‘F (t/tlf")-— =

- f st dt f F, (t/xil) f(z)fj—‘.
. : VT
o . .0
Ha ocnoBy crama G. Fubini-a ora je penanuja TauHa Kax ropn je f(r)
OTPAHUYEHO Y pasMaKy r,<r<rz Kako f(r) Moxe umard camo

KOHa9aH 6[)0] Ta4aKa y KO]HM& OHa Hﬂje KOHaqHa, anu ]e alnconyTHo
i uu'rerpadunua TO ]e O4YHrIE€NXHO Ha OBa penauu]a BaXH yomiuTe.

Ocraje 1om Ja MOKa}eMo na je

lim f e—st dt f F (t/r‘l")f(t)—— - Of e=st dt f F, (t/tllv) f(r)

71->0, 1.'2—)@

3a TO je NOBOBHO Aa MOKAKEMO Ja je

-

lim I, = lim [ et dt f Fy () f () E =0
i VT

>0 >0
o .
“ ~
. . - \ de -
lim [, = lim [ et dthl,(t/tl/")f(t)—-~=0.
T2y T3> ™ o 3 T

0

Hoxamumo, npBo, Aa ce |l (q) - 11 (q)l MOXKe yquuu-m MPOH3BOJBHO.
Mano 3a AIOJIECHO W346PaHO T H T, 1:1>tl ; .

1) - )] = | [e ,d.ff Rt 0

T/
= SV,——'J- f e—Svf f(t) dr

Ty

_ o LT e
.. <.SV;1 e—sv'lili' flf(f) ‘dr.

[N
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Buaumo Ja cé 3a cBAKO yHanpen maTo & >0 Moxe Hahu n>t’{> 0
na je | I (r1) — Iy (x{) | < &, ma npema Tome je u lim7, (x,) =0, v, >0°

Ha ucru nauyn moxe ce noxas’aTd u-3a I,

L |h@9-h@ﬂ—r[-“wffw

Tof

— | fe—"”f(‘r)dt <e

lel .

Ha OCHOBY OCHOBHOI cTaBa O Laplace-oBuM HHTErpaasma, OZakJe
caenu Aa je lim/J, (tg) =0, vg>o0o. Tume cmo moxaszanu cras 2L

CTAB 2)1V. Hera Mpancgoprayuja .
Pu(o,f) = [Fulol) f ()
vx
0

L
-~ 1, ocyunupa usme
L () a> yunup )

KOHQYHUX rparuya xaja x—>0 maga ]e

O i P

KoHBeprupa 3a 6 =0, U Hexa

lim inf

x50 x« [ (XIIV) 650 Ca’;’ 6"“[, (O') >
» P, (s, f) )
lim sup ——22277 < lim sup —L=2— .,
S <. 50 P Cq, 0" L(c) . < H,Eo _ p-j x*.L .(xl_‘/v.)u ;

Jlokasahemo, npeo, cregehe nomotine crasoBe:

' IOMORHM CTAB I Heéra je L(2)’ cuopoupomembuaa tﬁymcqu]a,’_'
a> -1, ma,zza ]e

f F, (ofxti)y x4 L (x) 2~ Cuy 0¥ L (0), a0,
vx
rae je .
Cap = f F, '(—l—)zva—l dz—LE+D
; z rve+1) =
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, Iloxas nomohnor crapa I. Heka je a>0 u 0<Y<a+1'
‘Taja je . }

— ___1__ J U vy . (v1f¥ QC
/() v6'* L (q) fFv (a/xP) =L _(x )vx
0

—1L(z0)dz

' ! ’ ve—1—
=;YT(5JF" (1/z) zve—t Y(zd)YL.(zo‘)dz-{-

+CS \L( )fF (l/z)z"“—H'Y(oz,—\ L(z0)dz.

Ha ocsoBy oco6une C.1. dyskusja koje ce npaBuaHO MOHAMmAjy
(suau 5. rnasa) ' '

P, {ao) ‘o

REALAL AN NG va—1—Y 4z
oL (o) f (1/2) 2 +
0

J(e) <

Py (ac) F,(1/2) 22—1+Y dz,
L (o) -
na je °

a . x
lim sup J (o) < a” f F, (1/z) 2e—1=Y 4 g~¥ f F, (1/2)27 =147 dz.
. o>

Kako 0BO BaxH 3a NpOM3BOBLHO MANO Y, TO Ce MOXeE NyCTHTH 13
© y-0, na je -
, r Fa+1)
lim sup J (o) < F,(1/2) zvoldz = ——— 2|
: a=or @< (_/) - T(va +1)
0

Cnuasum nocrynkom u3 oco6une C. 2. (5. raasa) cnenu

. Fa+1)
1 fJ@) =>——F-
=0 (9).= Fva+1).

B THME je JOoKa3aH nomohsu cras .
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NMOMOB®HHU CTAB II. Hexa P, (c,,,e(t) t*L (7)) konseprupa u nera
- g(x)»0 xaga x>0, @Taza je

fF,, (a/t1v) eb(t) e L (t) d—; =0 (c.” L (9)).
N :
b :

Noxas nomohuor .crasa Il I/Isaéepnmo e>0u >0 Tako

na 6yxe
elN(va+1)

T(a+1)

AKO nopen TOra KOPHCTHMO jOlll ZDYTH XE€O CTaBa 2[ lIOﬁHﬁEMO:

ls(t)l< ,»»0<l‘<q

lfF (of11%) & (£) 1= L (#17) dt‘

f F, (/) | e(t)| 2L (f) 71; +

+ l f F, (o/t%) & (8) 5L, (1) ;-’f
n

el(va+1) W set "
STern, fF(/ﬂ/)t L(tl/)
| | +o(@ L @)
KL ea® L (6) + 0 (v L (a).

Tnme je u nomotnu cras II nokasan.

Ilokas crasa 2,]V. Ha ocsoBy mpermocraBke o (byuxuu]u
f (x) moxemo craBuTH:

f(x) LaxeL (x‘/") + € (x) x* L (x¥),

f(x)

Tl (——l/—v) xkaza x-0. Taga

rae e(x)»0 kana x»>0,a a Je limes sup

BaXCH penalsja

Pdmﬂ<5fﬂWMWFLw®g+
; vt

+ f F, (ojt™) & (£) 2L (t*/v>i:
: v
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HIH-Ha OCHOBY nomohuux crasosa [:m II-

P, (s, f) < i f(x)

lim sup ————>—— lim sup .
520" Cq,0"*L (o) Cxo0 XL (x!)

Ha ucTu sauun ce mokasyje na je u

lim inf———ﬁ—fl— > lim i nf 1)
60 Cach“L(c) x-iO x® L (x!)

3a oBaj cTaB Baxwu nyanaﬂ KO]H ce y npHHIMNY HCTO HOKa3yje.
Tal CTaB IJACH:

- R
CTAB 2lV* Ako ————fi—)——— , a>—1 ocyunupa uamehy KoHaunux
x% L (x1)
rpaduya kajga _x - oo, Taja je

xre x% L (xih) \ sse  Cauo®L(s)
’ . . Pv (cal f) f(x)
lim sup ——>r ) lim sup —————
< Ly Ce,» % L (o) < x—voop x L (xtl)

V3 oBa 1ma cTaBa MoOry Ce W“3BecTH Hu3 APYrHX KOjd mnper-
CTas/bajy wHXOBE cnenujaane caynajese. Ilomro hemo ce y mamem
pajy MO3uBATH HA THX, TO hemMo ux nocebno W popMyndcary.

CTAB 2,V. Hera P,(s,,f) xonBeprupa u f(x) ocqu.nupa usnmehy
KoHayHux rpanuya kaga x- 0(x - oo), majga je
11m mf fx)<< hm mf P,(0,) < hm sup P, (c << hm sup f(x).

(r—m) (c—)w) con (c-m) - (x—m)

CTAB 2,Vi. ‘Arco P (co,f) KOHBeprupa u _
f(x) ~xeL (x’/") X0 (x > 00),
© Hmagpa jeu ;| e
P, (6 f)NCach“L(c), 60 (s> o0).
CTAB 2,Vil. Hexa P, (0, ) xonseprupa u

lim f(x)=A

x>0

(x> ®)
aga je u

hm P, (c f) =

(c—m)
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Hajsax, xopucrehn ce onwmram crasom Tauber-ose npupoze .
N. Wiener-a, xokasahemo 3a Hawy tpancdopmanujy P, (6, f) uHBepaan
craB nperxonHuM craBoBuMma. Taj.craB N.. Wiener-a ([5, a] crpana
521) rnacu: ' '

- Hera K, (f) Gpuaga xaacu L*(0,00) u Hexa uma ocoOuny aa je
. © ‘ .. . S
J'Kl(t)t"ydt;éo, —oo Ly o,
0 BN
Ako je 3a Hery I-ynryujy §F (f) xoja je orpanuyena y (0, oo)
gﬁﬁstJMgmw=AfK4mm
0o - 0 ,
fo je 3a cBako Apyro jesrpo K 2 () koje mpullana L*(0, co) mMaxohe
N o : «
lim sf, Ky (ts) G (N dt = A fK,(t) dt.
0o . : )

Cras koju heMO MM JOKa3aTH IJacu:
v f(1/t)

L(1/Y
Bany (0, o); Taza u3 yumwenuye

_T@+]
.'Pv-(caf) r(va+1)

-

"“CTAB 'é,Vl'l'l. Hexa je § = orpanuiena gyuxyuja y uniiep-

a* L (6), o0

caeju

11‘ 4 v P . o
—f f(1/r) de~1, toc0.
t J L(lj)
0
Ako je jow S(t) MOHOTOHO pacliyha 3a t>0, caegu pa je
lim G (f) = 1,
{5 ®
OJHOCHO
f() ~t=L (1), t-0.
-JlokazahemMo nperxoano caexnehu momohHH CTaB:
NNOMORHU CTAB. Heka je §(I) orpanudena ¢ynryuja y (0, 00);
@ajna u3 o

PRI SN
| ,_OJ‘F;'(I/F)I.L(G)EY(ﬂ)r 4y o0,
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credu

‘ ‘fFv(l/t)‘l'“"%(df)-—d—t ~ A, o0,
T
0

Jloxas nomohnor crasa.

t)

)()

fF 15z L
= r | wl(6) e,  dr |
_.f+f+f1:vl(1/t)t T8

0 T 7
= [1 + &(o, n, T)]J.Fv(l/f)tuv-.g'(dt)fi—i
, o >

1 e o
+ [+ [Ram o LD g (5 4
L (o) 4
0 T . .
n © d
~[1 +¢(S,mn, T)]( f + [RaR) r“vmcr)—f),
0 T . k
rae e(o,p, T) >0, 60 3a cako 0 <<n<T.
Tpe6a caja jom camo noxasatn Ba ce HHTErpanu

L(c7)

()8’( )-—

bl
=fFv(l/f) L A4
0
= [R R (( LEg (o) &
T
: d
Js———fFv(l/'r) t“"g(c'c)—s,
S
S Jy= fFv (1/5) ¢ G (o1) =
T

N0 ancONyTHO] BPEJHOCTH MOTY YYHHHTH MawmH OJ YHanpea Aaror
€ >0 3a morofno m3abpawo n u T kaja o-0.
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[TpBo hemo moxasatu 3a J; u J,

0
dt
Il <M [
0

(o-+1)v 84,
\v(a—t—l)q | <ef

b
1~v

IJ4|<Mfe—"
T

LA
< M.er—c Tl_v < 8/4,
C

Kopucrehn ce oco6uuaMa ¢QyHknuje Koje ce MPABHAHO MOHA-
majy (5 raasa) MOxe C€ JAaKO MOKA3aTH H 33 J, W J,.

(ar)" L (o7) dx

. il
Fvl av—Y ,
il <M [ Fo(tjeen=y S 55, 0<y <vlat])
0

M Py (1p)

|
dt
Fy (/) w2,
STo L) J Rtz
0

na je

_-/)V(G“H)
< &f4.

lim [J, | <M ——r
dm LIS va+1) -y

Hcro taxo je

7 e 1oy VL) de
|Jz|<MT[FV(1/r)r N e

MPy(cT)

o YL(o)

[E s a,
. T . :
na je

v

M T—v :
i J T ;
oo 3l S e
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[Tpema Tome je

|fF(1/> “v“(“))s( o

<&+

e(o,n, T) | Fy(1/x)
_ of

H THME je N0Ka3aH nomohHH CTaB.

Joxas crasa 2, VI [lo npernocrasux je

1 . r , dt T+l -
I !Fv(c/tll)f(t),vt o 0.

M3epmuMo 11 y 0BOM unTerpany tpascopmanujy 1" = 1/r, xobuhemo

A U2 L O GRS T
o L (o) OJ‘FV(GI)G'C'-IC([")d.t r(va+‘v1)ﬁ’ .9._‘)0?

mTo Ce.MO)Ke HalluCaTH
“Lf Fy (o) —— pef &~ LD
L (o) (ct)™ t Tpa+1)

0 - o )

OBaj ce HuTerpaz CMeHoM of=1t~!CBOJHU HA, WHTErpal B3 NoMOhHOr

cTaBa 32 {g(t)=zg—/6 f (t7v). Tlpema noxasaHoM MOMOLHOM craBy
clend Ia H :
(a4

F, —_ S ol Rt 58

f e )( t)"“‘+1 L(l/t)f( ) F +1)

cs—)O.

Hpumeunmo naBenenn Wiener-o CTaB Ha mocnefy penaugjy.
Y oBom cayuajy je K, (f)=F, () 1/#*t, na je

fFV () 1w gp - LA == v a)/v) £0, — o0 <y< .
' rit+va— ly)

Ako jom msabepemo K,(sf) Takso za je

[, 0<CtCYs,

1o, t>1s,

To u3 Wiener-osor cTaBa cCiIeiH 'raphel-be crasa -2, VIIL.

Kz( t) =
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lll PE[I.IEH)E XOMOFEHE AHTEPAJIHE. JEAHAYHHE
(x) Y f F, (x/f”")f(t) @3,1)

++ 8. PEHIEIE JEIHOT CHELHJAIHOT CIYIAIA SCHRODER-OBE
¢YHKHPIOHA./IHE JEAHAYUHE

Bumensn cMo 23 je OCHOBHa Hieja. xo;y xopncm M Parodi:
CBECTH WHTETPANHY jeAHAUMHY HA QYHKUHOHAAHY M, YKONMKO 3HAMO
pemiee OBE jefHAYHHE,. nusepaujom Laplace-osor uurerpana nohwu
RO pewmema Jare WHTErpaane jexuaqyune. [lomro hemo ce W mu
CAyKUTH HCTOM HJEjOM, TO je noTpeSHO Ad, NPETXOAHO no6ujemo
peme}be H3BeCHEe (PYHKLHOHANHE jenHayHHe.

. OnmTr 06AHK Schroder -oBe (yHKIHOHANHE Jejmaquﬂe je:

- ' ¢ la (x)]—w(x) ' (32
‘ns x01e €& JaKo npenaau Ha Abel-osy (pynxnnouanﬂy ]enﬂaquuy
\lf[a(x)]—\lf(xHC S (33)

caMo- aKo ce cfaau aa je
' 1n<p(x) \]/(x), lnk C.

Abel ]e npumewo za, axo nosuajeMo ]en;uo napmxynapuo
pememe ¥, (x) jessasnre (3,3), Taxa je-onmre pememe: Y, (x)+w (x),
rae je w(x) ¢ynxnmja Koja je MHBapHjaHTHAZ y ONHOCY Ha o (X), Tj.

 [a (x)] = {x).

Kao cueun)anaﬂ caydaj nocMarpao le ]enﬂaquﬂy

P =¥ () +1
H TIOKA320 N2 je IEHO NAPTHKYJAapHE pememe -

lnlnx

‘]fi (x) = —

-Knacuuad pesynraT o mMoryhsocTu pemetwa Schroder-ose Qyuk-
uuoHaase jeAsauude (3,2) apaje cras G. Konigs-a. Meljytum pememe
je maro y oﬁnuxy jensor JMECA M Y TOM oﬁnnxy HUje NOoAeCHO 3a
Ham pax. :

Hanomenumo jow camo pan P. Appell a [3] y xoMe ce kao
mpuMep pelaBa jejaH CHeNujanan’ Cayvaj Koju'Hac OBje WHTEpECYje.
Ou nocMarpa QyHEKNHOHANHY jeAHaIHHY

Fla(x)] =F(x)
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Kao yomm'e&,e jenuagmue’ koja AedmuMme nepUORMUHE (yHKIH]E.
Pememe oBe jeznaunde naje y o6asxy pexa :

F(x)= gr@um

rae je an(x) n-ra urepauuja dpyskuuje a(x), a f(x), raxo u3a6paa
pamMoHaNHa (yHKUMja A TOPiM pe) uMa 06/aCT KOHBepresmuje.
3a cnennjanad cayuaj c:(x):x2 noduaa peweme 06aHKA

F= 3 XA (12 xm e
A=—x

rae pex kouseprupa 3a [x| <1,

Hac he y oBoM pany wuuTepecoBaTd OHaj Cnenujanay cnyqa}
jennaumne (3,2) kama je o (x)=x", Tj. jensaguna

@ (xm)=Xo(x). , (34)

Csemtiemo npso OBy jensauuny na o6auk (7,3) koju je nbcmanao
Abel. YBenumo saro HOBY byuxnujy lne(x) =C¥(x), C=InX £0,

u nobuhemo
*lf(X")—\lf(X)H
[Ipema Abel-y je jenuo mapTuKynapHO pememe oBe ]eauaqnue

¥ (%) =

ln Inx

Hexa je caga w (x) npou3sso/bHa nepHofuuHa GyHKIHja nepuoxe
1, Tj. 3ax0BOJ/baBA peaanHjy

w(x+1) = w(x),

. . In In
osaa je byskuuja w(
(lnlhx" (lnlnx)
w = W s
Inn ) Inn
na je, npemMa Tome, ommTe pememe jexnagune (3,3) sa a(_x)~'='= b

c Inlnx +C-w(-lnln_x)’
Inn ' inn

X .
) HHBAPDH]AHTE Yy OAHOCY Ha x", Haume

V(x) =
a omwre pememe jexnaunue (3,4) 3a A # 1 je

Inln v - : : . .
p(x)=X0n g ( lrllnlrilx ) . (3,5)
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Ako je A =1 onwre pememe jenuaguue (3,4) je

cp(xj=w(£l£i).

1

Inn

'3.2. EFBHCTEHHHJA H JE,ZZHHCTBEHOCT PEUIEA JEAHAYHHE -

3,1).

Kopucrehn ce noxasanum cTaBoBHMa o Tpancdopmaurju P, (s, f)
W3 2. raBeé K40 M ONIMTHM pememeM (QYHKIHOHANHE jenHaunHe (3,4),
pacnpasbaheMo npo6aeM CONCTBEHHX (YHKOHjA H CONCTBEHHX BpEX-
HocTH jexuaguue (3,1).

[pBo hemo xokasatu caenehu cras:

CTAB 3,1. Jeguauuna (3,1) modce vmaliu pewewe f(x) MaxBo Aa:

f(x)
xe L (xi)
Hux rpanuya,

o> — 1, ocyunupa uzmehy wonaunux uc@mo3sHay-

2.. e7sx f(x) unierpabunno 3a s;='so y. unlepsany (0, o),
camo axo je o =0, A =(l/v)l‘. : :

Jloxas. Ilohumo on jeanasune (3, 1) HaMHCaHe nomohy 03HaKe
3a Tpaucpopmanujy P,(s,f)
£(x) = AP, (x.1)
XXCTVL@E) ) e Py (x, fr
L(x) ~  x%L(xiv 'a»'vCa,.( xve L (x)”
'Ako caxza uckopHcTamo crae 21V mau cras 2,IV*, mo6uhemo:
xe (= (xllv) '

HIAR

lim inf a>ACqva
x50 L,(x) =EEerS
(x > =) '
H ' . x“‘(l—")L(x1
lim sup =————a < ACqya,
x>0 L(X) ;
(x 3 )
rie je
= lim inf a];(x)l/v ; @ =lim sup T]:(_X)T
X . x v
g3 EEM g LGN

an IBe penauuje moryhe cy camo ako je a=0, na c.neml Ja je

- . 8 3CopHux
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Axo ce caga craBu x =e™Y u R, (y) =L (e~) onna je

hm Ri()’/v) _____}\.
y>o Ry (y)

Ha ocsosy ocobuse A.. ¢ysxuuja Koje Ce npaBUAHO - NQHAMIA]Y
(5. rnapa) 3akbydyjemo xa je R, (y)=y"*L®(y), na mpema ToMe je
| Lx)=|nx|*L*({lnx]), -
a A =(1/v)*. Ha ucté Haumy, ako usBDIIMMO CMEHY X = ¢, ZoGuhemo
3a 0<x,<<x . _
L (x) = (ln x)* L™ (Inx).
CTAB 3,1l Hexa je
T wy (%) Eépuo,zzuqna pynryuja Gepuoaa 1, mj. w, (x + 1y == w, (x);
2. f(x) maxBa ¢ynkyuja xoja 3a40B0/baBA penayujy

C e

f e=sx f (x) dx = 1/s (In s)* (1“ ln s) .
Inv
0 .

Tana je f(x) pewewe unmerpanne jeanaqune (3,1) 3a A= (1/v)*.

CTAB 311. Jeguno pewewe f(x) jeanawune (3,1) roje uma oco-
Oune ga je : S ‘

1. f(x)~x<L (x'¥), x50 (x>0), a> — 1,

2. eﬁ?“f»(x) undierpabunno. 3a s=5, y uniiepsany (0, o), je
f(x)D 1/s (Ins)*. _

HOoxka3s craosa 3,ll n3,lll. Msspmumo Laplace-oBy Tpanctop-
Manujy Jese M JecHe cTpaHe jeanaunue (3,1): v

f 5 f (x) dx — xf o dx f F, (x99 £ () :—:.
0 0 0 .

Ha ocnosy crasa 2,ll Aoﬁujamq )
pE)=2slg(e),
rae je ’

9 (s) = f’e‘.—st F@) dt.

0 H
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Oéenexmuo ca K(s)=s¢@(s) ma ce noéaaeﬂa (pyHKOHOHANHA
jeAHagnsa cBoxu Ha Beh pacnpaBJbeun cayuaj Schroder-ose ¢ynk-
[HOHAJHE jENHAYHHE

K ()= XK (s).
Buzenn cmMo 1a je onmre pememe oBe (yHKIHOHANHE j€AHAUMHE

Inlns IH IHS
— )1/
K (s) =251 wv( - v)

na npema TOME je H

(5) = 1/s (In sy (]__“ fos
? o “\Tnv )
Kapa je =1, ¢ (s) ce croau Ha

% (5) ?‘_j‘_w.(lnlns> -

Inv

Tume je cras 3,lI mokasax.

- Axo jom 3axTeBamo ja ce ¢ (s) n’paannﬁo noHama kaxa s-0
HIH S$- oo, CeJH, Ha OCHOBYy ocobune QyHkunje w (f), ma je TO
moryhe camo ako je w (f)=c, na npema Tome caenu rnpbeﬁ,e ctaBa 3,lII.

HiTepecantso je npumeTHTH, MpBO, Ia je cnekTap COnCTBeHHX
BPEAHOCTH KouTwHyupaH. JIpyro, na ckyn QyHknuja kome npunanajy
concreene ¢ynkuuje jexnavune (3,1) ocraje HENPOMEEH Ca IPOMEHOM
v. [IJpomena Hacraje camo y Tome mTO he cazxa jegHa CONCTBEHA
¢yHKIHja Aa oAroBapa APYroj CONCTBEHO] BPERHOCTH.

33. HA JAXEE PElHEbSA HHTEIPAJIHE JEJHAYHHE (3,1) KOJA
CE ﬂPABH.lIHO [TOHALIAJY.
(In s)*l
3

[Moxaxumo Kako ce Moxe Hahu ¢yuxnuja f(x) D

¢yHkuuja Koja je oxpehena jeaHaunHOM

f e=st f(f) dt = 1/s (In s)P.
J .
33.1. p =k .neo 6poj > 0.
Ja 6u y oBom cayHajy sauad L- tbym(uujy f(x) xo;a om‘onapa
[-pynxuuju P(s)= (o 8)

, noijnmo O HHTErpana

o

Csmrm L st gy
T (x)
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k-TH u3BOA N€Be W JecHe cTpaHe OBe pejanyje 3a x =l xaje

DS E R\ LY F
(-1 é(ﬁbulﬂ!r“mmﬁ

Tako Ja je Tpaxesa Qyuxnuja f(f)

k [k .
nm=ewz(Jnmmﬂ
=0
TJie CMO CTABHJH
L g

rirn &

332 p<0.

~ CraBuMO p= — %, x>0 u KOpuCTUMO caefehy Be3y 3a Laplace-
OBy rpaacdmpmauu]y :

—’—(ﬁ-dxz 1/s g (Ins),

r( 1) _
m— 1
me r(t)D g(s). ¥ namem caysajy je g(s) =5""% na je r(t)-— It‘”(x
a ojatae cleid ja je ‘

.- e xx—1

f(H)= r(%)o 'I"(x+ 1) dx'_‘J (ln s)—"

333. > 0.
y cnyqa]y 3.3.1. o = k neo 6poj >0 umanu cMo
B -1 3 (¥)vutnoe=t= oo,
. s =o\1
a y cayuajy 3.3.2. p=-2<0
' 1 1 H f‘x“_l y
S T raeD) &= oW

'Hexa‘le capa p>0. CTaBuMO k=[pn-=0]+1, k—u—p>0 "
oépasy;mo xomnosnnu]y On fr(t) u cp,‘ ), Tj.

(In s)* 1
s s(ns)*

Mmmm=f%wam@:
0
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OlaKJe CAeHH .
1 (ns)*
? —LS—)—— Cfe () » .

[Ipema Tome je Tpaxkena ¢yHkIUja

f)>~@ng*, p>0
Ay
JaTa H3Da30M

RCE im ()~ £ ().

0 2.'}11HI;ELUEH>A KOJA CE HE ﬂOHAlHAJY HPABH./IHO Y BAH3HHH

J. Kapamara nxao mu je, y Besu mor HEZIaBHO 06jaB/beHOT
pana [18], Taxas npumep KOjH MNpPETCTaB/ba pEIICHE HHTErpanHe
jennagune (3,1) 3a v =1/,, a He MoHAaIa ca NpaBHUJHO 32 f =0 uau

f=oo, Mehyrum TO ce mMoxe yomurarH. Hanme, Tpeéa camo nohn
on penanuje C. (ctpasa 120)

v dt

KfF ) o r'{1+av) vt’

_ 1‘

. Inu
na je MOMHOXHTH ca uP—! w(r—) H HHTErpajuTH N0 4 y rpaHunama
‘ : Inv

on 0 1o oo u no6uhemo na je

F(x) = f rf"‘“‘aﬁ ! sz—:‘i) du

pemewme HHTErpajnHe jexnauune (3,1) 3a }\% (1/v)r.
Axo nax nperxoasy peuanujy (3,6) audepennupamo K0BObaH

!

. » y . L. {Inu

6poj nyra 1o u, a 3aTAM NOMHOXHMO €2 HCTOM ¢byuknujom uP-! w (T-)

nv

H HHTErPHIIEMO Kao y NpeTXOZHOMO cayuajy, AoGuheMO pememe
jemuaaune (3,1) 3a nponaaomuo A>0

IV. IPUMEHA JIOBMBEHHX PE3YJITATA

4.1. JEJAH [TPOBJIEM U3 ®H3HKE
- ¥ pany xoju je Henasso wTamnad [!8], mocmarpao cam cnenu-
janan cay=aj uurterpaase jeasauwne (3,1). Tama jesrpo uma o06.uk

—-2—-'F (x/1%) L. e—'f‘
£ Ve
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N S S e —rr )

na ce WHTErpanna jegHadusa (3,1) ceoam ma:
;_ A T —t’14¥ 41
f) === e " f(t)dt (4,1)
_ ano -

Koja uMma caeiehe 3pageme: oo

Pacuopen TomnoTe y JMHeADHOM NPOBOJHAKY JAT je jenda-

4HHOM : :
- 06 020

ot 9x®

Hexa je nposozumx HEOrpaHHuen ca 06a Kpaja H meKa 33110B0/bABA

noueTHe yCoBe:
) X
0 (x,0) = {f( b 120
y Lx < 0, :
Peweme napuujanue jeiuaduse nposokhetba Tormore ca IaTUM NO9ETHHM
yCI0BOM je .

8 (x,0) = f 'Z:"’zf(u) du. 42

. HeKa je nopen ﬂO‘leTHQF ycaona I;aT H IPaHH4YHHA

rae je ) npousBobaH napamerap. lutame je koja dymknuja f(x)
MOX€E, HA OCHOBY penaunuje (4.2), na 3agoBosbd oBe ycaose. Haxa-
Kewe Qysaxnuje f(x) CBOAM ce Ha peleme HHTErpanHe jeasauude (4,1).

Osy jempausdy M. Parodi pemasao je cuMO0OJHYKHM DagyHOM.
Ou je nokasao Xa cy 3a A =1 u ) = 2:pewena UHTErpanse jefHayuye
(4,1) f(x)=1 onnocno f(x)=Inx + C rae je C Euler-oBa xosacranra.

AKO HCKOPHCTHMO Pe3yATATE 43 MPETXOZHMX TJiaBa J0GHjaMo
3HATHO BUue HO WTO je Kobuo M. Parodi. Tako ce cras 3.I1I y OBOM
cayqajy, kaxa je v =1/2, cBoiu Ha caexehu:

CTAB 4.1 Jeauro peutefbe unwerpaﬂne ]eanaqune (4,1) 3¢ A=2¢
Koje uma ocobune:

L f(x)~xPL(x?), B>-1, x-0 (x»x); .
2. e f(x)- unwerpadumto y pasmaky (0 oo) 3a HeHo S =5, 1e

f(x )D(Ins)

Ha ucru Ha‘IHH MOl"y ce npeuem H CBH 0CTa/nu CTaBOBH.
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—

Kako: ce ckyn cpyuxun]a KOME -pHNafajy COnCTBEHe bynxnuje
MHTErpaiiue jefHadHne (3,1) ne mewa-ca v, TO W cama peweta nata
3a jexnaunny (3,1) ocrajy u 3a mHTerpanuy jeamausny (4,1).

42. JOITYHA TABJHLA 3A LAPLACE-OBY TPAHC¢OPMAUHJy H
HEKE HHTEMPAJIHE BE3E 3A WRIGH1-OBE ®YHKILHJE.

Pe3yararu npeTXONHHX I'/1aBa MOTY ¢€ KODHCTHTH Aa GM mo6uau
u3BecHE HoBe Be3e 3a Laplace-oBy rpancdopManujy 4 muMa jpomy-
HuJIH Tabaume oBe Tako MHOTO Kopumhene Tpanchopmanwmje.

Us mocamammer pazma MOXeEMO HauumHTH caeiehy Ta6ammy

L-q,yﬂkﬁuja ' oaropapajyha l-¢pyuxuuja
- dt
Fy (x/t7) f (t) — | s e()
1 Y,
0
f@) , ¢ (s)
o | P0Gy - at)
v>0, >0
1@ (p, — v; - x/t) v
3 P ’ —P g—xs
o<r«l e
_l_tuve—t"'cos"“sin [t"si.ﬁvn-'—pvt] | 1 R '
0<v<l, p> -1
P21 @ (B, — p; — 1/tPR) Va o, (BFD -
> 0<p<1 g (S o= 27)
P21 @ (B, p; — tP2) Vﬂ ' p+1 1
6 2 —
_p>079>0 o 55 S F’sz( ) Yap;— 29sP/2>
1 -——I-COS yvm . Sinvm
7 Et-“e & sin (\}”‘ T w > sl (i, v; — §v)

o<v<Y,

Bese 1—4 caeme u3 JAocajammer paja. Tpe6a jom ykasatu
Ha BaXXHOCT npBe Be3e 3a npumeHy Laplace-ope Tpancopmanuje;
HAapOYHTO MOXE xopucuo Ja NOoCAyxXH npu Tpaxkemy L-dyHnknuje
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Kana je mno3uara [-pysxuuja. Mcro Tako oOHa -Ham omoryhaaa Ia
AohemMo N1aKo A0 HEKHX HHTerpaJxHHX ‘BE3a 33 anht-oae ¢byunxnunje
Kao ImTO cy :

f¢’(0 v; — t/o”)qb(B,p, t0) te-1 i’ft-
. : vi

= ®-0P[y(E~1)+1,pv; - o],
B>0, p>0, 0<v <1 :

cnenmjana ciyuaj ose penangje je
' , : gl o
f(b (0, — v; — tfov)t & Je_y (2Vt)dt =

=gV Oy(B-1)+1, v; —¢];
dt

b. fcb(o —v-—t/cvw(a,—p,—1/tP)tP-l-;—t-

== g (- 1)<1>[v([3—1)+1 —pv; — 1/6"?];

dt I‘(p+l)

DO, —v; — o) ==L )
cf ( & /) vt I‘(Vp+l)
o 0<v<, p> -1

Ha ocHnoBy noc.nembux penanuja a. ¥ C., a y3umajyhu y o63up
Ia je Fip (t)— te—“(“) Zo6unu cMo sese mox 5 u 6. Mcnpasnocr

HOCJIEJIH:E Bese H3 Ta6JauOa MOxe ce noxasam Ha c.ue,u,etm HAYyHH

ITohumo on Beh mosmarte penanuje

=1 b (p, v; —t”)-—-l— et z—Fe— UZV dz,
mi
. C‘
rae je C' nato Ha nprexy 2. PacTaBumo OBaj HHTErpan Ha TPH

caeneha
0

feiz z—}l e—'-llz" dz . fefx—l[xv dx
‘ B

X
c’ ) —® .
x - : _d. .
+8i eteeei—e_!'e—vei_g_g._ + | exge-—.llx”e“z"’”e-—-zpzrtg”f .
. gt gBoi . . . . x>

—_%. o A 0
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Hycmmo a—»O | noﬁuhemo

~—

etz g—1/z¥ flj = | etx— llxv dx + etx—llxv e—2vxi e—2nai Z dx
. X
(o] -~

HsspmumMo cMeHy x = —§ y ropwmuM uHTErpaauma, na hemo
NO6UTH : ,

-1 (p,v; - V)= —-—fe’z zFe- 1Y dz

=J_fe—ts—r"e"""_._.___ a¢ __Lf P
Ori EPeg—Pmr Qqj © ERebm
0 o .
Y _ sunm'_.}1 : sin(v_ﬂ__p‘ ‘
=_1_f —tE ! —E—"coswr{ ( “) _e( gv “’ }dg
2mi g

___f -tE e cosv”sln{}lﬂ"‘—s—l‘r;%)—n—‘)dg.

TuMe CMO NOKa3ajJH TAYHOCT H OBE NMOCJAENHmE pejaldje.

V. OCHOBHE OCOBI/IHE WRIGHT-OBUX: - ®YHKLHIA U PYHKUNMJA . KOJE
CE NPABW/IHO TTOHAHIALY

5.1. WRIGHT-OBA T'EHEPANM3ALIHIA BESSEL-OBHX ®YHKLHIA
U BHXOBE OCOBHHE
E. Wright [21,a] nocmarpa cnenehy ueny dyuxnujy
® (B,p;2) S
& & N+ ) Ip1+B)
p je peanau u No3uTHBAH 6poj, B 6poj peanan uau Kommaekcad. Kaga
je p=1 Tana je
Jp—1 () = (1/20)2=1 D (B, 1; =1/, ),
rae je Jg(f) Béssel-opa ¢ynkumja. '

OBy kinacy ¢yusxnmja Wright je ucKopucTHO Kaja je Tpaxuo
* aCHMNTOTCKH Da3BHTaK Koe(HUHjesaTa CTENE€HOr pena QyHkmuje

_(l—x)—Pexp{(l_ )p] EC xn,

n=0

6:1)

Ms

foe cy « u B makakeu xoMmieKCHH 6pojesn a # 0.
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Qyukunja P (B,p;2) Moxe ce. u3pa3uTH M mOMONY HHTErpaza.
Hexa je u-paBad npecedena mo mpaBoj argu === U HeKa je argu|Cn
y fpecedyeHoj paBHH, Taja je ‘

d’(B,p,Z)———f —?exp(u-i———)du o 52

rae je C' KOHTypa KOja moJasd of — oo 00Wna3H NOYETAK Y MO3H-
THBHOM cMepy ¥ Bpafia ce X0 —oco ofasujajyhy npecek (uprex 2.).

Hame Wright nokasyje y kojoj ce mepu wussecne ocobune
Bessel-oBe ¢ysknuje npenoce Ha ¢ynknuje P (B8,p;z). Tako je

pz® @ +p,0;2) =D B~ 1,0;2) + (1 - B) & (8,;2),

i<zrf>(s,p,z) ? G+ 9,052 (5.3)
HJH »

925—¢(ﬁ,é;2)= ®(8— 1,0:2)+ (1 - B) & (B, p; 2).

Kana je p=p/q, p B ¢ nenn 6pojesu, Q)yﬂxuu]a ¢(B,p,z) 3azo-
BO/baBa Judepeunujandy jelHaqduy pena p +q:

P 1. ’ P §+P‘_‘

e P b (Bp;2) = (z‘ wﬂ) ;P (jz)"cb(s 0;2) (54)

xola npercramba yomurefbe Bessel ose ,zm(pepeunu]anﬂe jeAnagune
kaga je p >0.

.3a _osy dyuxknujy Wright nokasyje caenehy teopemy :
Ah:o je arg(—z)-—fg 1§I<Tc ,
maja je '
DB, p; z) H(ZI) + H( z)»
rae cmo ca H(2), z;, u 22 oGenexcunu

H’z) Zlh—p e<1+1/mz 5 (=07, '+ 0( 1 )] |
B {mE.-O zm " | 2| M1
;1- Eﬂ ‘ 1 E-= L
2= (p|z|)fH1 eFFT; 2z, = (p|2|)PF1 £REL

: Koegpuqujemuu am cy ,zwme qbynm;u;e ox B U p.

Y jendom kacunjem pagy Wri ght [21,¢] npoumpy]e oBYy Knacy
. (yukomja Ha cayudaj Kajga je — 1<p<0 Y rana je

@® ’ zn A .
@ =-0, 0oL (59)
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dB, —0;2)= ———fu—? exp (u + zu%) du, ' (5,6)

rae je C' xontypa Beh ,z:aTa upre;xom 2.. [Ipema Tome uﬂrerpan 5,2)
BaXH 38 CBAKO p > —

U 3a oBaj cayuaj Wright A8je TEOpeMy O aCHMNTOTCKOM MOHa-
mawy Qyuskunje (@, - 0;2), 0<o 1.

“Ako je |arg (- 2| < min {3/;w(l — 6), &} —€, Taza je |
¢(B) — 0, Z) =1(y)’

ruae cmo ca I(y) v y obenexcunu
M .
1) =yPr—peyi Y Any ™™ + O(y—M)},
’ . © tm=0 .
y=(t = a)fe° (- -,

a A; ¢y naille konclaniie roje 3asuce og B u o.

Y cayuajy p=p/q, p 1 g uenn nosutTuBuH - 6pojeBn Wright je,
K30 WTO CMO BRIeJH, 0KA3ao- na ymxuuja @ (B, p; z) 3aK0BobaBA
AuepeHIMjaIHy jeAHAYHHY pela p + ¢, Haume jensaunny (5,4). [Toxa-
3aheMo Ma ce W Kala je p= —p/g u p<q, p B g Le1H NOSHTHBHH
6pojeBu, MOXe 1aKO HahH RudepeHmmjanua ]euﬂaquﬂa xoly Ta QyHK-
IHja 3am080J/baBa, a Koja je penpa q.

3a poka3 nmocayxuheMo ce ca TpH pe.nauu]e (6,3) Koje yommra-
Bajy oco6une Bessel-oBux ¢yHxnuja, a koje Baxke u 32 p = — o,
0 <o < 1. UckopucruhemMo npBy u Ipyry O& X

®@—p -2 =B~ qo, —c;z>=(§iz)"¢<s;—c;z)-

U3 rpehe, nak, no6usamo

1=g+p 1+l.d"_._
z ¢ ¢(p_p’_°;z)=(—02 GE)ZG b (B, ~a;2).

Ilpema TOMe je

1—g+p . 1’+l dy =B
e o@-p-sd=(-od g T 06 - 6

Ha Taj Hauns poGuan cmo Jmtpepeﬂumanuy jeRHagnsy pexna q
KOja NpeTCTaB/ba YOMIITEmE Bessel -0B€ Ambepeﬂuu]anue Je,zn-raquﬂe
3a — I'<<p<O0.
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52. 0 SYHKLUMIAMA KOJE CE [IPABHIHO [TOHAIIAJY.

[Towto cy medununuje nornyno amanorue 3a t=oo u t=0,
TOo hemo MX ZaTH caMo 3a t= co.

3a ¢yukuujy g (f) kasahemo Aa ce NpaBHAHO MOHAma 3a f = oo
aKO OHa 3aJ10BO/bABA penauujy

g () ~1t=L(1),

. Kaj t-oo, rae je L (f) no3uTuBHA W nenpekujua (yHKIHja 3a CBAKO
. 1>0, a xoja mpunaja KJAacu CNOPONPOMEH/bHBHX (YyHKUHja, Tj. 3a10-
BO/baBa pesauujy

L{ut)

L)

1, t>o00

3a csako u >0 (suau [10]). ‘ A ,

Haeenumo oBae camo one oco6une OBako xedunucane xaace
Pynxouja g (f) =1* L () koje hemMo KOPHCTHTH y Iabem papy.

A i(ftu—)aua, u>0, f-».cc,

. q(t) _ .

B. qty»o00, a>0, tooo,

 g(®-0,  a<0, toe. -

C. O6enexumo ca P, (x), Py(x), py(x) 1 py(x) cnenehe @Yﬂkuuje

,

P,(x)= max ({fTL (1)},

1 C0=stgx .
Py (x) = thax {+=Y L (8)};

| t>x _

p; (x) = min {f* L (5)},

9 t>x
pe ()= min {TL(t)};

o<«

Tajga je: _
Pi(x)~x¥L(x), x-»x
Py(x)~x—YL(x), x- o0
Pr(x) ~xTL(x), x-00 »
Ps(X) ~xTL(x), x- 00

Mpema Tome cy P;(x) u p;(x), i = 1,2 dynxmmje xoje ce Takohe mpa-
BH/IHO MOHAIIAjy 3a x - oo, a Npu TOME cy obe (QyHkuuje MoHOTOHE.
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SUR . UNE - CLASSE D’EQUATIONS INTEGRALES SINGULIERES
N | - . ‘ par' . . N N
Bogoljub Stankovié

" Les 'transformations intégrales, en particulier celles de Laplace
et de Fourier, se sont avérées partrculrérement appropriées 2 la
solution de certaines classes d’équations intégrales. C’est. ce que
montrent les travaux de Bochner [4], de  G. Doetsch [5¢], de
Wiener et Hopf-[20] et,-en ces derniers temps, de M. Parodj [15].

M. Parodi  considere l’equatlon mtégrale

v f(X)+}<f K (x, t)'f('t) at=g'('x)., , E (1)
. . |
ot K (%, 1) est caractérisé par
0 Co . Cn

se rédursant sous certames conditions supplémentarres, a Paide de
la transformatron de ‘Laplace,” 4 I’équation fonctronnelle ;

kp(s)ﬂp(s)wﬂr(s)]—r(sx e

ot cp(s) et Y(S) sont les transformatrons de Laplace de fonctrons
f (x) etg(x) A B LU : . {

Lidée de M. Parodi.donne lieu 2 deux problémes Le premier
est la forme dit noyau satisfaisant a2 I’équation (2). Le second est la
solution de cette équation. La présente note traite les deux problémes
pour une certaine classe d’équations intégrales. .
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. Au premier chapitre on considére d’abord:un cas ‘spécial de
P’équation (2), a savoir celui lorsque p (s) et ¥ (s) sont de puissances
de s, c’est-a-dire I'équation -

f e™SXK (x, ) dx = s* e~ 15", 4)
0
et ’on démontre la proposition ‘suivante:

Proposition 1.I. L'équation intégrale (1) n’a de solutions dans
la classe de fonctions LY que pour 0 <v.<1 et p quelconque, ou
pour v 0, p < 0. L’unique- solution pour ces valeurs-de v et p est

Kyy () =xF o (—p, —v; -7,

ot ¢ (B,p;2) est la généralisation de Wright des fonctions de
Bessel [22].

Pour certaines valeurs $péciales de v et p I'équation (4) appar-
tien & une classe d’équations traitées par M. Parodi, 4 savoir, la classe
des équations (2) oit p(s) et ¥ (s) étant supposées des fonctions /D
Or, le fait que p(s) et V¥ (s) doivent étre des fonctions / est une
restriction sensible, & ce point que les exemples données par-Parodi
lui méme ne satisfont pas 4 ces conditions. La proposition B, que
j’ai démonttée ici, s’étend aussi & ces exemples.

Dans la seconde partie du premier chapitre on fait connaitre
certaines propriétés de la fonction Ky, , (x,f), solution de I’équation
(4), pour des valeurs spéciales de u et v, ce qui compléte certains
resultats de H. Pollard [I6], de J. Miku8inski |13] et de
L. Wlodarski [21]. Ainsi ona.établi les relalions -suivantes

@

T |
Ky (1) = = |
0

- —_v . e -
g™ gyt gTHICOSVT sin (uvsin v m-— pw) du,

0<v<L > -1,
Ko, v (x,1) ~ sin vatl:—(—l)—-'_—l)—, X - oo,
RO :xv+l .

: u ' .
Koy (o) =yhe [ 3 Anyn+0(4),

. m=0 :

ou

y=(1 =) (")

El, enfin - : .

Ko,v (x,1) >0, oo >x>0.

D V. la definition de fonstion L et [ 3. Doetsch [5a).
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Ausecond chapitre on-a défini et traité la transformation inté-
grale suivante D : . -

P, (s, f)= f F, (d/xll")f(x)%b,' .
o , .

o Fy(x)=xK, v (Jé, 1).

Pour cette transformation on a-démontré: les propositions de
convergence suivantes:

. Proposition 2, L ‘La transformation P, (¢, f) étant conver-
gente pour un ¢ = d,, elle est convergente pour tout 0 <<d < d,.
Si, en outre, f(x) =0 pour 0L x <n, alors

| { _c(ﬂ_)_l——_v} =
Py(d,f)=0le ‘o , e<(l-0)s" "%
Proposition 2, Ill. f(f) étant une fonction LY ‘et

@

[eruttyat=o0),
0
alors ‘ _
f e—st dt f F, (t/<1) f.(r) e _ s'—1 o (sv).
. g ) vt

Puis on 4 démontré la proposition de nature abélienne suivante
Proposition 2, IV. La transformation P, (9, f) étant ‘convergente
pour ¢ =, et _f® , a> — 1, oscillant entre des limites finies
x% L (xiP)
lorsque x - 0, alors

lim inf — &) < fim it —2OD
x0  x¢ L(xllv) , 90 Ca,vdv“L(S)

PoGSD) o pim sup 1O

L lim sup S TRS0" xe L ()

a0 CqyG'*L(S)
Et, enfin, la propoéition de nature tauberienne suivante:
~Proposition 2, VIIL F(t)‘=:~t—°%-f—lgtiz— étant une- fonction
bornée dans. Iintervalle (0, 0o), alors, de (o |
 I(a+1)

P, (o, f)~ r(V(I—ijl)'

gL (s), o0,
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résulte

t L(l/) f(l/)dt ~ 1, t-oo.

Si, en outre, F(t) est 2 croissance monotone pour #>0, il
s’ensuit
lim F(f) =1,

t»>

FO) ~ 1L (#1), 0.

En partant des résultats obtenus aux deux premiers chapitres, le
troisi¢me chapitre est consacré & la solution de lequatlon intégrale
homogeéne

ou que

f(x)=2 f F, (x/tlfV)f(t)j—:. (5)
0

Et on a démontré les propositions suivantes:
: Proposition 3, I. L’équation (5) ne peut avoir pour solution
f (x) telle que

1)——-]‘—(5)—-, a> —1 oscille entre des limites finies dé
x* L (x1v)

méme signe;

2) e—s= f(x) intégrable pour s=s, dans Ulintervalle (0, o)
que si a=0, X = (1/v)*,

Prop031t10n 3, Il. Soient

1) w,(x) une fonction pérxod1que, de periode 1, c’est-a-dire
Wy (x+ 1) = w; (x);

2) f(x) une fonction telle que

-]

[t~ i—(lns)%( i )

0 .
alors f(x) est une solution de I’équation intégrale (5) pour A=(1/v)*.

Proposition 3, Ill. L’unique solutxon f(x) de I’équation (5)
telle que

1) F(x)~x=.L(x), x—»(f{x-»oo), a> -1,
2) e=s* f(x) soit mtégrable pour s =35, dans l'intervalle (0 o),
est f(x)D —]—(ln s)P.

9 36opuak
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Dans ce chapitre on donne également la solu’uon générale de
’équation fonctionnelle

?(x) =2 (x").

Enfin on a donné aussi les solutions mémes f(f) d’équation
(5) qui se comportent réguli¢rement.

Par un contre-exemple on a fait voir que, lorsque la solution
ne se comporte pas régulitrement an voisinage de zéro ou de I'infini,
on a alors un nombre illimité de solutions.

Au sixieéme chapitre on a appliqué les résultats obtenus a un
probleme de physique et on a donné certaines relations nouvelles
pour la transformation de Laplace et les- fonctions de Wright.




