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ДВА СТАВА О АСИМПТОТСКОМ ПОНАШАЊУ 
ТРИГОНОМЕТРИСКИХРЕДОВА 

Асимптотско повашање триговометриског реда ~ а" sin v х 
за Х-1-+0, када су коефицијеити ау оБJlикаау=v-аL(v), О:Е:;;а<2, 
ГЈ1е је L (t) споро променљива функција. 

1. Асимптотско понашање тригонометриског реда 
",' 

f (х) = ~. ау sin v х 
1'-1 

кад х ~ + О, У слуqају када су коефицијенти ау монотони и задо
вољавају услов 

аn '" п-а, П -+ ОО, О < а < 1, 

испитивао је Н 8 r d у [1, 2]; Између осталог он је показао да је 

1t f (х) '" . ха-1 , Х -+ + О. 
2 Г (а) эјп ri 1tj2 

Н е у w о о d [3Ј је показао да оваасимптотска релација важи за 
О<а: < 2. 

Овде ћемо дати два става који проширују класу тригономе
триских редова за које важе сличне асимптотске ралације. Та про
ширења добијају се УВОђењем класе споро променљивих функција. 

За функцију L(t) кажемо да је споро променљива ако је 
дефинисана за t:> О, позитивна и 

L (лt) -+ 1 
L (t) , 

t-+ оо, 

за свако утврђено l > О [4]. 

СТАВ 1. Нека је О < а < 2 и неuа је L џ) Проuзвод две .моно
тоне споро променљиве фующаје. Тада ШрuгономеШрисuu ред 

'" f(x)= ~ L (v)v-asin vx 
,=1 
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KOfJIJeprUpa за О < Х < 2.1t.u. 

f (х) '" 1t ;«-1 L ( x
1 

), х ... + О. 
2 Г (<Х) sin <Х 1t/2 

СТАВ 2. Нека је L (t) конвексна сПоро Променљива фуюсцuја 
која ~ О кад t ~ оо. Тада је 

а: 1 (1 L L (и) sin v х rO.J - L -), х -+ + О. 
џ=1 . Х Х 

Из става 2, например, следи за l~ (t) = log t 

'"' siп v х 1 . О 
~--,....., , Х-+т , 
У;=2 log V х log(llx) 

док код Z у g m u п d-a [5, сТр. 116] постоји само 

А '"' sin их В ---< ~ --< , х ... + О, О < А < В. 
х log (l/х) v=2 log v xlog (1/х) 

Аналогни резултати за ред 

.., 
1/2 ао + .L ау cos v Х 

v=1 

следе из чињенице де је за Х i= о 
ф 1'" 

1/2 ао + ~ ау cos v х = -.- ~ (аЏ - 1 -. аун) sin v Х. 
v=1 2 S1П Х у-1 

2. Најважније особине споро променљивих функција које ће 
аам бити потребне за доказ наведених ставова су следеhе: 

(i) Ако је О < а <; л<; ь < оо, ll1ада 

. L (лt) ... 1 t .... оо, 
L (t) I 

унuформно По л. 

(н) А «о је L * (ђ ........ L (t), t -+ оо, шада је и L * (t) сПоро Промен-
љива фующuја. . 

(Ш) A!'q је у> О,. тада 

. tYL(t) ... оо, t-YLџ)-+ О, t-+oo. 

(ју) Нека је ct > О и 
L(I) (t);= t-a Мах {Хо; f.. (х)}, L(2) (t);= t a Мах {x-аL (Х)}. 

O..;;x~f . ''''''Х< оо 
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Тада је L(k) (t) (" L (ђ,., t~ оо (k = 1,2), II Према (Щ, L(k> (t),k = 1,2, 
су таКОђе сПоро иро.м.енљиве Функциiе. Функција t а. L (1) (!) очевuдно 
.монотоно расте, док t -а. L (2) (t) M01t0i1101tO, оПада. 

(у) Ако је L (п) Проuзвод две сиоро Про.м.енљиве функције и 
УЈ> О тада је 

01) 

(1) ~ Iv-'1 L (v) - (v + 1}-'1 L (v + 1) 1 < -м (I1) п-'1 L (п). 
1/= П 

Све особине споро променљивих функција које смо навели 
познате су (В. [4]), осим последње, и због тога ћемо овде дати 
њен доказ. 

Нека је L (п) = a~ ЬN и нека оп t , а Ьn "'. Ставимо Ln = L (п). 
Тада је 

т 

~ I v-1I L II - (v + 1)-'1 L V +1 1 < 
lI=n 

mm 

< ~ Lv {v- 1I - (v + 1)-'1} + 1Ј (v + 1)-'1ILv - LI/+11 < 
1I=n lI=n 

т т < ~ L, {v-'1 - (v + 1)-'1} + ~ (v + 1)-'1 Ьу {a v+1 - аџ} + 
,,=n v=n 

т 

+ ~,(v + 1)-'1 all+1 {b v - Ьџ + 1 } = 81 + 82 + 8з, 
lI=n ' 

. ОцениЬемо сваку од ових cy~a посебно. Најпре је 

81 '-' i v-q12 Lv v-1I/2 {1 - (1 + ~ ) -1Ј} < 
оо ' 

< Мах {v- qi2 Lv} Ј t-1I/2{1- (1 +--t
1 )-IJ}dt<' 

n~џ<oo 
n-I 

< м (rj) lг1l·'2 L~) (п - 1) -'1/2, 

тде је L~) r-w Ln , п-+ оо. Према To~e је 

(2) 

:<) Константе М које се Јављају у разним неједааЧRRама не морају бити 
увек исте. 

:2 ЗБОРJlИК 
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Како Ьn -1., '1:0 је даље 

, т , 

S2 <; Ьn ~ (v + l)-q (а..,+! ~. q..,) = 
v==n .. 

т 

<; Ьn ~ {v-q - (v + 1)-q} а.., + Ьn {m-qaт - n-q аn} < 
~n . 

т < Ьn ~ {v-q - (v+ 1)-q) av + m-q'am Ьn , 
v=n 

па је према (2) 

(3) 

Најзад је 

т 

Ss <; ~ (v + l)-q а.., + 1 {bv - Ь..,+l} <; 
v-n 

ао 

<; Мах { v - ч а..,} ~ {Ь.., - bv + 1} = 
, n~v<~ v';'"n. 

/' п (2)ь ""'" n--' аn п, 

• (2) . • 
где ]е Џn '""""' аn, n-. оо, па ]е 

(4) Ss <; м (ч) n-q Ln • 

На, основу процена (2), (3) и (4) добијамо да је . 
т , 
~ I v- q L.., -:- (v + 1 )-ч L..,+!I, <; м (ч) п-ч Ln + пz-Ча.т kn. 

v=n " ',.,. ',." .. 

Одавде коначно следи ~~једначина (1) кад пустимо да т -. оо. 
;' . . ~ .' 

I _ 

3. Д о к а з става 1. (ј) На основу особине (v) споро промен
љивих функција, конвергенција тригонометриског реда којим је 
дефинисанафувкција t (х) СЛ,еди из 

(5) 

I f L (v) v-O;sin v х I <; 
lI-n+l 

<; . 1 {f I v-O; L (v) - (v + п-о; L (v + 1) I ~ .. 
510 х/2 lI=n+l .,... " , 

+ (п + l)-о;L (п + l)-r(m + 1)-0; L(m + 1)}<; 

М 
<;. {(п + 1)-0; L (п + 1) + (т + 1)-0; L (т + 1)}, 

Sln х /2" '.. . .. .. ' " ".. " с ./. '.' " ,":: "., • 

..... ' ... - . 
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јер на основу особине (Ш) споро пром~нљивих функција, десна 
страна неједнаЧине· (5) тежи нули када п и т -+ ао независно један 
од другог. 

(Н) за доказ става 1 потребна нам је следеЬа Н а r d y~eBa [2] 
процена 

оо Я 

~ v-аsiпvх= ха-1 + о (ха-1 ), х-+О, 0<0:<2. 
"",,1 2 Г (а) sin IXтс/2 

Нека је q = [1/хЈ. Како је L (q) ",L (ljx), х -+ О, и како је 

х1-а: оо 'I'C 
~ ~ L (v) v-a: sin vx - ------
L (q) \1-1 'о 2 r (о:) sin ех тc/2 

ао {L (v) } = х1-а: ~ -- - 1 v-cx sin vx + о (1) = 
11-1 L (q) 

= s (х, 0:) + О (1), х -+ О, 

то је довољно показати да 

s (х, 0:) -+ О, Х -+ О, О < а < 2. 

Нека је 0< l3 < 1 < д < ао. Ставимо р = [8/хЈ и r = [Д/хЈ. 
Тада је 

( Р r ОО) {L (v) } S (х, 0:) = х1-а: ~ + ~ + ~ -- - 1 v-a:sin vx, 
_1 џ=р+! lI=г+1 L (q) 

па је 
-, 

I s (х, а) 1< -- ~ L (v) V-a: sin v х + х1-а: 1: V-a: sin vx ;рј-х
1

-а: I р I I ,. I 
L (q) .=1 11=1 

+ х1-а: I ± {L (V) - 1} V-:-a: siri v х I + 
--,.+1 L (q) 

+ -- 1: L (V) V-a: sin v х + X1-a: 1: V-cx sin vx = х
1

-
а I ао I I '" I 

L (q) lI=т+1 У=т+1 

Процениhемо сваку од сУма' :ki посебно. 
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Нека јеа < ~ < 2. Водеhи· рачуна о томе да . је·. sin х < х, 
х>= О и о особини (iv) споро .. ·променљивих функција,· налазимо 

(7) 

(8) 

па је 

х2-а р 

k1 < -- ~v1-аL (v) = 
. L (q) v=l 

х2-а р < -- ~ VI'-аL(v).v1-Р~ 
L (q) v-1 . . 

х2-а " < -- Мах {vl'-a L (v)} . ~ v1- P < 
L (q) l~v~p _1·. 

~ м х2-а рр-а L (1) (р) р2-Р ~ 
~ L (q). ~ 

~ м (р х)2-а L (р) . 
~ L(q) 

За ~2 лако добијамо процену 

р . 
~2 < х2-а. ~ v1- a < М (р х)2-а. 

v=l 

Даље је 

k ~ х1-а. Мах I L (v) - 11· ± v-a. < 
8~ p+l~v~r L(q) v ... p+l 

r 

< х1-а Мах I L (v) - 11· Ј га. dt, 
р+ l~v~r L (q) 

" 

I . 

--L-....:-__ ~:.:..--'-_ • Мах -- - 1 , «-::ј:. 1, (г х)l-а; - (р х)l-а; ! L (v) I 
1 - « р+ lE;;;v~r L (q) 

(9) k s < 
log~. Мах jL(V),-ll, «,=1. 

р p+kv~r L (q) 

Када у (5) пустимо да т ~ оо, добиhемо неједначину 

I f L (v) v-a; sin v х I < . м ·(n + l)-а L (п + 1) 
. v=n+1 slO х/2 . 

па је према томе 

(10) k ~ м ,Х (г х)-а L (г + 1) . 
4 ~ sin x/2 L (q) 
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Најза.ц~ щ!рцијални~ сабирањем добијамо ',' 

: x l - a ' " ,',' < 2. (гх)-а. ", 
S1Л хј2 

Користеhи процене (7-11) неједначина (6) постаЈе 

I s (х, а) 1< м {rp x)~a ~ r» + (р х)2-а + 
.q 

+ х:: (г хј-а L(r+ l) + х (г х)-а } + 
sin х/2 ' L (q) siп х/2 

(г x)J-:-а - (р x)l-a. Мах 1 L (v) - 11, а:ј:. 1, 
1 - ех p+I~v~r L (q) 

+ 
log-. 'Мах -. - -1 , ех= 1. r '. IL(V) " 

р p+I~v~r L (q) , 

Ако овде пустимо да х ~ 9 и водимо рачуна о значењу величина 
р, q, r добиhемо;" ,', ',' , ' 

(12) Нт sup I S (Х:, ц) 1< м {8~a + А-а}, 
.%=0, ':, ' 

јер, према особини (i) c~opo; пром~нљ~вих функција 

. ;,.\' ..•. ' Мах, " -,-, - -'1 -+0 када х -+ О . , IL (V)' I ,", 
p+I-i;;;,v~г L(q) 

, ,'.:. 

Како величине8 и L1 подлежу једино ограничењу да је 0<8 <1 
и 1, < L1 < оо" тО kада у (12) пустимо да 8 -+ О и А-+ оо, дОбијамО' 
коначно 

Нт sup I S (х, ех) I ~ О, о < ех < 2 , 
Х=О " ' 

тј. 
S (х, 0;) -+ О, ,Х -+ О, О < ех < 2. 

Тиме је став 1 доказан. 



22 С. Аљаичиh, Р. Бојаииh и M;--ТОllиh 

4. Доказ става 2. Нека је 0< д < 1 и р = [д/х], q = [n/24 
Тада је _ 

ао 

f (х) = ~ L (v) sjn v х = 
1'=1 

(13) = (~: + ~p + V~+1)L(V)Sin vx = 

= ~1 (х) + 82 (х) + .s:~(x). 
Нека је даље О < 1) < 1. Прво је 

;'-1 
81 (х) = ~ L (v)sin vx< 

1'=1 

р -< Мах {v1)L (v)} ~ v-r, < 
l~v~p __ 1" 

р-

-<,р1) L(l) (р) f t-q dt:: 
о ' 

1 -< __ , р иl) (р). 
. 1- 1) 

Како је L(1) (р) '" L (1/х), х .... О, то је 

тј. 

(14) 

'1 (1 81 (х) -< д М,(1) х L х), 

јер о'можемо изабрати произвољно мало. 

Следеhа сума 82 (х) даје уствари асимптотско понашање 
функције / (х) кад х .... О. Да би смо то доказали приметимо 
најпре да је ' 

. 1 (1) 1 1 (1)' 1 {q } 8,,(х) - х L х = -XIL (q) - х L -х + х L (q) х ~ sin РХ ~ 1 , + 
(15) 

q , 

+ ~ {L (v) - L (q)} sin vx. 

Како је 

__ р 

х t sin v х - 1 = {cos (р - 1/2) х - cos (q - 1/2) х:"'- ~ sin .!....}ј ~ sin ~ 
р=р 2 2 
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и 

I ± {L (v) - L (q)} 5iп vX r < {L (р) -'L (~)} (q --р + lј = '. 
11=., 1, 

I , .' {L '(Р'1 } < -L (q) ----.--- - 1 fq -,р + 1) х < 
х ~'L (q) "}, ' . 

1 (1) {L (р) } (' ~ ) <-L - --' -1-, - 8+2х , 
х х, L (q) 2 

ТО је према (15) 

I 
S. (х) - 11 ~ 1 _ L (q) + 

l/х L (Ј/х) "'" L (1/х) 

1 2.Х (- 1) (1)1 + х 510"2 - соз Р, - '2 х + cos q - 2" х 

2 . х 
-sш-
х 2-

+ (~ - 8 + 2 х) {L (р) ~ l}, 
2 ' L{'q) 

па је с обзиром на особину (ј) ,. споро' променљивих функција 

limsupl S2(X) -11<1-С058. 
х=о 1/х L (l/x) . ' __ ' 

То значи да је 

(16) , S2(X) = ~L(;) +Q{~L(:)}, х .. о, 
. 

јер у претходној неједначини 8 можемо изабрати произвољно мало. 
Код процене последње суме долази до изражаја претпоставка 

о конвексности функције L (п). Најпре Је ' 
.СХ> 

Sa(x) = ~ L (v)siп vx = 

(17) 
v=Q+1-' 

сх> сх> 

= C05qx .1; L (q + v) siп v х + sin q х ~ L (q + v) cos v Х. 
_1 v=1 

-Парцијалним саби'рањем добијамо ' 
• сх> 

SЗ (х) = ~ L (q + v) sin v х = 
11=1 

.1 i:{L(q+V)-L(q+v+tnsiп(V+l)~siпv~. 
S1П хЈ2 v=l 2 2 
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Одавде следи 

* 1 CI> I Sз (х) I <: '. ,',~{L (q '+ v) -:-;L.(q +v '+ 1)} =-- ' 
S1П хј2 11=1 

(18) < . 1 ·2 "(q t 1) < 
S1П хј2 . ' 

јер је sin х > 2 хј'ЈС за О < х < 1СЈ2: 
Два узастопна делимична сабирhња дају 

. CI> .. 

:Sr(x) = ~' L(q + р) cos 'v х = 
,v=l ' 

~" :'.:' .. " .... 
- ... 

\~ , 

= .12 i;{L(q+V)-'2L(Q+v+1)+L(q+v+2)}siП2 (v+ 1/2)х. 
4s1П х/2 11==1 . ", 

. ." " ; .} 

Због конвексности функције :L (п) је' 
.. .' 'i CI> . : ' ' , • .:' ," 

I SЗ (х) 1:< , . ~ {L Q + v) - 2 L (q + ~ + 1) + L (q + v + 2)} ,." 
4sш2х/211=1' ";! ' .. 

;'." _. о О' • ; ", ; 

./ L (q) ~ L (q + 1) 
~ о 

4 sin2 хј2, 

За монотоно 'ОflадајуЬи'" cnop.~ 'пром~нљив низ· је' за довољ'но 
велико р 

" . ,.'.' , о ~ L (q) ::... L' (2q) <;·8·L,(q). " " 
ЊakO ~je" ... ~,<.': ,', 

L (q) - L (2 q) = {L;(q),~ L (q + 1}} + ' ,: .; .. ~' 
+ {L (q + 1) - L (q + 2)} +0; оо .,r{L.(2.q ~ .. 1) - L,(2.q)}, 

. t ој о '".. • ..... '. о' 

и како је за свако v ~ О, 1,2, о о о због КОНВEi)КСНОСТИ 'Функције L «(1) 

". ",~ i L (q,+ v)":;-L-(q +'v +'1);> L(q) -'- 1. (Ч, + 1); 
то је ,'" .' ; 

q {L (q) - L (q + l)}:<L (4)'~ L (2q)-<; eL (q); '. 
, ' 

.. {-

па је за довољно мало 'Х :': ,О 

** 1 1 ' "'., 1[2 1 ,< ,( 1 ), 
, . f Sз(х) I'~ 8 4 .! 2 12'- L (q):< 8':--4' "'х ,! х . " S1П Х q . q'x ':":,', ," " 

, '0 •• ' .... 1. 
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...... : .... ' ~'" • ~' • f - - . N -,'. • • • • \ ' 

тј. ... \ -,- ", ~ .' ! '. ~ , \', 

(19)':-"':":" :'sf'(х):'д{: 'L'(~)Г,~ X~O. 
:; ..... 

Из (17), (18) и.·(1~9)добијамо да је 

(20)'~ SЗ{Х);;';.СО$qх;s;~х),+'S~?q·хS~(х~==д(.~ L(~))., X~O 
јер је cosqx=o(l), x~o. . 

Коначно из (13), (14), (16) и' (20) следи 

(СйоflШШецо наседnици МqШ. 'Щlсm .. . /3-Љ·/953) 
1",··.1, 
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ОЕОХ THEOREмES RELA TIFS АО COMPORTEMENT 
ASYMPTOTIQUE ПЕS SERIES TRIGPNOMETRIQUES 

, ,. 0-

раг 

S. Atjanci~; [B~ja;iit et M~T~~I't 

~oit, L (t) tine fonction а croissance lente [4Ј, c.-a.-d~ uле fonction 
definie pour t >,0; positive, ettell.e qu~on ait ' , " 

L (1.t) -+ 1 ј t -+ оо, 
L (t) 

pour chaque 1. > О fixe. , 

Dans 1а presente note sont demontres les deux thedremes 
suivants: 

THEOREME 1. Soit 0<. а< 2 et 'L (t) Је produit de deux fonctions 
monotones а croissance lente. Alors lа serie trigonometrique 

ао 

f (х) = ~ L (v) V""'-O: sin v х 
. ",11,-1 

converge роиr О < х < 2 ~ et оп а 

, f (х) "', . Я;,' ,"ia":'i L (1.. \ 'х -+ + О. 
" 2 Г (а) sin а: 'It/~,~:··'.· Х Ј ' 

. • .• 1' :! ~. ОО • 

THEOREME 2. L,(t) etant UПе' fonction јј croissance lепЏ, conv~xe! 
qui tend vers zero avec t -+ оо, alors оп а· ',:' 

i: L (v) sin v х ~ 1.. L(1..), х ~ + О. 
v=l Х Х 


