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JIBA CTABA O ACHMHTOTCKOM [TOHAILIAbY
TPUTOHOMETPUCKHX PEJOBA

ACHMIITOTCKO NOHAWIAKE TPUOHOMETPUCKOr peja T aysinvx
3a x - +0, xana cy xoedHuujeHTH gy o6auxa ay=V"%*L (»), 0<a<2
rne je L (f) cunopo npoMermuBa dyHKUH]a.

1. AcUMNTOTCKO NOHAmAame 'rpurouome'rpncxor pena

f(x)= E a,sinvx

=]

kag x -+ + 0, y caywajy kaga cy Koecpauujeuw @, MOHOTQHH H 34]0-

BOJbaBajy YCJIOB

Gn~1%, n-ao0, 0<a<l,

ucnuteBao je Hardy [1, 2]. HMsmehy ocranor on je nokasao na je
n ' '
x) ~ _
Fx) 2 I'(a) sin an/2
Heywoo d [3] je moxasao xa oBa acumnTOTCKa penaun]a BaXkH 3a
0<a<2 ,
OBp;e hemo faTW KBa craBa KOjd OpowmHpyjy Kaacy rpurouome-
TPHCKHX PEI0Ba 33 KOjé BaXe CAHYHE acHMNTOTCKe pananuje. Ta npo-
mupena N06ujajy ce yBohemeM Kiaace Copo NpOMeH/bHBHX QyHKOH]a.

3a ¢pyuxnujy L () xaxemo Xa je cmopo npomenmma axo je
nedwunucana 3a ¢t >0, nosurusya H

L L (A
L ()
3a cBako yrepheno A > 0 [4].

x~ x5+ 0.

21, #5300,

CTAB 1. Hera je 0 <o <2 u newa je L (t) Upoussox Ase MOHO-
done ciiopo fpomenmuse Qynxyuje. Taza Mpuronomedmpucku peg .

f(x) = E L (v) v—%sinvx

v=1
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koupeprupa 3a 0 < x<<2x u
f(x)~

T
2T (a) sin a =/2

. . :
—1
X% L(——x),‘x—)+0.

CTAB 2. Hera je L () xousexcwa cliopo fpomenmusa ynxyuja
koja -0 kag t » oo. Tana je
2:‘ L.(v) sinv x N%L(—}?)’ x40,
Us crasa 2, sanpumep, caexu sa L (f) = log t
&, sinvx 1
i logv  xlog(l/x)’
gok kof Zygmund-a [5, crp. 116] nocroju camo

x40,

A = sinvx B ,
Y log (1/%) ’ + 0, 0 A B.

Auanoran pesyaraTH 3a pex

« . .
Yo ay + 2 a,CosVX
y=1

crefe u3 uumeHHne ae je 3a x £ 0

-] -] .
g+ Y a,co8 v = — Y (av~y —ayyy)sinvx.
v=1 2 sin x =1

2. Hajaxnuje ocobuse cnopo npomen/buBux QyHKnuja xoje te
Mam GuTH moTpeGHe 3a KOKa3 HaBeJeHMX CTABOBA Cy caepehe:

(i) Axo je 0<a A b< o, Mana

. L (A R
L)

1, t5

yuud)opﬁuo o \.

(ii) Awo je L*(f) ~ L (t), t» oo, Maaa je u L* (f) cilopo dponmen-
nusa Qyrryuja. ' ‘

(ili) Axo je y >0, daza
_ CFL(f)s o0, tYL(f)>0, f- oo,
(iv) Heka je a >0 u '
LW () =t—< Max - {x*L (x)}, L® () =tc Max {x~%L (x)}.
A Tt oo

<x<
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Taga je LW (f) ~ L (). t=00 (k=1,2), u dpexa (i), LW (8, k=1,2,
¢y Makoke clopo Opomenmwuse Qyuryuje. Pyuryuja t* LW (1) oyeBugHo
~Monoliono pacitie, gox 1~ L® (f) monoimono . odaza. ‘

(v) Axo je L (n) GpousBox jBe cuopo apo.uembuse qbymcqa]e u
n>0 @maga je o L
1) 2 }v‘“’!L(v)—(v+l)”lL(v+l)] <M (@) =" L (a).

Cse 0co6GHHE CMOPO NPOMEH/BUBHX (pyaxmqa KOjeé CMO HaBeau’
niosdare cy (B. [4]), ocum HOCJIEI[H:C H 360r Tora hHemo oBxe JATH
el J0Ka3. ,

Hexka je L(rz)—a,,b H HEKAa a, *, a b, 4. CraBamo L, -L(n)
Tana je

S vl — (v + L] <

SE LT =EF D™+ B O+ DL - Ll <

<2LV "'l_(v+1) 7\ +2(V+1) nbu{av+1_av}+

y=n y=n

+ E(V+1) 'la,,,H{b "bv+1} Si+ S+ Ss.

y=n

.OuenuhiemMo cBaky oJ oBHX cyMa moce6ro. Hajnpe je

. mo . 1\~
Sy = 2 vT2L, W2 [1 ~ (1+-—) »}<
v=n 14

< Max {(r—92L,) f t—nﬂ{l ~ (1 +'J—)“‘} it <
n<r<oo : t
n—
M@ 2LY (n - 1)~
tae je LP ~L,, n> . [Ipema Tome je

@ S <KM@ L,

*) Konmcraate M koje ce jaBmwajy y pasmum nejen.naqanaué He mopajy Gare
¥BeK HCTE.

2 366pﬂnx
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Kako b, 4, 1O ]e Aane

Sz bn Z (V + 1)~ (av+1 v) =

v=n

m

| Kby 2 v+ )Y av+bn{m“1am—n_ﬁan}< o

v=n

m .
Kb X vA- @+ 1) ay + mVay by,
v=n
ma je npema (2) ‘ _
3) S, <M@n "L, +m Yay, ba .
Hajsaz je '
) m
S X @+ {by - by} <

v=n

s

£ Max {v7ig)}
AN A V=

<@ b,

rae je a? ~a,, n»> oo, na je . o
@ S < M@aTIL,.

Ha.ocaosy npougena (2), (3) u (4) Robujamo 1a je

{bv - bv+1} =

I
e

m . ’
) [v7AL, = (v + )7Ly [ <K M@)n™ L, + m™ Ay On-
v=n : " ' o

Opasne KoHauHo cnefd Hejeanaunna (1) xaj mycTAMO Ja m - oo.
i - 5 : o
3. Nloxas crasa 1. (i) Ha ocnoBy ocoGune (V) cnopo npomes-
puBHxX (yHKOWja, KOHBEPreHIUja TPUTOHOMETDHCKOL pena KOjuM je
nedunncana yHknuja f(x) ClefH U3

% L@)v—*sinvx|<

v=n41 )
1 — —_ — '
< x/2{v§+llv L(v) v+1) L(v+1)]+ ‘
©) +(n+ 1)L (n + 1) #(m + 1)~« L(m + 1)}\
' M

< {(n+1)—°‘L(n+ 1) +(m+ 1)““L(m+ 1)},
Lo osin x/2 - :
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jep Ha ocHoBy ocobuse (iii) cnopo npomenmuBax GyHKOHjA, XecHA
CTpasa Hejeanauune (5) TEXH HYAW Kaja n U m-> oo HE3ABHCHO j€XaH
on Apyror.

(ii) 3a mokas crasa 1 morpeGHa nam je caexeha Hardy-esa [2]
npoyesa :

-3
. b4
: 2 vosinyx =

i 4 o(x971), x-0, 0 2,
& Sr(oysinanz . TO@T) x20 0<a<

Heka je ¢ =[1/x]. Kako je L (q) ~L (1/x), x+0, u xako je

xl—CL x 03

L{v)v—<*sinvx — =
L(q) ,,21 ®) . 2T (@) sinan/2-

= xl—o < L‘_(Y)__ —& git —_
x VE[L(q)_ l}v sinvx +o(1)

=S(xa)+o(l), x>0,
TO j&. J0OBO/bHO NOKA3aTH Jia
S(x,a)20, x40, 0<a<2

Heka je 0<<8<1<A<o. Crasumo p=[8/x] u r=][4A/x].
Taza je
S(x,a)=x‘—°‘(ﬁ + i + i ){éﬂl - l}v-“sinvx,
i ) vyl  p=p+l  v=r+t L (Q)
na je K
xl—(!
L (q)

15 (x| < 1 xi- -

’ -
> v< sin vx
v=1 ) )

é L@v-<esinvx

v=1

+ xl-e

IR :

L(q)

1} v-esinvy x

v=p+1

xl—-u
L(q)

(6) LS+ + 35+ 3, + 35,

v—¢ sin vXx
y=r41

% L{@p)v—esinvx

v=r+l1

+ xl—u

[Mpouenuhemo cBaky o cyma 2; noce6Ho.
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—

Heka 1e a < B<2 Bonehn pasysa o Tome na 1e sin x < X,
x>0 1 0 ocobunn (1v) CNopo - IPOMEHA/UBUX QYyHKIH)a,- uanasnuo

21 1 l-—a L (v) i
8 I
L( ) W=t = : :
(7) XZ—CZ MaX {vp__a L (V) zp: vl—p < ’ E
L(Q) I<v<sp yel ,\
< —a L) P
A S L( ) (p)P )
L (p) ;
<M (px)r=e —~
L(q )
3a 22 NaKo no6ﬂ]amo npoueny
|
® %, < 2w ¥ vi-e < M (p e |
. y=1 }\J
Jame je |
e L xI-¢ Max L) _ 1 ; v
p+l<v<r L veptl
;
L xl-¢  Max LO) _ ll . f e dt,
p+l<v<r|L (q)
na je ' '
(rxy—e — (px)t—= L(V)_I’, w1,
.. l-—a p+iv<r{L(q)
9 Zs <
logf—- Max L@ —1}, a=1.
P prisv<r|Ll(q)

Kana y (5) nycrumo aa m-» oo, nobuhemo Hejepnaquny

M
L —¢sinv x| (n+1y*L(n+1
v=§+1 (v sin 12 (n+1y*L(n+1)
na je mpema Tome »
(10) S, < M—5 _(rxye L)

sin x/2 - L(g)
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‘Hajsan, napuujaruum cabupamem 1064jamo . . .

R N LR b e R R B

sin x/2 | vt
(11) o .
Coxl—e - o
2 —e,
< sin x/2 (r x)

Kopbucrehu nponexe (7——11) HEje IHAYHHA (6) nocraje

~ : 2 aé‘_@ \ -;Jt A
is<x,a)l<M[fpx>2~ L()+(px..)2 +
e L(r+1) o
+ smx/2 '( ) - L9 * smx/2 (r) }
(rx)'=* = (PX)'™"  pax ﬂﬁ—l,’ o # 1,
l-a p+isv<riL(9)
+ , .
IogL- ' Max 1—“—.(—vz~ll, a=1.
p+l<v<r Ligy o

Ako oBze nmycreMo 1a x~+0 1 BOXEMO paqyua o SHB'JEH:y BENHYHHA

D, ¢, r Bo6ukemo

(12) ’ hm sup |S (x, a)[ {82—0‘ + A—“},

#

jep, mpema oco6unu (i) cnopo npomem_x;asux ¢bynknuja

L(v) '

“Max .
L(g)

p+l<v<r

,—)0 kaga x-0.

Kaxo Beanuuse 8 u A momnexy- jexuso orpamuuemy Aa je 0<<8 <1
H1l<A<oo, 7o kama y (12) nyctamo na 8§ +0 u A+ oo, no6ujamo

KOHAa9HO
limsup |S(x,0) |0, 0<a<?,
x=0 o S

Tj. »

S(x,a)»0, x-0, I<a<?2.

Tume je craB 1 pokasan.
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4. loxas crasa 2. Hexa je O<5<1 H p= [G/x], q = [r/2 x).
~ Tana )e '

f(x)=2 L(v) sin yx =

v=1
p—1 q @©
(13) =(2 +¥y+ 3 )L(v)_sin VX =
v=1 v=p vag4-1/ ‘

_ =8 (x) + S (x) + S3.(%).
Heka je mame 0 << < 1. [Ipso je

S, (x) = El L(v)sinvx<C

y=1

< Max (V1L (v)) Z‘v i

l<v<p
< PLY (p) f At
g .

1
< r_—-‘P L™ (p).

Kako je L<1>(p)~L(1/x), x-rO TO ]e

S <M 1L (),
24) S, (;c) =g {-—Jl? -L (—}?)] , X 0,

jep 8 moxcemo usabpatu POH3BOJLHO MAJIO.

Cnexeha cyma S,(x) Zaje yCTBADH aCHMOTOTCKO MOHAMIAME
dyHkuuje f(x) kax x-+0. Ja 6u cmo TO JQKadanu NpHMETHMO
Hajope na je

g . l = 1 -~ L : .1_ ‘ l. N d VX —
Sa(x) - 'x_L(x) =@ -3 L(x) X L(q,{xz.?sm P 1'} *
(15) ‘

o q .
+ N {L () =L (g)sinvx.
v=p .

Kaxo je _
x é sinvx ~1= {cos(p —1/,) x~co§.(q ~- ) x - —2—sin'—x-} -2—-sin bl
= X 2] x 2
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H
g

YL () - L@HQHth (L (p) - 11@}@—m+dj=f

= L L(p)
<STL@{FE -1 -rrnx<
L (IVER (=
<XL(X)L(q) 1.](“2 8+2x),
TO je npema (15)
Sa(x) ! _ L
1/x L (1/x) h L (1/x) |
%sin-—g- —'cos(p'_— —;—)x+cos(q—-—;—)x
zsin—)i
2 .

(2 S’LQX)[%%"l} |

na je ¢ 063upou Ha oco6uuy (i) ciopo npomeu.rbnsnx ¢Gynknnja

lim su'——i-(—x—)——l <1-cosé.
e P L (1) ST
To 3uauu na je o
(e Sz(x)—-——-L(l) o[..l_L(—l-')}', x+0,
X x

jep y npeTxonHoj HejenHaunHu 8 MOxeMo #3a6paTH MPOH3BOJLHO MAMO,

Kox npouene nocneame cyme 104a3u 10 u3paxaja npemocrasxa
o xossexcHoctd ¢ynxuuje L (n). Hajnpe je

S,a,'(x) = 2 L(vysinvx=
v=gi1:
(17
‘ =cos~q'xEL(q'+ v)sinvx +singx ¥ L(g+v)cosvx
v=1
‘napnu]anﬂuu caﬁnpaﬂaeu A0GHjamo -

83 (x) = E L{g+v)sinvx=

‘v_

L{g+v)—L(g+v+1¥sin v+1—s —
s1nx/z§‘(" M= Lig+v+ Msin(v+ 1) Zsinv >



24 ' 2o - Co-Amamunh, P, Bojaguh u M. Tommh - . -

Onasne caenu

ISOI< 53 2; (L@+v) =L +v+1)) =
) L(q+1)
_ sin x/2
R | -
\EL(-}-:), i .
jep je sinx >2x/x 3a 0 n:/2

JlBa ysacronua neJmanﬂa ca6nphﬂ=a Aa]y'

Sa(x)— 2L(q+v)cosvx-—

v=1

i L(q+v) 2L(q+v+1) + L(q+v+2)}sm‘(v+1/2)x

P

a 431n2x/2

360r KOHBEKCHOCTH (pyuxun]e L (rz) je

| S5 ( )l\—l—~'2 {Lq+v)—2L(q+v+1)+L(q+v+2)}==

4si nzx/2v_
L(q) - L(q+1)
4sin® x/2 _
32 MOHOTOHO onana]yhn CHopo npOMEHJbHB Hus- ]e 3a JIOBOJBHO
BENHKO p
L(Q)—L(2f1) 8L(q)
Kaxo ]e

L@ L= (L@ Lg+Di+ o e
+{L@g+ )= L@+2}+.:-; =_-,.{L.(2:q =1) - L),
¥ K4KO je 3a cBako v—0,1,2,... 36or kouBexcnocTs Qyuxuuje L (n)
CLgA N E@EV AN SL@ LD,
L@ L@+ ) <L@-LE@H<eLlgy

' na jé 3a JOBOJBHO MAaXO0 ‘X RO

TO je

1 @< e
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T et T T e
a9 T s e [ 1 L(i)}x+0
, x \x .
Ys (17), (18) m- (19) moGujaMo Ra je =
jep je cosqx=o(1),x—>0 ) C
Kounauno us (13), (14), (16) (20) cnezm

1 1 1y . :
f(JC)=-'—J-C—L(—x—) +0{°;L(—x-”, x—)O,(“
é'-"lm‘ﬁ"e*‘jé ctas 2 mokasam. b oot

' (Caéﬁdzlﬂetgo Ha cegnuyn qus'uycu'x-., 43-1-1953) -~ "

vﬂa&omu
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DEUX THEOREMES RELATIFS AU COMPORTEMENT
ASYMPTOTIQUE DES SE_RIE§ TRIGONOMETR!QUES

par
S. Aljanéig, R, Bo;amé et M Tomié

Soit, L (f) une ionchon a croxssance lente [4], c.-a.-d. une fonction -

définie pour f >0, positive, et telle qu’ on ait
' Lo,
L)
pour chaque A >0 fixe.

5 o oo,

Dans la présente note sont démontrés les deux thédrémes
suivants:

I;HEOREME 1. Soit 0 < a'”<"2 et L (t) le ,drodutt de deux fonctions
monotones @ croissance lente. Alors la série trigonométrique

(x) = 2 L (v) y=o sinvx

V==l R
converge pour 0 < x < Qn et on a

F) ~ © “—1L(—\ x—»+0..
S 21‘(a)sma:1r./2
THEOREME 2. L(t) étant une fanctxort i} crozssance lente convexe,
qui tend vers zéro avec t- oo, alors on a - -

EL(v)smvx ~lL(1), x¥>+0.‘

v=l1



