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РАНКО БОЈАНИЋ 

АСИМПТОТИКА РЕШЕЊА ЛИНЕАРНИХ 
ДИФЕРЕНЦИЈАЛНИХ ЈЕДНА ЧИНА 

-ТЕЗА-

УВОД 

0.1 Класични проблем малих осцилација еластичне мембране 
састоји се у томе да се у извесној области S, х, у-равни нађу 
решења једна чине 

(0.1) du+лu=О, 

која на рубу S' посматране области у најједноставнијем случају 
задовољавају гранични услов 

U = О. 

Као што је познато, таква решења постоје само за специјалне 
вредности ~apaMeTpa А или, ~ругим речима, једначина (0.1) има 
решења КОЈа нису идентички Једнака нули у области S само кад 
је А такозвана сопствена вредност. Свакој сопственој вредности 
одговара највише коначно много сопствених функција, односно 
решења посматраног граничног задатка. 

Велики број проблема механике и физике, нарочито оних у 
вези са осцилацијама, своди се на решавање сличних граничних 
задатака. Са математичке тачке гледишта сваки такав проблем је 
или проблем егзистенције или проблем процене сопствених вре
дности и сопствених функција неког граничног задатка . . ~ . 

Проблемима егзистенције сопствених вредности и сопствених 
функција граничних задатака парцијалних диференцијалних једна
чина бавили су се многи математичари. Ти проблеми у радовима 
Рима на, Шварца, Поенкареа и нарочито Хилберта заузимају цен
трално место. Међутим тек почетком овог века могло се приhи 
проблему њихове асимптотске процене који је са гледишта меха
нике и физике од далеко већег значаја. Физичари Н; А. Lоrепz 
[1] и А. Sommerfeld [2Ј први су дошли' до закључка да довољно 
велике сопствене вредности мембране која трепери не зависе од 
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облика мембране већ само од њене површине. Непосредно затим 
је Н. Weyl [~, на осцову теорије линеliРJ:l.QХ Jfнтегралних једначина, 
ДОЮiЗ~9 да Је 

8 
N (t) ,..., - Ј, t -t оо , 

4'11: 

где је N (t) . број сопствених вредности које су мање од t,a 8 
површина посматране мембране, што је показало да су претпо
ставкефизичара биле тачне. R. Courant [4, стр. 321-380] је 
касније, помоћу варијационог ра.чуна, добио много прецизније 
резултате.~nец,,~мно, у СЛУЧliју ме~бране Ј;<оја трепери он је 
доказао да Је . 

. 8 
N(t) = 41tt+OCV-[lgt), t-too. 

0.2 Међутим, за физичара значајнији, а и са гледишта тео
РИСlfе математике дубљи и тежи пробл€м асимптотског понашања 
српствених функција подухватили су тек тридесетих година овог 
века А. Hammerstein [5] и нарочито Т. Carleman [6]. Док је XaMep~ 
штајн, служећи се теоријом линеаРНJfХ интегралних једнаЧ':'lJЗ, 
И,спитивао понашање сопствених функција за велике вредности 
И!lдекса п, дотле је Ю~рлеман дао један потпуно нрв иоригина,лан 
М.етод за испитивање асимптотског' понашања суме кnа.п:рата соп
ствених функција који се састоји у следећем. 

Нека је 8 коначна и отворена област х, y-рав,НИ, 8' њен руб 
и нека су {лn } сопствене вредности, а {Фn СР)} одговарајуће орто-
HOpM~PllHe сопствене функције граничног задатка . 

8u+лџ=О, PES, 

II = О, Р Е 8'. 

Ако са G (Р, Q; л) означимо fринову функцију овог граничног 
задат~а, а ~a G (Р, Q) ГP~HO!3Y фУЈннщјУ rр;щичног ЗаДатка 

Аи=О, РЕ8, 

U:ОС О, Р Е 8' 

т.ада је, као ЩТО је познато, 

л ~ Фn (Р) Фn (9) :ос G (Р Q) - G (Р Q' - л). 
~ лn (l"n + л) , , , 
n"",l 

Овај образац б~о је основа на којој је Карлеманизградио свој 
поступак за процену суме квадрата сопствених функција .. Он је 
најпре доказао да је 



Асимптотика решења линсарних диференцијалних једначина 215 

оо 

(О 2) л "'" Ф~ (Q) 1 -с r'~) 
. L.,., лп(лп+л) ~ 4~Igл+Ь+О(е ,/...-+00, 

п=1 

где су Ь и с > О константе које не зависе од л. Доказ овог 
обрасца своди се очевидно на процену асимптотског понашања 
фущщије О (Р, Q; - л) кад Ј. -+ .:х:>, а почива на елементарним особи
нама Гринове функције. Како је, наиме, 

1 -
О(Р,Q;-л) ~ -Ко (rPQ Vл)-Н(Р,Q;~л); 

2~ 

где је 

- -' гСХ> е- r'i: rpQ t 
Ко (rpQ -ул) = dt, 

-. -Yi2 -1 
1 

а Н (Р, Q; - л) регУ.тщрнорешење једначине 

(0.3) Аи-ли = О 

које на рубу S' задовољава услов 

(0.4) 
1 -

H(P,Q; -л)= -Ко (rPQ -Ул), 
2~ 

РЕ S', 

и слично томе 

то је 

, 1 1 
О (Р, Q) = -lg-- Н (Р, Q), 

. 2~" TPQ 

-со 2 

Л "" ~(Q) -
L.,., лп (лп +л) -
п=1 

1 t 1 - } =-. Нт Ig--КО(ГРQVЛ) -Н(Q,Q)+Н(Q,Q,;-л)= 
2~p=Q fPQ -

=_1 Igл+у-Ig2-Н(Q,Q)+Н(Q,Q;-л), 
4~ , . 

где је у АјЛЕ!рова константа. На основу Парафовог става свако 
. решење једна чине (0.3) достиже'своју ња1мању, односно највећу 
вредност на py6y_S'. Стога је, према' (0.4), за утврђено Q и 
произвољно Р Е S -

1 -I н (Р, Q; -л) 1< - Мах Ko(TPQ Vл) <, 
2~ peS' 

1 - -
<, - КО (lQ 'Ул), 

2~ 
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где је lQ најкраће отстојање тачке Q од руба S'. Специјално 
за P=Q је 

IH(Q, Q;-л)1 < _1_ КО (lQ '/"5:.)=0 (e- 1QY}:), л-tоо, 
2'1t 

а одатле непосредно· следи (0.2). 

Други део Карлемановог поступка састоји се у примени 
ставова Тауберове природе помоhу којих се коначно добија про
цена асимптотског понашања суме квадрата сопствених функција. 
Наиме, из обрасца (0.2) следи да је функција 

ао 

qJ (s) = ~ Ф~ (Q) л;s 
n=!· 

регуларна у цеЈюј равни осим у тачки s ~ 1, где има пол првог 
реда са резидуумом 1/4 'It, а одатле на основу познатог Иi<ехариног 
става следи да је 

(0.5) л-t оо . 

0.3 На овај Карлеманов рад надовез~о се низ радова 
А. Pleijel-a [7] и S. Мiпаkshisuпdащm-а [8] који су се бавили углав
ном генерализацијама Карлемановиi( реЗУ~l.'аJiа; Плејел и Минакши
сундарам, који је независно од -КаРЛ~r'l~Ј1~· дошао од сличних 
резултата, проширили су Карлеманов метод на општије класе 
парцијалних диференцијалних једначина елиптичног типа, добија
јуhи на тај начин као и Карлеман, прву апроксимацију за асим
птотско понашање суме квадрата сопствених функција посматраног 
граничног задатка. Овим испитивањима биле су обухваhене парци
јалне диференцијалне једначине вишег степена, парцијалне дифе
ренцијалне једначине поларног типа, као и једначинеМ8ЛИХ осци
лација у Римановим просторима, где Белтрамијев оператор игра 
ону улогу коју у Еуклидовом простору игра Лапласов оператор. 

ИЗ радова Карлемана, r1лејела и Минакшисундарама произ
лази да је за добијање прве аПРОКСИМ<iције асимптотског пона
шања суме квадрата СОПС1;вени~. функција довољна процена потен
цијалног типа за [PJ;lHOBY функцију. Међут~м,.познато је да 
Гринова функција опада експоненщфшном брзином~::iд л -t оо, што 
се не искоришhава у потпуности 8и код једног става Тауберове 
природе кога они употребљавају. Јасно је према томе да је за 
добијање прецизнијих резултата био потребан један нов став 
Тауберове природе. Тај проблем подухватио је још Т. Carleman 
[6] и он је дао један став те врсте, али је тек В. Г. Авакумовиh [91 Ј 
дао став који је стварно омогуhио да се експоненцијална процена 
Гринове функције у потпуности искористи. Његов став гласи: 
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Нека је S (и) ограничене варијације у сваком коначном размаку 
и нека инmеграл 

оо 

!(х)=хј dS(u) 
и+х 

о 

конвергира за јед!tO иа ирема mо.ме за свако х > о. Тада из 
!(X)=O(e-сУХ),. Х-700, с>О, 

и услова конвергенције 

Уи {S (v)- S (и) };> - т, и < v < и + Уи 
следи 

S (и) = О ( I/Уи) , и ~ оо • 

Применом овог става код дводимензионалног проблема 
уместо (0.5) Авакумовиh је добио 

L Ф~ (Q) = 4111: Л + О (У1) , л -7 оо , 
Лn'::; " 

L Фn (Р) Фn (Q) = О (у1) , л -7 оо • 

л.n~л 

0.4 (i) Побољшавајући с једне стране Плејелов поступак за 
процену реrуларног дела Гриноне функције који се заснива на 
варијационом рачуну, а с друге стране УОПШТ8вајуhи поменути 
Авакумовићев став Тауберове природе, В. Вучковиh и аутор [10] 
показали су да се и код граничног задатка малих осцилација 
еластичне плоче може добити друга апроксимација асимптотског 
понашања суме квадрата сопствених Фующија, као и прецизна 
процена асимптотског понашања суме производа сопствених 

функција. 

Међутим при покушају да се на тај начин добију слични 
резултати за суме сопствених функција уопштеног граничног 
задатка малих осцилација k-димензионалног континуума 

.1k и - А (Р) и+л и = О, Р Е S, 

и = О, РЕ S', 

где је ~k k-димензионални Лапласов оператор и где S претставља 
отворену и ограничену област k-димензионалног простора. а 
S' њен руб, наилази се како на принципијелне тако и на техничке 
тешкоhе. За процену регуларног дела Гринове функције могу се 
и овде применити ставови аналогни Парафовом ставу, али се 
тешкоћа састоји у томе што се не зна експлицитно сингуларни 
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део Гринове функције који је у општем случају решење једне 
нехомогене линеарне интегралне једначине Фредхолмовогтипа. 
Због тога се нарочито код примене ставова Тауберове природе 
аналогних ставу из тачке 0.3 јављају нови проблеми, као што је 
на пример проблем претстављања сингуларног дела Гринове 
функције у облику Стилтјесове трансформације. 

(ii) Да би смо што прегледније изложили овај поступак за 
процену асимптотског понашања суме квадрата и производа соп

ствених функција уопштеног граничног задатка малих осцилација, 
задржаhемо се овде на тродимензионалном проблему . 

д u - А (Р) u + л u ~ О, Р Е S 
(А) 

u = О, РЕ S'. 

Основни резултати које ћемо овде доказати су 

(1) 

(II) 

L ф~(Q) = 6~2 л3/2 +0(л), л-+оо, 
}.n~ }. 

L ФП (Р) ФП (Q) = о (л), л -+ ОО. 
1,п~Л 

Спещ(јаЩI;И случај овог граничног задатка окад је функција А (Р) 
једнака нули посматрао 'је у својој тези А.' PleiJet; [7]. ОН је ту 
поред осталог доказао да је 

L Ф~ (Q) "" -611[2 л3{2, Л -+ ОО. 
Лоп ~ ло . 

њ Г. Авакvмовиh [9Ј је l{8сније добио обрасце (1) и (Il), али опет 
у .специјалном случају кад је А (Р) == О. 

(Ш) У првој глави у тачки 1.1 даћемо, прегледно<:ти ради, 
дефиницију Гринове .функције граничног З1iдаТКа (А ) као и њеног 
сингуларног и регулар.ног деЛа. У тачки 1,2 доказаhемо егзистен
цију решења интегралне једначине 

e--v1: ГрQ r е-у1:г рт 
Г(Р, Q;-л) = -- - I --А(Т)Г(Т, Q;-л)dSт , 

4 1t r PQ ~ 4 1t r Р т 

као и да је то решење сингуларни део Гринове функције. Затим 
ћемо у тачки 1.3 дати процену асимптотског понашања сингу
ларног и регуларног дела' Гринове функције. У тачки 1.4 доказа
ћемо да се у ДОВОЛ,НО малој околини тачке Q функција г (Р, Q; - л) 
понаша као функција Г, (Р, Q; - л) која је решење једначине . 
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e-УЈ:ГрQ Ј e-УЈ:грт 
(0.6) Гг (Р, Q; -л) = 4 - -4-- А (Т) Гг (Т, Qj -1.) dST , 

тr.rpQ тr.ГPT 
K(Q;r) 

где је К (Qj г) лопта полупречника г са центром у тачки Qj за 
довољно мало г је К (Qj г) С S. Другим речима, доказаhемо да 
је за произвољно Р Е К (Q; г) 

Г (Р, Qj - л) = Гг (P~ Q; -1.) + О (e- 1/2гУЈ:) , л ~ оо. 

Функцију Гг (Р, Qj - л) увели смо зато што се једначина (0.6) 
моще решити сукцесивном апроксимацијом кад је обла.ст К (Q; г) 
ДОВ9д>i:lO мала. То даље омогуЬава да докажемо да постоји функ
ција Q (Qj и) таква .ца је 

JOC>dQ (Q; и) = ~ Нт { __ 1 __ Гг (Р, Q; -л)} 
u + 1. 1. р= Q 4тг. Г PQ 

О 

и да је 

(0.7) 
1 -

Q(Qju)=-Vu+О(l), и~oo. 
2 тr.2 

На основу тога доказаhемо 

Став 1. За утвр&ено Q Е S је 

оо 2 

~ Фn(Q) 1 l' {1 (Q' "\)} 1 М (Q) О ( _1/ гУЈ:) ~ 1. (1. л) ='1 lт -4---ГГ Р, ,-л --:;- + е 2 , 

1 
п п + л P=Q 1t г PQ л 

п". 

1.~oo, 

где је М (Q) ограничена фующuја Йро.м.енљиве Q, аг> О константа 
која не зависи од 1.. Осим тога је за Р t= Q 

ОУ) У другој глави доказаhемо следеhи став Тауберове 
природе: 

Став 2. Нека је S (и) ограничене варијације у сваком коначном 
размаку и нека инiliеграл 

оо 

{(х) = Ј dS(u) 
u+х 

о 
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конвергира за једно Па Према iПоме за свако х > О. Тада из услова 
(а) f (х) = О (е-' СУ%") , х ~ ОО, 

г де је с > О, и услова конвергенције 
(Ь) s (v) - S (и) > - т, и <, v <, и + "'Уи 
следи 

S (и) = О (1), и ~ оо . 

Први ставови ове врсте, као што смо напоменули, потичу 
од Карлемана и Авакумовиhа, док је најопштије ставове тог типа 
дао у својој тези В. Вучковиh [НЈ. Како се међутим и ту случај 

. кад је Стилтјесова трансформација реда О (е-СУ%') мора засебно 
посматрати, то Ьемо у другој глави, целине ради, дати директан 
доказ става 2-

(у) Из ставова 1 и 2 добијају се обрасци (1) и (1I) на следеhи 
начин. Ако ставимо . 

Е (и) = L ф~(Q) -Q(Q;u)+М(Q), Е(О)=О, 
л п 

тада је, према ставу 1, 
оо 

Ј d Е (и) = О (е-1,I2 rYi), л ~ оо . 
и+л 

о 

Према томе, услов (а) става 2 је задовољен. На основу обрасца (0.7) 
имамо даље да је за и < v <, и+ vli 

. 2 . 

b(v)-E(u) = L Ф~(Q) -Q(Q;ll)+Q(Q;u)-' 
п 

U~An<V 

= L Фl~Q) - 2~2 (Vv - ""и)+О (1» 
Uor:;;;;An<V 

>. - 1/2 'Jt2 (V 1 + 1/УIi + 1) + 0(1);;:' - m. 

Према томе, и услов конвергенције (Ь) става 2 је задовољен, па 
је на основу тога става 

Е(и}= L Ф~~Q} ·...,Q(Q;u)+M(Q) = .' 

л,,~u 

= 0(1), и~ оо, 
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Е*(и) "'" L Ф~ (Q) = 
. 1n 

l.n~u 

= g (Q; и) + М (Q) + 0(1) = 

1 -
= --Vu+О(l), и~oo. 

2,,"2 

Одавде непосредно следи образац (1), јер је 

1. 

L Ф~ (Q) = f и d Е* (и) = 

An~A О 

А . А 

"'" и Е* (и) 1- Ј Е* (и) d u = 

о о 

= _1_ 13/2 + О (л), 1~ оо. 
6,,"2 

Да би смо доказали неједначину (п) ставимо 

/(и)=LФn(РiФn(Q~ -G(P,Q), /(0).,0. 
п 

l.n~U 

Тада је, према ставу 1, 
01:> 

r d/(u) = о (e-I/ЗСУ'i) , л~оо, 
. и+л 
о 

тако да је услов (а) става 2 испуњен. Даље, из 

{ / (v) - / (и) }2 = { L фn (Pi:n (Q)}2 " 

u~1.n<V 

и обрасца (1), који смо мало пре доказали, добијамо да је за 

u<,v<,u+Vu 
/(v)-/(u) = 0(1), и~oo. 

Према томе, и услов конвергеНЦИЈе Је задовољен, тако да при
меном става 2 добијамо непосредно неједначину (П). 
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I ГЛАВА 

1.1 ГРИRова функција G (Р, Q; - л). (i) Нека је S коначна и 
отворена област тродимензионалног Еуклидовог простора са дели
мично глатким рубом S'. Означимо, као и раније, са {\n} сопствене 
вредности, а са {Фn (Р») одговарајуће ортонормиране функције 
граничног задатка 

d u - А (Р) u + 1. u = О, Р Е S 
(А) 

u = О, PES'. 

За функцију А (Т) претпоставиhемо да је позитивна и да је заједно 
са својим првим изводима непрекидна у области S. Тада су све 
сопствене вредности граничног задатка (А) позитивне. 

Означимо са G (Р, Q; л) Гринову функцију овог граничног 
задатка, а са G (Р, Q) Гринову функцију граничног задатка 

d u - А (Р) u = О , Р Е S , 
(А*) 

u = О, РЕ S'. 

Функција G (Р, Q; - л) је резо'лвента језгра G (Р, Q) па је према томе 

(1.1) 

(ii) Нека је Q утврђена, иначе произвољна, тачка области S. 
Гринова функција G (Р, Q; - л) за Р =t= Q је решење једначине 

(1.2) д u - А (Р) u - л u = О 

које на рубу S' задовољава услов 

(1.3) а (Р, Q; - л) = о , Р Е S' . 

Кад P-t Q, функција G (Р, Q; - л) тежи бесконачности, али тако да је 

\. Ј да (Р, Q; -лјdS ' 1 
lШ р = - , 
Е=О дг. 

% (Q; Е) 

где је ')(. (Q; в) руб лопте полупречника в ва Це'Н'Fром у таЧЮI\ Q. 
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На основу ове дефиниције конструисаhемо Гринову функ
цију G (Р, Q; - л) на следеhи начин. 

Означимо са г (Р, Q;-л) функцију која је за Р:ј:: Q решење 
једначине (1.2) и која задовољава услов . 

(1.4) lim r дГ(Р, Q; -л) dSp '= -1. 
е-О дг 

)G (Q; Е) 

Овако дефинисана функција Г (Р, Q; - л) зове се елементарно 
решење једна чине (1.2), односно сингуларни део Гринове функ
ције G (Р, Q; - л). 

Ако ставимо 

(1.5) у (Р, Q; -л) '""' Г(Р, Q; -л) - G (Р, Q; - л), 

тада из претходне дефиниције Гринове функције и њеног сингу
ларног дела следи да је функција у (Р, Q; - л) заједно са своја 
прва два иавода непрекидна, у области S и да је решење једна
чине (1.2) које на рубу области S, с обзиром на (1.3), задово
љава услов 

(1.6) у (Р, Q; - л) = г (Р, Q; - л), Р Е S' . 

Функција у (Р, Q; -л) зове се регуларни део Гринове функције. 

Ј.2 ЕГ8истенција функција Г(Р,Q;-л) и y(P,Q;-Л). (ј) 
Доказ егзистенције функције [(Р, Q; - л) коју смо дефинисали у 
претходној тачки заснива се на следеhој леми: 

Лема I.Ј Нека је S l1роизвољна ограничена облаСlIi lIiродuмен
зuоналног l1pOClIiopa. Ако са rPQ означимо paclIioja1be lIiачака Р и Q, 
lIiада је за l1роuзвољf.iУ ФУllкцuју ср (Р), uнlIiеграбцлну у обласlIiu S, 
и СЈ>О 

[ [ 

e-аГFQ ___ ср (Р) ср (Q) dS p dSQ ;> о. 
• 'PQ 
S S 

Д о к а з. За доказ ове леме потребан нам је познати ннте
грал [12, стр. 195] 
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Како је Г~Q = (х - ~)2 + (у ,- ())2 + (z - ~)2, то је, према претходном 
обрасцу, 

-Q:)-C'XI-QO 

па је за б> О 

1 (б) = Ј Ј e-оГрQ !{> (Р) q> (Q) dSp dSQ = 

s s 

МеђУТИМ, из чињенице да је 1 (б):> о за (1 > о следи да је И 
01 

Ј 1 (t) dt:> О, 
тј. а 

Ј Ј e-оГрQ . Ј Ј e-о'ГрQ 
., --' ~ (Р) q> (Q) dSp dSQ > !{> (Р) q> (Q) dSp dSQ • 

. гю Г~ 
s s s s . 

Кад у овој неједначини пустимо да б' -+ оо, добијамо коначно да је 

r J"e-ОfРQ 
._-- ср (Р)!{> (Q) dS p dSQ >0, 

, .' fPQ 
s S 

што је требало доказати. 

(Н) Ако једноставности ради ставимо 

e-v'i::fрQ 
К (P,Q; -).) = -4 -'ЈА (Р)А (Q), 

~ГPQ 
(1.7 

тада је на основу претходне леме 

Ј .r к (Р, Q; -).) q> (Р) ср (Q) dSp dSQ > О 
s s 

за сваку функцију q> (Р) која је делимично непрекидна у области S. 
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Другкм реЧl:Iма,' je~гpo К (Р, Q; - k) хомогене интегралне једначине 

(1.8) u (Р; л) >=" f к (Р, Т; - л) u (Т; 1.) dST 

S 

је симетрично и позитивно дефинитно за свако л> О. Одатле 
непосредно следи да су све. сопствене ,вредности те интегралне 

једначине позитивне [4, стр. 112]. Према томе, нехомогена инте
грална једначина 

(1.9) 

на основу Фре,цхолмових:стаВQва [4, стр. 99] има једно и само 
једно решење ,j~p,,=~ 1" није ,сопствена вредност' одговарајуЬе 
хомогене интегралне једначине (1.8). 

';, .~~o у једначини, (1.9) ~тавимо 

. u (Р; i.) "'" "ОЈ А (Р) i(P,Qi - л), 

тада је Г (Р, Q; - л) . решење интегралне јеДН8чине 

e-У}:ГPQ Ј 'e'-У}:Грт 
(l.lO)F(P,Q;-1.)= 4 - -4 -А (Т)Г(Т,Q;-Л)dSт • 

те TpQ те Грт 
s, ,.' 

(Ш) Да t?и смо доказали да је Г (P"Qi -1.) . сингуларни део 
Гринове функције О (Р, Q; ":,",л), ,треба према 1.. (Н) да докаже"о 
10 да у тачки Р = Q F(P,Q;'::' л)'има сингуларите:rкарактеристичан 
З8 Гринову функцију, тј. да задовољава услов (1.4),·и 20 да је за P:f= Q 
функција г (Р, Q; - л) решење диференцијалне једначине (1.2). 

10 Ако једначи"у, .(ЫО) ПОМllОЖИМО са А (Р) Г (Р, Q; -1.) и 
иитегришемо по' Р у области S, добиhемо' 

1 А ,{Т) г2 (T,·Q; -'л)'dSт = , ' , ~ 
s 

Ј 
e-У'i:ГТQ 

= ---А (Т)Г(Т;Q; - л)dSт ~ 
4тс fTQ" . . 

s 

ЈЈ 
е-У}:ГРТ 

- -4 -А (Т) Г(Т, Q;- л)А (Р)Г(Р,Q;-Л)dSрdSт ,. 
тe~T ' ' , 

s s 
15 Зборннк 
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КЗЈ,о:.,је,: према. лe.r,tи" 1.1, последњи. ~нтегр-ал на ·>Дt!с-ној етрани 
позитиван, то је 

Ј А (Т) г2 (T,Qj ~ л)dSт <, 
s 

.; .. 

тј. 

,,!! e(~ :yг~:)~ А (т) dS < Г' {ј А{1') г' (Т; Q; - л) dS т}' 1" 

Ј А ('Т) г2 (T~ 9j-.Л) .. dSт <" ј. ~~:~~~;Q A(T).d$T' 
s S "0._ О,. './ . 

Помоhу ове неједначине доказзhемо' најпре да је функција 
rpQ Г (Р, Qj - л) ограничена уобл.асти S. Једноставности ради 
ставимо : 

W(P, Q; - л) ~. j,'e4-У1:Грт А (Т) Г(Т, Q; - л) dST • 
1t ГРТ S .. . 

.. . 
Тада из претходне неједначине следи да је за л> о 

<, -- -2- dST . -'2- dST , А2 Ј 1· Ј" 1 ., 
(4 'It)4 ГРТ 'TQ 

S S 

где је А' = Мах А (Т). 
Tes 

• 1 ; 
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0значимо са К (С;г) лопту полупречника г са центром у тачюt 
С, а са d пречник најмање лопте која садржи област S. Како је 

то је 

Ј 1 Ј ,1 -2- dST ::;;;;; -2- dST = 
ГСТ ГСТ 

S К(С; d) 

. d 2'1t п/2 

Ј f f cos rp dp dq> d6 = 4 '1(; d , 
о ,о -п/2 

Ad': 
IW(P,Q;- ).)1< 4'1(;: 

W (Р Q ; -).) је према томе ограничена функција променљивих 
Р и Q. У том случају И3 

(1.11) 
e-if:ГрQ 

Г{Р,Q;-л)= 4 -W(Р,Qј-Л) 
я rPQ 

следи да је 
1 Ad· М' 

IГ(Р,Q;-Л)I::;;;;; 4 +-4 ::;;;;;-, 
'1(;rPQ я fPQ 

(1.12) 

тј. да је TpQ Г(Р, Q; - л) ограничена функција променљивих Р и Q 
у области S. 

Даље је, с обзиром на (1.12), 

I Ј 
e-i"i:гРТ - Хј -tl I 

IWx,'{P,Qj-).)I= - 4 2 CV).Tpt+l)--А(Т)Г(Т,Q;-),)dS::;;;;; 
I ЯГРТ ГРТ TI 

S 

< м" Ј 2 1 dST • 
rPTfTQ 

s 
Како је 

f 1 1 f rPT+rTQ 
2 dSr < 2 dST = 

'PTfTQ fPQ ГРТ 'TQ 
S S 

::;;;;; - dST + - -2-dSт ::;;;;; 1 f 1 1 ј 1 
'fJQ S' ГРТ 'rQ 'PQ ГРТ 

8-л;d <,--, 
fPQ 

то је коначно 
, м 
I WXf' (РД; - ).) 1 < --.. 

fpQ 
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(1.13) 

Из ове неједначине као последицу добијамо да функција T(P,Q; - А) 
задовољава услов (1.4). Наиме, из (1.11) и чињенице да Функција 
е-У"'К Г PQ 14 я: rpQ задовољава услов (1.4), следи да је довољно 
доказати да је ). Ј дW(Р,Q;-А) . 

lт dSp' -' о. 
е==О д, 

x(Q;e) 
. . 

Ово, међУТИМ, непосредно следи из неједначине (1.13). Према томе, 
функција Г(Р, Qj:-:1) задовољава услов (1.4)... , 

20 Доказ да је Г (Р, Q; - А) за Р #= Q решење диференцијалне 
једначине (1.2) је нешто сложени ји . због тога што функције 
e--v"'КГрQ/4nrрQ и f(P,Q;-А), као фУНКЦИЈе од Р и Q, нису огра
ничене у области S. 

Нека је Р #= Q.Ј.едностав~ости ради ставимо 

е- ",,"'КГ PQ 
.. R(P,Q;-A)= 4 • 

1с rpQ 
Тада је 

Г(Р, Q; - А) R (Р, Q; - А)' -- f R'(P, Тј - А)А (Т)Г(Т, Qj - А) dST • 

Како је 

(1.14) 

то је 

" '. S . ..- .... о'" о·. 

Rч' (Р, Т; - А) =-:' - Rt/(P,Tj - А), 

Гх/ (Р, Q; - А) = Rx/(P, Q; - А) + f Rt;/.(P, Т; - А) А (Т) Г(Т, Q; ~ А) dST • 

S 

Парцијалном интеграцијом добијамо, 

Гх/ (Р, Q; - А) ,;,. Rx/ (Р, Q,; - А) + 

+ Ј R (Р, Тј - А) cos (п, t,) А (Т) r (Т; Q; - А) dST ' -

S' 

-f R(P, Т; - А){А (Т) Г(Т, Q; - ~)}j/ dST , 

S 

где је (п, ti ) угао који спољашња нормаланарубу S' заклапа са 
t/-OCOM. Поновно днференцирање, с обзиром на (1.14), даје 
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Гх/,,;"{Р,Q;-.л) =R,,/,,;"(Р,Q;-:.л) -:-. 

-Ј Rt/{Р,Т;-.л)соs (п,tдА (Т)Г(Т,Q;-.л)dSт' + 
s, 

+ Ј љ;' (r:, Т; -.л) {А (Т) Г(Т, Q; - .л)}t/ dST • 

S 

Сабирањем ових једначина по i од i = 1 до 3, с обзиром на 

~R(P,Q;-)..)'- .лR(Р,Q;-.л) i=O, 
, '~ 

добијамо 

А.Г(Р,Q;-Л) = J...R(P,Q;-J...) -

-Ј д R (P~ ~; - Ј...) А (T)F(T,Q; -Ј...) d~T' + 

S' 

(1.15) 
3 -

+ Ј L Rt/{P,T;-J...){A (т)г(т,Q;-Ј...)}t;'dSт " 
s 1",,1 

где је дЈд п извод У правцу спољашње нормале на рубу S'." 

Означимо са S* област која се добија из области· S исецањем 
две лопте полупречника 8 са центром у тачкама Р .и Q. Руб тих 
лопти означимо са ')(. (Р; 8), односно Х (Q; 8). Тада је· 

3 . 

1 = Ј L Rt,'(P,T;-Ј...){А (Т) F(T,Q;-J...)}t;' dST = 

S 1-1 : 

3· 

= Нт Ј ~ Rt,'(P,T;-Ј...){А (T)F(T,Q; -Ј...)}t/dSт, 
8=0 ~ 

. s* 1= 1 

На последњи интеграл можемо применити Гринов образац 
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јер су подинтегралне функције као и њихови изводи непрекидни 
у области S*. На тај начин добијамо да је 

Ј;' - ~ I R (Р, Т;-Ј.) А (Т) г(т, Q; - л) dST + 
S 

+ Ј дR(Р~'~;-Л)А (Т) г (Т, Q;-л)dSт'-
s' 

-IiщlЈ + Ј ,}дR(Р'Т;-Л)А(т)г(т,Q;_Л)dSт1 • 
е=О дп 

(p;~ x(Q;~ , 

Из чињенице да функција R (Р, Q; - л) задовољава услов (1.4), као 
и да се према (1.11) Г(Т, Q; - л) понаша као 1/4 'It 'TQ кад Т -+ Q, 
следи да је 

и 

;~ Ј ~R(P~:; -л) А(Т)Г(Т,Q;-Л)dSт'= -А (Р)Г(Р,Q;-л) 
х(Р ;е) 

Нт Ј' 3 R(P~T; -'- л) А (Т) Г(Т, Q;-' л)dSr' =:= О, 
e~O П 

х (Q;e) 

па се за Ј ~оначно добија 

Ј= -лЈ R(Р,Т;-л) ~ (Т)Г(Т,Q;-Л)dS~ + 
s ' 

+ Ј д R(~~;-.л) А (Т)Г(Т,Q;-л)dSr' +'А(Р)Г(Р,Q;-Л). 
s, 

Кад ову вредност за Ј унесемо у једначину (1.15), она постаје 

t>.T(P, Q';-л) - А(Р) ЦР, Q; - л) -

=-= л{ R(P,Q; -л) - Ј R(P, T;-л)А(Т)Г(Т, Q;-л)dSт }, 
,S 

тј. 

t1Г(Р,Q;-Л) - А (Р)Г(Р,Q;-л) - лГ(Р,Q;-л) = О. 

Тиме смо доказали да је Г (Р, Q; - л) сингуларни део Гринове 
функције О (Р, Q; - л). " 

.,-,-_ ... _----_ .. _---
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" (ју) Регуларни део у (Р, Q; - 1.) Гринове функције према 'тачки 
1.1 '(Н) је решење једначине (1.'2)' које на рубу S' з'адCiI3~ља~а 
услов (1.6). Функција у (Р, Q; -1.) је према томе решење једног 
нехомогеног граничног задатка, а егзистенција решења непосредно 
следи из, чињенице да одговарајуhи хомогени гравични задатак 
нема решења. ' 

(у) На исти начи~. као у претходним тачкама може се по
казати да је СИНl'уJ.iарни део Гринове функције а (Р, Q) граничног 
задатка (А *) решење 'интегралне једначине 

r(P,Q) = 1, -Ј 1 A(T)r(T,Q)dST 
47trpQ 47tfPT 

s 

коју добијамо из (1.10) за 1. = О. Регуларни део у (Р, Q) је решење 
једначине ' 

А'и - А (Р)и = О 

које на рубу S' задовољава услов 

Према томе је 

(1.5*) , 

у (Р, Q) = Г (Р, Q), PES'. 

.6 (Р, Q) = Г (р, Q) - у (Р, Q) 

1.3 Процена асимптотског понашаlЫf<"':'кција r(P,Qj -1.) 
и У (Р, Qj -1.). (ј) За испитивање асимптотског щ>нашања функције 
Г (Р, Qj -1.) за велике вредности параметра 1. потребна нам је 

Лема 1.2 За а;> О је 

_e_~ dS
T 

<.--:: ~~_!!i. _ e-ad ; Ј 
-а г 4 {1 -а г } , 

ГРТ 'TQ а а 'PQ 
s 

сПецuјално за а "'" О је 

Ј __ 1 - dST < 4 ~ (2 d:- 'PQ), 
rpTfTQ 

s 
:I! ..• ': .' , "o~' • , _, .",'0, 

где је d liречнu/( нај"нйње" лопте ~oja' садржи област S. 

Д о к а з. Нека је К (Сј Г) лопта са 'средиштем у tачК>и'сполу
пречника Г и нека је d пречник најмање лопте која садржи област 
S. Тада је за свако Р Е S ,'" ", :',' , ': ,,' 

Ј е-агрт Ј e~aГpT , , 
.. .-' -'-' , dST < ' , " 'rfб·У::'), 

Грт 'TQ, , ГРТ 'TQ ., ," ' , 

, "';;1 

S K(P;d) 
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јер.је 8 еХ (F!;.d), Стцвимо, поче·так, координатног система у 
таЧi{У,f", тако даz-оса . пролази. кроз Ta~IJ{Y: Q,икраткоhе ·ради 
rpQ~.[. Тцда је (в. -сл.l~\.", .; ( с.::· 

.'0. (. 
2 31: _, 31:/2 , , " ,,' , . . . ., ':. 

о •• \ 

J~l Ј Ј ' е-а Р р cos ср 'd ~e d = 

. v R~. - 2[р sin ср + [2. р, _ ср . 
" '~. . 

-. о о ~31:/2. . -

d . 'ТС/2. ..' 

= 2~ Ј, е-ар р dp Ј ' COScp ~cp . 
, 'Ј р2"7" и psincp + [2 

О -31:/2 -

Како је уопште за а > О и Ь > О 
31:f2 а+Ь . " " 

Ј t (va2 
- 2 аЬ sin ср + Ь2). COS ср ~CP" , --..!.. f f,(t) dt, 

'Ja~ -.2 аЬ sш ср + Ь2 аЬ , 
-31:/2 " .' •. laC.-ЬI' 

то је 

31:/2 

т Ј . coscpdcp_ =J..(P+[_lp_lj), 
V р2 - 2 [ р sin ср + [2 [ Р 

-;:-31:/2 '>,.' . 
" па;је' .'. 'i 

" , 
d . 2~J Ј = -[ е-а р (р + [ -Јр·-::: 11> dp ~ 

о 

1 d 

= 4~H Је-аР р dp + Ј· е-ар dP} , 
о 1 

Сл. 1. 
тј. 

41С { 1- e-аГрQ } , Ј=- _е-ид. 
а: а rpQ 

Друга неједначи~а .цоказујесе на ~СТ~)l!&ЧИIl~ 
~ . . . '. .' 

'. Лем.а ,1.3 За А>ХО:.је :;' ',. . . i 

(1.16;'" Ir(P,'Q;'~A)'1 < 2~\'~ e~ti2it~r~Q. 
PQ . 

Д о к а 3. Ф~нкција rpQ Г (р, Q; - л) је према. (1.12) ограничена 
функција променљивих Р' и· 'Q у области '8. За утврђено Q и 

• I 
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л> о нека је 

Тада из (1.1 О) и О < А (Т) <. А добијамо да је-

јер је ГРТ + 'TQ > rpQ. Интеграл на десној страни lt1~жеlt10 lt1ajo
рирати помоhу претходне ЈЈеме. На тај начин добијамо да је 

1/ _. 4МА 
141tfpQe 2УА ' pQ r(P,Q; - л)1 < 1 + -л-О 

Ова неједначина важи за свако PES, па је према томе и 

4МА 
м<l+-л-· 

Изаберимо ло тако да буде 4 А < 1/2 ЛО • Тада из претходне неједна
чине непосредно следи да је М < 2 за Л > ло' а тиме је лема 
очевидно доказана. 

(н) Процена функције у (Р, Q; - л) своди се уствари на то да 
се докаже да решење једначине (1.2) до стиже своју екстремну 
вредност.на рубу посматране области S. 

Лека 1.4 За л> ЛО и произвољно Р Е S је 

(1.17) 

г де је IQ llајкраће отстојање тачке Q од руба S' . 
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д о к а з. Нека је при УТВРђеном Q 

и (Р) = y2{P,Q; - л). 
Из 

3 

Д и (Р) = 2 L y~/P, Q; - }.) + 2 У (Р, Q; - л) д у (Р, сј; -' л) 
ј= 1 

и једначине (1.2) чије је решење функц'ија у (P,Q; - л) следи да је 

3 

Ди(Р) """ 2 LУ~i(Р,Q;-Л)+2А(Р)у2(Р,Q;-Л)+2лу2(Р,Q;-Л»О. 
ј= 1 

То значи да функција и (Р) нема екстрему ма у области S и према 
томе своју највеЬу вредност Достиже 'на рубу S', тј. 

1 у (Р, Q; - л) 1 < Мах 1 у (Р, Q; - л) 1. 
P€S' 

" l' 
Одаiще, ,с оБЗиром' на (1.6) и (1.16) неiщсреДНQ следи да је"за 
л;>ло • 

1 у (Р, Q'; - л) I < Мах 1 Г(Р, Q; - л) 1 <: 
pes' 

1 1/ ,/-
~ Мах --е-, 2 r1. f pQ ~ 

P6S' 2 1f Г PQ "',, ,~, 

rде је lQHajKpane отстојање тачке Q од руба S'. Тиме' је' лека 
доказана. 

1.4 Функција Гг (Р, Q; - Л). у овој тачки Доказапемо следеhу 
лему: ' , 

Лема 1.5 Нека је г = min (lQ,1јУЛ), где је lQ најlфа'hе 'ошето
ја1Ье тачке Q од руба S',u А = Мах А (Т). Тада је за Р Е к (Q;r) 

Г (Р, Q;-л) ='Гг(Р, Q;-) .. ) + о (e- t
/ 2r 1/5::), л-+ оо, 

где је 

e-1/'i: ГPQ Ј e-1/'i: fрт . 
(1.18) Гг (Р, Q; - л) = -4-- - 4 А (т) Гг (Т, Q; - л) dST 

1t fpQ '/t ГРТ , 
'K(Q;r)' ..,'.. '. 
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. . . . . - _. 

д о к а з. Из (1.10) следи да је 

e-У"[Г рQ {Ј Jfe-у"[грт 
F(P,Q;-A) = -4--- - + -4--- А(Т)F(Т,Q;-А)dSт• 

~fPQ ~ГpT 
K(Q;r) S* 

За А;;;:' Ао према леми 1.3 је 

I Г(Т, Q; - л) 1< 1; е-1/2 y"[rTQ •. 

2 ~ 'TQ 

Како је rTQ;;;:' г за TES* (В. сл. 2), 
то је 

па је према леми 1.2 
Сл. 2 

А d _1/ г,l, 
~--e 2Јд 
~ 7t 

Према томе је 

( 1.19) 

rде је 

- А (Т)Г(Т,Q;-А)dSт , Ј 
е-У"[ГРТ 

47t ГРТ 
K(Q;r) 

Ad 
IB(P,Q;-A)I< - . 

1'с 

Нека је Р Е к (Q; г) и нека је Гг (Р, Q; - л) решење једначине 
(1.18). Ставимо .' '. , 

D (Р, Q; - А) = Г (Р, Q; - л) - Гг (Р, Qj - л) . 



." '[1 I1 1 l' 11 1 '11 'ој '1 I , 

236 Ранко Бојаниh 

Тада из (1.18) и (1.19) следи да је З8 1.>10_ 

D (Р, Q; - А) = е-1/2Р/::;: В (Р, Q; - А) -

Ј 
e--У'i:Грт ; 

- 4 А (T)D (T,Q; -1.)dSт . 
1с грт 

K(Q;r) -

Нека је 

м = Мах' 1 D (Р, Q; - А) 1. 
PEK(Q;r) . 

Тада из претходне једна чине добијамо да је. 

ID(P Q' -1.)1< Ad, е- 1/2Г -У::;: + АМ Ј _l-dSт~ 
, " ''Jt , 4 'Jt Грт ~ 

K(Q;r) 

< _A_d_, е -1/2 r -У::;: + _А--;о-М_г_2 
'Jt 2 

јер је за Р Е K(Q; г) 

Ј ' _1_, dST ~ '2 'Jt(r2 ~.~ r2;Q)' 
, грт 3 

K(Q; г) 

Претходна неједначина, важи за свако Р Е к (Q; г) па је према томе 

М <: ~ е-1/2Г-У::;: + А M~ < 
'Jt 2 

јер је А г2 < 1, тј. ' ' 
,<, О-

М <: 2 А d e-1fsr -Y'i:, 
'Jt 

а тиме је лема доказана. 

1.5 Проблем претстављања. У овој тачки доказаhемо најпре 
да се једначина (1.18) може решити сукцесивном апроксима
цијом, а затим ћемо на основу' тога доказати да постоји функција 
Q (Q; и) таква да је ' 

ф -

(1.20) f (jQ (Q; и) "'" ~ Нт {-' 1_ - ГТ (~, Q;-X)'}' 
и +).. 1. р= Q 4: 'Jt Г PQ _ 

о ," ',_ 

r • .., ,. 
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за коју важи процена 

1 -
(1.21) Q (Q; и)--V и+ 0(1), u -+ ОО. 

21t2 

(i) Нека је 
" 'о I е -у1: Г РQ 

ио (Р; л) = ---- , 
4те rpQ 

(1.22) 
. 1 f е-VПГРТ+ГТQ) 

и1 (Р; л) = (4 )2 dS Т 
те 'PTrTQ 

ип (Р; л) = 

(1.23) 

(1.24) 

K(Q; г) 

е -У1: ' PQ 
ио (Р; л) = --:-4---"';' 

те rpQ 

1 e-У1:Грт иП + 1 (Р; л) ... 4 А (Т)ип (Т; л) dS T • 
теГРТ 

К( ;г) 

Ако за утврђено Q и неко·Л ред 
оо 

L ( - 1.>" ип (Р; л) 

конвергира униформно по Р, тада је 

ао 

(1.25) Г, (Р, Qi. - л)=L (-I)п ип (Р; л). 
п=О 

Заиста, према (1.23), (1.24) и (1.25) је тада 

i e-У1:Грт ~ 
~;PT А (Т) Fr (Т, Q; - л) dST = ~ (-I)П иП + 1 (Р; л) .... 

к Q; г) , 
ао 

= uо(Р;л) - ~ ( - I)П ип (Р;л) = 

е -У1: ' PQ 
= -- - Гг(Р Q·-Л). 41t 'PQ , , 
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(ii) Доказаhемо најпре да ред 

"" L( -1)n иn (Р; 1) 
n=l 

конвергира униформно по· Р ако је област К (Q; г) довољно мала. 

Из (1.22) видимо да су све функције {иn (Р; 1)} позитивне, 
а из (1.23) и (1.24) следи да је за 1.;> О 

Ставимо 

(1:26) 

. 1 
ио (Р; 1.) < -.- , 

41t TPQ 

иn +1 (Р; 1) < - -- иn (Т; 1.) dS Т' А r 1 
41С. ГРТ' 

K(Q; г) 

1 
Vo (IPQ)=--' 

. 41t fPQ 

Vn +1 (rpQ) =_1 f _1_ vn (rTQ) dST• 
41С ГРТ 

K(Q; г) 

Тада индукцијом добијамо да је 

(1.27) иn (Р; 1.) < А" vN (rpQ), п = 0,1,2, ... 

Ако даље ставимо TpQ = 1 и уведемо сферне координате, једна
чине (1.26) постају 

r 211: 11:{2 

1 
Vo (1) = 41t1 

1 Ј Ј f vn(p) р2 cos ср dp dcp dG 
Vn+1(l) "'" 41С ~p2-21psincp + 12 = 

О О -11:/2 . 

r 

= - vn (р) Р d р, п = 0,1,2, ... lfP+I-,Р-/, 
1 2· 
о 
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Коначно, из 

l r 

Vn+1(l) = + Ј Vn (р)р2 dp + Ј vn(p)pdp< 
о l 

r 

< JVn(P)PdP 
о 

индукцијом добијамо да је 

1 (Г2 )П 
VN (/) < 2г~:"2 ,П "'" 1,2, ... 

Из ове последње неједначине и (1.27) добијамо да је 

(1.28) 

Одавде међутиi'tf. непосредно следи да ред 

ос> 

~ (-1)" uп(Р;л) 
а-1 

конвергира униформно по Р за утврђено Q и произвољно л> О, 
јер г можемо увек изабрати тако да буде А г· < 2. 

(Ш) Остало је још да докажемо обрасце (1.20) и (1.21). Нека је 

и 

1 ЈSiП а У! 
ћ(а;и) = 1 - ~ t dt. 

О 
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Из I h (а; и) 1" h где константа h не зависи ни од а ни од Uј,И 
, неједначине (1.28) следи, да је 

(1.29) 

Према томе ред 

(1.30) 

п 

"ћ иn (Q;O) < 
h (АГ 2 п "2г~ 2) , u = 1,2,.:. 

"" 
_1 уи - L (-I)nи~ (Q; и) оо: g (Q;u) 
2~2 

конвергира униформно ПО и. За и = О нека је g (Q; О) = О. Како је 
даље 

~ ~ ,В 

f h (а; и) d = Ј {1 _ ..!. Ј sin а 1/7 dt} ~d~ = 
(и +1.)2 u ~,t ',' (и+1.)2 

О О О 

1 1 ,/-' '1 ~a ,/-
= ___ (1 - е-а r А) ~ -, е r А , 

.1. 1. , ' .'~Л" ' , 

то је најпре, према (1.22) 

со 

Ј и~(<{; и) du ~ 
(и + 1.)2 

О . 

"о' .. ' 
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а одатле према (1.30) и (1.25) следи да је 

= ~ Нт {_1 - - Г, (Р, Q; - л)} . 
л P=Q 4nrpQ 

Одавде коначно парцијалном интеграцијом добијамо образац (1.20). 

(iv) Из неједначине (1.29) следи да је за произвољно утвр
ђено Q Е S 

ао 

L(-I)nun(Q;u)=О(I), и-. оо , 
1/=1 

па је према (l.30) 

1 -
&!(Q;u) = -Vu+О(I), и-.оо. 

2n2 

1.6 Докаа става Ј. Кад се Р налази у близини тачке Q према 
леми 1.5 је 

г (Р, Q; -л) = Г, (P~ Q; - л) + о (e-1/2rii:), A~ оо. 

Како процена (1.17) за у (Р, Q; - л) важи за произвољно Р € S, 
то према (1.1) и (l.5) за Р Е к (Q;r) имамо да је . 

ао 

Л L Фn (Р) Фn (Q) = о (Р, Q) - ГГ (Р, Q; - л) + 
1/=1 Аn (лn+л) 

+ о (е-1/2Г У1:) + О (е--1ЏQУI) = 

='0 (Р, Q) ~ rr(P, Q;- л) +0 (e-1/2гУ1:), л-. оо, 

јер је IQ;> г. Даље, из (1.5*), 

r(P,Q) = 1 - Ј 1 А (T)F(T,Q)dS T 
4,. 'PQ 4n ГРТ 

s 
16 Зборник 
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и претходног обрасца следи да је 

где смо једноставности ради ставили 

M(P,Q)=J 1 А (T)T(T,Q)dST+y(P,Q). 
4n~T -, s . 

М (Р, Q) је очевидно непрекидна функција променљивих Р и Q. 
Према томе, кад Р --t Q добијамо да је 

оо 2 

"'" Фn (Q) 1 l' {1 (Р')] 1 .• :~:.;),.n()l.n+л)": Т J!?q 4ТCTpQ - Г, ,Q, - л - тМ (Q) + 
n=l 

где је М (Q) = М (Q, Q). Тиме је прва неједначина става 1 доказана. 
Друга неједначина става 1 непосредно следи из обрасца (1.1) 

и ррiщена(l.lб) и (i.17) које смо добили за Г(Р; Q; - л) и 
у (Р, Q; -л). 

11 ГЛАВА 

2.1 (i) Овде Ьемо доказаrи став 2 који спада у групу ставова 
Тауберове природе за Стилтјесову трансформацију која опада 
експоненцијалном брзином. Доказ става 2 као и ДОКаЗи о<;талих 
сличних ставова заснивају се у суштиtJи на једном ставу. "Ј. Кара-
мате [13] који у нешто измењеном облику гласи: . 

Нен:а је К(и) ограничене варијације у сван:ом н:оначном разман:у 
и нен:а 

оо 

F (s) - Ј e- SU к (и) du 

о 

н:онвергира за R (s) > О. Тада из услова н:онвергенције 

к (v) - К (и) > - т, и ~ l' ~ и + 1 
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и регуларности функције F (s) у тачки s = О следи 

К (и) = О (1), и ~ оо • 

(ii) За доказ става 2 потребне су нам следеhе леме. 

Лема 2.1 За у> х > О из услова конвергенције (Ь) става 2 
следи да је 

(2.1) S (у) - s (х) > - т - т1 ( Уу - ух). 

д о к а з. Нека је 1 < р. < е и 
а (х) = eY;-, ~ (х) = 192 Х • 

Тада је 

~ [ р. а (х)] < х + ух. 
Према томе је 

(2.2) S (х') - S (х) > - т, х:( х' :( ~ [р. а (х)] . 

Нека је у> х и 

хо = х 

X v = ~[p.a(xv-l)l = i3 [p.va (х)], v = 1,2, ... ,п. 

Број п изабраhемо тако да буде хn < у < Хnн ' Из неједначине 
(2.2) следи 

S(xv) - S(XV- 1» - т, V = 1,2,: .. ,п -1, 

S(y) - S(xn) > - т. 

Ове неједначине, кад их саберемо, дају 

S (у) - S (х) > - т - п т. 

Како је међутим хn < у, тј. п < (Уу - "УХ) jlg р., то је 

т - -
-пт>---(Уу-Ух), 

19p. 

одакле непосредно следи (2.1). 

Лема 2.2 Нека су 8 , У, S и и Позитивни бројеви и нека је 
Уд < s. Тада је 

(2.3) ЈСО (sin 8 VX)V sin sVx _ ,/- (Sh 8 уu )'V ---dx = 'lte srU • 
д'" х х + и 8'1 и 

о 
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д о к а 3. Нека је 

f (z) ,." (sin 8 VZ)V esiz. 
8Vz 

Ако са С означимо контуру приказану на сл. 3, према Кошиевом 
ставу бипе 

1 f f(w) f(z) = -2 . -- dw. 
~' W - Z 

с 

Ставимо овде z = uei1t • Тада је 

Сл. 3 

1 f f(w) 
-и =- --dw' f ( ) 2 1[ј w + u ' 

с 

или 
R 

.1- Ј (Sin 8 'Јх)1I eSlYx 
е-' r и = --- dx + 

8Vx х+и 
r 

2зt 

f (Sin8vRetlI2)1I eBlYR etlf2 .' + Rlet1 dt + 
8 VRetl/2 Rett + u 

О 

r 

f (sin 8 'ЈХ)1I е-В [Ух + ---dx-
8Ух х+и 

R 

2~ 

Ј ( sin 8 "'УГ.е ti/2)1I е s [Уг etlf2 
- -_.-- гј etl dt 

8 V г etif2 reti + u ' 
О 

тј. 
R 

(2.4) ( sh 8Vu)1I e-вУа -= Ј ( sin ~ "х)1I sin s 'Јх dx + /1 + /2' 
8'1и 8vX х+и 

r 

Како је за произвољно комплексно z увек 

I sin z I ~ 2 e1zl z '<::: , 
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то је најпре 

21t 

1 I Ј (Sin 8 VR eti
/2)V еВ i YR e

tiJ2 
• . I 1/ I = - . R 1 etl dt ~ 

ј 2 'It д V R eti/2 R eti + и """ 
О 

21t ,/- t 
R Ј e-,(s-l\v)rRsiП"2 < - dt~O, 
'It V~+2Rucos t+u2 

о 

јер је 8 v < s. Даље, 
21t 

1 I Ј (sin д -УГ etiJ2 )V е s i Уг eti
/2 . t' I 1/21 = - --~-- rle l dt < 

2'1t д V r eti/2 r eti + и 
О 

21t ,/- t 
r Ј e-(s-I\v)r r siП"2 < - dt ~ О, r -+ О • 
'It V г2 + 2 r и cos t + u2 

О 

И3 ових неједначина и (2.4) непосредно следи (2.3). 

Лека 2.3 Нека је S (и) ограничене варијације у сваком кона ч
ном размаку и нека 

"" 
'(х) ~ --- du f S(u) 

(и+х)2 
о 

конвергира за једно Па Према ll10Me за свако х > О. Ако је 

(2.5) ,(х) '"'" о (lјх1+&) , x~oo, 8>0, 

ll1ада је 

"" "" 
(2.6) 1 f sinsVx Ј 1t f (х) -s-- dx = е-ви S (и2) du. 

о о 

Д о ка 3 ове леме своди се уствари на то да докажемо да је 

ас со ф оо 

f f S(u) Ј f sinsVx (2.7) sinsVxdx (и+х)2 du = S(U)dll(X+U)2 dx. 
о о о о 
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Наиме, из 
со 

Ј sin s "Х d 1t S - ,/-
Х ~ - е S Ји 

(х+ и)2 2{u 
о 

и претходног обрасца следи да је 

со ~ 

Ј -Ј ,/- du f (х) sin s " х dx = 1t S e-S Ј и S (и) 2 ,,:U ' 
о о 

одакле сменом и I и2 добијамо (2.6). 

(2.8) 

10. Доказапемо најпре да је за 8> О 

со со 

Ј (sin 8 VX)2k. "-d Ј S (и) d -
" SШ S V х х ( )2 и-

8 у Х и+х· 
о о 

.СО со 

= Ј S (и) du Ј (Si~ ~~xГ ~~П:и~: dx. 
о о 

За КОQ:ачне R1 и R2 је 

S (и) du = 
(и+х)2 

R. R, 

= f S (и) du f (sin 8 "X)2k 

~in S 'Јх dx == 
8 V х (х + и)2 

о о 

R2 со 

= Ј S (и) du Ј (sin 8 VX)2k sin s 'Јх ах -
8 V х (х+и)2 

о о 

R. со _ f S (и) du f (sin 8 VX)2k sin s 'Јх dx . 
8 V х (х+и)2 

о R, 
Како је 

со со 

I f (sin 8 VX)2k sin s 'Јх dx I < Ј du 2 1 
8 'Јх (и+х)2 (и+х) = u+R'. 

R R 
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то кад у претходном обрасцу пустимо да R1 -+ оо добијамо да је 

Я2 оо 

f f ( siп 8Vx )2k sin sVx _ 
S (и) d и ,/ ()2 dx-

8 у Х и+х 
о о 

оо ~ 

= f (sin 8Ух )2k siп s ух dx f (S (и~2 du = 
8Ух и+х 

о о 

(2.9) 

fОО(SiПSVХ)2k. '/-d Ј"" S(u) dll-
~ S1П S у Х Х ( )2 

8Vx и+х 
о о 

[ОО (sin 8Vx )2k. 'У- d Ј"" S (и) 
- 8Vx S1Пs Х Х (и+х)2 du. 

о ~ 
Нека је, даље, 

Тада из 

r оо 

S и R+ 1 2 и + 1 () du=[(I)-g(R)(--) -2(х-l) r . g(u)du 
. (и +х)2 R+x . (и + х)3 

R R 

и ограничености функције g (и) следи да је 

IfOOs(u) du/<It(1)_g(R)I(R+l)2+ /1_(R+l)2/ 1[(1)I+ 
(и+х)2 R+x R+x 

R 

+2М(Х+l)ј ~+1 du< 
иВ 

R 

< 1[(1) _ g (R)! (R; 1)2 + 

+21 [(1)1 ~~ + 1[(1) 1 х
2

+ 1 +2М(х+ 1) (~+_1_). 
R R2 R 2R2 

За R> 1 је 

ОО 

I Ј S (и) du I < 4 /t (1) - g (R) 1 + .!!' (х2 + Х + 1) . 
(и + х)! R . 

R . 
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Према томе је за k > 4 

I ЈОО ( Sin8~~X) sin sVx dx ЈОО (uS;~)2 dU/ < 
о Љ 

::;;: Ј9'( sin 8Vx )2k dx I ЈОО S (и) du I ::;;: 
""" 8Vx (и+х)2 """ 

о Љ 

ЈОО( sin 8Vx )2k 
<41t(1)~g(R2)1 .' dx+ 

, . 8Vx 
о 

+ Z~ ЈОО ( Si~ ~~x Y:k (х2 + Х + 1) dx. 

о 

Коначно, из (2.9) кад R2 --t ОО, И ове последње неједначине .непо
средно следи (2.8). 

20. Остало је још' да докажемо да се у (2.8) гранични прелаз 
8 --t О испред знака интеграла може заменити граничним прелазом 
8 --t О иза знака интеграла. При томе пемо користити познати 
Арзела-Лебегов став за несвојствене интеграле у следеhем облику: 

Нека је lјт F (х, 8) = F (х) и нека инmеграли 
б=О . 

'" оо 

(2.10) Ј F (х, 8) dx и f F (х) dx 

о о 

uостоје. Ако је за свако х > О ид> О 
(2.11) 

и ако инmеграл 

(2.12) 

постоји, тада је 

IF(x,o)I<:O(x) 

оо 

Ј о (х) dx 

о 

'" "" 
·Нт Ј F (х, о) dx= Ј' Р (х) :dx .. 
б=О 

о о 

Н . I sin х I ./ 1 . а основу неЈедначине -x-;~ ,КОЈа важи за свако реално 

х, и процене (2.6) за функцију f (х) може се лако показати да су 
сви услови Арзела-Лебеговог става на левој страни обрасца (2.8) 
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задовољени и да према томе гранични прелаз 21 -1 О испред знака 
интеграла можемо заменити граничним прелазом 8 -1 О иза знака 
интеграла. 

Да би смо доказали да је то дозвољено и на десној страни 
обрасца (2.8) ставимо 

"" 
F (и, 8) = S (и) Ј (sin 8 VX)2k sin s У·Х dx. 

8 V Х (и +х)2 
о 

Из (2.3) диференцирањем по и добијамо да је 

"" 

Ј ( sin б VX)2k sin s УХ dx = 

8 V Х (и + х)2 
О 

= ~e-Byи {(s + 2 ~) (Sh 8 "Yи)2~ ~~ (Sh О ~li)2k=1 сЬ О "Уи} . 
2Vи -Уи o-vu -Уи 8Vu 

Према томе је 

-вУи . - 2k - 2k-l 
Р(и,8) = ~S(u)~--=- {(s+2~) (Shoya)_ 2~ (Shд~U) Ch8VU}. 

2Vu -Уи дУи уи 8Vu 
Како је осим тога 

1t S ,/_. 
Р(и)= V_e-srus(u), 

2 и 

то је услов (2.10) Арзела-Лебеговог става очевидно задовољен. 

Д . /ShX/./ . аље, H~ основу неЈедначине ~ ~ еХ, КОЈа важи за свако ре-

ално Х, имамо да је 

I F (и, 8) I < 1t I S (и) I e;~~u {( s+ ~~) e25kYil + ~~ e25kYU} < 

( 
4 k') е- (s":' 2 5 k)Yu 

<тcIS(u)1 s+-= 
-Уи 2Vu 

Ако је 28 k < sj2 тада је 

I F (и, 8) 1< 1t I S (и) I (s+ 4 ~) e-
I

/

2sy
/i , 0>= О. 

-Уи 2Vu 

Из ове неједначине следи да су и услови (2.11) и (2.12) задово
љени. Применом Арзела-Лебеговог става добијамо коначно (2.7), 
а тиме је лема доказана. 
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2.2. ДОI<ав става 2. Нека је најпре s реалан и позитиван број. 
Према леми (2.3) је . 

ао ао 

1 Ј sinsVx Ј cp(s)=- {(х)-- dx= . e- SU S(u2 )du. 
. 1t S 

О о 

Функција ср (s), као функ.ција комплексне променљиве s, регуларна 
је у десној полуравни, тј. за R (s) > О, што непосредно следи из 
чињенице да се може написати у облику Лапласове трансформа-

ције. На основу неједначине I si:_~ 1< 2 e1zl , која важи за свако 
комплексно z и процене (а) за Функцију f (х) непосредно следи 
да је функција q> (s) регуларна и у тачки s=O. Коначно, из нејед
начине (2.1), следи да је 

S (v2
) - S (и2) > - т, u < v < u + 1. 

Функција S (и2) задовољава дакле услове поменутог Караматиног 
става, па је 

S (и2) = 0(1), u ~ оо. 

Тиме је став 2 доказан. 
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PROPRIETES ASYMPTOТIQUES DES SOLUТIONS DES 
EQUA ТЮNS DIFFERENТIELLES LINЕАЩЕS 

Раг 

RANKO BOJANIC 

Le probleme cJassique de Ја theorie des membranes vibrantes, 
dans Је cas Је pJus simple, consiste а trouver daIls ип domaine S du 
рlап Jes solutions de l'equation 

ди + ли ~ О 

qui s'annulent sur Је bord du domaine considere. Т. Carleman [6] а 
donne ипе methode pour l'evaluation asymptotique de lа somme de 
carres des fonctions propres {Фn (Q)} еп montrant que 

011 {лn } sont les valeurs propres du probleme considere. А. Рlејјеl 
[7) et S. Minakshisundaram [8) ont compJete et etendu cette methode 
аих cas plus generaux, mais tous ces resultats sont de Ја mеmе portee 
que сеЈиј de CarJeman quant аих evaJuations du comportement asymp
totique. ипе ameIioration dans cette direction а ete recemment donnee 
par V. О. Avakumovic* qui а montre que 

L Ф~ (Q) = 41тс л+ О (-УХ), л -+ оо 
лn Е;;л 

et 

L фn (?) Фn (Q) ~ о (-УХ), л -+ оо . 

лn~л 

:ј:- Ces resultats dесоulепt de I'evaluation de lа fопсtiоп de Green donneepar 
Carleman [6] et d'un theoreme de nature tаuЬегiеппе de Avakumovic [91]' 
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Quant аих evaluations plus precises relatives зu comportement asymp
totique des fonctions propres dans les cas plus generaux, les prob
lemes sont restes ouverts. 

Dans cette ordre d'idees, quoique la methode permet de tгзitег 
le cas а п dimensions, nous avons considere le probleme generalise 
de lа mеmЬгзпе а trois dimensions 

д u - А (Р) u + Л u = О, Р Е S , 
(А) 

u = о sur le bord de S, 

ой А (Р) est ипе fonction positive, ауес les derivees partielles du 
р remier ordre continues dans S. Pour les fonctions propres ortho
normees de се probleme nous avons montre que 

~ 2 1 3/2 
.L,... ФП (Q) ~ 61[2 Л + О (л), л -+ ОО, (1) 
An~1. 

(11) L ФП (Р) ФП (Q) = о (л), 1.-+ ОО. 
1.n~ 1. 

Dans lа methode de Pleijel le probleme central consiste dans l'еуа
luation de lа partie reguliere,c. а d. de lа compensatrice de lа fonction 
de Green. Рзг contre lа methodedont nous noussommes servirepose 
sur l'etude de lа partie singuliere de cette fonction et sur l'app1ication 
d'un theoreme de nature tauberienne, зпаlоguе а celui de Avakumovic. 

Nous avons en premier Неи demontre l'existence de lа solution 
de l'equation integrale 

е -lf'i:ГрQ Ј e-У"'[Грт 
г (Р, Qj - л) = ~РQ - 4 'It Грт А (Т) Г (Т, Qj - л) dST 

S 

оu 'PQ est lа distance entre les points Р et Q, et montre que cette 
solution est lа partie singuliere de lа fonction de Green du probleme 
аих 1imites (А). Ое се resultat оп obtient les evaluations suivantes 

1 1/-У-Ir(P,Qj -л)l< 2 е- 2 }..rpQ , Л~1.0' 
'ltfpQ . 

ainsi que 
1 1'/ ,г-[ 

1 У (Р, Qj - л) 1 < 2 'It IQ е- 2v }.. Q, 

ой у (Р, Qj - л) est lа partie reguliere de lа fonction de Green et ои 
IQ -represente lа Ьоrnе inferieure de lа distance du point fixe Q аи 
bord de S. 

l' U i 
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Еп seconde lieu, nous avons introduit lа fonction ГГ (Р, Q; - 21.), 
solution de I'equation integrale 

* e-vРРQ Ј е-У:;:ГРТ 
() Г,(Р,Q;-л)= 4 . - 4 А(Т)Г,(Т,Q;-л)dSт 

7CrpQ 'ЈСГрт 
K(Q;r) 

ои к (Q; г) est lа sphere de centre Q et de rayon г suffisamment petit, 
telle que К (Q; г) С S. Роис tout Р Е К (Q; г), оп а 

Г(Р, Q; -:-л) = Гг (Р, Q; -л) + О (e- t/2ГУi:), л >ло • 

Lorsque г est suffisamment реш, l'equation (*) peut etre resolue par 
des approximations succesives. ОП peut alors montrer l'existence 
d'une fonction Q (Q; и) telle que 

(**) 

et 

ао 

r dQ (Q; и) = ~'Hm {_1_ - [, (Р, Q; -л)} 
~ u + л л P==Q 4 'ЈС 'PQ 
о 

1 -
Q(Q;u)--vu+О(I), и-+оо. 

2'ЈС2 

Ое ces evaluations et de lа formule 

ао 

Л L ФП (Р) ФП (Q) ~ G (Р, Q) - G (Р, Q; - А) 
п=! лп(лп+л) 

ои G (Р, Q) = G (Р, Q; О) et 

G(Р,Q;-л) = Г(Р,Q;-л) - y(P,Q;-л) 

il s'ensuit que 

(***) ± _ф--,-~....:.....(Q:....;..)- = Нт {4-1 
- - Г, (Р, Q; - л) } -

п=! лп(лп t л) P=-Q 7CrpQ 

1 11 ,/-- 1:"" M(Q) + О(е- '2 Г '}..), л-+оо. 

Роис Р :f. Q оп obtient 

ао 

Л L ФП (Р) фп(Q) = G (Р, Q) + О (e- 1/2сУ:;:), А -+ ОО. 
п_! лп() .. п +л) 

ои С = min (rpQ,IQ)' 
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Еп troisH~me Неu nous avons etabIi lе theoreme suivant:f.* 

Soit S (и) а variation Ьоrnее dans tout intervalle !јnј et soit 
l'intigrale 

"" 

Ј 
dS(u) 

!(х) = и + х 
о 

convergeant роиг tout х> О. Alors de 

!(х) = О (е-СУ"2::) , x~oo, с>о, 
et 

S (v) - S (и) > - т роиг и < v <; и + "уи, 
il resulte que 

S(u) = 0(1), и~oo·. 

Pour obtenir l'evalution (1) il suffit de poser. dans lе theoreme 
precedent 

S(u) = L Ф:(Q) - Q(Q;u) + М (Q), S(O) = О. 
Аn:::;;u 1.11 

Еп tenant compte de (***) il s'ensuit que 

с. а d. 

S (и) = L Ф:(Q) - Q (Q;u) + M(Q) = 0(1), 
1.n Аn:::;;U 

" Ф; (Q) 1-LJ -- = -~ V и + О (1), и ~ оо, 
, _ 1.11 21t~ 
",n~U 

d'ou l'оп deduit l'aftirmation (1) apres uпе sommation par parties. 
La formule (11) s'obtient d'une тапНне analogue. 

** Recemment V. V u с k о v i {; (11) а donne quelques theoremes plus gel1e
raux de се genre. 


