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PAHKO BOJAHUA

ACHMIITOTHKA PEUIEYbA JIMHEAPHUX
JUPEPEHLIMJAMTHHUX JEAHAUHHA

—TE3A-—
YBOI

0.1 Kanacuusm npoGiaem Manux OCHuAaLMja eNacTHYHE MemOpane
CacTOju C€ y TOME Ja Ce Y H3BECHO]j od.nacm S, x, y-paBuu Hahy
peiemha jefHauune _

(0.1) Au+iru=0,

Koja Ha py6y S’ mocmarpase 06.aacTH y ua”enuocrannmem caydajy
3aZ0B0/bABAjy I'DaHHYHH YCJIOB

u=0.

Kao wto je nmosHaro, TakBa pemema MOCTOjé CaMO 3a CNemujanHe
BPeIHOCTH napaMerpa A\ MJM, ADYr#M peunma, jexnauwna (0.1) uma
pemniema KOja HHCY HACHTHUKH jeJHaka Hyau y obGjacTn S camo Kaj
je A Tako3BaHa concrseHa BpeAnocT. CBaKoj CONCTBEHO] BPEIHOCTH
OJAroBapa HajRHINE KOHAYHO MHOTO CONCTBeHHX (yHKIHja, OZHOCHO
peluema MocMarpaHor IPaHUIHOr 3aJaTKa.

Beauxn 6poj nmpoGaema mexanuke W ¢H3HKE, HAPOYHTO OHHX Y
B€3H Ca OCIHJAlUjaMa, CBOIH C€ HA PEIIaBalke€ CAHYHHX TPAHHUHHX
sagaraka. Ca mMaTeMarduke Tauke rJeJHIUTA CBAKH TaKaB npo6JeM je
Hau npo6GJeM ersuCTeHIHje WM npo6aeM NPOLEHe CONCTBEHHX Bpe-
JHOCTH H CONCTBeHMX (YHKUWja HEKOr I'DaHMYHOr 3aJaTKa.

[1Ipo6aemnMa ersaucTeniuje CONCTBEHHX BPEJHOCTH H CONCTBEHHX
¢yHknuja rpaHHYHMX 3aJaTaka NapuujaaHux NudepeHuHjaInux jeaHa-
yHHa 6aBWJIH Cy C€ MHOTH MaremaTudapd. Tu npo6JaemH y panoBuma
Pumana, llsapna, [Toenxapea u HapouynTo XHaGeprTa 3ay3uMajy Ie€H-
TPanHO MEeCTO. MeljyTuM Tek noweTKOM OBOr Beka MOrJao ce npuhu
npo6ieMy HHXOBE aCHMNTOTCKE NPOLEHE KOjH je €4 MVIeJHITa MeXa-
nuKe # (Qusnxe ox nanexo Beher 3Hauaja. dusmuapu H: A. Lorenz
(1] 1 A. Sommerfeld [2] npBu cy Rowaw A0 3aKk/byuka Aa LOBOJLHO
BEJMKE COMCTBEHE BPEAHOCTH MEMOpaHe KOja TpPENepH He 3aBHCE OX
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o6auka memOpane seh camo off reHe mospumse. Hemocpepno satum
je H. Weyl [3], ua ocHoBY TeOpuje MHUHEADHHX MHTErpa/HAX jefHAYUHE,
AOKa3a0 1a je

N(t)~£‘t, t> o0,
4

rie je N(f) 6poj concTBeHuX BPENHOCTH KOje Cy Mamwe of f, a S
NOBpIUMHA MOCMATpaHe MeMm6paHe, IITO jé NOKA3aJ0 Ja Cy NPETHO-
craBke ‘¢uauuapa Oune Ttaude. R. Courant [4, crp. 321—380] je
KacHdje, MOMOHy BapujalMOHOr pauyHa, NOGHO MHOrO . MpeuusHHje
pesyarare. Cnem«ganﬂo y cnyqaly memOpane Koja Tpenepu OH je
10Ka3ao Ja je

N =S t+0(Tlgt), troo.
4n

0.2 MehyTuM, 33 Qusudapa 3HauajHujH, a U ca TAEJUMTA TEO-
pUCKe MaTeMaTHKE AyG6/bd H TEKH MPOOGJIEM aCHMNTOTCKOr NOHAINAMA
concreeaux QyHKHHja MNOAYXBATHIH Cy T€K TPHAECETHX TOJMHA OBOT
sexa A, Hammerstein [5] u napoauro T. Carleman [6]. lok je Xamep:
wTajd, cayxehu ce TeOpPHjOM JHHEAPHHMX MHTETPalHMX jeJHAYMHA,
WCMUTHBAO TOHAIAME CONCTBEHHX (YHKUMjA 33 BeAUKE BPELHOCTH
napexca n, Xotae je Kapaeman 120 jefas NoTnyHO HOB ¥-OPWTHHA/AH
METOJ 32 WCHHTHBabe ACHMMNTOTCKOr TNOHAINAka CyMe xBanpaTa con-
cTBeHux (QyHKIMja KOju ce cacToju y caenehiem.

Heka je S koHayHa W OTBOpeHa 06GJacT x, y-paBHH, S’ WmeH py6
u Heka cy {\,} conmcTBEeHEe BPEXHOCTH, a {®, (P)} onroBapajyhe opro-
HOpMHpaHE concrBeHe (yHKIMje PaHUYHOr 33AaTKA

Autrp=0, PES,
=0, vPES’.

Axo ca G (P, Q; \) o3nauumMo T punoBy ¢yuKUHMjy OBOr rpaHHUIHOr
3agartka, a ca G (P, Q) TpuHoBy (DyHKIMjy rpanduHor 33jaTka

Au=0, PES,
u=90, Pe§
Taja je, KA0 MTO j& MO3HaTo,

@ (P) £ (Q)
Z

}" ()\ }\) G(P’Q)—G(P’Q;"

Osaj o6pasan 6uo je ocHoBa Ha kojoj je Kapaeman .usrpajuo CBOj
NOCTYNaK 3a MpoueHy cywme KBanpaTa conctBeHux ¢ysxnuja. . On je
Hajupe AOKa3ao Ka je

il
il
!
|
i
|
|
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© 2 _
(0.2) KEA%(?;\) 41n1gx+b+0(e“”’h), Ao o0,

rne ¢y b u c>0 KOHCTaHT€ Kkoje He 3aBuce Of A. Ilokas osor
obpacua cBOZH CE€ OYEBHIHO HA NMPOLEHY AaCHMNOTOTCKOr MOHAIAmba
odyuxuuje G (P, Q; — 1) Kax . > >, a 1044Ba HA enemeurapuum ocobu-
uama Tpunose ¢ynkuuje. Kako je, naume,
G(P,Q;~ 3\)=2—Ko(fpo‘/?») H(P ;-0
rae je
- N o]} —
— - VX I'pg t
Ky (r V)\ = L—:__——dt,

o( PQ ) : Wz =]
a H(P, Q;-1) peryiapso peuieme jegsauune
(0.3) Au-Xu=0
Koje Ha py6y S’ 3an0BO/baBa YCJIOB

(0.4) HP,Q; ~3) = ik‘,(rm VE), Pes,

H CAHYHO TOME

O(P.Q=5-lE—-H(P,Q),
TO je )
RAC)
g A (R td) _
1 .. 1 = '
- ﬁégj{lgr—});—Ko (rva}\.)}jH(Q, Q+H(Q,Q-N=

=l h T -Ig2-H (Q Q+H(Q Q=)

rAe je y Ajaeposa koucraura. Ha ocnoBy [lapadosor craBa csako
- peweme jennagude (0.3) mocTHke ‘CBOJY wajMax-by, OZHOCHO HajBehy
BpexHocT Ha py6y S’ Crora . je, npema (04), 3a yrepheno Q u
npou3Bo/bHO P € S . _

l —
IH(P, Q;-K)l<2—; I}Yieag, Ko (rpq Vl)<

<L Ky (lg VR,
2%
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rae je lo uajkpake orcrojawe Tauke Q om pyba S§'. Cnenmjanso
3a P=Q je ‘

H(Q Q=1 < ;- Ko 1 WE)=0 e=1VE), 2oy,

a oxarae nemocpexno caepu (0.2).

i
Hpyru neo KapaemaHOBOT MOCTymKa cacToju Cc€ y npuMeHu
craBoBa TayGepose npupoje nomohy KOjHX ce KOHawHO RoGuja npo-
IleHA aCHMMITOTCKOr NOHAIIAmha CyMe KBaIpaTa CONCTBEHHX (yHKIWja.
Harme, n3 o6pacua (0.2) cneau ma je dyskuuja

?(s) = Pa(Q5"
: n=1-"

perynapHa y Ie/ioj DaBHM OCHM y Taukd $=1, rA€ MMa NOJ (PBOT
pena ca pesuayymom 1/4 =, a onarzne Ha ocHoBy nossator Mikexapuunor
cTaBa CAeiu Ja je _ :

(0.5) > <1>3,(Q)~—Zl;)\, N 00

A<

0.3 Ha osBaj KapnemanoB pajx HanoBesao ce HU3 panosa
A. Pleijel-a [7] u S. Minakshisundaram-a [8] koju cy ce 6aBunu yriaas-
HOM reHepanu3anujama Kapaemanosux pesyiartata. [laejes u Munakmu-
CyHJapaM, KOju je HE3aBHCHO Of 'Kapne_yaﬁ_g'nomao Ol CNKYHHX
pesyarara, npowupuan cy Kapnemanos meron xa onmtuje xiace
napnujasuux ZudepeHnujasuux jefHauuHa €JMNTHYHOT THNa, XOG6Hja-
jyhn Ha Taj Hauun kao u Kapaemad, npsBy anpoxcuManujy 3a acum-
NTOTCKO MOHAMAaMbhe CYyME KBaJPara CONCTBEHMX (PYHKIMja NOCMAaTpaHOT
rpanugHor 3ajatka. OBHM HCNHTHBamHMMa Guie cy oOyxBahene napuu-
janHe IpmbepennmjanHe jeaHaduHe BHIUEr CTENeHa, napuujande aude-
penllnjanHe jeflHaUWHE MOJAPHOT THNA, KAO H j€J|HAUMHE MAJHX OCIH-
nanuja y PumanoBum npocropuma, rae Bearpamujes oneparop wurpa
ony yaory kojy y Eykaunosom npocropy urpa Jlanaacos onepatop.

W3 panosa Kapnemana, [lnejena u Munakmucysjpapama npous-
nasu ja je 3a fo6ujame NPBE AaNpOKCHMallMje aCHUMNTOTCKOT MOHa-
Iaka CyMe KBaJfpara CONCTBEHHX (YHKNHMja N0BOJbHA MPONEHA NOTEH-

nujansor tuna 3a [ppHoBy ¢QyHxumjy. MehyTum, .nos3uato je na.

I'pudoBa (yHKIMja ONajia eKCNOHEHNYja/iioM GP3UHOM K4 N - oo, LITO
ce He WckopuwhaBa y nmoTnysBOCcTH Hu KOJ jemor craBa Tay6epose
npupoje kora OHH ynoTpebibaBajy. Jacso je npema TOMe ha je 3a
po6ujame npenusHujux pesyarara 6uo notpebad jeNaH HOB CTaB
Tay6epose npupope. Taj npobaem noxyxsartuo je jomr T. Carleman
[6] u on je mao jemau crtas Te BpcTe, anu je Tex B. I'. ABakymosuh [9,]
J40 CTaB KOju je cTBapHO omoryhuo na ce eKCloHEHLHjalHa npoleHa
I'punoBe ¢yHknwje y NOTNYHOCTH uckopuctH. tberos cras raacu:
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Hexa je S (u) orpanuyene Bapujayuje y CBaKoM KOHAYHOM PA3MAKY

u Herxa unliierpan
o
fe-x [ S

u+x
0

KOHBeprupa 3a jepno fha dpema iome 3a csaro x > 0. Taza us
f(x)=0(e V%), xs00, ¢>0,
I YCA0BAG KOHBeprenyuje

Ve (SO -S@}>-m, a<v<u+Vu

creju
S@=0(1Vu), u»ro.

[lpumenom oBor craBa KOJ JABOJMMEH3HOHalIHOr npo6iema
ymecro (0.5) ABakymosuh je n06uO

> 62 (Q - 2-1; A+0(VR), Aosoo,

A

S 0,(P)8,(Q) = 0 (1F), 2o oo

An<<A

0.4 (i) [lo6ommaBajyhn c jemne crpase [lnejenos nocrynak 3a
npoueHy perynaapHor jena ['puHose (yHkuMje KOjH ce 3acHMBA Ha
BapHjallHOHOM padyHy, a ¢ Apyre cTpaHe yonuTaBajyhH NOMeHYTH
ApakymosuheB cTaB Tay6epose npupoze, B. Byukosuh u aytop [10]
noKa3aJu Cy JAa C€ H KOX TIDaHHYHOr 33J4aTKa MaJHX OCLHAanMja
€NacTHYHE IUIOYe MOXE ACOMTH Apyra anpoOKCHManuja acHMITOTCKOT
noHamama CyMeé KBaZpaTa CONCTBEHHX (PYHKIHMja, Kao W npeln3Ha
nponeHa AacHMNTOTCKOT nOHamama CyMeé nNpPOH3BOJa CONCTBEHHX
G yHKnuja.

MelyTtum npe nokymajy jna ce Ha Taj HauHH A06Mjy CAHYHH
pesyiartatH 3a cyme CONCTBEHMX (yHKIMja YOMIITEHOr TPaHHUHOT
3ajaTka MajauX OCHUHJ2IHja k-AHMEH3HOHANHOT KOHTHHYyMa

AAu AP)u+ru=0, PCES,
u=0, PES,

rpe je A, k-IuMeH3uOHaJNHM JIannacoeB onepaTop H rae S npercras/ba
OTBOPEHY H OrpaHHYeHy O06JacT k-RHMEH3HOHAJHOr NPOCTOpa, a
S’ weHn py6, HaWIa3H C€ KaKO Ha NPRHIMNHjEJHE TaKO H Ha TEXHHYKE
remwkohe. 3a npoueny peryaapHor Zeaa ['puHoBe ¢ynkuHje Mory ce
H OBI€ NDHUMEHHTH CTaBoBu auajorHd [lapadosom cTaBy, anu ce
Teirkoha CacTOju y TOME ITO C€ HE 3HA EKCIVIMIHTHO CHHIYJIaDHH
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xeo- I'puHoBe GyHKNUje KOju je y onmTeM clAyudajy pelueme jeide
HEXOMOreHe JMHeapHe uHTerpajse jennauunne PpeiaxoamMoBor Tuna.
36or TOra ce HAPOYHTO KOJA npuMeHe craBoBa Tay6epoBe npupoxe
aHanoruux crasy M3 Tauke (.3 jaBipajy HOBM mpo6aeMu, Kao WTO je
Ha mnpuMep mnpobaem mnpercraspamba CUHTyJAapHOor Jena [punose
¢yunxuuje y o6auxy Cruarjecose Tpancdopmanuie.

(ii) la 6u cMo WTO NperaefHUje H3NOXKHAM OBaj MNOCTyMaK 3a
NPOLEHY aCUMOTOTCKOr MOHAIlaiba CyMe KBAaXPaTa ¥ NPOU3BOAA COI-
cTBeHHX (YHKOUja yONIITEHOTr TPaHMYHOr 3aJaTKA MaJWX OCUMAALM]a,
3aapxahemo ce oBje Ha TPOAMMEH3MOHANTHOM TpOOaEMy

Au-AP)u+ru=0, PES

(4)
u=0, PES.
OcHoBHHU pe3yaTaTH Koje hemo OBAE HOKa3aTH Cy
M > $2(Q) = o A oo,
A<
(I > . (P) D, (Q) = O (1), Ao oo.
)\nsl\ t

Cneuu]annu ciydaj OBOT rpaHMyHoOr sajaTka Kaj je ¢ysxuuja A(P)
jenuaka Hyau mnocMdTpao je y cBojoj Tesu A.’ ‘Pleijek [7). Ou je 1y
fIOPEJ OCTAaJIOr A0Ka3ao 1a je

> Q) ~

An<<A

}\—aloo.
B. I'. AsaxvmMosuh [9] je xachuje moGuo oGpacue (I) u (II), any oner

y crenujaniHom cnyqa]y Kag je A(P)=0.

(iii) ¥ npeoj raaBu y Ttauku l.1 mahemo, mperiaexHOCTH pajy,
zedunnunjy TpuHose (dydxuuje rpanuuHor 3a7aTka (A) Kao W HEHOT

CHHTYJIADHOT W PEry/AapHOr Heua. ¥ Tauxku 1.2 moxaszahemo ersucren-

L¥jy pellleia HHTErpanHe jefHayuse

e=Virpq [ e-Vr'pr
4 rpg gj 47 rpq

re,Q;-N)= A(T)F(T Q;-N)dSr,

K30 H Ja je To pemetbe cUHryaapuu geo [punose dynknuje. 3aTum
hemo y Tauku 1.3 nard TPOHEHY aCHMOTOTCKOT MOHAWlaka CHHIY-
mApHOT W peryxaphor fena I'pusose ¢ynkmuje. Y rauku 1.4 nokdsa-
hiemo Jia ce y A0OBOJL,HO Man0j OKOJNMHK Tauke Q Qyskuuja I'(P, Q;—2)
nonama xao ¢yukusja I, (P, Q; - 1) Koja je pememe jeaHaguue
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Virpr

Taro AT, Q-2 dSr,

06) T(P,0;-3) = 2020 _ fe

4z rpQ Ko n

rze je K(Q;r) sonta noaynpedsuka r ca LEHTPOM y Taukd Q; 3a
n0BOBHO Mano r je K(Q;r)C S. Ipyrum peuuma, xokasahemo Aa
je 3a npoussorHO PE K (Q;r)

rP,Q;=2) =T, (P,Q;=3) + O(e~"="7X), A o00.

dyukuyjy I (P,Q;-)\) yBeau cMo 3aTo wmrTo ce jexnaunda (0.6)
MOXe€ peuIuTH CYKIEeCHBHOM anpokcumanujom kax je obaact K (Q;r)
J0BOJbHO Mana. To mame omoryhaBa ja nokaxemo Ja nocToju QyHk-
nuja L (Q;u) raxkea na je

fﬂg_(oﬂ=i]1m{-l ‘“Fr(PsQ;—)‘)]
a4+ A P=Ql4nrpg

H na je
0.7) 9(o;u>=2—‘n—2v5+0<1), 100,

Ha ocuoBy Tora mokasahemo

CraB 1. 3a yilispherno QE S je

2
> 50 -1 i e i) - M@0,

A0,

rae je M(Q) orpanuvena ¢yuryuja Gpomenmuse Q, ar >0 ronc@anilia
Koja He 3aBucu ox M. Ocunx fora je sa P#£Q

$a (P) $1(Q) _ BeVD) n oo,
2 M (nr) P QFOETRER), A

rge je c=min (rpg, lg).

(iv) ¥ npyroj ranasu nokasahemo caezehn craB Tay6Gepose
npHpPoOAe :

CraB 2. Hexa je S (u) orpanudene Bapujayuje y cBaKOM KOHAYHOM
pa3marky u Hexa udilierpan

= [ 28

u+x
0
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KOHBeprupa 3a jepno fia Gpema MWome 3a ceako x > 0. Taza us ycaosa

() f(x)=0(e~V%), x-00,

rge je ¢ >0, u ycaoBa rouseprenyuje

(b) SW-SW>-m eLvu+Vu
creau :

Sw=0(), uro.

[lppu cTaBoBM OBE BpCTE, KA0 LITO CMO HAMOMEHY/AH, NOTHYY
on Kapnemana n Asakymosuha, ZOK jeé HajommrHje CTABOBE TOT THNA
1ao y cBojoj tesu B. Byuxkosuh [11]. Kaxo ce mehyTum u Ty cayuaj
.KaJ je Crunrjecosa Tpancdopmanuja pexa O (e=°Vx) mopa 3ace6Ho
nocMarpatd, To hieMo y Apyroj riaBH, NE€JAHHE PajiW, JATH JAHPEKTaH
IOKa3 craBa 2.

(v) U3 craBosa 1 u 2 po6ujajy ce o6pacuu (I) u (II) na caenehu
HauMd. AKO CTaBHMO

2
E@-> 24D _aqu+m@, E©-0,
Ap<u "
Taza je, npeMa crasy 1,

o0

iE_(E)._z O(e—l/zrvx), }\__)oo.
u+Xh
0

IIpema Tome, ycuoB (a) cTasa 2 je 3an0BobeH. Ha ocHoBy o6pacua (0.7)
umMamo Aame Ja je 3a uLvCu+Vu o -

st |
E0)-Ew = X 22 —e@i+e@in -~

U A<y

2 o '
S (D"xf,Q) - 2;2 (Vv - Vo) +0 (1) >
UL Ang<lv
>Nl +ifu+1)+01)> - m.

Ipema ToMe, ¥ yca0B KOHBepreHiwje (b) crasa 2 je 3af0BOJbEH, Na
jeé Ha OCHOBY TOra CTaBa
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Tj.
2
E*(u) = z ¢1(Q) _
' An<u "
~Q(Q;1) + M(Q) +0(1) =

212 Vu+O(1), usoo.

Onasne menocpexno caeau o6pasan (I), jep je

A
> ¢%<Q)=fud£* ()=
Ap< 0
' A A
=uE*@)| - E*(u)du =
Il

1 32
= A"+ 0R), Ao oo,
ot )

Ja 6u cmo pmokasanu Hejeasaumdy (II) craBumo

P, (P) ,(Q)

I(u) = L LRl _G(P,Q), 1(0)=0.

W)= 3= P, Q). 1(0)
An<Su

Tana je, npema crasy I,

o]

[ _0(e1m), 2o,
u+X

0
Tako Aa je ycaoB (a) craBa 2 ucnymes. Jlame, u3

(1m-1@p-{ 320 2QF

A
us<Ag<lv
&2 (P @2
<z 40 3 40
A<y 1<y

u obpacua (I), xoju cMo manro npe ZAokasanu, Ao6ujamo Aa je sa
uv<u+Vu

I(W)-I() =0(), u»o0.
Ilpema TOME, M yCNOB KOHBEpreHuHWje je 3ajJlOBO/bEH, TAKO A NpH-
MeHom craBa 2 po6ujamo HemocpenHo Hejepsaunny (II).
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] TITABA

1.1 T'panoBa dysxuuja G (P, Q;-1). (i) Heka je S konauua u
OTBOpEHa 6641aCT TPOXMMEH3HOHANHOr EYKINAOBOr NMPOCTOpa ca AenH-
MHYHO riaTkuM pyGom §'. O3nauumo, Kao  panuje, ca {},} concreene
BpenHOCTH, a ca {P,(P)} onrosapajyhe oproHopMupane dyHKnHje
rPaHAYHOr 33JaTKa

Au-AP)u+du=0, PES

(4)
u=0, P&S.

3a dynkuajy A (T) npernocrasuhiemMo 1a je no3uTHBHA ¥ Aa je 3ajefHO

ca CBOjuM MNpBUM H3BOAWMA Henpekuaua y o6aactu S. Taga cy cse
CONCTBEHE BPENHOCTH I'DAHMYHOr 33JaTKa (A) no3uTHBHE.

Ozsauumo ca G (P, Q; ) I'punoBy ¢yuxumjy oBOr rpasHYHOT
sajatka, a8 ca G (P, Q) I'punoBYy QynKkuujy rpaHudHOr 3ajaTka

Au-AP)u=90, PES,
(A%) o
u=0, P&S.

chHkunja G (P, Q; - 1) je pesonsenra jearpa G(P, Q) na je npemﬁ TOME

(1.1) 2 202 p,0)-0(P. 0.

(if) Heka je Q yrtsphena, uHaue npousBo/pbHa, Tauka o6JaacTu S.
[punosa ¢ynxkumja G (P, Q; -1X) 3a P # Q je peuewe jefHagHHe
(1.2) Au-AP)u-ru=0 .

Koje Ha pyby S’ 3an0BO/baBa yCIOB
(1.3) - GP,Q;-N =0, PES.

Kax P~ Q, ¢pysxuuja G (P, Q; —A) Texn 6ecxonaqﬂocm, aJH TaKo za je

lim f 6P Qi=N yo g
£=0 or .
% (Q; &)

rie je %(Q;e) py6 Jenre nonynpeuBHKa & €a HEHTPOM y Taukm Q
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Ha ochoBy ose nmedununuje xoncrpyucahemo I'puHOBy QyHk-
uujy G (P, Q;~-1) Ha ciexehin HauuH.

Osuaunmo ca I (P, Q;-1) dynkumjy xoja je 3a P # Q peweme
jensadute (1.2) u xoja 3a70BOJ/baBa yCJIOB

(1.4) lim IrP Q-2
g=0 . ()I‘
%(Q;¢)

dSp' = - 1.

Osako aeduuucana dynkunja I'(P,Q;—1) 30Be C€ eIEMEHTAPHO
pemweme jensaduse (1.2), oxHocHo cuurynapuu xeo [puHoBe QyHK-
uuje G (P, Q;-1).

Ako cTaBEMO
(1.5) Y(P,Q;~2) =T(P,Q;-3)~G(P,Q;-1X),

TajJa u3 nperxoxHe AeduHunuje I'puHoBe (GyHKLMjE H HEHOr CHHIY-
napHor nena caenu na je gysknumja y (P, Q; -1) 3ajenHo ca csoja
npsa nBa M3BOAZ HenpekuiHa y obaactd S M Ja je pemiewme jexna-
yue (1.2) koje Ha py6y obaactu S, ¢ oGsnpom ra (1.3), 3azoBo-
/baBa yCJOB .

(1.6) Y(P,Q;-2) =I(P,Q;-2), PES.
®yukuuja vy (P, Q;-2) 3o0Be ce perynaphn neo Ipunose dynkiuuje.
1.2 Ersucrenumja ¢pynxuyuja I'(P,Q;—2) u v (P,Q;-1). (i)

Jlokas ersucrennmje ¢yukuuje I (P, Q;-2) Kojy cMo pedunucaau y
NpeTxonH0j Tauku 3acHHBA c€ Ha caefehoj semu:

Jlema 1.1 Hera je S iipousBomra orpanudena o6aacili MpoguMeH-
3uonanxor Gpocliopa. Axo ca rpg 03HAYUMO pacillojawe Mavaxa P u Q,
HWaga je 3a dpousBomHy pyuryujy ¢ (P), uniierpabunny y obaaciiu S,
uo>=0

2 o(P) 9 (Q)dSpdSy >0,

Jokas. 3a goka3z oBe jemMe noTpebaH HaM jé NO3HAaTH HHTE-
rpan [12, ctp. 195]

s e, (au + v+ cw)
e Va{rre _ _ — dudvdw.
2 (ul + vl + w2 +6£}2

—® — g ~—0o
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Kako je rpg = (x-E)2+(y—-n):+(z-¥)% TO je, mpema NpeTXOXHOM
obpacny,

o—or ei {(x~But+(y-)v+(z—-t)w} >
PQ = — (u2+v2+w2+62)2 dudvdw,

na je aa 6 >0

1) = f f =rq ¢ (P) ¢ (Q) dSp dSq =

c el{ (x—B)u+(y—mv+(z~Lw} i
= dudvdw=
“2 {<P(P)<P(Q)dspdsqf [f (2 + v+ w?+o%)? Y

K — —
_.° fff'[ ol (xu+yv+2w) 2 du dv dw
o (PrdSe | — >
u? + v: 4 wP 4 o)
o — @ —® ( T+ )

Meljyram, u3 unmennue ja je 1(6)>>0 33 ¢>>0 crenn 1a je u

f1(r)dt>o,

§ 8

e““{’PQ
~_——__¢(P)‘:p(Q)dSPdSQ> e ?(P)?(Q)dSpdSQ.
S 8 @ ' -
Kax y OBOj ﬂejengaquﬂﬂ NyCTHMO XA o > 00, 106HjaMO KOHAYHO A4 je

f——--——‘P(P)w(Q)dSpdSo>0

wTo je Tpeﬁano NOKa3aTH.

(il) Axo jemHOCTABHOCTH Pafi¥ CTaBHUMO

e

(1.7 K(P,Q;-2) =
Tajia je HA OCHOBY NpETXOXHE JEME

[ [KP.0:-2 9Py 9@ dse dse >0
5 8 :

3a ceaky (yHKmujy ¢ (P) Koja je NeNTUMHYHO HefpekuHa y 06aacTH S.
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Ipyrum pequma,:jesrpo. K (P,Q;— ) XoMOrene uurerpanne jefHadnte

(1.8) i (P;2) = % f K(P,T;-2N)u(T;2) iS5y

jé CHMETPHYHO H NO3UTHBHO JeduuuTHO 3a cBako A _>0. Oparae
HEnoCPeXHO CAeJH Xa Cy CBE CONCTBEHE BPEJHOCTH T€ HHTErpaHe
jennagnne nosutuBHe [4, cTp. 112]. Ilpema Tome, HexoMoreHa nuTe-
rpaiia jejHauuHa

(1.9) “u (P x)&_%—”—?\/A(P) fK(P T; -x)u(T l)dST

Ha ocHoBy &Ppenxoamosux :cTasosa (4, crp. 99] uma jemHo m camo
jenso pemerme jep x= -l HHje -CONCTBEHa BPENHOCT' OAroBapajyhe
XoMOorese uurerpanse jexsaduse (1.8).

) Axo y jenuauuun (1.9) crasumo.
Cu (PN = VAP (P Q; - 3»).
m}xa je I‘(P,Q -) peuxe}be ﬂﬂTerpa.rme jenuaquﬂe

e Vl Tpo o ‘7/ 'pt
(110 rP,Q;-2) = m— - —47””
. S' Wt Wid

A(T)I(T,Q;~2) dS7 .

(iii) Ma Ou cMo pokasaau Aa je I'(P,Q;—2)- CHHTyNapHd A€o
Ipunose dynxunje G (P, Q; -1), Tpe6a npema l.] (ii) aa nokaxemo
1% na y rauku P = Q I'(P,Q; - \) uma CHHIy/I4PUTET K4 PaKTepUCTHYIAH
3a I'pusoBy dyHknHjy, Tj. Za 3aK0BO/baBa ycaos (1. 4),u2%na je 3a P£Q
byuknuja I' (P, Q;—1) pemese nmpepeﬂunjanue jeasauune (1.2).

1° Axo jexnaummy - (1:10) - nomnoxEMO ca A(P)I‘(P Q;-\)m
pHTerpumemo no P y obnacte S, nobuhemo’

f_ AMI(1,Q-NdSr =

S

_ (e TQA(T)I‘(T(), 2) dSq —

41CI'

f f ST ADT(T,Qi= ) A(P) I (P, Q3 = 1) dSpdSt,

15 36opunx



226, .. Panko Bojanuh

Kako . je, npema.nemu. 1.1, nocaeirbu uHTErpas  Ha-ZecHoj CTpanu
NIO3UTHBAH, TO je

fA(T)Fz(T Q-1 dSr <

oS <
-2yx% Yq 2
<{ ;f(—;“—,}-;%ft(r)dsz} { | A.,(T)W(T;Q;-x).dsr}
) = RV

Tj.

e“‘2 7/}\. L )

. ‘I_-‘A(:T).[‘Z(TxQ, N dSr (4ur )2 A(T)dST
§

lMomohy oBe HejeAnaunHe JoKa3ahemo  Hajnpe na je ¢yhkuuja

ree (P, Q; - 1) orpaanqeﬂa y o6nacm S. JemnocraBHOCTH panu

CTaBHMO

W (P, Q; - _2)dS;.

Tazna u3 nperxonue Heje/lHAYHHE CAEXH Ja je3ax>0

‘ N[ evxr 12 o
.._.‘.:\S. v ' . ‘- h .
_2Vh PT. o - C
< [e2rmrer A(T) dST A (T)T¥T,Q;-3) dSr <
(4'n:r T) { S
S
—2Yxrpr e_2V}.rTQ
(41”. )2 A (T) dSr - (4“r )z A (7) dST
A? 1 o1
—5 ds —dSr,
S @nt ) b T J e T

rae je A= Max A (T).
T¢S
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Osnaunmo ca K (C;r) 100Ty NOAYNPEYHUKE I CA UEHTPOM Y TadKH
C, a ca d npeyHuk HajMame Jonrte koja caapxu obaact S. Kako je

1 1

—r—z—dS'r< -;r—z—‘dST=
.cT : cr
K@i
d 2m /2
fffcoscpdpd<pd9==4nd
-0 —n/2
TO j€

(WP, Q;- VI

41:

W(P Q; -2 je mpema TOME OrpanudeHa quaxnuja NPOMEeH/bUBHX
P n Q. y TOM CAy4ajy Hu3

N Ly YRR
(1.11) (P,Q5 "N = St ~ WP, Q5 -1)
crefu 1a je '
_ Ad __ M
(1‘12) lr(P’Q!-)\”< 4ﬂr An <. PQ:

Tj. na je rpe I'(P,Q;~2) OrpaHHYeHa bynxnuja npomensmusux P u Q
y o6aacta S
Hame je, ¢ oésupom Ha (1.12),

Wi/ (P, Qs - m—l e (Erep 1) o A (1,05 a8 <

' 1
M dSy.
S sf I ZPT rrQ T

. Kaxko je
1 1 rpr+7rTQ
~—dSr L — —2 dSt =
Jfgrfm TS 'pq $ f%TfTQ T

1 1 1 1

- ds — |z d§
< rrQ JrPTrTQ Tt rPQJr%T TS

8nd

<.
rpqQ
TO je KOHA4HO

!

IWe/ (PR~ NI <
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IIpema Tome je" . : :

OWE,Q-N]
OW(p,Q )<
pr

or o

W3 oBe HejesHagnHe K40 nOCAE AUy 1106ujaiuo Ia dbynxnuja T'(P,Q; - 1))
3agoBo/basa ycnoB (1.4). Haume, us (1.11) u uumenune na Qysxnuja

e VX7 pq/4xrpo 3amoBo/kaBa ycnos (1.4), cnexu na je MOBOBHO

JloKa3aTy ha je , S
| Hm[bW@@.m

(1'.13)“

ar dSp =0

e=0

%(Q.e)

Oso, MeljyTuM, uenocpeJmo cnelm u3 HejefHagnHe (1 13). Ipema Tome,
¢$ynxumja I'(P,Q; - 1) 3a10B0/maBa yCa0B, (1.4). .

2¢ Tokas na je I‘(P Q;-2) sa P£Q pememe nu(pepeuun]anﬂe

jemuaunne (1.2) je HewTo caOXeHwju 36or Tora mro (yHKOUje

e~ VXrpQ [4xrpg u I'(P,Q;-2), Ka0 dynknuje ox P u Q, uucy orpa-

Huuene y obractu S.

Hexa je P;&Q Je,rmocraaaocm paju CTaBUMO

e~ ~Vxr PQ
4ﬂrpQ

R(P,Q;-2) =

Taga je
FWQ,M—R@Q,M~IMPTRMUVUQ,Mﬁw

Kdko e .

(1.14) R (P,T;=2) = - R,i’(P,'T;—k),

T0 ie T L ;

I/ (P,Q;- 1) = Ry/(P,Q; - 1) + f R/ (P, T;=2) A(T) I'(T, Q; = \) dSr.
S .

[MapnujanHoM HHTErpalyjoM 106ujamo :
I (P,Q;=2) = R (P,Q; - ) +

+f R (P,’T;—)») cos (n,2) A ()T (T;Q;-2) dSy" -
&

- [reT-N @D,

rae je (n, #;) yrao xoju cnossauba HopMaja Ha py6y S’ saxzana ca
t-ocom. IlonoBno mudepennupame, ¢ o63upom Ha (1.14), naje
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rx, x,-" (P’ Q; - )") = .Rx‘ xin (P’ Q; _}\) T

- fR,i'(P,T;—)\) cos (n, 1) A (T) I'(T,Q;~2)dSy +
Sr .

+ [Ry B, T5-2) (A (D) (T, Q- W)y dSr.
S .

Ca6upamweM OBHX jejHadMHa no i ox i=1 Ko 3, ¢ 063HpOM Ha

AR(P,Q;-1)'~ AR(P,Q;~2) =0,
x06ujamMo ! :

AIr(P,Q;-2) = AR(P,Q;-}) -~

- ff)-ﬁ(—%’%;—‘—}flA (T) I (T,Q; 1) dSy’ +
s’ ‘

(1.15) o
3
+ f S R (P.T3=N (A (DT (T,0;- N}y dS1,

s {m]

rae je d/0n u3BOX y NpaBHy CHOBbAIIHE HOpMane Ha py6y .

Osnagumo ca S* o6uacr koja ce go6uja u3 o6aactu S HCeLameM
ABe JIONT€ MOJYNPEYHHKA € ca LEHTPOM y Taukama P u Q. Py6 Tux
AontH o3HauuMO ca « (P;e), oanocHo x (Q;¢€). Tana je-

3
1= [ 3 Re@T-0 4@ 0,0 1)y 457 -

s (=1

. | |
- lim fzk,,'(P TN (A (DF(T.Q: ~N)iasr.

e=0
. o ‘1=l .

Ha nmocaemmn HHTErpas mMoxemo npuMeHHTH [ pHHOB o6pasan

v 3. : S %
fzu,i' V,,‘."dST=-f UAVdST-I—f U-a——dST,

$ i=1 S* S*
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jep cy noaduTerpasHe QyHKIHje Ka0 H HHXOBY H3BOAY HEMPEKHIHU
y o6aacte S*. Ha raj nauun nobujamo na je

I= _if R(P,’I‘;—'}x)'A(T)I."(.T,‘Q.;—}\)dST+
s

+ f -a-i(fé—:—’—l)- A(T) (T, Q;—2) dSy'—

8

i Hm‘{-f + f;}MA(T)I‘(T,Q;—}\)dST’.
=0 on
(Pie) (Q:e) -

U3 gumenune pa pysxuuja R (P, Q; - \) 3axoBosbasa ycaos (1.4), kao
u ga ce npema (1.11) I'(T,Q;-2) nosama xao 1/4nrrq Kax T-Q,
crnemu Ka je o

linz) f QBLEB_T:_& A(T)I(T,Q; -2 dS1'= - A(P)I(P,Q;—1)
g= R n '
%(P;e)

lim f OR(P, Ty - 1) A(T)r(T,Q;—‘}\)'dST’=0,

e=0 on s
%{Qe)

na ce 3a | KoHauHo Jo6uja

- -1=--xf R(P,T;~2) A (T)I'(T,Q;-2)dSr +

§

v [RETN A (yr@g-nasy +AGIEQ-D,

Sr
Kax oy Bpeasoct 3a [ ysecemo y jemnauuny (1.15), oua mocraje

AT(P, Q;—2) - A(P) I{P,Q; 1) =
= M{R(P,Q; -1 - f R(P, T;-2) A(T) (T, Q; - \dS1},

i, B s :

APP,Q5-2) = A(P)I(P,Q;=2) — MI(P,Q;-2) = 0.

Tume cmo Aokasanu na je I' (P, Q;~ 1) cnu‘rynapmll Beo I'puxose
¢yukuuje G (P, Q;—N). ‘




ACHMITOTHKA pewema AMHeApHUX LUdEpeHUHjaNHUX jenHaunEa 231

» (iv) Peryaapuu aeo y (P, Q; - A) I'punose q)yuxnu]e npema TAYKH
.1 (i) je pememe jensaunne (1.2) xoje wa pyGy S’ 3amoBo/bdba
ycnos (1.6). Pynknuja y (P, Q;-1) je npema ToMe peméme jeAHOr
HeXOMOT€HOr IDaHHYHOT 3alaTKa, 4 €r3UCTEHNH]ja pellemha HENoCPenHo
CIelH H3 YHILEHHIE na o,aronapa]yhn XOMOFeHH TpDaHHuHH 334aTaK
HEMa pemema.

(v) Ha uctu Hauuy Kao y nperxoanM TdYyKamMa MOXE Ce€ IO-
Kas3aTd Ja je cuurysiapuu neo I'punose ¢byukuuje G (P, Q) rpaHHYHOT
3agatka (A*) peweme HMHTErpajse jennagune

1 1
rRQ) = - f4mPTA(T)F(T,Q) dS7
S

Kojy ZRoGujamo u3 (1.10)3a A = 0. Peryaapuu neo y (P, Q) je pemerbe
]ezwaqmie :

‘ Au-APlu=0
Koje na py6y S’ 3al0B0/baBa yCJOB

Y(P,Q) =T(PQ), PES.
[Ipema Tome je

(1.5%). : G(P Q=rE0Q -vy(Pp Q)
1.3 IIlpoueHa acCHMATOTCKOT nonamaluf gynxunja I‘(P Q;-2)

"y (P Q;=1). (i) 3a HcnuTHBAbE aCMMNTOTCKOT NOHAWAKA QyHKUMje
;—\) 3a BeaHKe BPENHOCTH napameTpa A noTpe6Ha Ham je

Jléma 1.2 3a 'a_>0 je

e %'pq 4n [1-e %P _ '
—dSr L — | —- 22 _emad ;
TprTTQ A rpq

S

cliequjanio 3a a = 0 je

f I—dST 41'5(2(1.—-pr),

rprTTQ
s

rae je d Gpewnux HajHawe aolille Koja cazpdcu obaach S.

Hoxas. Hexa je K (C;r) nonra ca cpexumren y tauku € noay-
OpeuHHKa r M HeKa je d npeuHuK uamarbe nonte KOja CaZPXKH o6nacr
S. Tama je 3a crako PES. e :

e %’pr S%lpr
L. dST<f‘£————dSr7=J
TpTTTQ. . 'pr I'TQ

K(P; d)
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jep..je SC.K(P;d). CraBaMo, NO4YE€TaK. KOOPXHHATHOT ~CHCTEMA Y
Tauky. P, TaKko Xa z-oca nponasu Kpos Ta.lu(y Q, -u xparkohe .pagu
rpQ=I Tana je (. can.. 1) RS A S o

M:;f"" | 2‘;;@_::/"2_ o b L SIS Lo

B . . —o N

Jo f e pcose dp de dcp RN R

) _ Vp 21psm<p+l2
B h 0 0 —n/2 ) . ." o e !

. e L

_on e—“dep cos<pd<P
Vp —21psm<p+12

Kako je yonwre 33 ¢ >0 b>_0

nf2 ' p | 1 atb K
: : . cosqdep '
a? — 2absin ¢ + b? . = — t) dt,
A\ ) S Tabsme s ab f .
— /2 | SRR P T
- 10 je '
/2

21psmcp+l2

e

“ma- 1e SR T P R

d
¥ =?,3 [ e ei-te=thap =
. 0 .

o ’ IR -‘ ‘d
=4n{%f'e—°‘"pdp + f e~°‘9d9],

0 L I
Tj. -
J L {1_"'6—0”‘(‘"5 . e'-ad] ;
o o rpg

Jlpyra uejenuaunya JoKasyje ce Ha ueTh HéumH,

Jlema 1.3 3a l> ,, ]e S T LA - { AT

L Vs,
T IpQ

(1 16) |r(P Q l)l

I okas. dysxnuja rpQI‘(P,Q; -}) je nvp'emab. (1.12) orpannuena
dynxuuja npomenmusux P u-'Q 'y obaactu S. 3a yrspheno . Q u

OII__ o Lt i- o1},
Vp - lp
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A >0 Heka je

M = Max |4nrpge2VX7pq I'(P,Q;-2)].
P¢S
Tanma u3 (1.10) u 0 CA(T) K <A A1_106uja_uo Ia je

{47 rpgeaVX T (P,Q;-0) | <

- — =Vx(rpr+'hr
< e’—l/zv}‘-rPQ +A“g‘A"pr61/2V}"rPQfe ( PT 2 TQ) dST <
] r'prI'TQ
S
L OMA [e=YeVXrpr
< 1 + Z; Fp@ f‘mQ—“dST,
s

jep je rpr + ryq >rpq. HHTErpam Ha HECHOj CTPAaHH MOXKEMO Majo-
pupatH nomohy nperxoxue neme. Ha Taj naunH po6Gujamo na je

' - , 41MA
[4nrpqes VX Te I (P,Q 5 - VK1 + ——

Osa Hejeanauuna Baxu 3a cBako PES, na je npema ToMe H

- 4MA
MLl +——
A
H3a6epumo A, Tako na 6yne 4 A 1/, A,. Tana u3 nperxonue nejexua-

yyHe HEMOCPeAHO CJAeHH A3 je M<2 3a A_>1,, a THME ‘je Jema
OHEBHAHO JIOKA3aHa.

(ﬁ) IIponena ¢ynxuuje Y (P, Q, 1) cBoAM ce ycTBapu HAa TO A4

ce XOKaxe jJa pememe jexHaunHe (1.2) moctuke cso;y excrpeuuy
BPEJHOCT .Ha pyoy nocma'rpaﬂe obnactu S.

Jlema 1.4 3a A > 1y u GpousBomwuo P € S je

(1.17) [Y(P,0;-2)|< e—aVX lg

JIIQ

rae je lg Hajxpahe omcmojaﬁ)e tmiauke Q ox pyba S'.
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Hoxkas. Heka je npu yrephenom Q

u(P) = Y (P, Qi=2).
Hsz

3 .
Au(P)=2 D, Yo (P, Q=) + 27 (P, Q- DAY (P, Q;-2)
i=1

n jexnaunne (1.2) uuje je pememe dyrxmuja y (P,Q; 1) crexu aa je
3

Au(P) =2, ¥4 (P,Q;— 1) +2A(P)Y? (P,Q; - M)+ 21 Y2 (P,Q; - 1) >0.

i=1

To snaun ma ¢yHkuuja u(P) Hema excTpemMyma y o6aacts S u npema
TOME CBOjy HajBehy BpeaHOCT RocTuxe Ha py6y §', Tj.

Y (P, Q; -2 | < Max |y (P, Q; - ).
Pes’

Onasné, ¢ o6supom Ha (1.6) u (1.16) menocpexso ciemn Aa je.. 3
AN , , o
|Y(P’Q;')‘)‘ghgea;‘p(ljao;_)\)l<

< Max —1—~e__£’/‘2’Vf’plQ <

PsS’ 2mrpg
1 Yy ]
e /2V}\ Q,
oS QJIIQ.

rne -je [, Hajkpahie oTcrojame Tauke Q ox pyba S'. Tpime' je’ nema
AOKa3aHa.. . o

1.4 ®dyuxuuja I, (P, Q; - 1). ¥ oBoj Taukn Kokasahemo ciegehy
aemy: . . L . u _ . g

Jema 1.5 Heka je r = min (lg, 1/VA), rae je Iy Haj;c'pahe;omcmo-
jawe mauxe Q ox pyba S',.u A = Max A(T). Taza je 3a P € K(Q;r)

F(P,Q;-2) =I,(P,Q;=N) + O (e~ "2"VX), X5 oo,

rjue je

(118) I (P, Q;—2) =

—Yxr —"l/i._f' L
€ PQ e PT
dnrpq —f 4“’.”v..A,(,T),F.'(:l_"AQ’_}‘?,d"gTv

K(Qin)
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Jdokas. U3z (1.10) caenn zna je

e~V 5o

F(P,Q,—}\.) = 4“"PQ

r'p

_ Var
_{f+f}e4 "L A(T)I(T,Q;-1)dS 1.
Rrpr
K(Q;r) §*

3a A >, npema nemu 1.3 je

IP(T,0;-3)| < — S e=YaVXrrq..

2nr TQ

Kako je rrq_>r 3a TES* (8. en. 2),
TO je

1
2ﬂfTQ

IF(T,Q; -0 < e~"2rVX, TE S,

na je npema aemu 1.2

Ae—’/zfl/ffe—llffp{- j
< 8‘11:2 rer’rqQ dST<

(e~ VXTpr . -
,J WA ('T)I"(T,Q',—}\)dST

Ae—’/z"l/f 1
R 8 n? f . dST<
S

TprI'TQ

Ad

T

e—l/sz}T'

=

IIpema Tome je

—Vxr _
re,Q;-2)= e—‘l—nrp:;Q + e~ Yervx B(P,Q;-2) -
(1.19) o
- f_e‘.;_}/irifl (DF(T:Q;—K)dST,
T rIpr .
K(Q:r)
FIE je _
o d
|B(P,Q;-1)|< i‘n_ ,

Heka je P € K(Q;r) u neka je I, (P, Q; - L) pememwe jejHaunHe
(1.18). CraBumo . - :

D(P,Q;-1) =I'(P,Q;-2)- I (P, Q; - 1).
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Tana u3 (1.18) u (1.19) cnenu na je 3a A>2,

D(P,@; -3 = eh T BP0 1) -

__.V—
e
K(Q;r) ‘
Hexka je
- M= Max ‘|D (P, Q;-2)|.
PEK(Q;n) ‘

Tana u3 nperxojHe jenHaunne Ao6ujamMo ja je

[D(P Q-0 ———d—e i/m’k+ AM 1 dSr<
41': fp'[‘
' K@Qr)
<AL yevr ;4_1_2&1,
jep je 3a PE€ K(Q;r).
N S L
3 r’pqQ) -

K(Q, r)
lperxoxHa HejeAHauMHA ‘Bax 3a cBako P € K (Q; r) na je npema Tome

Ad _yyr , AMP

M<— — <
< Ad vyr o M
n 2
jep je Arr 1, T1j. - B
MK 2__A_£ e—l/zrVi-,

a TUME je JeMa NOKa3aHa.

1.5 Ipo6nem npetcTaB/bamka, ¥ 0BOj Ta4KH NOKasalieMo Hajnpe
aa ce jenuayuna (1.18) moxe peWHTH CYKIECHBHOM aNpOKCHMA-
mujoM, a 3aTHM HeMO Ha OCHOBY  TOra JOKa3aTH Ja nocroju QyHknmja
Q (Q; u) Taksa aa je

120) IM; 1 m% {-_1—— - (onn—x)}

u-lT}\ A QﬂrpQ

0 . .
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84 KOjy BaxH NPOLEHA

(1.21) Q (Q; 1) =—=Va+0 (1), 1> 0.
- 2m?
(i) Heka je
RS : . ’_e'erPQ
uO(P’)")'— '4“rPQ ’

. ' —Vilrpr+roo)

(1.22) ul(P;)\)=(4::)z f eI s
K0 priTe

Un (Ps )‘-) =

r— — - .
—VN g +rp g +etrp o)
1 e PTy T Ty Th@
- G f f e f T r—— A(T,)..A (Tp) dS 1 .. dSt,,

K(Q;n
Hus dyuknuja {u, (P;\)} nedunucan je pexypeHTHUM oGpacueMm
e~ VX rpq
e~ Vx’pr
(1.24) Upyy (P;N) = ] —A(T)u, (T;2)dS 7.
X&) Arpr
(@&r

Ako 3a yTBpheHo Q) u HEKO A pex

i("‘ 1')" ll,,(P;)\)
n=1

KOHBeprupa yuugopmuo no P, taja je

=0

(125) rr(PjQi_}\)‘:‘i(_l)n u, (P; ).

3ancra, npema (1.23), (1.24) u (1.25) je Tana

4“ er n=0

r[ T (1) (T, Q=2 dSr = 2 (= 1ty (P3N =
k{Qin o .

= (P2 = D (- I ua(P3) =

. !‘n=0
e~Virpg
4Ttl'pQ

-rr(P)Q;"}")'
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(ii) ‘Iloxa3ahemo Hajnpe ma pex

D~y u, (P52
n=1

KonBeprupa ysudopmuo no P ako je obnact K (Q;r) LOBObHO Mana.

M3 (1.22) sunumo ga cy cse q)yﬂkuuje {un (P;\)} nosurusse,
a u3 (1.23) u (1.24) cnegu nma je 3a A >0

: 1
HO(P;}\)<Z;—;—’
PQ

A 1
Uiy (PN <-— | —ua(T;0)dS 7.
4“ . pr - e emn
K@ r)
CraBumo _
1
vo (1pQ) = )
y: ¥4 pQ

1

(1.26) b (rpQ) = f

K(Q. r)

1
Vn (fTQ) dST.
T

Tana HHAYKIUjoM po6ujamMo Ha je
(1.27) un (P3A) <K A" v (rpg), 1= 0,1,2, ...

Axo pajme CTaBUMO rpo = [ U yBenemo ccbepﬂe KOOpAHHATE, jejHa-
uype (1.26) nocrajy , :

v, (1) = m
r 2n =nf2
" vy (p) p® cos ¢ dp dop db
vart (D) =0 Vp —2lpsing + 2~
—m/ . .
n/2

o _ 1 J cos pdp
vn () p* dp Vp —2lpsing + 2

=_l_fp+l— lp - 1] va(p)pdp, n=10,1,2, ...
l 2 .
0
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Konauso, u3

) ) r
1
Va1 (1) =7fvn(p)pzdp +fvn(p)pdp<
, 0 I
r
<fvn(p)pdp .

0

HHAyKOHjoM Xo6ujamMo na je

2

1 n
Va (1)‘<§;;:(3) , N = 17 2, ..
M3 oBe nocneawe nejexnaunse u (1.27) nobujamo na je
T ' | 1 (Aryn
(1.28) u, (P;)) < E’—[("?) , n=12,..

Onaane Mel’)yTHM. HEMNOCpEAHO CJIéZIH na pen
z ( - 1)" Un (P;)\)
u=1 '

KouBeprupa yHupopmuo no P 3a yrspheso Q # npousBosbHO A > 0,
jep r moxeMo yBek u3abpaTu Tako na 6yne A r®<2.

(iii) Ocrauno je jom a noka;xemo oéphcue (1.20) u (1.21). Heka je

un (Q;u) =

- ; AT AT

(4m)n+! . (Q.-.) (I‘Q’r1 I Tyt e +rT,,Q,ll) rQTIT, Tyl Tha d871 dSt,
HQyr

rae’ je

u

1 (sinayt
/z(a;u)=1———f1 Yt»dt.

T t
0
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U3 |h(a;u)| < h rae xoscranTa h He 3aBHCH H4 ON a HH OX u, H
. nejernaunne (1.28) caemu. ma je

A(Ty) .. A(T) -
|uh Q)| < g ),,“ ff f,QT Fr Ty it 45T,

K(Q;r)
(1.29) Shun(Q;0) <
h (Ar%\n
T LT
[Ipema Tome pen
(1.30) 2—1—2}'17 - 2 (- Druy (Q, u) = Q(Q;u)
T n=1 .

KouBeprupa yuudopmuo o u. 3a u = 0 ueka je  (Q;0) = 0. Kaxo je

Jabe . ’
h(a u : 1 ’smth du _
(u+}\)2d f{l‘?f St ‘”] [CERV
0

0.
_1 1 sina Vi dt _
A T t f+ A
0 , }
11 cavry L mavx
==——3\—(1—>e’ _)t')»-,e‘ ',

;A

5

TO je Hajmpe, npema (1.22)

"n (Q: u)
(u + pNE du =
0

V}‘-(rQT+rTT+ T T, Q
+1fff A (T)).A (Tr) dSz,.. 4 T, =

I'QTl rTsz rTnQ
K@

= Q) 1=152,. s

I
T A4
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a ojarae nj:ema (1.30) u (1.25) cnenn na je

Q(Q,U) 1 _l“’ . L
@y PTG ;,2;‘ Drun Qs )
L l—e_"VX-rPQ 3 n . =
=T}>f§?[_mq—‘ - n2=1(_1) un(P,l)]—
1 1
- I}l:;n {41nrpq - P _)\)]'

Onxaspe KOHATHO napOoujaJHOM HHTErpamujom no6ujamo o6pasan (1.20).

(1v)6 M3 nejexnaunne (1.29) caeau xa je 3a NpoH3BOJbHO YTBP-
heno Q€ S

i(—l)"un(Q;u) =0(l), u+ oo,
n=l]

na je npema (1.30)

Q(Q;0) = = Va+0 (1), 1~ oo.
2 n?
1.6 lokas crasa 1. Kax ce P nanasu y G1usunm Tauke Q npema
aemu 1.5 je
F'(P,Q; =N =T (P,Q; =2) + O (e~ "2TVX), X > oo.

‘Kako mponena (1.17) 3a y (P, Q; - —1) BamH 3a NPOH3BOJHHO P& S,
tTo npema (1.J) u (1.5) 3a PGK(Q,r) HMamo zxa je

Z‘Z”Xi\‘)@ G(P,Q-L(P, Qs 1)+

n=1 n
+ 0 (e rVXy 4 O (e eloVT) =
='G(P,Q) =TI+ (P,Q;-0)+0 (e~ ="VX), Aoros,

jep je lo >r. Hame, u3 (1.5%),

re,Q)=— -f L_a(mr@,Qdss

4J'CrpQ 47:pr

16 3Gopuuk
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¥ NpeTXoXHOr obpacua crexu na je

P, (P) 2,(Q) _ 1 1
2 TR Frew 1 —x)}—-—M(P Q)+

+0 (e TV, A o0,

rlieé CMO jeZHOCTABHOCTH Pajy CTABHJIH

MPQ= [ AT EQ ST+ Y (P 0.
h ¢ Xrpr .

M (P, Q) je oueBMIHO HENpPEKUAHA cpyaxlmja NPOMEHJ/bUBUX P i Q.
[Tpema Tome, xax P~ Q nofujamo na je

N eR@Q 1. [ 1 , 1
g}\()\H\) 7},;“2[47,‘5‘”(”’@"”]‘TM(Q“
4 O(é-%f]/i), 2> 00,

rae je M (Q) = M (Q, Q). Tume je npsa HejenHauuna crasa | gokasaua,

Ipyra vejennauyusa crasa 1 nenocpenuo cienu u3 o6pacna (1.1)
u npouena (1.16) u (1.17) kxoje cmo mobmwmu 3a I'(P,Q;-1) u
Y (Pa Q; -

I TIIABA

2.1 (i) Osne hemo 1OKa3aTH CTaB 2 KOju CHaja y rpyny. CTaBoBa
Tay6epose npupoxe 3a CruarjecoBy Ttpaucopmauujy Koja onaza
eKCnoHeHnujanHoM 6p3uHoM. Jlokas craBa 2 Kao M JOKA3M OCTANHX
CNMYHMX CTABOBA 3aCHMBajy Ce Yy CyWITHHA HAa jelHoM crasy.J. Kapa-
mare [13] koju y HEmTO H3MEHEHOM OOMHKY raacu:

Hera je K(u) orpanuvene Bapujayuje y cBaxoM KOHAYHOM DA3MAKY
u Hera
[+ o]

F (s) - e~su K (u) du
forriwa

konseprupa 3a R (s)>0. Taza u3 ycaoBa kouBeprenyuje

KW-KW=-m, a<{ rv<Cu+1
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u perynaprociiu ¢pynryuje F (s) y Wawku s = 0 caeau
K@=0(), u>o0.

(ii) 3a moka3 craBa 2 morpebne cy Ham caeznehe neme,

Jlema 2.1 3a y > x>0 u3 ycrosa rouseprenyuje (b) ciliasa 2
caeau jaa je

@2.1) S ~Sx)>-m-m(Vy - Vx).

Hdoka3 Hekaje l<p<emn

a(x)=e’*, B(x)=Ig2x.
Tana je

Blpa@®<<x+ Vx.
IIpema ToMeE je

(2.2) SEN-SX)=-m, x LXLBpa(x)].
Heka je y>xu

Xg = X

Xy = B[p’a(xv—l)] =B[}1"CZ(X)], V== 1’2"“:’1'

bpoj n usabpahemo Tako ma 6yAe x, <y < Xn4,. FI3 Hejefnauune
(2.2) caenu

S(xy) -Sxp—)>-m, v= ,2,.,n—-1,
S) -~ S(xn) > - m.
Ose HejenHauuHe, Kaj HX cabepemo, Aajy
SP)-Sx)>-m-nm.
Kako je mehytum x, <<y, 1. n<(Vy -Vx)/lgn, 10 je
—am> -~ —— (Vy - V%),
Igp

ozakae Hemocpexuo caeiu (2.1).

Jlema 2.2 Hexa cy 8, v, s u u Oo3ulluBHu OpojeBu U Heka je
v8<s. Taaa je .

(2.3) [ (sin8 YTV sinsyx _svi [sh8Vu Y
f( s ) T dx = me— S (—————sz )

0
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Joxaa. Hexka je

1@ =

3 \V
sin S_Vz) g,
8Vz

Ako ca C 03HaIWMO KOHTypy NpHKa3aHy Ha cl. 3, npema KomuesoM
crasy Ouhe

1
(k) = ﬁfmdw.

w-2
c

CraBumo oBjie z = ue™. Tazxa je

L[ fw)

f-0=94) wra
C

dw,

HIIH
R

: —\V - . \Y i'l/x_
2m_(sh8\lu) e_”,u=f(sm8\lx) es it
r

8Vu 8Vx/ x+u

2x
f (sin 8VR eti/z)v e s 1VE etil2
8VRet2 /| Ret' +u

Rieti di +
0

r
i X\ e—si¥x
+f(s1r;8!) ett¥=
J Vx x+u
2m

f (sin 5 erti/z>v esiVr et ot gt
- = - r
8\r etil2 reti + u ’

. 0
Tj.
R
shéVu | — sin 8 Vx\” sins Vx '
2.4 (———:.——) —svu == f( — ) d I I .
@4 8Vu - ¢ ; 8 Vx x+u *+ht ’v

Kako je 3a NpoU3BO/bHO KOMIVIEKCHO 2 YBEK

sin 2z}

< 26,
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TO je Hajmpe

2n
1 (sinBVﬁ eti/?-)" esi VRt
hl=gz WY Rieti dt
|, 21':[ 8 YR eti Reti+u <
0
R 2z e‘»(s—ﬁv)llﬁsln%
S dt—)o, R-)oo’
T | VRE+2Rucost+u?
0

jep je 8v <s. Hame,

rietidt| <

2x
f sm 8Vr ei‘il2 estVT el
8 Vr eti2 reti+u

| = o

; 2z s-avn/‘r‘slni '
— dt-0, r-0.
g r2+2rucost+u2

0

U3 oeux Hejesnauuna u (2.4) Hemocpenaso caeau (2.3).

Jlema 2.3 Hera je S (u) orpanuyene BapuIauuje y CBQKOM KOHAY-
HOM DA3MAKY U HeKa

@

_S(u)
(u+x)?

f(x) =

o

KouBeprupa 3a jeano fa idpema Tome 3a cBaxo x > 0. Axo je

(2.5) ) =0o@/xl*e), x50, £>0,
maga je
1 sinsVx m_
(2.6) ?ff(x) P —dx = fe su§ (u?)du.
0 0

Jloxas ose neme CBOAM Ce YCTBApH Ha TO JAa AOKAXEMO 1A je

2.7 fsinsVde __Sﬂ_du___fs(a)du Sinstdx
[ 0 S

(z+x)? (x+u)?
0
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Haume, u3

-]

sinsVx L

——dx=——¢e
(x+u)? 2Vu
0
¥ npeTxoAHor o6pacma ciegu Aa je

0

) H ¥ — —sVu _dl_l_
ff(x)sms\lxdx nsfe S(u)2\/ﬂ’
0 0

ojakiae cMeHoM u|u® npobujamo (2.6).

1%, Jlokasahemo Hajmpe nxa je 3a 6 >0

-] ) _2k [}
f(sm&\lx) sin s Vx dx —Mdu;
0

8 Vx (u+x)?
0

(2.8) - ® 5 V3V sin s V3
sin 8 Yx\" sins Vx
= fS(u)duf( Vs ) Gt o) dx
0 0

3a kosause R, u R, je

Ry ) Ry
sin 8 Vx\* . - S (u)
f( 5% ) sms\lxdxf—(ﬁ—x)—zdu=
0 0
R, R, . SV__ 2% . V_.
sin 8 Vx\™* sins Vx
=0fs(u)duof( ne ) ins ¥ gy
R, ©
sind Vx\* sins Vx
=fS(u)duf< 8 Vx ) (x +u)? ax -
0 0
R, @

. —\ 2% . -
_ fS(u)duf<sm8_Vx) sins Vx
; 2 8Vx (x+u)?
Kako je

®©

sin 8 Vx\* sins Vx ( fm du - _ 1
‘Rf( 8 Vx ) (u+x)? & <R (u+x)* u+R’.
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TO KaJ y NPETXOXHOM o6pacly nycTuMo Ja R, - oo nobujamo na je
R,

2 "/ sin 8y \** sin sVx
fs(""’”f( 5V ) wro® &
0

1}

Ry
smS\/x f S (u) _
f T smstdx W du
(2.9)
smstdx —G*S—Y_}—_%))-é—du—
]
FlsinsVz\* .~ S@
_0{( T ) sinsVxdx m.;du
Hexa je, mame, ) ‘
S (1) _ S(u)
( ) du u f(x) (ot
Tana |3 0
S (u) R+1 _
f(uﬂ)z du=f0) - g® [TV - 2(:-1) [( e

H orpaHuuenoctH pynkiouje g(u) caexm xa je

Rt(i%"" <IfW-g@I(F=y + [1- (Y o
+2M(x+1)f url di <
<IF) - g (R)! (R“) ¥

x+1 ( 21Rz).
3a R>1 je ,

S(U) ) W
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[Tpema ToMe je 3a k>4

’f smSVx sm sVx dx Mdufg
R

(u+x)?

< (e f 2

4|f<1)—g(Rz)|f S‘“al") dx +

+—%’—6[(5123Vf) (x% + x+l)dx

Konauno, u3 (2.9) kax R, > co, U OBe NOCJAEIHE€ HEjefHAYHHE HENo-
cpeano ciaepu (2.8).

20, Ocrano je ]OII.I Ja JOKa)eMo Ja cey (2 8) rpannuHd npenas
8 > 0 ucnpen 3HaKa WHTErpaja MOXE 32aMEHMTH I'PAHHUHHMM NPENa30M
80 u3a 3naka uHrerpasa. [Ipm TOMe hemMO KODHCTHTH MO3HATH
Ap3aena-JleGeroB ctTaB 3a HECBOjCTBEeHE HHTerpane y ciexehem o6auKy:

Heka je lim F(x,8) = F(x) u xexa uniierpanu
SR §=0 -
(2.10) fF(x, 8 dx u fF(qc) dx
[1] ' h 0

focmoje. Axo je 3a cBako x >0u 8 >0

@11) |F(x,8)| < G (x)
u ako uxiierpan -
@12) f G (x) dx
fociioju, Waxna je ‘
. lim f F (x, 8) dx —. j F(x)dx .
(1} 0

sin x .
Ha ocnosy ue]enuaquue —=1< 1, koja Baxu 3a CBaKO PeayiHo
X

X, H npoueﬂe 2. 6) 3a Qysxuujy f (x) MOXe C€ JIaKO. [OKA3aTH 14 cy
cBH ycaoBu Apsena-Jleberosor craea Ha JeBOj cTpanu o6pacua (2.8)
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3a/l0BOJbEHH H J]a NpeMa TOME rpaHuuHu npenas -0 uWcnpexn 3HaKa
HHTErpaja MOXEMO 3aMEHHTH TIDAHHYHHM NPENa3oM 8—»0 H3a 3HaKa
HHTErpana.

Jla 6u cMo JOKa3anu a3 je TO XO3BO/bEHO M HA JECHOj CTPaHH
o6pacuna (2.8) craBumo

F (u, 8)==S(u)f 8123)‘(“ - Zn:x‘;fdx

U3z (2.3) ,zu:@epeauuparbem no u pobujamo xa je

fsmt‘)\/x smstdx

avx (u +x)?

S 3 (3 e

[Ipema ToMe je

F (4, 8) gnS(u)%fV? {( +3£) (SZ‘;X”)M 3t (Sizyl”)zk— chavz}.

Kako je ocum rora
F(u -————e“V" S (a),
() 5Va (u)

To je ycnos (2.10) Apsena-Jle6erosor craBa OYE€BHAHO 3aJ0BOJbEH.
. shx .

Jame, Ha ocHOBy HejefHaunmHe |—— | < €%, KOja BaxH 33 CBAaKO pe-

. X

aJHO X, HMaMO 1a je

—sVu —
lF(u,a).'<n|5(u)|e____{<s+2_f)ezsm 2k zak,/,,k
2Vu

Vu sz
4k\ e—(s—280Vu
<als@] (s+3) ST

Axo je 28k <s/2 Tama je

4k\ e="as¥a
P8 <nls@](s+3) S22

M3 ose Hejenuauune caenu xa cy u ycaoed (2.11) u (2.12) sazoso-
bend. [IpumeHom Apsena-JleGerosor crasa Ao6ujamo KOHauHO (2.7),
a THME je JemMa JOKa3aHa.
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. 2.2. loxas cTaBa 2. Heka je sajnpe s peanan u rosutuBas 6poj.
[pema aemu (2.3) je
<p(s)==71t-ff(x)s‘—“§_"_" x = fe—suS(uz)du.
. y ' _

0

dynkuuja ¢ (s), Ka0 PyHKIHja KOMIIEKCHE MPOMEH/bHBE S, PEryJapHa
je y Hecnoj moaypaBau, Tf. 338 R(s) >0, miTO HemocpegHO ciremud u3
YMIbEHHIE Ad Cé MOXe HanucaTH y 006auKy Jlanmacose Tpancdopma-
. . sin 2z 12] .
nuje. Ha ocnoBy Hejesmauude | —-= | 2¢'°', KOja Baxu 3a CBAKO
b4
KOMIIEKCHO 2 W mpoueHe (a) 3a ¢ysxndjy f(x) HemocpegHo caeau
Ia je GyHkuuja ¢ (s) perynaapua u y tauku s=0. Konauno, u3 uejen-
Hauune (2.1). cnexu na je -

S -SW®)>-m, a<vu+1.

$ynxunja S (u%) 3an0Bo/baBA faKne ycaoBe momeHytor Kapamarunor
CTaBa, na je :

S =0(1), u-oo.
Tume je cras 2 noxasaH.
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PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS DES
EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Par
RANKO BOJANIC

Le probleme classique de la théorie des membranes vibrantes,
dans le cas le plus simple, consiste a4 trouver dans un domaine S du
plan les solutions de I'équation

Au4+2u=0

qui s’annulent sur le bord du domaine considéré. T, Carleman [6] a
donné une méthode pour I'évaluation asymptotique de la somme de
carrés des fonctions propres {®,(Q)} en montrant que

1
2
E qb,,(Q)NH}\., A o0,

An<A

oit {\,} sont les valeurs propres du probléme considéré. A. Pleijel
[7] et S. Minakshisundaram [8] ont complété et étendu cette méthode
aux cas plus généraux, mais tous ces résultats sont de la méme portée
que celui de Carleman quant aux évaluations du comportement asymp-
totique. Une amélioration dans cette direction a été récemment donnée
par V. G. Avakumovi¢* qui a montré que

> @ (Q)=4-1—nx+0(v31), A 00
An<A
et

2 95,,(P)<I>,,(Q)=O(vi), A oo,

An<A

* Ces résultats découlent de I'évaluation de la fonction de Green donnée par
Carleman [6] et d'un théoréme de nature taubérienne de Avakumovié [9].
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Quant aux évaluations plus précises relatives au comportement asymp-
totique  des fonctions propres dans les cas plus généraux les prob-
1¢mes sont restés ouverts.

Dans cette ordre d’idées, quoique la méthode permet de traiter
le cas A n dimensions, nous avons considéré le probléme généralisé
de la membrane 2 trois dimensions

Au—-A(P)u+ru=0, PES,

(4)
u=0 sur le bord de S,

ot A (P) est une fonction positive, avec les dérivées partielles du
premier ordre continues dans S. Pour les fonctions propres ortho-
normées de ce probléme nous avons montré que

M > Q) = 5 3’2+0(x), X oo,
xn<)\

I > D, (P) B, (Q) = O(N), Ao oo.
A<

Dans la méthode de Pleijel le probleme central consiste dans 1'éva-
luation de la partie réguliere,-c. a2 d. de la compensatrice de la fonction
de Green. Par contre la méthode dont nous nous sommes servi repose
sur P’étude de la partie singuliere de cette fonction et sur 'application
d’un théoréme de nature taubérienne, analogue 3 celui de Avakumovié.

Nous avons en premier lieu démontré I’existence de la solution
de l'équation intégrale

e~ Virpg f e—Virpr

4mrpg 4nrpr

T'(P,Q; -2) = A(MI(T,Q;-N)dSr

oll rpg est la distance eatre les points P et Q, et montré que cette
solution est la partie singuliére de la fonction de Green du probléme
aux limites (A). De ce résultat on obtient les évaluations suivantes

ENGAGESN ] R

2nrp —'/21/}TrPQ., M2 ho,

ainsi que

1 1 =
.- =LVl
¥ (P, Q=2 | g eV Tle,

ot v (P, @; 1) est la partie réguliére de la fonction de Green et ol
lo -représente la borne inférieure de la distance du point fixe Q au
bord de S. :
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En seconde lieu, nous avons introduit la fonction I, (P, Q; - ),
solution de I’équation intégrale

“V}T(pQ -V’K .
* F,(P,Q;—)\)=£4—ﬂ—;P—Q—- f fnr—A(T)I‘,(T Q; -\ dSr
K(@Q;n

ot K (Q;r) est la sphére de centre Q et de rayon r suffisamment petit,
telle que K (Q;r) — S. Pour tout P € K(Q;r), on a

F(P,Q;=2) =T, (P,Q; -)) + O (e 'VK), A=),
Lorsque r est suffisamment petit, 'équation (*) peut étre résolue par
des approximations succesives. On peut alors montrer Pexistence
d’une fonction Q (Q;u) telle que

®

'O

(**5 [ -i——) %gim {——1— -1, (P,Q; - )‘)}

4:lTl'pQ

et
Q(Q;a)a—l—-vz+ o), u»o.
2n2

~ De ces évaluations et de la formule -

AN 8n (P) 8, (Q)

}"n(}\'n_'_}") =G(P’Q)-G(P:Q;‘}")

n=1

oit G(P,Q)=G (P, Q;0) et
| G(P,Q-N=T(P,Q;~N ~ Y(P,Q;-2)
il s’ensuit que

c ¢>n<o> _ _r .

n=1

1 —
- MQ + 0 (e="""%), 15 0.
Pour P # Q on obtient

2 d; (g) P4(Q) =G (P, Q) + O(e~"VT), A5 c0.

nw=l

ot ¢ =min (rpg, lo)-



254 Panxo Bojanuh

En troisiéme lieu nous avons établi le théorédme suivant**

Soit S(u) & variation bornée dans tout intervalle fini et soit
Pintégrale

Qo

ds
- [0
0

convergeant pour tout x > 0. Alors de
- f(x)=0(e_cv-;\_)’ X ->o00, c>o,
et

SW) - S@>-m pour u<Lv<u+ Vu,
il résulte que ‘

S) =0(l), usc.
Pour obtenir I’évalution (I) il suffit de poser dans le théoréme
précédent
®;
sw -2 _a@u+m© s@-o
An<u n

En tenant compte de (**¥) il s’ensuit que

2
sw=>2Q _ou+ M@ =0q,

p ] Ay

2
Z &@-—- i—\/u + 0(1), u- oo,
A ™ 22
AnsSlu _
d’ott Ton déduit l'aftirmation (I) aprés une sommation par parties.
La formule (II) s’obtient d’une maniére analogue.

# Récemment V. Vulkovié [11] a donné quelques théorémes plus géné-
raux de ce genre. . o




