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1.1. У Математичкој анализи се још почетком ХIХ века 
оперисало са дивергентним редовима, ово тим пре што су и 

нумерички резултати давали задовољавајуhу тачност (у Астро
номији). Тек појавом Абела и Кошиа, који су дали основе 
модерне Анализе, почело је да се устаЈьује схватање да докази 
не смеју почивати на операцијама са дивергентним редовима. Али, 
самим тиме, указала се 11 потреба да се протумачи зашто и дивер
гентни редови доводе до прихватљивих резултата. Коши [4] је 
то учинио на примеру Стирлинговог реда. Основна Кошиева 
идеја долази до изражаја и на следеhем једноставном примеру. 

Нека је 

f
~-u 

Р(х)= -du 
х+и ' 

о 

х>о. 

Ако овде ставимо 

1 1 u и2 и" и" + 1 __ = ___ + __ ... +( _1)n __ +{1)n+l __ 6, 
х+и х х2 х3 хn + 1 хn + 2 

где је 

е 
1 ---, 

1 +и/х 
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па према томе О < е < 1, и интегришемо члан по члан, налазимо 

1 1 21 пl 
Р(х)=---+ - - ... +( -1)n_--+Rn, 

х х2 ХЗ хn + 1 
(1.1.1) 

где је 

Кад п -+ оо, ред (1.1.1) дивергира за свако х, али ипак може 
послужити за приближно израчунавање функције F (х) за велике 
вредности х. Наиме, за дато х» 1 чланови реда по апсолутној 
вредности прво врло брзо опадају, да би затим неограничено 
расли. Један од њих, дакле, по стиже минимум. Ако се, према 
томе, у реду задржимо на члану који претходи минималном, 
отступање од тачне вредности F (х) биhе, на основу облика остатка, 
само један део минима.'1НОГ члана. А овај може бити врло мали, 
често и довољно мали за тражену тачност. Наравно, отступање 
се за дато х не може учинити произвољно малим, јер је оно 
с доње стране ограничено апсолутном вредношhу минималног 
члана. То је битна разлика (у погледу нумеричког рачуна) оваквих 
дивергентних редова од конвергентних, а тиме се и објашњава 
зашто су они понекад погоднији од конвергентних за.нумерички 
рад: довољно је да минимални члан нема сувише велики индекс. 

1.2. Стилтјес [22 а] и Поенкаре [18] су једновремено, независно 
један од другог, увели појам семиконвергентног односно асим
птотског реда. У литератури је преовладао последњи термин. 

Ред, био он конвергентан или дивергентаIt, асимптотски прет
ставља функцију t (х) за велике вредности х, 

(1.2.1) 

ако за свако п=О, 1,2, ... 

(1.2.2) хn {! (х) - (со + ~ + ... + ~;)} -+ О, х -+ оо . 

Док се Стилтјес у свом раду задржао на овој дефиницији и 
дао примере, Поенкаре је отишао много даље. Он је показао да 
се, под извесним условима, на асимптотске редове могу приме

нити алгебарске и инфинитезималне операције, и да свакој од њих 
примењеној на асимптотски ред одговара аналогна операција при
мењена на функцију {(х). 

Нека је 

и 



Тада је: 

10 

о асимптотском развијању '" 

L 
аа +ВЬ 

a/(x)+~g(x)-- У. У, 
XV 

1 (х) g (х) -- "" ~, 
~ X V 

v 

Cy~ Lam Ьу-m • 
m=О 
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30 Ако је R (У1' У2, ... , Ур) рационална функција аргумената 
У1' У2, ... , Ур и функције 11 (х), 12 (х), ... , Ip (х) имају асимптотске 
развитке, тада и функција 

има асимптотски развитак, под претпоставком да именитељ од R 
не тежи нули кад x~ оо. Овај асимптотски развитак се израчу
нава формално као да су развици функција l; (х) конвергентни 
редови. 

40 Ако 
g (х) = ао + а1 х + ... + аn хn + ... 

има полупречник конвергенције г> О, и 

I(x)"""'''''~, x~oo, 
~xy 

тада и функција F (х) = g (1) има асимптотски развитзк, под претпо
ставком да је I ао 1< г. Израчунава се као да је ред L av/xv кон
вергентан. 

50 Ако је функција 1 (х) непрекидна за х> хо и 

1 (х) .,.." ""!!У..., x~ оо , 
~xv 

тада је 
оо оо 

f {I (t) - ао - !!l.} dt -- "" а" ,х ~ сх> • 
t ~ (v - 1 ! xv- 1 

х _2 

Одавде следи: Ако, сем наведених претпоставки о 1 (х), 
постоји непрекидан извод f' (х) и овај Д о п у ш т а асимптотски 
развитак, онда је 

оо 

I/(х) ~ _. "" ~, х ~ ОО. 
~ xv+ 1 

v=l 

Тек благодареhи томе што су наведене операције са асим
птотским редовима дозвољене, могла је љихова теорија и примена 
да ДОђе до пуног замаха. У томе је Поенкареова заслуга. 
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1.3. Ако функција {(х) има асимптотски развитак, оваЈ је 
Стилтјесовим алгоритмом (I. 2.2) једнозначно одређен (мада се 
често, на тај начин, не може и ефективно израчунати). Обрнуто, 
међутим, не важи јер функције {(х) и {(х)+е- х имају исти асим
птотски развитак. Тиме се пред теорију асимптотских редова 
постављају два основна проблема: 

1 о Егзистенција асимптотског развитка када је дата функција 
. и његово практично изналажење. 

20 Како ограничити класу функција да би, када је дат асим
птотски ред, овом одговарала једна једина функција. 

Оба ова питања нису у потпуности и на' задовољавајуhи 
начин решена. 

(i) За асипмптотско развијање функција постоји читав низ 
метода, више или мање практичних, у зависности од облика у 
коме је дата функција. Први асимптотски развици добивени су 
из Ојлер-Маклореновог збирног обрасца, више-мање случајно. Али, 
тек се Лапласова [14] метода .. функција великих бројева"!), коју 
је Коши проширио, на комплексно подручје2), с правом може 
назвати првом методом асимптотског развијања. Базирала је 
дуго на једној плаузибилној примедби, наиме, да за велике вред
ности п интегралу 

Ј f (х) [g (х)]n dx 

у првом реду доприноси најужа околина максимума функције 
g (х). Ригурозност долази тек са Пероном [17], а даља усаврша
вања у радовима Дебиа [6] и Ватсона [24с]. 

Дарбуова [5] метода користи зависност асимптотског 
понашања низа {п (п -+ оо) од сингуларитета које његова функци
ја-генератриса 

има на кругу конвергенције. Хар [8] преноси овај поступак на 
функције {(х) (х -+ оо), где улогу функције-генератрисе преузима 
Лапласова трансформација од f (х). 

Не мање значајне су метода Лјувила и Стеклова [21], која 
даје асимптотски развитак за решење линеарне диферецијалне 
једначине, и метода Барнса [2а], Форда [8] и Њусама [16], која 
се односи на асимптотско развијање (х -+ оо) функција дефини
саних Тајлоровим редовима специјалног типа 

ХN 
~--, &:;:0,-1,-2, ... 
L.J п! (п+&) 

1) Fonctions des gгапdsпоmЬгеs. 
2) Sattelpunktmethode, metlJod of the steepest descent. 
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Први по~ушај. да се бар један значајнији број метода асим
птотског развијања сведе под један општи принцип учинио је 
Деч [7]. Нека функционална трансформација Т пресликава функ
цију F на функцију f, тј. 

(1.4.1) f= Т(Р). 

Тада, из асимптотског понашања једне од функција F и f, можемо 
закључити- о понашању друге у околини извесне тачке. Ако из 
F закључујемо о f имамо асимптотику Абелове природе, у обр
нутом случају Тауберове. Најзад, постоји и трећаврста, индирек
тна Абелова асимптотика,у _ случају да трансформација (1.4.1) 
до пушта инверзију 

р= Т-l (1), 

з закључује се о функцији F . 

(ЩУ погледу другог проблема наАеденог на почетку ове 
тачке први допринос дао је Стилтјес [17 ЬЈ. Стилтјесова основна 
идеја састоји се у томе да дивергентном реду 

( 1.4.2) 

када Cv испуњавају одређене услове, преко конвергентног вери
жног разломка 

1 
а 1 х+- --

1 

1 
азх+---

координира одређени интеграл 

оо 

Ј .JJ~dU х+и 
о 

и овај сматра сумом реда (1.4 .2). Одређивање позитивне функције 
ј(и) из коефицијената реда (1.4.2) своди се на чуве.ни Стилтје
сов проблем момената. 

Доцније су Ватсон [19b], Неванлина [11] и Карлеман [ЗЬ] 
дали низ услова под којим се из 

11 Збор нн к 

. Cv {(х) -=- ~ - , Х ~ оо , 
.LJ XV 
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једнозцачно може одредити f (х) ако је ова функција реrуларна 

у -n/2 а; < ср < n/2 а;, r > R (х = r еЈ'Р). Ти услови су ,типа 

I хn { t(x) _ ~ :~} 1< (-~ )n1k e-n1kpn(k>a;) 
о 

за довољно велико п и погодно р > О" 

1.4. Потенцијални асимптотски редови, какве су увели 
Поенкаре и Ст~лтјес, претрпели су у своме развоју низ генера
лизација. 

у случају да функција Нх) не испуљава већ први (п-О) 
услов (1.2.2), Поенкаре проширује појам асимптотског реда на 
тај начин што погодним избором функција g (х) и h (х),' уместо 
t (х) развија у асимптотски ред функцију 

f (x),--g (х) ,..., "" bv , 

h(x) k Xv 

и тако добија уопштени асимптотски развитак 

Ь 
f(x).,..,g(x)+h(X) ""..2, x~oo . 

.L,,; XV 

Променљива х може узимати и комплексне вредности. Но тада 
се мора прецизирати у ком правцу, односно у ком углу важе 

услови (1.2.2) кад I х I ~ оо, па према томе и асимптотски развитак. 
Ова генерализација на комплексно подручје омогуhила је Неван
лини [15] да употпуни круг дозвољени х операција са асимптот
ским редовима. ОН је показао да се диференцираљем асимптот
ског реда добија асимптотски ред извода, али само код асимп
тотских редова који важе у читавом углу а не само .цУ)i{ кривих 
линија. , -- - ' -. 

Карлеман [За, Ь) је први увео асимптотске редове облика 

со (х) + С1 (х) + С2 (х) + ОО' , 

Х х2 
x~ оо , 

где коефИЦ\iјенти Cv (х) нису константе већ периодичке функције 
по х. 

Најзад; Шмит [20 а, Ь) испитује ~СИМlIтотскеред.оне са 
општом, не више потеНЦИЈалном, скаЛQ~ функција {qv},' тј. 9бл~ка 

Со (х) С1 (х) С2 (~) --+--+--+ ... ј x~oo. 
qo (х) ql (х) q2 (х) 
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Су (х) су периодичке функције а низ функција скале {qy} мора 
задовољавати следеhа два услова: 

(1.3.1) 

и 

(1.3.2) qv (х) ~ О, 
qv+! (х) 

х .... оо. 

V~O, 1,2, ... 

Целисходност ових генерализација огледа се у првом реду 
у томе уколико су и које операције са таквим асимптотским 
редовима дозвољене. Тако већ множење код општих скала долази 
у питање, јер формалним множењем добијамо производе облика 
(qx qx)-l који сами не морају имати асимптотски развитак по 
скали {q~}. Због тога Шмит издваја из општих скала оне које, 
например, дозвољавају множење, тј. код којих за свако Х, ')(.=0,1, ... 
важи 

( 1.3.3) 

затим оне који дозвољавају диференцирање, итд. 

Тиме је питање примене основних операција и на асимптот
ске редове по општим скала ма решено. Међутим, сложеније опе
рације, на пример, општи гранични прелаз примењен на асимптотске 
редове, нису досада ни код асимптотских редова са потенцијалном 
скалом испитивани, ако се изузме случај униформних асимптот
ских редова, тј. таквих код којих сваки гранични прелаз (1.2.2) 
важи униформно. Ми ћемо се овде бавити и таквим сложенијим 
операцијама примењеним на асимптотске редове по општим ска
лама. Прецизније, испитаhемо услове под којим се на линеарну 
трансформацију датог асимптотског реда сме применити општи 
гранични прелаз. 

11 ПРОБЛЕМАТИКА И РЕЗУЛТАТИ 

2.1. Под фуltlщионело.м. подразумева се функционална транс
формација која сваком елементу 1 (х) (свакој тачки) функци
оналног простора F придодаје одређен број А [1] тела реалних 
или комплексних бројева К. Функционела је линеарна ако је 

за свако 

11 И 12 Е F и за свако С1 и С2 Е К. 

Функционела је ограничена ако је (горња граница) . 

sup I А [/] I 
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конацна за свако 1 Е. р за које је норма 11111< 1. Ако ову горњу 
границу обележимо са МА тада је за свако 1 Е. р 

I А [Л I < МА' 11 1 11 • . 
Века је рс простор свих у размаку (а, Ь) непрекидних функ

ција у коме је норма· дефинсана са 

11/\1= Мах lt(x)l· 
a~x~b 

Ф. Рис (19] је показао да свакој линеарној и ограниченој 
функционели А [tJ дефинисаној у простору РС одговара одређена 
функција ограничене варијације а: (х) (иста за свако f), тако да 
се линеарна функционела А [Л да претставити Стилтјесовим 
интегралом 

ь 

А [1]= Ј f (t) d a:(t). 
а 

При томе је 

а: (х) је генератриса линеарне функционеле А И. Размак (а, Ь) 
може бити и бесконачан. - Сличне тврдње постоје и за друге 
функционалне: просторе, на пример за простор L-интеграбилних 
функција. 

Ф. Рис [19] је дао. и један значајан став о граничном про
цесу код низа линеарних функционела у простору РС' Наиме, 
нека су А ј [!], А2 [{Ј,· .. ,А (fJ линеарне и ограничене' функционеле 
и нека су а:1 (х), а:2 (х), 'ОО , а: (х) њихове генератисе које задовоља
вају услов 

Да би тада 

за сваку функцију f која припада Р" потребно је и довољно да 

.. .. 
20 Ј аn (/) dt -+ Ј а (t), п -+ ОО, . а. <х < Ь; 

а . а . 

30 да варијација генератрисе а:n(х) .Остане ограничена, тј . 
.. 
W~{o:n(x)}=O(l), n-+ОО. 
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2.2. Проблематика овог рада односи се на развијаље лйне
арних функционела 

(2.2.1 ) 
Q() 

А n [1] = Ј f (t) dan (t), 
о 

где п не мора бити цео позитиван број, у асимптотске редове 
(п -+ оо), и то ПО општим скалама. Прецизније, које потребне и 
довољне услове мора З8довољавати генератриса аn (t), да би 
линеарна функционела А n [Л имала асимптотски развитак по скали 
{qv(n)}, тј. 

(2.2.2) 

где је 

(2.2.3) 
Q() 

cv=f f(t)d~v(t), v~O,I, ... 
о 

Сукцесивном применом напред наведеног Рисовог става нала
зимо да је за то потребно и довољно да 

% Q() % 

10 Јаn (t) dt,..-..-~ _1_J~1' (t) dt, n-+ оо, х> О; 
~y о qv(n) 

о = о 

k-l 

20 Нт (qk (п) [I.%n (t) - ~ 1t
v(t) ] Ј -+ Нт ~k (t); k = 0,1 ... 

t=<r> ~ qv(n) t=oo 
v=o n-+оо 

k-l 

30 ~ { qk (п) [аn (t) - L ~: ~~)J}= 0(1), n-+ оо; k~O, 1, ... 
у=о 

Самим тиме што овај став важи за сваку функцију f Е РС, У 
њему су садржана знатна ограничења за генератрису аn (х) лине
арне функционеле, тј. класа ових је прилично уска. О томе говори 
веп сама чињеница да генератриса аn (х) мора бити таква да кон
вергира не само (2.2.1) за свако позитивно п, веп да конвергирају 
и сви несвојствени Стилтјесови интеграли (2.2.3) (v = 0,1 ... ). Међу
тим, баш у применама, конвергенција ових последљих долази у 
питаље. Зато се поставља проблем да се на неки начин прошири 
класа линеарних функционела на које се може применити горљи 
став. У ТОм погледу може се ипи у два правца. и.ци, класу лине
арних функционела проширити на уштрб њеног дефиниционог 
поља, тј. сузити функщюнални простор РСЈ или, што је од вепег 
интереса, а за конкретну' примену шта више и неизбежно, про
ширити појам саме линеарве функционеле. Ово на тај начин, што 
би се уместо конвергентних линеарних функционела, увео појам 
А -збирљивих линеарних фуикционела, тј. таквих које се осни-
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вају на Абеловом збиру несвојствених Стилтјесових интеграла и 
код којих постоји 

Аналогни став за развијање А-збирљивих линеарних функци
онела у асимптотске редове, почиваhе на ставу који је сличан 
Рисовом ставу о граничном прелазу, али се односи на А-збир
љиве линеарне функционеле. 

Нека је 

"" А n [а,!] = Ј e-<1t 1 (t) d аn (t), а> О, 
О 

што можемо написати и у облику 

"" Аn [а, tJ = Ј e-<1t 1 (t) d ~n (а", t), cr = о' + а", 
О 

где је 
t 

~" (а", t)= Ј e-<1"~ d аn (~). 
О 

Ако онда функција е-<1Х 1 (х) и генератриса. Sn (а, х) испуњавају 
услове 10 - 30 Рисовог става, и то за свако (ј.> О, тада Ье 

(2.2.4) 

и то за свако а> О и за сваl<У непрекидну функцију 1 (х), за коју 

е-<1Х 1 (х) ~ О, п ~ оо за свако а> О. 

Претпоставимо ли да оба израза који се јављају у (2.1.4) 
имају граничну вредност када (j~+0, тј. 

lim Аn [0,1] = Аn [+0, t] 
<1=+0 

и 

lim А [а,ј]=А [+0;/], 
<1=+0 

т;ща се основно питање састоји у' томе под којим Ье условима 

Аn [+0, tJ ~A[ +0, ј], n,~ 09., 

На овако општем . ставу почивало би асимптотско развијање 
А~збирљивих линеарних функционела. Изгледа да у природи не 
лежи да се дају потребни и довољни услови под којим овакав став 
важи и стога овде дајемо извесне довољне услове, и то претпо
стављајуhи да функција 1 (х) има специјалну структуру 

l(x)=-=е:-itХt (х) 
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и' функција 'lr (х) задовољава извесне услове које ћемо накнадно 
навести. 

Прецизније, проблем који ћемо овде третирати, а који ћемо 
одмах' формулисати за асимтотске редове, своди се на питање 
под којим у'словима ће А -збирљива линеарна функционела 

2l [e-I'tt 'lr (t)] = lim (,е-а! e-I'tt 'lr (t) d ср (t; 1.), ' 
0=+0 О 

чија генератриса ср (t; 1.) допушта асимтотски развитак по општој 
скали {qp. (1.)} 

1 

(2.2.5) ср (t; 1.) = L Ор. (t) + 0(_1_) ," 1. ~ оо , 
р. = О qp. (1.) q 1 (1.) 

сама имати аf,ИМТОТСКИ развитак по скали {qp. (л)} 
1 

(2.2.6) 2l[г l'tt'lr(t;]=L Pp.(-r) + 0(_1_), 1.~00, 
р.=0 qр.(Л) ql(1.) 

где се коефицијенти 

(2.2.7) Pp.(-r) = Нт (e- at e-itt'lr(t) d Рр.и), р.=0,1, ... ,/, 
0=+0 О 

израчунавају формалном применом операције 

(2.2.8) Нт /e~ate~ i'tt 'lr (t}d{ 
0=+0 О 

члан по члан на асимптотски развитак језгра ср џ; 1.) . 

2.3. Да би прегнатнијемогли формулисати услове под којим 
важи горе наведено тврђење, претходно ћемо дефинисати једну 
класу функција и прецизирати извесне појмове. 

Са О;: означиhемо класу функција облика 

(Ођ F (t) = шо (t) 1tm (t) + Ш1 и) 1t"._1 (t) + ... + Шm (t) , 
где су 1[" (t) полиноми" p.~TOГ степена по t, a~p. (t) периоди~к~" 
функције периоде h > О.Специјално када w,,(t) 'дегенеришу у 
константе, класа O~n се своди на класу полинома т-тог степена. 

За функцију t (t) казаhемо да припада класи Е>! ако се може 
приказати Лаплас-Стилтјесовим интегралом 

оо 

t (t) = S e-t и d а (и), t;;;:. О, 
О " 

где је а: (t) ограничене варијације у (О, оо). Слично дефинишемо 
класу E>v и код низова 

оо 

av = f e- VU da(u), v= 0,1, ... 
О 
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Специјално ако је t иЈ тотално монотона функција у размаку 
(О, оо), тј. ако је 

(2.3.~) д~ t (t)~t џ) - (ћ t (t + h)+ ... +( - 1)k (~) t (t.+k h» О 
за свако цело' позитивно k и за свако' h> О, тада она припада 
класи 81. Наиме, на основу једног Хаусдорфовог [10] става, 
класа тотално монотоних функција је еквивалентна са класом 
функција које се могу приказати Лаплас-Стилтјесовим инrе
гралом наведеног облика са' позитивним неопадајуhим језгром 
а (t). - Аналогно важи за тотално монотоне низове av код којих је 
(2.3.1) (са av=a (~I») испуњено за свако цело позитивно k и за h= 1. 

2.4. Сада ћемо формулисати услове под којим важи асим
птотски развитак (2.2.6) са (2.2.7). 

Нека t (t) припада класа 8 t и нека коефицијенти Р)l (t), 
}1. = О, 1 , ... , 1 асимптотског развитка (2.2.5) припадају класи О'!: .Ако 
тада постоји цео број К> т тако да је 

(2.4.1) 

оо 

ЈГ Id{д:~(t-Кh;л)}! = о (._1_), л-+оо, 
ql (л) 

О ' 

важиhе (2.2. б), и то униформно по '[' У размаку (2 s rr./h + €, 

2(s+1).'r;/h-e), О<е <7t/h, s=O,.± 1, ... 

Нешто прецизиније и за прим~ну погодније услове добијамо 
ако, задржавајуhи осталt: претпоставке, уместо услова (2.4.1) 
захтевамо да варијација W к~тедиференције функције ~ (t ; л) 
задовољава у размаку (О, Т) УСЛОВ 

т к· М. Wo { Ah ср (t; л)} < --, м не зависи од л, 
.' ql (л) 

и ако за '> Т И л> А 
,1: ср (t ; л) .МОНОТОНО -+ О када t -+ оо . 

Како је функционела Щ [e-i,;f t (t)] дефинисана Стилтјесо
вим интегралом, то одавде следе аналогни ставови за А-збирљиве 
Ltирихлеове редове 

оо 

Нт L а~Ьv(л) e-(,,+i';)Лv , Р,У / оо), 
0= о 0=0 

па специја.цно и за .А-збирљиве тригонометриске редове 

оо 

Нт """ а у bv (л) rV eve/. 
r=! LJ 

v=O 
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За ове последње формулисаhемо одговарајуЬе ставове за 
асимптотско раэвијање. - Нека низ av , v=O.I,... припада класи 
Е>. и нека низ Ь• (л), v = о, 1, ... допушта асимптотски развитак по 
општој скали {q}1 (л) } 

1 

(2.4.2) "" Р}1 (v) (1) Ь• (л) = ~ -- + о -- , л ~ оо , 
}1=-0 q}1 (л) ql (л) 

где су коефицијенти P}1(v) , р.=о, 1, ''', 1 полиноми степена т по v. 
Ако је за неко цело К > т 

оо 

(2.4.3) LlдК+1ЬV_К_l(л)l=о(_I_), л~оо, 
v=o ql (л) 

тада за О < э < 2" постоји гранична вредност 
оо 

'!~ L а • Ь• (л) г" evei =~ { Ь• (л) } , 
г=о 

и асимптотски развитак од ~ { Ь • (л)} добија се формалном при
меном операције 

}= Нт 
г=1 

v-o 

члан по члан на асимптотски развитак (2.4.2). Добијени асим
птотски развитак важи униформно по в у о < е < в < 2 1t - е. . 

Специјално можемо, задржавајуhи остале претпоставке, уместо 
(2.4.3) захтевати да за л:> А и v:> vo К-та диференција дК Ь• (л) 
монотоно тежи нули, тј. 

(2.4.4) дК Ь• (л) :> дК bV + 1 (л) ~ о, v ~ ОО. 

Први став ове врсте дао је за тригонометриске редове Кара
мата [12 а], претпостављајуhи тоталну монотонију низа а• и услов 
(2.4.4), и тиме потстакао и овај наш pa.l(. 

Ако функција ср (t; л) има R-интеграбилан извод Х џ; л) по t, 
добијамо аналогне ставове за Рима нове интеграле. За примену је 
нарочито од интереса случај када функција Х (1; л) има изводе по 
t до реда К и (- I)К д Х (t. л)/дtК монотоно тежи нули, а коефи-

, t 

цијенти Р}1 (t) асимптотског развитка функције f х (и; л) du су 
о 

полиноми по t. Тада област важења 'добивеног асимптотског 
развитка садржи само једну изузетну тачку t' = О. 

2.5. Изложена метода асимптотског развијања доводи с једне 
стране до нових асимптотских развитака, а с друге стране обједи-
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њује различите асимптотске развитке једне исте функције, који 
су до сада, углавном, добијани применом различитих метода. Наиме, 
ако је једном утврђено да се на дати ред или интеграл сме 
применити поступак, онда је са (2.2.5) и (2.2.6) У ствари дато 
пресликавање асимптотских развитака, тј. сваком асимптотском 
развитку функције q> (t; л) одговара један развитак функције 

'll [e- Jrf t (t)]. . 
У последњем делу овог рада применили>.смо нашу методу 

на ултрасферне полиноме ptt> (cos Э), 0< э < ')'1;,за п ~ оо. Полазна 
тачка је тригонометриски ред [23 Ь; 1] 

РОЈ ( 6) 2 Г(2 1.+ п) (2 . Э)1-21. 
п cos = sш· 

Г2 (А) п! 

(n+v)1 sin(n+2v+l)6, 
(А) <П+Нl) 

где су уведене ознаке 

(x)(v)=x(x+1) ... (х+ v-1), (х)(О)=l; 

(2.5.1) 
(x)(v)=x(x-1) ... (x-v+1), (х)(о)=l. 

(n+v)1 . 
Развијајуhи , v = 0,1, ... по различитим скалама (а, 

(A)<n+v+l) 

.{3, у параметри) 

(A)<n+v+!) 

k (1.)1)1).' 
=В(А,п+а+1)""(-1»)1(v-а) . ( +0 (n-1.- k ) , 

.L-, . р. (п+а+А+ 1)}l) 
)1=0 

= в (л, п + а+ 1) ± (P-v) (л)(}l) +0 (П-Л-k)·,'· 
)1=0 ,р... (п + ~)I}l) . 

1 (л) Lk 
(X)(}l) Q\P (v. - у +, 1) 

=__ (-1)}l-- г +o(n-1.-k ) , 
(п+у) 1. р.! (п +у)\Ј. 

)1=0 

где је Q~) дефинисано са 

(
х' 1. с/:) Q(1.)() 

еУХ _. _) = "". ~L х)1 , 
еХ - 1 . .L-, р. ! , 

)1=0 
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добијамо за функцију p~)J (С08 е) следеhе асимптотске развиткеL 

10 p~)(cose)=_2- Г(2А+п}Г(п+а+l) (2 siп Э)1-2А • 
Г(}.) Г(п+l)Г(п+а+А+ 1) 

k 

(2.5.2) . L (-1)}1 (А)(}1) (1-А)(}1) nP(Э) +0 (ПА-k-1), 
}1=О (п+а:+А+l)(}1)р.! 

где је 

fJ: (е) + Ј F ( - р., а; А - р.; 1 - е- 26 i ) , 
) 

{ 

е(llt2}1+1)Эi } *) 
,.. (1_e2ei)}1-A+l 

(а параметар; Р хип~рrеометриска функција). 

20 p~(cose)=_2- Г(2А+П)Г(П +~+1) . 
Г(А) Г(n+l)Г(n+~+A+l) 

k 

(2.5.3) . L (A)(j1)(l-A)(j1) g~(е)+О(ПА-k-l), 
ј1=О р.1 (п + ~)(j1) 

где је 
[(11 + 2, -11)6 - (А +ј1) Лf2Ј i 

g (A) (е) =Ј {i е F ( - р. л - (.! - l' л -}1; 1 - е2Эi)} , 
11 (2 sin Э)А+}1 '1'" 

(~ параметар; F хипергеометриска функција). 

30 ~ (cos Э) = 2 Г(2 л+п) (2 sin е)1-2/,. 
Г(л)п! 

k 

(2.5.4) .. L (- 1)ј1 (л)(}1) Ј {е(Il+ЛЭ i h~J (е2Эi)} +0 (ПА-k-1), 
}1=О р.! (п +у)ј1+А 

где је h~ (z) дефинисано са 
ао 

e(l-Y)x (_Х _)А (1 _ z eX)2,-1 = L h~ (z) х}1. 
ех -l р.! 

}1=О 

Асимптnтски развици 1 0_ 30 важе униформно у размаку О < € < 
< э < 1C-€. 

За специјалне вредности параметара а, ~, у (<<=0, ~=A-l, 
у = О) асимптотски развици 1 0_ 30 своде се на познате развитке 

ултрасферних полинома (в. Сеге [23 а, стр. 191 и 206]). 

*) R {z} и Ј {z} су реални одн. имагинарни део од z. 
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у тачки 4.5 дајемо асимnтртски развитак интеграла 

Zv ('., х)= j:i'f (У -'Ј2 (1 + 2t
x )V-'f"dt, 

о 

када је х ~ оо. Специјално за t' = 1 следе одавде асимптотски 

развици (х ~ oO}~a Ханкелове функције H~l) (х) и H~2) (х). 

Најзад у тачки 4.6 изводимо познати Стирлингов образац за 
функцију Г (х), х ~ ОО. 

ш ДОКАЗИ СТАВОВА 

3.1. Претходно Ьемо доказати неколико лема да доцније не 
би прекидали излагање. 

Лема 1. Hella су а (ђ и ~ (t) ограничене варијације у раз.маllУ 
(а, Ь) и Hella. је f (t) S-иншеграбилна у односу на а и) и Р (ђ. 
Тада из 

f (t) > О за а < t < Ь 
следи l / f (ђ 1 d а (t) 1-/1 (t) 1 d ~ (t) 11 </1 (t) 1 d { а (t)- ~ (t) } 1· 

До К,а з. Пре свега, t и) је S-ИНl'еграбилна и у односу на 
cf. (t) - ~ (t), јер је тада и функција а (t) - Р (t) ограничене вари
јације, а од дисконтинуитета може имати највише све дисконти.
нуитете функција а (t) и Р (t), који се, према претпоставци, не 
поклапају са дисконтинуитетима функције 1 (t). С друге стране 
(в. Карамата [12 Ь, стр. 54-55]), функција 1 (t) интеграбилна је и у 
односу на тотаЛIiУ варијацију функција а (t), ~ (t) и а (t) - ~ (t), тј. 

п Ь 

S~cx) = L 1 (.,,) I а (џ - а (tv- 1) 1 ~ f 1 (t) 1 d а (t) I , 

у=l а 

п Ь 

s~ ) = L 1 (" _) I Р (Ц - ~ (tV-1) 1 ~ f 1 (t) 1 d ~ (t) I ' 
у=l а 

п 

\1==1 

ь .. Ј 1 (t) 1 d { а (t) ~. Р џ) } I , 
а 
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када при подели 

a~/o < 11 < ... < tn = Ь размвка (а, Ь) 
и 

tv_ 1 <t'v<tv, v=1,2, .... ,n, 

дужина највеЬег размака 

8n = Мах {tv - tV- 1 } -+ О, п -+ оо , 
l'::;;v'::;;n 
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тако да све тачке дисконтинуитета функција а (t) и ~ (t) падну у 
подеоне тачке. 

Ако онда у 

11 ' 

S~a-p) ;> L f (t'v) 11 а: (tv) - а (tV-l) 1 - I ~ (џ - ~ (tv-j) 1/ > S~a) - S~r) I 
V=I 

извршимо гранични прелаз п -+ оо, следи тврђење леме 1. 

Лема 2. Нека је функција Ф (t) ограничене варијације у сваком 
коначном размаку и Ф (t) = Ф (О) за t < О. За неко фиксирано h > О 
и r = 1, 2,... clliaBllMO 

r 

Ah Ф (t) = L (-1)v(:) ф Џ+ v ћ). 
V=O 

1 ада из 
т 

(3.1.1 ) Ј I d {L1h ф (t - r h ) } I < м тm, т ~ О, 1, ... , 
о 

следи 
т 

(3.1.2) Ј 1 d Ф и) I < м тm + r • 
О 

к онстанта М не зависи од Т. 

д о к а з потпуном индукцијом. Константа М не мора бити 
иста на сваком месту где се појављује. 

(О Нека је r = 1 . На основу леме 1 следи тада из (3.1.1) 

т 

М1m > Ј 1 а { Ф (t-h) - Ф (t) } 1;;;;. 
о 

I 
т· Т I > [1 d Ф (t - ћ) '-! 1 d Ф (i) 1 = 

т 

(3.1.3) > Ј 1 d Ф (t) 1· 
T-h 
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Одредимо цео број п тако да је 

(3.1.4) (n-1)ћ<Т<,nћ. 

Тада је на ОСНОВУ (3.1.3) 

т h 2h nh 

Јјdф(t)I<,Ј +Ј + ... + }.< 
о о h (n-'-l)h 

< м hm 
{ 1 т + 2т + ... + nт } < 

МеђУТИМ, према (3.1.4) 

1+11 
п = -ћ-' О <, 11 < h, 

те је 

(3.1.5) /1 d Ф и) I < м ( т + 11 ) т + 1 < М Тт + 1. 

О . h 

(Н) Претпоставиhемо да ТВРђење важи за једно г:> 1, па 
Ьемо доказати да оно тада важи и за г + 1. Заиста, нека је 

т 

Ј I d {дћН Ф [t - (г + 1) h Ј } I < м 1т • 
о 

Тада, слично као под (i), добијамо аналогон ·обрасца (3.1.3) 

т 

Ј ј d { Дћ ф (t - г h) } I < м Тт , 
T-h 

а. одавде, на исти начин као што смо под (i) извели образац (3.1.5) 

т 

Ј I d { Д~ ф (t - г h) } 1< м Тт+l. 
о 

МеђУТИМ, по претпоставци, ТВРђење важи за г, те из последње 
неједначине следи 

т 

Ј I d Ф (t) I < м Тт + 1+ r 
О 

што је требало доказати. 
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Лема 3. Нека је Ф (t) ограничене варијације у сваком конач

ном размаку и Ф (t) = ф (О) за t < О. 
Ако је за фuксuрано h > О и једно k (-= 1,2, ... ) . 

(3.1.6) 
со k 
Ј I d { .1" Ф (t - k ћ) } 1< ()() , 
о 

тада за R [ z ] > О важи 

(3.1.7) 

д о к а 'З. Полазимо од идентитета 

(3.1.8) 

где је 

(3.1.9) 

т 

(e- hz -1)k Ј e-zt d Ф (t)
о 

k T-(k-v)h 

=L(-1)v(:)е-(k-V)hZ f e-ztdФ(t) + Rk(T), 

y~ о о' 

k Т 

Rk (Т)= L (-l)и ( ~) e-(k-v)hZ Ј e-zt d Ф (t). 
v = О T-(k- -v)h 

Ако У првој суми на десној страни у (3.1 .8) ставимо t+ (k - v) h I t 
и водимо рачуна да је Ф (t) = ф (О) за t < О, добијамо 

т 

(е-М - 1)k Ј e-zt d Ф и) = 

о 

т 

= ± (-1)и ( ~) Ј e- zt d { Ф [! - (k - v) ћ] } +Rk (Т) = 

у=о О 

(3.1.10) 
т 

= Ј e-zt d { A~ Ф (! - k ћ)} + Rk (Т). 
о 
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Међутим, 

k Т . 

I Rk (Т) i < 2: ( :) e-(k-v)hRlzј Г e-R1zJtldФ (t)! < . 
V= О T-(k-v)h 

k т 

< 2:( ~)e-R[Z]T f1dф(t)I< 
v=O T-(k-v}h 

k Т 

< 2 L ( ~ ). e-
R1zj т Ј I d Ф (t) I , 

v=o О 

а на оснону леме 2 

IRk(nl <MTke-R[zјТ. 
На основу ове процене за Rk (Т) следи тада из (3.1.10), када 
Т -t оо, тврђење леме 3. 

Лема 4. ОПШlliе реше1Ье диференцне једначине 

дашо је са 

(3.1.11 ) f сп ~ ОЈ 1 (t) 'ltk-1 (t) + ОЈ2 (t) 'ltk_2 (!) + оо. + OJk (t), 

где су 'ltp. Полиноми стеПена 11 По t, а Шр. (t) Перuодuчке функције 
Периоде h. 

За фУfl/{ције облика (3.1.11) казаhемо да ПриПадају .класи o~-'I. 

До I< а з потпуном индукцијом. 

(i) За k= 1 тврђење је тривијално. За k~2, једно решење 
диференцне једначине 

Д~ f (/) = Ап f (1) - дп f (1 + ћ);" О 

је пол-ином првог степена по t, '1tl (1), тј. 

дћ '1t1 (t)-Ah '1t1 (t+h)=O.· 

Ако са F (t) означимо ма које друго решење, онда је количник 
Аћ F (t)/дll 1t'1 (t) због 

AhF (t) . Ап F (t+h) =----, 
дп 'lt1 (t) дп '1t1 (t+ h) 
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периодична функција периоде ћ, (1)1 џ), тЈ . 

или 

.1ћ F (ђ~(1)l (ђ.1ћ '11:1 (ђ 

F(t)-F(t+h)=(1)1 (t) {'I1:1 (ђ-те1 (t+h)}. 

Ако ово напишемо у облику 

F (t) - (Ј)1 (t) '11:1 (t) = F (t + ћ) - (1)1 (t + ћ) '11:1 (t + ћ), 
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увиђамо да је и F (t) - (1)t (t) 1t1 (t) периодична функција периоде ћ, 
одакле следи 

F (t) = (1)1 (t) '11:1 (t) + (Ј)2 (t). 

(Н) Претпоставимо да тврђ,ење важи за једно одређено k. 
Тада из 

према претпоставци, следи 

Међутим, ако ово напишемо у облику 

односно 

f (t)-(1)1 и) п; (t) - '" - (1)k (t) 1tj (t)= 

"'" f (t + ћ) - (1)1 (t+ ћ) те; (t+ h)- .... - (1)k и+ ћ) тсј (t+h), 

увиђамо да је 

f и) - (1)1 (t) 'I1:k(t) - ... - (!)k (t) 1ti (t) = (!)Н 1 (t), 

где је (Ј)Нl (t) периодична функција периоде ћ. 

3.2. У овој и следеhој тачки извешhемо основне ставове 
3 и 6 У којима је садржано тврђење (2.1.3) о инверзији асимпто
тике и операције (2.2.8). У оба случаја претходно доказујемо 
извесне прелиминарне ставове. 

Став 1. Нека је Ф (t; л) ограничене варијације у сваком ко
начном размаку и 

ф (t;Л)=ф (О; л) за t<O 
и нека 

(3.2.1) ф (t; л) -t Ф (t), л -t оо за t> О. 
12 Зборник 

• 



178 Слободан Аљанчнh 

Ако су k-ше диференције A~ Ф (t; л.) и A~ Ф (t) (ћ >0) ограни
чене варијације у размаку (О, оо), тј. 

оо 

f !d{А~Ф(t-kh;л.)}I<оо, 
О 

(3.2.2) 
оо 

Ј I d {A~ Ф (t - k h) } 1< оо 
О :~ 

и 

оо 

(3.2.3) f Id{А~[Ф(t-kh;л.)-Ф(t-kh)]}I'" О, ).. ... 00' 

тада 

о 

1 о за· б > О конвергирају иншеграли 

F (б, '(; л) = /' e- af e- lrt d Ф (t; л), 
О 

20 за ,,-::Р2 s '1C/h, s=O, ± 1, ... и0стоје гранuчне вредности 

Нт F(б,-r;Л)"",F(f;л.), 
а=О 

Нт F ( cr , '() = F (-r) ; 
а=О 

унuформно за 2sзт/h+6~'t<2(s+1)'7t/h-е, O<e<'7t/h, s=U, 
± 1, ... 

д о к а 3. На основу леме 3 је 

F (а, "; л.)=[е-(О+l't)h -l]-k Ге-О' e- irf d {д~ Ф (t-kh; l)}, 
, о 

(3.2.4) 

F(a,'t)~[e-(a+lr)h_l]-k Ге-оfе-iт:f d {д~ Ф (t-kh)}. 
о 

Прво тврђење под 1 о тада следи И3 (3.2.2), јер је 

I F (а, "; л) 1< I e-(o+lr)h -11- k ЈОО I d { l1i ф (t - k ћ; л.)} 1· 
О 

Слично се доказује и друго . 

• 
~ " 
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Како интеграли у (3.2.4) конвергирају и за а-О, то на основу 
Абелова става постоје граничне вредности F (Т, л) и F (Т) за 
'с =1= 2S1t/h, s=O, ± 1, ... 

Да би доказали ТВРђење 30, ставимо 

(3.2.5) qr (t; )..) = ф (t; )..) - ф (t). 

Тада је 

I F (а, Т; л) - F (а, ") 1'"' I e-(a+lr)h -11-k /)1 d { ДZ чr (t - k ћ; л) } 1, 
о 

и ако овде пустимо да а -t О добијамо 

оо 

IF(т;л)-F(т)I'"'lе- t т:h":'li-k f Id{AZW(t-kh;1.)}I< 

о 

I 
е h /-k {ОО 

'"' 2 sin 2" ~ I d { д~w (t- k ћ; 1.) 11, 
о 

за 2s1t/h+e<'C,",2(s+1)1t/h-е, O<e<1t/h, s=O, ± 1, ... 

Према (3.2.3) је, дакле, 

Нт sup I Р(т; 1.) -р (Т) I '"' О 
1.='" 

униформно по f У назначеним рззмацима. Тиме је ззврwен доказ 
става 1. 

Уопштење става 1 даје следеhи 

Став 2. Нека Ф (t; л) и Ф (t) задовољавају услове става 1 
и нека је за t > О 

'" (3.2.6) Чr (t)=J e- tu da (и), 
о 

r де је а (t) ограничене варЩацuје у размаку (О, оо) . 

Тада, 

1 о за cr > О конвергuрају инlliегралu 

о (О',т;л) = j"'e-ate- i • f Чr(t) dФ(t;л.), 
о 

G (0', Т) = (е-О! е- IТ! Чr (t) d Ф (t); 
о 
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20 З(l"f"* 2s~1 h, s = о, ± 1, ... постоје грани чне вредности 

Нт О (а, 'Сј л) = О ('t'j 1.), 
0=0 

lim О (a,'t')=O ('t')j 
0=0 

30 
О ('t'j 1.)~0 ('t'), 1.~oo, 

унифор.мно за 2srcjh + е -< 'с< 2 (s+ 1) ~/h - 6, О < е < ~/h, s =0, ± 1, ... 

Доказ. Ако F(б,'t'ј1.) и F(a,'t) означавај'у функције из става 1, 
тада је за а> О 

О (б,'t'ј Л)"'" Г е-аfе-Јт:t {/,e- tu d а (и)} d Ф (t; л)= 
о О 

(3.2.7) "" -= Ј F (а + и, 'С; л) d а (и) 
О 

и слично 
ОО 

0(0', '<)= Ј F (б+и, '<) d а (и). 
О 

Измена поретка интеграла је очигледно у оба случаја дозвољена. 

Међутим, на основу леме 3 је 

I F(б+и, 't' ј 1.) 1 <: 1 e-(o+u+lr)h -11- k Ј
ОО

' d {д~ Ф (t-k h ј1.)} 1 <: 
О <: м (л) (1 - e-Oh)-k, 

и ова ае;едначи.на важи за а > О, и;> О и 't' произвољно. Према 
(3.2.7) је онда 

оо 

I О (а, '<ј А) 1< м (л) (1 - e-Oh)-k Ј Id а (и) I , 
О 

чиме је доказано прво тврђење под 10. Слично се доказује и 
друго. 

Показаhемо сада да 
ОО 

(3.2.8) О (О','L;Л) ~ ЈF(и,'L;л)dа(и)=О('LјЛ), a~O. 
О 

у том циљу полазимо од 

I О (а, '<ј л) - О ('Lj л) 1 <: 
и 

<: Ј 1 F(a+u, '<; л) - F (и, 'с; л) 11 da (и) 1+ 
О 

, (3.2,9) 
оо ОО 

+ Ј 1 F (а + и, 'с; л) 11 d а (и) I + Ј 1 F (и, '<; Ј,) 11 d а (и) 1, 
и и 
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где Ьемо и одмах одредити. Нека је t' фиксирано и =1= 2 s тr./h, 
s = О, ± 1, ... , а I) > О, иначе произвољно. Тада је Moryhe изабрати 
и довољно велико тако да је 

(3.2.10) 

оо 

Ј 1 F (о +и, т; 1.) 11 d а; (и) 1 < 1)", 
u 

оо 

Ј 1 F (и, 'С; л) 11 d а; (и) I < l) • 
u 

Заиста, ако уочимо први интеграл, 6иhе 

оо 

IF(0+u,t;1.)I<Ie-(а+u+i.-)h-11-k fld{А~Ф(t--kh;1.)}I< 
о 

< м (л) < { 

e(a+u)h } k/2 

2 [ch(o+u)h - cos 'Сћ] 

< М (1., 'С), 

јер је функција 

сЬх- cos У 

ограничена по х за у * 2sтr.. Према томе, 
оо оо 

Ј I F(о+и,'С,~л) 11 da; (и) 1 < м (1., Т) Ј I da; (и) 1, 
u u 

а овај последњи интеграл се за довољно велико и може учинити 
произвољно малим.- Слично се може показати да се, 6ирајуhи и 
довољно велико, може задовољити и друга неједначина у (3.2.10). 

Што се тиче првог интеграла на десној страни у (3.2.9). 
примеhујемо да је функција F (х, 'С; 1.) непрекидна по х за х> О, 
а према 20 става 2 и са десне стране у х = О када је т =1= 2sтcjh, 
s = О, ± 1' .... Према томе, она је униформно непрекидна по х у 
сваком коначном размаку (О, Х) када је t' =1= 2sтr.jh, s=o, ± 1' .... 
Ако, ;r;акле, у (3.2.9) пустимо да cr ~ О, добиhемо 

~~ sup I G (cr, "(; л) - G (т; л) I < 2 Ч, 
тј. 

G(а,т;1.)~G(t';Л), a-l'О, 

што претставља прво од ТВРђења под 20. - Слично се доказује 
и друго, тј. да 

(3.2.11) 
OQ 

G(a,t') ~ JF(u,t')da; (и)=а (т) , O'~O. 
о 
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Најзад, да би доказали тврђење 30 полазимо, на основу 
(3.2.8) и (3.2.11), од . 

со 

(3.2.12) О (t';1.) - О (t')=J {Р (и, t'; А)- Р(и, t')} da(u). 
о 

Са ознаком (3.2.5) је за довољно мало 8> О И 2 s тc/h + 8 < t' < -< 2 (s+ 1) тc/h-s, s=O, ± 1 , ... 

I р (и, t'; А) - Р (и, t') I < 
оо 

< I e-(u+ir)h - ll-k Ј I d {.::\Z W (t- kh; ),)}' <: 
о 

со 

I е h I-k Ј -< 2 sin 2 I d { д~ W (t - kh; А) } I . 
о 

Према томе, 

I о ( t'; А) - о (t') I -< 
оо оо 

<:12sin S2
h '-kЈ !da(u) ,. Ј Id{Д~ W(t-kh;А)}1 

о о 

у назначеним размацима за t'. Кад овде пустимо да А -+ оо непо
средно следи тврђење 30, чиме је став 2 у. потпуности доказан. 

Сада смо у стању да из става 2 изведемо централни став о 
асимптотском развијању. 

Став 3. Нека је 
оо 

(3.2.13) '1'(t)=Je- tu dа(u), t:>O, 
о 

г ле је а и) ограничене варијације у размаку (О, оо). 

Нека фун/{.ција q> (t; А) има за t;> О асимiШlотски развитак ао 
оuштој скали {qp. (А) } 

(3.2.14) 

где функције Рр. (t), 11 = О, 1, ... , 1 йрииадају класи ~~!:' . 
Ако је за неко цело К> т 

(3.2.15) 
со 

'Ј Id{flffq>(t-Кh;А)}I=о(_l_), А-+ОО, 
q I (А) 

о 
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тада, 

1 о за t"* 2 81[/ћ, 8 = о, ± 1, ... постоји гранична вредност 
оо 

g(т;л)= Нт f e-аtе-lтt О/(t)d<р(t;Л); 
а=О О 

20 g (т; л) и.ма асu.мптотски развитак По скали {qJ1 (л) } 

где је 
о> 

РЈ1(Т)= Нт f e-аtе-IТfо/(t)dРЈ1(t) , р.=о, 1, ... ,1. 
а=О О 

Овај развитак је унuфор.ман за 281[/ h + 8 < Т < 2 (8 + 1) 1[/ h - 8 , 

О < 8 < 1[/ ћ, 8 = о, ± 1, ... 

д о к а з следи непосредно из става 2 ако у овом за функ
цију Ф (t; л) узмемо 

{ 

ф (t; л) =- ql (л) {<р (t; л) - L pJ1(t)}. 
J1~= О qJ1 (л) 

Показаhемо да тако изабрана функција Ф (t; л) задовољава све 
услове става 2. Пре свега, из (3.2.14) слеДи"да 

(3.2.16) Ф (t; л) ~ О, л ~ оо за t> о, 
тј. овде је 

ф (t) == О. 

с друге стране, како је цео позитиван број i< > т, а коефи
цијенти РЈ1 (ђ, Р. = О, 1, "'Ј 1 припадају класи gzz, то је на основу 
леме 4 Ј 

(3.2.17) 

те је са (3.2.15) испуњен и последњи услов (3.2.5) става 2. 

Због Ф (t) == О, биhе и функција G (t) става 5 идентички 
једнака нули, те, према 30 става 2,~ 

G(т;л)~О, л~оо, 

униформно за 2 81[јћ +8 < r < 2 (8 + 1) 1[/ћ - 8, О < 8 < 1[јћ, 8=0, ± 1, ... 
Одавде, ако уведемо експлицитни израз за функцију Ф (t; л), следи 

оо. 1 (t) 
ql(Л) Нт je-аtе-IТfо/(t)d{<р(t;л)- '" ~}~O, л~оо, 

а=О ~ qjl(Л) 
О jl=O 
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1 

q 1 (л) { g (Т; ~) -L р ј1 (f) } ~ О , л ~ оо , 
ј1=О q" (л) 

што прет·ставља тврђењестаџа 3. 

3.3. У овој тачки извешhемо став 6 који даје нешто преци
зније и за примену погодније у-слове неголи став 3. Претходно 
ћемо доказати два прелазна става, аналогоне ставова 1 и 2. 

Став 4. Нека је Ф (t; л) ограничене варијације у сваком конач~ 
ном размаку и 

Ф (t; ).)=ф (О; л) за t< О 
и нека 

(3.3.1) Ф (tj л) ~ Ф (t), л ~ оо за t:> О. 

Ако је у размаку (О, Т) k-ma диференцuја (h > О) функције 
Ф (t; л) униформно ограничене варијације, Шј. 

(3.3.2) wl {~~ Ф .(t; л)} < М, М не зависи од л, 

и ако за t:> Т u л:> лО 

(3.3.3)&Х Ф(t, л) i1 А% (Ф(tј ч -:- Ф џ)} монотоно ~O, t~ оо , 

Шада важе тврђе1Ьа 1 о - 30 сШава 1. 

Доказ. Из (3.3.2) и првог услова (3.3.3) следи да су k-Te 
диференције A~ Ф (t; л) и д~ Ф (t) 9граничене варијације У размаку 
(О, оо). За прву од њих је, наиме, 

Слично следи и за w~ {д~ Ф и) } ,јер, на основу једног Хелиевог 
[11] става, услов (3.3.2) повлачи за собом да је и М Ф (t) ограничене 
варијације у размаку (О, ТЈ. Тиме се доказ тврђења 10 и 20 става 
4 своди на доказ који смо већ дали код доказа става 1. 

Нека је 'V и; л) одређено са (3.2.5). Ради доказа тврђења 30 
полазимо, служеhи се лемом 3, од 

(3.3.4) I F (а, -с; л) - F (а, Т) 1< 

. <'le-(<1+lf)h_ll-k/.[+khe-ate-txtd{tl% 'V(t-kh;Л)}!+ 
о 

оо 

+ I e-(a+i,;)h '-ll:-k S I d {A~ 'V (t- k hj л)}I, 
T+kh 
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одакле, с обзиром на други услов (3.3.3), следи 

I F (а, 1:; л) - F (а, 1:) 1< 

Ако У овој неједначини пустимо да cr ~ О, добиhемо 

IF(т;л)-F(т)l<; 

<; I e-i~h -11-k {I f+k\-i~t d {L\Z 'V (t - k ћ;)} 1+ ДZ \V (Т; л)}, 
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те је за довољно мало 8> О И 2s~/h +8 < т < 2 (s+ 1) ~/ћ - 8, 
s=O,±l, ... 

I F (т; л) - F (т) 1<; 

I h '-k {' T+kh I} <; 2sin 82 li e-irtd{д~'V(t-kh;л)} +Д~'V(Т;л) . 

Како је према претпоставци (3.3.2) д~ \V (t; л) униформно ограни
чене варијације у размаку (О, Т +k ћ), а е - ј'!; непрекидна функција, 
то је на основу познатог Хелиевог [11] става дозвољен грани'!ни 
прелаз кад л -+ оо под интегралом који фигурише на десној страни 
последње неједна'!ине. Према томе, на основу (3.3.1), 

Нт sup I F ('r; л) - F ('t") I < О, 
Л=ОО 

чиме је доказано ТВРljење 30 става 4. 

Аналогон ставу 2 је следеhи 

Став 5. Heh:a Ф (t; л) и Ф и) аадовољавају услове става 4 и 
Heh:a је 

оо 

(з.q.5) t (t) = Ј е - t а d а (и) , 
о 

где је а (t) ограничене варијације у размаку (О, оо) . 

Тада важе твр!јеН1а 1 о - 30 става 2. 
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Д о к а з. Као што смо видели при доказу става 4, услов 
(3.3.2) и први услов (3.3.3) повлаче за собом ограниченост вари
јације k-тих диференција функција Ф и; л) и Ф (t) У размаку (0,00). 
Тиме се доказ тврђења 1 о и 20 става 5 своди на доказ који смо 
дали код става 2. . 

Да бисмо доказали тврђење 30, претходно ћемо испитати 
функцију 

оо 

Е> (t, '[) = Ј ( ~;): d а (и), t:> О. 
(е - U ,; - 1 Ј k . 

О 

Показаhемо да је Е> и, '[), у и, '[)- равни из које су исечене траке 
2 s 'If./h - в < 't < 2 srt/h + в, s = О, ± 1,... ограничена и непрекидна 
по t. 

Ограниченост следи непосредно из претпоставке да је а (t) 
ограничене варијације у размаку (О, оо) : 

оо 

1E>(t,'t)I<: fle-(U:i~;~-llk Ida(u)l<: 
о 

(3.3.б) I 
е h j-k <: м 2sin 2 . 

Нека је х:> О, у;;з. О, х f:. у и 1') > О, иначе произвољно. Број 
И одредиhемо тако да је 

оо 

I е h /-k Ј 2 2 sin 2 I d а (и) I < 1') 

и 

за фиксирано h и в, што је увек могуће постиhи на основу прет
поставке о функцији а (t). Тада је у уоченом делу (t, Т) - равни 

I Е> (у, ~) - Е> (х, '[) I <: 

I Ји е-хи[е-(У - х) - 1] I I Ј"" е-уи - е-ХU I 
<: ! [e-(u+iт)h_l]k da(u) + [e-(U+iт)h _l]k da(u) <: 

о и 

II 



о асимптотском рззвијању ... 187 

Према томе 

Нт sup 1 е (у, t) - е (х, t) 1 < Ч) 
у_х 

што значи да је функција е (t, t) непрекидна по f када се t налази 
у посматранима размацима. 

Сада ћемо доказати тврђење 30. Полазимо од (3.2.12) 
оо 

а (f; л) - G (f)= Ј {Р (и, t; л) - F (и, t)} d а (и). 
о 

На основу леме. 3 и са ознаком (3.2.5) је тада 

G (т; л) - G~(t) = 

оо оо 

=Ј da.(u) J·e-utе-l~td{Аzчr(t-kh.Л)I= 
[e-(u+il')h -l]k ' f 

О О 

оо 

= Ј e(t)t)e-il'td{А~чr(t-kh;л)}, 
о 

па према томе 

1 G (т; л) - G (t) 1< 
IT+kh I <,1 e(t,t)e- i l'f d {АZW(t-kh;Л)}I+ 

+ ( I е (t, т) 11 d {A~ чr (t - k ћ; л)} 1. 
T+kh 

Међутим, на основу (3.3.6) и другог услова (3.3.3) налазимо 

I G (т; л) - G (т) I < 
\T+kh I < 1/ е Џ,т) e- i l't d {A~ чr (t-k ћ; л)} 1+ 

I 
€ h /-k +М 2siП2 . A~ чr(Т; л). 

Како је за посматрана т функција е (t, Т) непрекидна по t, а 

A~ W (t; л) униформно ограничене варијације у (О, Т + k п), то је на 
основу Хелиевог [11] става дозвољен гранични прелаз л-+ оо под 
знаком интеграла. Према томе, на основу (3.3.1), 

Нт sup I G (т; л) - G (r) I < О 
1.=00 

униформноза 2s3t/h+€<-r<2(s+1)njh, O<t<n/h, s=O,±l, ... 
Тиме је став 5 у потпуности доказан. 
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ИЗ става 5 следи, на сличан начин као што је из става 2 
изведен став 3, следеhи 

Став 6. Не/Са је 

t (t) = ј e-tu d а (и), (~ О , 
О 

r де је а (t) ограничене варијације у разма/Су (0$00). 

Не/Са фун/Сција <р (t; л) има за t;> О acиMuйloйlc/Cи развийlа/С uо 
оuшйlој с/Сали {qp. (л) } 

ср (t; л) = рои) + Pl(f) + ... + р/и) + 0(_1_) 1,.-+00 
qo (л) ql (л) q/ (л) q/ (л) , , 

где фун/Сције pp.(t), р.=о, 1, ОО' ,1 uриПадају класи Qgz • 
Ако је за не/Со цело К> тiz варијација K-йle диференције (ћ> о) 

т k М 
W О {Llh <р (t; 1.) }< -. -, м не зависи од 1., 

q / (1.) 
и за t;> Т и л;> Л 

шада, 

Mi ср (t; л) MOHOйloHO -+ О /Сада t -+ оо , 

1 о за l' *' 2s'!C/ ћ, s = О, ± 1, ... иocйlojи fранична BpeДHocйl 

g(1'; л)=liт /,-а';-е- Ы t (t) d ср (t; А); 
а=О О 

20 g (t; л) има асимптошски развиiliак По скали {qp. (л) } 

g ('С; л) _ РО ('С) + Р1 ('С) + ... + Р/ ('С) + 0(_1_), 1. -+ оо , 
qо(л) q1(Л) q/(}.) qt(Л) 

где је 

Рр. (-r) = lim ј"'е- а t е -ы t (!) d Рр. (t), Р. = о, 1, ... , 1. 
а=О о 

Овај асимПйlойlски развийlак је униформан за 2s'!CJh + е < 't'.< 
<~(s+I)'It/h-е, 0< е <'ltJh, s=O, ± 1, ... 

Примедба 1. Специјално, ако је t (t) тотално монотона функ
ција у размаку (О, оо), биhе задовољен услов (3.3.5). Наиме, Хаус
дорф [10] је показао да је класа тотално монотоних функција у 
.размаку (О, оо) идентична са класом функција које се могу при
казати Лаплас-Стилтјесовим интегралом облика 

/'e- tu d а (и) 
о 

где је а (t) ограничена и неопадајуhа функција у (о, оо) . 
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При.м.ед6а П. Ако су испуњени услови ставова 3 и о, тада 
као њихова тривијална последица следи, да се асимптотски 
развитак функције 

{е-а! e·-lтt t (t) d ср (т; л), а> о, 
о 

може добити из асимптотског развитка функције ср и; л), приме
њујуhи на овај последњи члан по члан операцију 

('е-а! e-IT! чг и) d { }. 
о 

Добијени асимптотски развитак важи, као што се то види из 
доказа ставова 3 и 6, без изузетка за свако ~. 

3.4. Како је функција g (~; л) чији асимптотски развитак дају 
ставови 3 и 6 изражена Стилтјесовим интегралом, то погодним 
избором функције ср и; л) можемо добити одговарајуће ставове 
за А-збирљиве редове, специјално З8 А-збирљиве тригонометриске 
редове, и за А-збирљиве Риманове интеграле. 

(ј) Следеhа два става односе се на асимптотско развијање 
А-збирљивих тригонометриских редова. 

Став 7. Нека је 

'"' 
(3.4.1) а,,=Ј e-VU da(u), v=O,I, ... , 

о 

г де је а; (и) ограничене варијације у (О, оо) . 

Нека низ Ь џ (л), v = О, 1, . " и.м.а аси.м.птотски развитак йо 
општој скали {qp. (л) } 

(3.4.2) Ьџ (л) = Po(v) + Рl (v) + .. 0 + р, (v) -1 0(_1_), л ... оо, 
qo (л) ql (л) q, (л) q, (л) 

г де су Рр. (v), р. = О, 1, ... , 1, Йос.м.атрани као функције iiро.м.еюьиве v, 
llолино.м.и т-тог стеЙена. . 

Ако за неко цело К > т 

(3.4.3) i I АК+1 ЬЏ- К - 1 (л) 1= о( 1(л») , л ... ОО , 

у=о q, 
тада 

1 о за О < е < 2 ""' постоји граниЧНG вредност 

'"' 
g(8; л)- Нт LGvЬv(л)гvеV&i; 

г=l 1'=0 
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20 g (6; л) има аСU.4fПШОШСКU развиШак По скали {qp. (л) ј 

g(6;л) = Ро (6) + Р1 (6) + ... + Р ! (6) +0(_1_), л-+ ОО, 
. qo (л) ql (л) qt (1..) qt (л) 

где је 

"" 
Рр.(О)= Нт L aVpp.(v)rVevet, p.=O,1, .•• ,I. 

г=l у=о 

Овај асимПШоШски развиШак је униформан за О < е < 6 <; 2'ј; - е. 

Став 7 добијамо из става 3 ако у овом за ср (t; л) узмемо 

(3.4.4) <р (t; л) = L Ьу (л), 
v~t 

тј. степенасту фУНlщију која за t = О, 1, ... ~Ma скокове дужине 
ЬО (л), Ь1 (л), ... И ставимо h = 1, тј. за коефицијенте рр. (t) асимптот~ 
ског развитка (3.2.14) функције <р (t; л) претпоставимо да припа-

да ју класи OfZ, тј. 

(3.4.5) рр. (t)= 000 (t) 'ј;m (t)+W1 (t) 'Itm- 1 (t) + ... + ООm (t), 

где су 'Itk (t) полиноми k-ТОf степена по t, а OOk (t) периодичке 
функције периоде 1. 

Тада је 

х 

Ј e-at e-it' t 1{r (t)d <р (t;л) = L г' а г/Р.!' 1{r (v) Ьу (л), 
о p~x 

и ако ставимо 

(3.4.6) 

и 

добијамо 

х 

Ј га t e-it' t 1{r (i) d <р (t; л) = L ау Ьу (л) r' 
е ре i . 

о p~x 

Кад х -+ ОО, ред на десној страни конвергираhе заједно са инте
гралом, те је 

"" "" f e-at e- it't1{r(t) d<p (t; л) = LаvЬv(Л)rVеvеi. 
о у=о 

.. т 
i 
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Према (~.4.6), граНИIJНОМ прелазу 0"-+0 одговара г-+ 1, те је 

~ ~ 

Нт f e-ate-irt'1r(t)dq>(t;1.) =liт """аvЬv(1.)гVеVЭi, 
а=О r=l ~ 

О v=O 

кадгод гранична вредност на левој страни постоји. 

с друге стране из (3.4.4) следи 

(3.4.7) Ь v (:Л)=q>(v;1.)-q>(v-l;1.). 

Како су на основу претпоставке (3.4.5) коефицијенти pf1 (v) у 
асимптотском развитку (3.2.14) 

1 

q> (у; 1.) = """ pf1 (2 + о ( 1 ), 1. -+ оо , 
~ qf1( ) ql (л) 

за целе вредности у-о, 1, ... полиноми т-тог степена по У, то 
према (3.4.7) низ Ь џ (1.), v = О, 1, ... има асимптотски развитак облика 

1 

bv (1.)=2: Pf1 (Y)-Рf1(V-l)+о( 1 )= 
f1=0 . qf1(Л) ql(1.) 

1 

_" P~ (У) + О ( 1 ) 
-~ Qf1(1.) ql (л) , 

f1=0 

где су P~ (У) полиноми (т - l),степена по у. 

Најзад, ако за диференцију .6.~ краткоЬе ради пишемо само 
.6.k, услов (3.2.15) постаје 

оо 

f Id{AKq>(t-К;1.)}I=о( 1 ), К>т. 
Ql (}.) 

О 

Да би га изразили помоhу низа Ь" (1.), примеЬујемо да се његова 
лева страна своди на ред 

01) 

2: I АК q> (У - К; 1.) - АК q> (у - К - 1; л) 1, 
џ=О 
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или, према (3.4.7), на 

L: I АК bv- K (1.) I , 
у= о 

па став 7 добијамо ако уместо т - 1 и К пишемо т и К + 1. 
За примену је нарочито погодан следеhи 

Став 8. Сва тврЬеНЈа става 7 важе ако, задржавајуhи остале 
Претпоставке о низовима а у и Ьу (1.), v = О, 1, Оо', уместо услова 
(3.4.3) захтевамо да за неко цело К > т и 1.;;;;;' А 

(3.4.8) дК Ь у (1.) монотоно ~ О када 1'0 < V ~ оо • 

д о к а з. На основу (3.4.8) је 

L: I АК+l Ьуо_ К-l (1.) 1= 
у=о 

уо+ К о() 

L I ДК+1ЬУ _Х_Оl(1.)1 + L {АК bv -K-ol (л) - А: -К (1.)} 0<: 
у=О уо + К+ 1 

(3.4.9) 
уо+к уо + к 

<L I АК bv -оК -о1 (л)1 + L! ДК Ьv-к(л)! + АК Ьуо (л). 
у=о у=о 

МеђУТИМ, како су PI1 (v) полиноми т-тог степена по v и К> т, то 
из (3.4.2) следи 

па према (3.4.9) 

о() 

q/ (л)L:!dК+1ЬУ_К-l(л)I~0, л~оо, 
у=о 

тј. испуњен је услов (3.4.3) става 7. - Став 8 смо могли, наравно, о 
добити и директно из става б. 

Ако у ставу 8 уместо услова (3.4.1) претпоставимо да је низ 
ау тотално монотон, тиме добијамо познати Караматин [12а] став. 

(н) Ако функција ср (t; л) има R-интеграбилан први извод 
Х (t; л), тада добијамо аналогоне ставова 3 и б за А-збирљиве 
Риманове интеграле. Специјално за примену је погодан следеhи 

0'0 
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Став 9. Нека је 
ао 

(3.4.10) t (t) = S e- tu d а (и) , t"> О, 
о 

г де је а (t) ограничене варијације у размаку (О, ОФ) • 

Функција Х (t; л) HelCa има изводе По t до К-тог реда закључно 
и HelCa је 

(3.4.11) 

t 1 

ЈХ (и; л) d и ~ L рр.Џ) + 0(_1_) 1 л-+ оо , 
о р.=о qp. (л) ql (л) 

где СУlCоефицијенти pp.(t), }1>=0, 1, ... , / Полиноми т-тог стеПена 
По t. 

AlCo је тада за неко цело К > т 
ао 

(3.4.12) Ј I дК Х (t; л) I d t = о (_1_), л 07 оо , 
д tK qt (л) 

о 

онда iiостоји гранична вредност 

ос 

(3.4.13) R ('1:; л)= ~~ Ј е-а! е-ј,;! t (t) х (t; л) d t 
о 

u aCUMuffioffiCICU развитаlC фУНlCцuје R ('1:; л) дат је са 

1 Т ( ) 1 
R ('1:; л)= L ~ + 0(--), ло7ОО, 

р.=0 qp. (л) qt (л) 
где је 

Tp.(-r)- ~~ ЈОС е-а! e-l,;!t (t)p'p.(t) d t. 

о 

Овај развитак је униформан По 't' У CBalCOM коначно.м размаlCУ који 
не садржи тачlCУ 't' = О . 

у место услова (3.4.11) можемо захтевати да је 

(3.4.14) wci . <--, { 
дК-l Х (t·, л) } м 

д tK - 1 qt (л) 
м не зависи од л, 

и да за t"> т 
(3.4.15) ( - 1 )К-l дК- 1 Х (t; л) монотоно 07 О lCада t 07 оо • 

д tK - 1 

13 Зборннк 
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lV Л?ИМЕНЕ 

4.1. У овој и наредним тачкама примениhемо став 8 на ултра
сферне полиноме p~}J (cos в), да бисмо добили њихов асимптотски 
развитак кад п ~ оо • У лтрасферни полиноми су дефинисани помоhу 
функције-генератрисе 

1 со 

------- = """ p~}J (cos в) ћ" . 
(1- 2 h cos Э+h2)1. ~ 

n=о 

Као полазна тачка може нам послужити један од тригонометри
ских редова за ултрасферне полиноме (В. Сеге [23 а, стр. 95Ј) 
(1. >.0, 1.:1= 1,2, ... , о < ~ < 1t) 

(4.1.1 ) 

или 

(4.1.2) . 

Р~)..)(СоSG)~2Г(2Л+П) (2siпG)1-!!)... 
г2 (л) п I 

• ~ (l-л)<V) (n+~sin (п+2 v+l)G 
~ v! (л)<n+v+l) 
у=о 

(}Ј 2 F(21.)La) (1.)М (2 л) (n+v) 
р п (cos Э) = -- • 

р (л) v ! (л) (n+v+1) 
у=О 

. cos [(п + 21. + 2 v) е - л 'ltJ . 
Рачун Ьемо изводити само за први од њих. 

Тригонометриски ред (4.1.1) написаhемо претходно у облику 

Г2 (л)п! (2siпе)2)..-lр~Ј(соsе)= 
2Г(2л+п) 

= Ј {е<n+Щi ~ (l-:i<V) (n+~ е2VЭi },... 
~ (1.)(n+У+l) 
у=О 

(4.1.3) 

где смо ставили 

(4.1.4) 
(1."> ~a) (l-1.)<У) (n+v)1 vЭi 

Sn (6) = е . 
v! (1.Уn+у+l) 

у-о 

Асимптотски развитак за p~1.1 (cos 6) добиhемо, дакле; из одго
варајуЬег за s~}J (е) . 
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Нека је, са ознакама из става 7 и 8, 

(1 - л)<у) (п + v)1 
-'-----'--- = ау и = Ьу (п) . 

vl (л)<n+V+1) 

Показаhемо да коефицијенти ау и Ьу (п) задовољавају услове (3.4.1), 
(3.4.2) и (3.4.8) става 7 односно 8. У том циљу примеhујемо да 
је према једном Хаусдорфовом ставу потребан и довољан услов 
да низ Ст П = О, 1, оо. буде тотално монотон, да се може прика
зати у облику интеграла момената 

1 
Сп = Ј tn d а (t), 

о 

где а џ) не опада и ограничена је у О < t < 1 • 
Ако коефицијенте ау и Ьу (п) напишемо у облику 

1 

( 4.1.5) а =В(Ј -л+v,л) _ 1 f tV -А(I-t)}..-1 dt 
у Г(л) Г(Ј - л) Г(л)Г(1 - л) 

о 

и 

(4.1.6) 
1 

Ь у (n)=В(v+n+l,л)=Ј tv + n (1-t)А- 1 dt, 
о 

увиђамо да је низ ау, v=O, 1, оо' тотално монотон за О < л < 1, 
а низ Ь у (п), v = О, 1, оо. за л> О. Према томе, на основу примедбе 
у тачки 2.3 услов (3.4.1) је испуњен када је О < л < 1. С друге 
стране због тоталне монотоније низа Ьу (п) и чињенице да се 

Ь у (п) -- Г(л) v-}.. ~ О, v~ оо, 

следи да је услов (3.4.8) става 8испуњен за свако К ,и n. 
Да бисмо могли да применимо став, остаје још једино да 

видимо да ли низ Ьу (п) допушта асимптотски развитак облика 
(3.4.2), чији су коефицијенти PI1 (v), f.L = О, 1, .оо, k полиноми по v. 
То Ьемо проверити посебице у сваком случају, развијајуhи Ьу (п) 
по различитим скалама {q)1 (п) Ј. 

4.2. Први од асимптотских развитака ултрасферних полинома 
p~A> (cos Э), поменутих у тачки 2.5 даје следеhи 

Став 10. Нека F означава хиl1ергео.меШрис"У функцију и нека је 

(x)<y>=x(x+l) ... (x+v-l), (x)(O)=l. 

Гада је унuфор.мно П0 Э У раз.маку О < е < Э < те - е 

Р(}..) ( l'!.) 2 Г (2 л + п) Г (п + а + 1) (2 . l'!.) 1-2 ' 
п COS '1 = -- - SIП '1 ~ • 

Г (л) Г (п + 1) Г (п + а + л + 1) 

.. "'" (_ 1)11 (л)(I1) (l-л)()1) АА> (Э)+о (n}..-l-I) , 
L.J (п + а+л+ 1)()1) f.L1 
)1=0 
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где је 

.tOJ(6)-Ј . . Р( 11. а·1. 11' l-e-2ei) . 
{ 

е(п+2]Ј-+I)е, } 
ЈјГ - (1_e 20I)]J--1.+ 1 -г" -Г' 

За сli.ецијалну вредносш Uара.м.еШра а, а=О, овај аси.м.UШоШски 
развишак своди се на li.ознаШи уоitшшени Сшилшјесов развишак за 
улшрасферне li.олино.м.е (Сеге [23а, стр. 191, став 8.21.11Ј). . 

Д о к а з. Да бисмо могли применити став 8, потребно је, према 
оном што смо видели у претходној тачки, да још проверимо да 
ли bv (1.) до пушта асимптотски развитак облика (3.4.2). У том 
циљу развиhемо bv (1.) у асимптотски ред по скали l (п + а + 1. + 1)(}1)}. 
Према (4.1.6) је 

1 

bv (n)= Ј tv+n (1- t)1.-1 dt= 

О 

1 

= Ј tn+« {1- (1- t)}v-« (1- t)1.-1 dt= 

О 

1 

= Ј tn+« (1 - t)1.-1 {± (- 1)]Ј- (v; а) (1- t)]J- } dt 

о ]Ј-=О 

и интеграцијом члан по члан добијамо асимптотски развитак за 
bv (п) у облику 

. 1 

bv (п) = В (1., п + а: + 1) ~ ( - 1)]Ј- (V - а) (1.)(]Ј-) + о (n-1.-I) . 
L..,- }1 (п +а:+ 1.+ 1)(р.) 
]Ј-=О . . 

(4.2.1} 

Одавде видимо да је задовољен и последњи услов, (3.4.2), става 7, 
јер су функције рјз. (v) у овом случају 

pp.(v) = (V ~ а) (-I)]Ј-, 

тј. полиноми }1-ТОГ степена по V, док је 

1 = (1.)(р.) ~(л, п + а: + 1) 
q]J- (п) (п + а + 1. + 1 )(р.) 

На основу става 8 онда следи да је у О < 8 " 6 < 211;- 8 
униформно по 6: 

1 (1. )(р.) 
S~1.) (6)=8 (1., п +а+ 1) ,,( -1)]Ј- Рр. (6)+ 

~ (n+а+ 1.+ 1)(р.) 

(4.2.2) + о (n-1.- I) , 
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где је 

~"" (V - ао) (1 - "-)(11) 
Рр. (Э) = lim rll е 11 6 [. 

г==1 Р. v I 
11=1 

Израз за Рр. (Э) можемо свести на коначан облик. У том циљу 

полазимо од 

"" (1 - л)(v) 
"'" zll-a: = z-a: (l-z)1.-1, z=re6t . 
.k v! 
11==0 

Диференцирајуhи р. пута леву и десну страну, налазимо 

"" (1 - "-)(11) 
"'" (v - а)(р.) ZIl-a:-l~ = 
.k v! 
11=0 

р. 

( 

11 ) (1 - z)1.-H m-1 
= "'" ( - l)т mГ (а) (тЈ (1 - л )<]Ј-т) --=---'----
.k za:+m 
т=О 

одакле 

р. 

Z)l (1 - Z)1.-)1-1 L ( - 11)(т) (а)(т) 
= (1 - л)О1) г (1- z-l)m = 

р.! (Л-р.)(тЈm! 
т=О 

Z11 (1 _ Z)l.-)l-1 
= (1 - А)(р.ј . F ( - р., а; "- - р.; 1 - z -1) . 

р.! 

Према томе 

(4.2.3) 
(1 - л)()1) . .. 

Рр. (8)= е)1 ei (1 - e6i)1.-P--1 F ( - 11, а; л - р.; 1 - е- Эt), 
р.! 
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На основу (4.1.3) и (4.2.2), асимптотски развитак за P~1.) (cos е) 
гласи 

P~1.) (cos е) = 2 Г (2 л + п) (2 sin е)1-21. . 
['2 (л) п! 

{ 

1 ЩМ } 
. Ј е(n + 1)61 В (л, П + а + 1) "'" ( - 1)\1 РЈ! (е) + о (n-1.-1) 

~ (пtа+л+l)(\1) 
\1=0 

односно, према (4.2.3), униформно за 0< 8 <: е <:1С - 8 . 

pf{> (cos е) = _2_ Г (2 л+ п) Г (п + а+ 1) (2 sin е)1-21. . 
г (л) г (п + 1) Г (п + СС + л + 1) 

(4.2.4) L
1 (л )(\1) (1 - л )(}1) 

. (-1)\1 1~1.) (е) + о (n1.-1- 1). 
(п +а + л+ 1)(J1) р.! 

\1=0 

где смо ставили 

1\1(1.)(8)=Ј { е(n+2\1+ЩI Р{-11. СС' Л-11.· l-е-261)}. 
(1 _ e261)\1-1.t1 Г" Г' 

Добијени асимптотски развитак важи, засада, само када је 
О < л < 1, јер је једино тада низ коефицијената av , v "..0, 1, оо., 
према nном шта је речено у тачки 4.1, тотално монотон. МеђУТИМ, 
није тешко проширити резултат и на случај K/iдa је s < 1. < s + 1, 
s цео позитиван број. Наиме, тада је, према (4.1.5), низ av , v = s, 
s + 1, ... тотално монотон, па ред за S~f..) (е) (4.1.4) треба поделити 

8-1 оо 

на две суме ~ и ~, и став применити на другу. 
v=O '=8 

Специјално за а ... О асимптотски развитак (4.2.4) своди се на 

P~}.) (cosO) = 2 ~ (л)(\1)(l':л){\1) соs[(п+Л+р.)е-(Л+р.)1Сј2] 
В (л, л+п)~ р.l(Л+п)(!1+1) (2sin6)1.+\1 

+0 (n1.-1- 1) . 

4.3. Други од асимптотских развиrака за p~ (cos 6) даје 
следеhи 

Став 11. HeICa F озн.ачава xuuepreOMempucICY фУНICцuју u neICa је 

(х)м = х (х - 1) ОО' (х - v + 1), (х)(о) = 1. 



о асимптотском развијању ... 

Тада је унифор.мно По е у раз.маку О < е < 6 < 1с - е 

p~JJ (С086)=_2- [(2 А + п) Г(п+ 13+ 1) 
Г(А) Г(n+l)Г(n+~+A+l) 

'L 
ј1=О 

где је 

(А)(Ј!) (1 - А)О'\) c~) (6) + о (n1.-1- 1) , 

1'-1 (п + /3)(ј1) 

199 

ОЈ {. е[(n+1.-Ј1)6-(1.+џ.)тс/2]1 . } 
СN (6)=Ј 1 (28in6)1.+J1 P(-1'-,A-~-l;A-Џ; 1-е26!) • 

Специјално за ~ = А - 1 овај аси.мППiоПiски развиliiак своди се на 
Познаliiи уоi1шliiени Дарбуов аси.мПliiоliiски развиliiак за уЛliiрасферне 
Полино.ме (Сеге [23 а, стр. 191, став 8.21.10]). 

Д о к а з. Низ коефицијената Ьу (п) развиhемо по скали {(п + ~)(J1)}' 
Према (4.1.6) је 

1 

Ьу(П)=! f v+n (1-t)1.- 1 dt= 

о 

1 

= f tn+lI (l+ 1;f(-V(1_t)1.-1dt = 

о 

1 ~ 

~ ! /"+' (1 - IJA-J[ ~ (~: ") (1- IJ' г'Ј dl 

и интеграцијом добијамо за Ь• (п) асимптотски развитак у облику 

1 

(
/3 - V) (1) (}l) 

(4.3.1) Ь.(п) = B(A,n+~+l) L --- + o(n-1.-1). 

Ј1 = О 1'- (п + ~) (Ј1) 

Са ознакама става 7, овде је 

_1_ = в (А, П+/3 + 1) (A)(}l) 
qj1 (п) (n+~)(j1) 

и 

тј. задовоље н је и услов (3.4.2) става 7. 
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Примењујуhи онда став на S~}..) (Э) добијамо 

1 (л)оЈ.) 
S~JJ (Э) = в (л, n+ ~ + 1) ~ Rl~ (Э) + о (n-1.-1) , 

~ (n+~)(p.) 
р.=о 

(4.3.2) 

униформно за О < е < 6 < 2'Jt - е, где смо ст~вили 

L:
OO 

(А - V) (1 - л)(V) ~. Rp. (6) = Нт t-' rV eV <11 • 
г=l ~ v! 

V=O 

Да ,бисмо упростили израз за Rp. (Э), полазимо од 

оо (l-л)(V) 
~ , ., z-v = Zl-1. (z - 1)1.-1, 

v. 
V= О . 

однџ.сно 

L:
OO (1--л)(V) 

~--'--Zfl-v = ZP-Hl (z-1)1.- 1 • 

v! 
v= о 

Диференцирајуhи ~ пута, налазимо 

оо (1 _ л)(v) 
~ (~- vJ(P.) Z P-V-)l = 
L.., v! 
v=o 

р. 

( 
f1 ) (z - 1) А-Нт 

= L rn (~-Л+1)(т)(Л-l)(р._т) z1.-fl+m-1 

, т=О ' . 

одакле, 

~ (~- V) (1 - л)(v) z-V = 
4..t ~vl 
V=.O 

p.-fI р. ( l)1.-р.+т-l 
=(_1)P._z __ ~ (Р )(Л--~-1)(m)(1-л)<р.-т) z- """ 

~ I ~ т Z1.-f!+т-l 
т=О 

(-1)р. LP. (_~)(m) (1-1.)(\1) (Z_1)1-Hт-l 
= Z p.-fI ' (л - ~-l)(m) ---- = 

~ I т I (л - ~)(т) z1.-p+т-l 
т=О 

=(-1)\1 (l-л)(Ј1) (1-z)1.-р.-lF(-~.Л-~-1;Л-~;1-z). 
~I 

.,. 

• 
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Према томе, 

(1 . л)(l1) 
(4.3.3) Rp. (е) = ( - 1)р. - (l - e61p..-11-1 Р( -р., л-~ -1 ;Л-р.; l_e6i) • 

р.! 

На основу (4.1.3) и (4.3.2), асимптотски развитак за p~1J( COS,e) 
гласи 

{ 

1 (л) (р.) } . 
• Ј В(л,п+~+ 1) е (n+lЩ L --- Rp.(e)+o(n-1.-t) , 

р. =0 (п +~) (р.) 

односно, водеЬи рачуна о (4.3.3), 

p~,,) cos е) = _2_ Г (2 л + п) Г (п+ ~ + 1) (2 sin е)1-21. . 
Г (л) Г(п+l)Г(п+~+л+l) 

( 4.3.4) 

униФормно за О < е < е < 1t - е, где је . 

(,,) { . е[(n+1. -]Ј.)6-(Ј.. +р.):or/21 2(ji} 
g". (е) = Ј 1 F (- 11 Л - Q - 1 . л - 11' 1 - е . 

... (2 sin ер.+11 г' Ј-' , г' 

Специјално за ~ = л - 1 асимптотски развитак (4.3.4) своди се на 

1 
ОЈ (л)(n) L (л)(ll) (1-л)()1) соs[(п+Л-р.)е-(Л+р.'1t/2] 

Рn (cose)=2-- + 
п ! (п + л - 1)(11) Р. ! (2 siп е)1.+11 

11=0 

+ о (n1.-1- 1 ) • 

4.4. Најзад, треЬи асимптотски развитак за P~1.) (cos е) даје 
следеЬи 

Став 12. Нека је ћ~1.) (г) одређено са 

'( х )А "" х11 
е(1-у)х .-- (1 - z eX )1.-1 = "" hfl-) (г) - . 

eX -l ~ р.! 
]Ј.=о 
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Тада је униформно По 9 У размаку О < е ::( 9 ::( '1t - е 

p~JJ (cos 9) ~ 2 Г(2 л+п) (2 sin 9)1-22-. . 
Г (А) п 1 

1 

• " (_ 1»)1 (л)(l1) Ј {e(n+I)Oi h~lJ (е201)}+О(П2-.-1-1). 
L,.; }11 (п + у»)1+}. . 
)1==0 

Специјално за у = о овај асимПШоiiiсuи развиiiiаu своди се на 
развиiiiаu Лјувил-Сiiiеuлов.iьева Шииа за уЛiiiрасферnе iiолиноме. (За 
случај Лежандрових полинома (л = 1/2) види Сеге [23а, стр. 205, 
образац (8.бl.7)Ј.) 

Д о к а з. Низ коефицијената Ьџ (п) развиhемо по скали 
{(п+у»)1Н}. Према (4.1.б) је 

1 1 

Ј Ј 
t~Y 

Ьџ (п) = tv+ n (1- t)2-.-1 d t = tn+Y ---- d 1, 
(1 - t)l-2-. 

О О 

одакле сменом t I е- ! налазимо 

"" 
Ьџ (п) = e-tП+У)f _____ d,t= Ј 

e-(v-У+I)t 

(1 - e-- t)l-).. 

о 

"" 

Ј ( t )1-).. 
= e-(П+У)ft2-.- 1 e-(v-y+l}f . dt. 

1- е- ! 

о 

Ако ставимо 

F ( - t, у) = ГУ! , ( 
- t )1--).. 

e-t-l 

имаhемо 
оо 

Ьџ (п) = I е-(П+У)! t}..-l F ( - t, v -.1 + 1) d t = 

о 

1 J~ t = е- ! t2,-1 F (- --, v - У+ 1) d t; 
(п + у)}.. п+у 

о 

уводеhи полиноме Qk) (у) степена }1 по у, дефинисане генератрисом 

(4.4.1 ) ( х)).. "" Q(}..)( -) 
F (х у) """ еУХ __ =" 1-' У х)1, 

, еХ - 1 L,.;}1 I 
)1=0 
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добијамо 

оо оо 

1 f L Q~1Ј(v-У+l) ( t))1 ь (п) = e- t tl-1 --- dt. 
V (П+У)1. р.1 П+У 

о )1==0 

Интегришуhи последњи ред члан по члан, налазимо асимптотски 
развитак за 

(4.4.2) 

1 

bv(n)~ Г(л) ""-"'(_I)l!(Л)(Ј1) Q~)(v-y+l) +0 (n-1.- 1). 
(П+У)Л k р.! (п + у)Ј1 

. Ј1=0 

Са ознакама става 7 овде је 

_1_ = (л)(Ј1) Г(л) ,pJ1(v)=( -lјЈ1Qff')(v-у+l), 
qJ1 (п) р. ! (п + у)НЈ1 

па је и услов (3.4.2) става 7 испуњен. 

Примењујуhи онда став на s~л) (6), добијамо 

униФормно за О < в < 6 < 2 п - в, где смо ставили 

Генератрису од hft) (z) добиhемо ако (4.4.1.) помножимо 
(1 - л)(v) 

са ZV 
v! 

(1- лУV) . ( Х)1. LOO (1 - л)<V) Q~1J (У) ZV 
.o...-~_ еУХ Zv -- = хЈ1 , 

vl eX-l vlp.! 
Ј1=0 

ставимо У= v - у + 1 и саберемо од v=O до оо 

( Х) А оо (1 - л)(v) e(l-Y)x __ ""-"' (zeX)v = 
еХ - 1 ~ vl 

v=O 

v=OJ1=o 
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односно 

(4.4.3) 

Према томе, асимптотски развитак за p~J (С08 6) гласи 

односно, према (4.4.3), униформно за О < (; <; 6 < 1t - е, 

p~) (С086) = 2 Г(21.+ п) (2 8in 6)1-21. . 
Г (л) п! 

(4.4.4) 

1 (л)!1Ч 
• "" ( -1»)1 Ј {е(П + 1)9 i h~ (e29~) + о (n1.-1- 1) , 

L.J (п + у)А+)1 јј.! 
jJ-=О 

где је h~t)(z) дато са (4.4.3). 

4.5. У овој тачки извешhемо асимптотски развитак (х ~ оо) 
интеграла 

сх> 

Zv (с, х) = f eirt tV--
1

/ 2 (1 + 2~)V_l/2 dt, -1/2 < V < 1/2' 

О 

Са ознакама става 9, овде је 

( 
t )V-1/2 

'1r (t)= tv- 1/2, х (t; х) = 1 + 2х . 

Како је за свако цело позитивно k 

( - 1)k '1r<k) (t);> О а (- l)kx~k) (t; х);> О и монотоно ~ О, t ~ оо 

то је с једне стране, на основу примедбе 1 уз став 6, испуњен 
услов (3.4.10), а с друге стране услов (3.4.15) става 9. Исто тако 
је лако увидети да је задовољан услов (3.4.14) става 9. Најзад, 
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t 

Х (иј х) du ~ -- 1 + - - 1 = Ј 2 х {( t )V+
1f2 

} 

v+ J
/ 2 2х 

о 

1 (v _ 1/) t)1+1 
= L р. 2 (р.+ Щ2х)1l. + О (x- I

) , х"+ ОО, 
Ј1.=0 

тј. коефицијенти р)1 (t) су овде полиноми (р. + 1 )-ог степена. Ако, 
дакле, применимо став 9 на функција Zv ('r, х), њен асимптотски 
развитак биhе 

1 

Zv{'t',x) = "",,(V-
1

/ 2 ) T)1(r) + О (x- I) , 
~ ft (р.+ 1)(2А»)1 
]Ј.=о 

где смо ставили 

оо 

T)1('t') = (р.+ 1) Нт Ј e-at e1rt tV+J1 -
1
/2 dt. 

CI=О о 

Међутим, како је 

то је 

оо 

e-zt ta dt = а: > - 1 Ј 
Г(а:+l) 

za+1 ' , R {z} > О, 
О 

T)1('t')=(p.+l) r(v+p.+J/2) , 'с#0. 
(- iT)V+)1+'/2 

Према томе, асимптотски развитак функције Zv ('t', х) гласи 

Z () 1 L1 (V- 1
/ 2 ) r(V+p.+1/2) ( -1) v 'с, Х = + О Х • 

(- i't')V+'12 Р. (- 2 ir х»)1 
)1=0 

Специјално за 't' = 1 добијамо одавде асимптотски развитак за 

Ханкелове функције Щ})(х) и H~2)(x), х"+оо. Наиме, за -1/2 < v< 1/2 
(14, стр. 28] 

оо 

щl)(х)= ~~(~2(~:: (~У[1_е-21Л:(V_l/2)] f e1xt (t2_1)V-
1
/2dt, 

1 

и сменом t 11 + t/x, 

щl)(х)~ r(l/2- V) [1_е-21л:(v-1/Ј] е
јх 

Zv(l,x)= 
j~Г(1/2) У2х 

(v _1/2)()1)(v+ 1/2)()1) + 
р.1 (- 2 јх»)1 

+ О (x-k.Ј/2 ) • 
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Асимптотски развитак за Н<;)(х) следи одавде ако ставимо i I - ј. 

4.6. ПримедбаII уз став 6 омогућује нам да изведемо Стир
лингов образац. Полазимо од 

log Г (х)=(х -1/2) log Х - Х + 1/21og 2п+р (х), 

где је 
оо 

р (х) = Ј е-х! (_1 __ -.!. _ -.!.) dt . 
1 - е-! t .2 t 

о 

Асимптотски развитак за log Г (х) добиhемо из одговарајућег за 
р (х). . 

Ако р (х) напишемо у облику 

со 

(4.6.1) р(х)- е- ! ---- -, f ( 1 х 1) dt 
1- e-t/x t 2 t 

о 

имаhемо, с ознакама става 9, 

(5=1, ,,=О, 
1 1 х 

Чr(ђ=-, хи;х)= ----
t 1- в-t/х 1 2 

Према примедбама уз став 6, испуњени су услови става 9, 
јер је llt тотално монотона функција, а према 

{
_1 __ -.!. _ -.!.}<k) _ 
1 - в-! t 2 

( - 1)" - .- - - > о {
1 1 1 }(I<) 

1 - e-t t 2 

иод извесног to, монотоно тежи нули, и то за свако k. 

С друге стране, функција Х (t; х) има асимптотски развитак 
облика 1) 

k 1 х 1 В t2 Ц-l 
-------- = " _!'-- -- + о (X-2k + 1) , Х ~ оо, 
1 - e-t/x t 2 L,; (2 р.)! х2 ]1-1 

]1=1 

те је и услов у погледу коефицијената асимптотског развитка од 
Х (t;x) задовољен. _ 

1) В!,- су Бернулиеви бројеви. 
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Према ставу 9 И (4.6.1), асимптотски развитак за р (х) гласи 

р (х) = 

k 

~ В}lГ(2]З.-Ј) +O(X-2k +1)= 
~ (211)! X2 }l-1 
}l=:1 

k 

L B}l + о (x- 2k + 1), 
(2 ]з. - 1) 2]З. х2 J.l-l 

}l=1 
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ASYMPTOТISCHE ENTWICKLUNGEN A·SUMMIERBARER 
LINEARER FUNКТЮNЕLLЕN 

SLOBODAN ALJANCIC 

. Es sei рс der Funktionalraum aHer stetigen Fuпktiопеп, f (t) Е рс 
und аn (t) УОП be8chrankter Schwankung јп (О, оо). Es ist nicht schwer, 
durctl 8ukzessive Anwendung des bekannten Rieszschen [19} Satzes, 
einzusehen, unter welchen notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
ејпе уоm (пјсы notwendig ganzzahligen) Parameter п abhangige 
Нпеасе Funktionelle 

с() 

А n [[] = Ј f (!) da.n (t) 
о 

eine пасЬ allgemeiner Skala {qp. (п)} fortschreitende a8ymptotische 
Entwicklung 

с() 

А n [f{t)] "-<L ~, п -. оо , 
jJ-=О qp. (п) 

gestatten wurde, wenn ејпе solche ihre Erzeugende аn (1) besitzt. Da 
aber hier der Spielraum der Funktionen f (t) ziem1ich weit i8t - der 
ganze Funktionalraum рс - i8t dadurch derjenige der Erzeugenden 
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«п (t) wesentlich gekurzt. Es sei bloss darauf hingewiesen, dass von 
der Struktur der Erzeugenden пјсЫ пис die Konvergenz des uneigent
НсЬеп StieItjesschen Integrals (*), sondern аисЬ derjenigen J1neigent
lichen . Integrale welche die Koeffizienten Ср. der asymptotischen 
Entwicklting (* *) bestimmen, abhangt. Oeswegen ist es nahe1iegend, 
den Begriff der liпеасеп Funktionelle јп dem Sinne zu егwеitегп, 
dass тап пјсЫ пис konvergente, sondern аисЬ A-summierbare Stiel
tjessche Integrale, d. Ь. solche Ьеј wеlсhеп 

. '" 'Лn [!] = l1т Ј e-ot ! (t) d а .. (t) 
о-О О 

existiert, zulasst. Оа iп disem Fal1e vоп ејпес аhпliсhеп Aussage 
иЬес asymptotische Епtwickluпg, die поtwепdigе uпd hinreichende 
Веdiпguпgеп enthalten wurde, kaum die Rede sеiп kбппtе, Ьеgгепzеп 
wir uns Ыес auf ејпе speziel1e Кlasse A·summierbarer 1iпеагег Fuпk
tiопеl1еп uпd gеЬеп gewisse hiпгеichепdе Веdiпguпgеп Шг deren 
asymptotische Епtwickluпg. 

Es sei а (!) vоп Ьеsсhгапktег Schwankung iп (О, оо). Wir betrach
ten А -summierbare I.iпеаге F~Ј]ktiопеIIеп, Ьеј wе1сhеп 

!(t)=e-l'Сt 0/ (t), т reelJer Parameter, 
тИ 

'" o/(t)=J e- tu da(u) 
о 

ist. Speziell, kапп also 0/ (t) der Кlasse der јт Iпtегvаl (О, оо) total
топоtопеп Fuпktiопеп апgеhОгеп. 

Bevor wir ZlH FогmuIiегuпg uпsегег Satze ubergehen, gеЬеп 
wir еiпigе Erklarungen. Es bezeichne 7tp. (t) еiп Роlупот p.-ten 
Grades uпd Шр. (!) ејпе periodische Fuпktiоп der Periode h > О . 
Wir sаgеп dапп, dass F (t) der Кlasse' Qh' angehore, wепп es die Form 

F (t)~шо иЈ пm (t) + Ш1 (t) пm - 1 (t) + .. , + шrr. (1). 

hat. F џ) aus fJh' gепugt der Оiffеге.пzепglеichuпg 

A/:1+1 и=о, 
wo 

. A~ U Шг и (!) - (1) U (i + ћ) + ... + ( - l)k (~) U (t + h k) 

gesetzt ist. 
Es sei qp. (п), р. = О, 1, .. , еiпе Fuоktiопепfоlgе, die fоlgепdе 

Веdiпguпgеп erfilIIt: 

qp. (п) ~ О, п ~ оо uпd qll '(п) 1'= О (р.=0, 1, ... ) 
QP+l (п) . 

Wir sаgеп dапп, dass {qp. (п)} еiпе аJIgеmеiпе Skala bildet. 
14 Зборннк 
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Nun gehen wir zu Sаtzеп iiber asymptetische Entwicktung 
A-sul11mierbarer Ипеагег Funktionellen ubef. Die .Funktion q> (t;л) 
gestatte qie asymptotische Entwicklung пасћ aHgemeinerS~ala {qp. (А)}: 

ср (t; л) = po(t) + Pl(t) + ... -tРt(t) + 0(,_1_. ), л~'оо, 
, qo (л) ql (А) , qt (li.)q/ (л) , 

wodie Koeffizienten Рр. (ђ, 'џ.""'О, 1, ... , 1 der КIasse йИZ angehOren. 
Оапп existieren fur "f= 2s1'/h; s=O, ± 1, ... die Grenzwerte 

Нт /' e-at е- /'Ct 'I}I (t) d q> (t; л) = g (";А), 
б=О о 

"" Нт Ј e-at e-/'Сt'l}l (ђ d рр. (t)=Pp. (r), p--O!I, ... , I, 
б=О,О " 

und es gi1t ' 

g("; л) = РО (,,) + Р1 (,,) + ... + Р/ (,,) + 0(_1_), л~ ОО, 
qo (л) ql (л) q/ (л) q/(л) , 

gleichmassig in 2s1'/h + е <" < 2 (s+ 1) Щh - е; О < е < rt/h, s= О ± 1, ... , 
wenn fur еiп ganzzahliges К> т, entweder 

(ј) die Schwankung W 

WO' {А: ср (t; л)} = 0(_.1_), л ~ оо , 
q( (л) 

oder" (Н) 
wI {А: q> (t; л)} <~, м frei von л, 

_ q/ (А) 
und rur t> т 

д: q> (t ;л) 'monoton ~ О, t~ оо. 

Hieraus folgen, mit zweckmassiger Obertragung unserer. Erklarungen, 
analoge Satze Шг Reihen, speziell Шг A-summierbare trigonometrische 
Reihen, und fur Riеmаппsсhе I:ntegrale der Fо:гщ 

оо 

Нт L ау bv (л) rV ev6/ 
г= 1 у=О 

und 
"" Нт Ј e-Gte-irt 'Ijt (t) Х (t; л) dt. 

б=О О 

Fur А -summierbare trigonometrische Reiben bewies bereits Prof. 
Karamata [12 аЈ einen diesem Ideenkreis апgеhOгigе,й" Satz, welcher 
auch Шг diese Arbeit Anregung gab. Im Falle Riemann${;her Integrale, 
wenn( -l)Кх (t;л) ејпе K-te partielle Ableitung nach't, die >0 ist und 
monoton gegen Null streЬt, besitzt und, die Коеffizi~ћfеп p\l (ђ Роlупоте 
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јп t sind, gelten analoge Aussagen und ihr Giiltigkeitsbereich besitzt 
јт Endlichen nur r=O als Ausnahmestelle. 

Die dаrgеstеШе Meihode der asymptotischen Ent\vicklung 
zeichnet sich dadurch aus, dass sie, wenn ејптаl iiber ihre 
Anwendbarkeit entschieden ist, unbegrenzt ујеlе verschiectene asympi.o
tische En1wicklungen einer А -summierbaren linearen FunktioneIle 
liefert. Namlich, jede asymptotische Eutwicklung der Erzeugenden 
spiegelt sich јп einer der 1inearen Funk1ionelle. So z. В. erhielten 
wir fur ultrasphiirische Роlупоте Р':) (cos О), уоп ihrer trigonometri
schen Darstellung (4.1.1) oder (4.1.2) ausgehend, drei verschiedene 
asymptotische Entwicklungen (п -+ оо). Wenn F die hypergeomefriscbe 
Funktion bedeutet, а, ~, у Parameter sind und der Kiirze halber 

"".,. 
(x)(v)=x(x+l) ... (x+v-l), (х)(О)=l; 

(x)(v)=x(x-l) ... (x-v+l), (х)(о)=l; 

gesetzt wird,' so ist gleichmassig јп О < 8 < э < '7t - 8 

...tA)( 6) 2 Г(2л+п)Г(п+а+l) (2 ' 0)1':"21.' rii' cos = -- slП 
Г(л) Г(п+l) Г(п+а+л+ 1) 

l 

(ј) 
"" (Л)(Ј.!.) (1 - л)(1Ч • ~ ( -1»)1 j}t>(o) + о (n1.- l- 1 ) , 
)1=0 (п+tX+Л+ 1)()1) р.1 

) {е(П+21.+ 1) 8 i 

Лt(е)~з (1_e28i )"--1.+ 1 Р(-р., а; Л-р.; 1 - е- 28ј) } ; 

(1.)( 6) 2 Г(2л+п)Г(п+~+1) 
РП cos = 

Г (л) Г (п + 1) Г (п + ~ + л + 1) 
l 

(Н) 
"" (л)()1) (1 - л)()1) . ~ g?:,) (9) + о (пЈ..-l-l ) , 
)1=0 р.1 (п + ~)(Jl) 

~A)(0)=3 i , F(-р.,Л-~-1;Л-р.;1-е28i); { 
e[(n+1.-!1)8-(1.+)1)1t/2Ji } 

)1 (2 slП 9)1.+)1 

Р(А) ( 9) 2 Г(2 л+п) (2 . 6)1-21. 
п cos =---- slП . 

Г(Л) пl 
l 

(Ш) 

(л)()1) . . L (-1»)1 3{е(п+ О8 ihffJ(е2&i)}+О(п1.-l-1 ), 
)1-0 р.! (п +,»)1+1. 

wobei h?:') (z) durch 

e(l-Y)X(~_)1. (1-zex)1.-1= ± h?:1(z) хЈ1 • 
еХ - 1 )1=-0 р.1 
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'bestimmt ist. Fiir spezielle Werte der Parameter· «, ~, у (0;=0, 
~ = л - 1, У =0) gehen diese Entwicklungen јп bereits bekannte (s. 
Szеgб [23а], S. 191 und 206) uber. 

Als Beispiel asymptotischer Entwicklung A-summierbarer Rie
mannscher Integrale, Шhrеп wir die Entwic~lung der ·Funktion 

Zv(,c,x)= J~/rtiv-1/2(1+ ;x)V-lftdt , _1/S<V<1/2 , 

о 

ап. Es ist 

gleichmassig Шr I t' 1> 8> О, woraus fiir t'-= 1 und -1/2 < V < 1/2 
die bekannte asymptotische Entwicklung der Hankelschen Funktion 
H~) (х) folgt. 


