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BOJMCJ/IAB I'. ABAKYMOBWR

O TEMEHMMA 3ATBOPEHE KPHWBE

1.1. Hajjexnocrasuuja TteopemMa xubepeHunnjaiHe reomerpuje y
BE.HHKO]M je HecyMmuBO OHa Kojy je aao Mukhopadyaya [1, cTp.
17—18]:

Teopema A. Kpusuna 3alliBOpene KOHBEKCHe KpUBe y PABHU UMa
Hajmare wellupu Memena.

IIpu ToMe ce TemMeHHMa KDHBE 30By OHE TadKe y KOjuMa H3BOZ
KPHBHHE MO JYKy M€ia CBOj 3HAK.

OBa TeopeMa je BHIIE NyTa AOKA3HBAHA M y PasHUM npaBHuMA
yonirtasaHa. M3mehy ocranora, fioxa3aHO je Ja CIOMEHyTa Teopema
Baxku Beh M OHZAa aKO je KDHBHHA HENPEKHIHA, y KOM cayuajy ce
MOoJ TEMEHOM KDHBE [OAPAa3yMeBa OHA TauyKa y KOjOj KpHBHHA MOCTH-
3aBa cBoje najsehie oAH. Hajmame BpeaHocTd. [lopen rtora, sakbyuak
Teopeme A Baxu H OHIA, kao wTo jeé To npumeTHo D. Fog [2], ako
yOdeHa KPHBA HEMA JBOjHHX TAYaka a JexXH y DAaBHH HMJAM Ha JIONTH.

YonwmTrewa, onH. aHaNOroHw teopeme A Koje hy oBme HMOokasaTH
Jexe y jefHOM APYrom npasLy. ‘

1.2. ¥ oBowme pany ja hy ce 6aBUTH KDHBHMa KOj€ HMajy OCOGHHY
Ja je npBH H3BOJ HHXOBOr BEKTOPA M0JIOXKAja CTAJHO pA3IHYHT OX
HyJa-BEKTOPa a 9€TBPTH H3BOJ HENMPEKHIAH.

3aTBOpeHy KOHBEKCHY KDHBY y MPOCTODY Ae(UHHIIEMO OBaKo:

BaiiBopena rkpusa y fOpociiopy je 3aMBOPEHa KOHBEKCHA KPUBA QKO
Kpo3 Ma koje agpe Mauywe Ha KpuBoj OpoJasu Hajmarwe jeaHa paBaH kKoja
CU KpUBOM HeMa Apyrux 3ajegnuqxux fMadaxa.

BexTop nosioxkaja kpuse o6enexkapaliy ca r; a4 AYXHHY HEHOT
JyKa ca s, pakae ry=r; (s).

t ofH. n OXH. b oO3HAYaBajy OpTOB€ TAHIEHTE OJH. TJaBHE
HOpMane OJfH. OHHOpMane KpPHBE ;. % OXZH. t O3HAYaBajy KPHUBHHY
OH. TOP3Hjy KpHBE t;. AKO KpHUBA t, JICXKH HA HEKOj NOBPILHHH OHIAA
%N OXH. %; 03HAYaBAajy KPHBHHY HOPMAaJHOI IpPeCceKa OJfH. F€0Je3H|CKY
KPMBHHY KpHBe ¢ 063MPOM Ha MOBPIUHHY y KOjoj kpuBa JexHu. Liprune
o6enéxasajy u3B0je Mo s.
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1.3. Kako cm0 mnpermocraBuiu Ja r; ¥MMa YeTHPH HeNpeKuJHa
M3BOJia, EKCTPEMHE TadKe CKajJapa %, T, %y H %; Cy OHE Tayke y
KojuMa %, t/, %y’ M %, Memwajy CBOj 3HAK.

[lum oBor pala je ma ce Aoxkaxy caenehe xBe Teopeme.

Teopema 1. Aro jer, =, (5) 3alliBOpeHa KOHBeKCHA NUHUja KPUBUHE,
mana g U %y umajy Hajmawe vemupu exclpemie Waike.

¥ paBuu i Ha JIONTH je CBAaKa KPHBA JWHHja KPHBUHE; NOPEX TOra’
Yy DaBHH je X=X, & HA jeXMHWYHO] JONTH je w'=1+x2. [Ipema Tome’
Teopema 1 CaJpXH Kao CrelujanaH caydaj TeOpemy A’ wen anonoro
Ha JONTH.

Teopema 2. Axo je tv,=t, () 3aiiBOpena Kpusa a
s
ty (S)=1; (O)+fn ds
0

3aiiBOpena KOHBEKCH@ KpuBa, HoAa <t U % UMA]Yy HajMare deliupu
exclipemte layre.

Paju nakmer pasymesata HaBeuwhy npso Heke Aedunuummje u
o6pacue Besane 3a nojam nojaca kpuse [1, cTp. 12—14].

1.4. AKo je 3a HEKYy KpuBY tr; =1, (S) BE€3aH HEKH NOMHYHH OPTO-
FOHANHK TpHUjelap
a,=0; (s), Q=03 (s), Gg=a5(s)

JiecHE OpHjeHTalMje, a TaKas Ja C€ JyX [ele KPWBE OPT g MOKJAAna
ca OpTOM TAaHreHTE KPUBE, OHAA ce OGBOjHMLA (amuiauje NOBPIUHA
neduHACAHHX OPTOBUMA q; ¥ Q, 30BE NMOjaC YOUEHE KDUBE; KPUBA T
ce 30BE HOCau mojaca a OPT (z HOPMana mojaca.

Kao wro je no3saTo OpTOBH N0jaca 3ap0BOsbaBajy ,Ppeneose
jennaumne mojaca‘“:
' ay= *  +kga,-kya4
0'2= —k3 0.1 * +k1 as
Qg=+ky 0y —kjap ¢
Ckanap

ky=k,(s) ce 30Be TOp3Hja,
ky=k,(s) ce 30Be OTCTymae,
ks=ky (S) ce 30Be KpuUBHHA

HOCaya ¢ 063UpOM Ha YOYEHH mojac.
Ha ocHoBu PpeneoBux jeAHauuHa, cxanapu k,, k, u kg mory
ce uspasuTu nomohy o6pasaua:

ki=d'y 3= —1q'; a,,
ky=a's a;= — @'y G,
ks:‘a’l (12= - 0.'2 178
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a. Axo je nyx Hocaua

nojac ce 30Be ,KPHUBHHCKHM MOjac“ a HOC4d ,JIHHHja KPHBHHE“ mojaca.
Y tom cayugajy je

Ok =1, ky=—nn, ky=2x,.

Ilpu Tome ce 7, %y U %, ONHOCE HA noOjac OAH. MOBPWHHY Y KOjOj
kpuBa Jexu, Tpujemap mojaca je NPUPOXHH TpHjexap MOBpIUMHE, Tj.

a;,=t B 0q=9,
rae 9t o3nayaBa OPT HOPMAaJN€ HA MOBPLIMHY.
b. Axo je gyx Hocada
k,=0,

nojac ce 30Be ,OCKyJIaTOPHH mojac“. YouenH TpHjexap nojaca je
yo6HuajeHH NPHPOXHH TpHjexap KpuBe, Tj.

o=t a=n, a;=b.
Y Tom cayuajy je

ki=t B ky=x

c. Ako je myx Hocada
k=0,

nojac ce 30Be ,r€OJETCKH Mojac“ a HOcay ,reoHeTCKa JHHHja“ nojaca
ONHOCHO MOBPIIHHE Yy KOjOj KpHBa JieXu. ¥ TOM cCiayudajy ce OpT
r1aBHE HODMaJ€ HOCdua NOKJana ca OPTOM HOpMaJe nojaca na je

a1=t’ 02= ‘b, ﬂg=n;

k1=t, k2=—%, ks=XgEO.
2.1. Jlokasahy oBaj nomohun cTaB:

JleMa 1. Osnauumo ca ai =qa;j (s)(i=1,2,3) wpusy
S
af (s)=a}"(0)+fu,-ds
0

rae cy a,, ay, Qg OpilioBu oplloroxaaxor Mpujeapa Hojaca kpuse t,=t, ().
« (Baxae af =rt, ().
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Aro je t, saliBopena kpupa pyxcune | a ¢ Ma Kakas cilanax
BexlIOp, OHAG 3a CBaku i@ojac Hocada t, Baxce obpacyu:

fca; Kds=c ku(0) (a; ) - ab (0)) ¢ j;apkvds, yp,

rae K, o3navasa fa je unilierpan y3ell Zyx kpuse Q.

L

Jlokas, JIOBO/BHO je Aa JOKAXKEMO jefas OJ OBHX LIECT 06pa-

3ala, jep Ce OCTalAMX NeT MOKA3yjy Ha MOTNYHO HCTH HAa4WH. Y3MHUMO,
Ha npumep, v=2 u p=3. Taga napuujajHOM HHTErpaunujoM no6uBaMo

fc af k' ds=c k (0) (a‘z'.(l)—a‘z‘ (0)}- §c 0y ky ds.

v

360r ky= —a’yq,, a H2 0CHOBY JIaHrpaHeBOT HAEHTHTETA, L0OUBA Ce
- §c A kg ds= ff(c a5) (a3 a)) ds
= ff(cxa’z) (@ X)) ds+ ff(c a) (e a) d's

== — §(c><a'2)‘as ds,

jep je asXa;= —as, @ BEKTOP ', je ynpasBaH. HA .BEKTOp ay. 360r
¢Xa'y=(cXay) n06uBA c€ NapIMjaJHOM HHTErpanujom

4
+.
(U

- §(°><0'z) a3 ds="-(cX0;) Qg ff(ixaz) ads

= — §c‘ (a'sXaz)ds.

C 053Hp0M Ha Tpehy ®peneoBy -jeHauHHy ‘je a'yXaz=Fky a5, na je

- §(c><a’2)a3ds= - §c'a3 kods
s ¢ 1 s

=—cfa3k2ds +§c’dsfa3k2ds

0 [ 0

= —C§a3k2dsav

jep je ¢'=0.
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2.2. loxa3 teopeme 1.!) YouumMo KpHUBHHCKM MOjac KPHBE Ty,
Taza je, K20 WTO CMO DEKIH, ky= — %N, kg=%; H @i =tr,. 32 v=1,
p=2,3 obpacuu nomohHor craBa 1 riace npemMa ToMme OBaKoO:

_(1) —§cr1des= —c§a2k1ds=0,

(2) &cr1ngS=—C§as.k1d.S=.0,

jep je Ayx Hocaya xpuBuﬂéxor nojaca, Tj. Ayx JuHHje KpuBHHE, k) =0.

Kako ¢y =y ‘M %, nepuonuune (QyHKIOHje, TO CE HHHUXOBE
e€KCTpEMHE BPENHOCTH MO0jaBbyjy y mnapuoM 6pojy. OTyna caeau:
aKo MPeTMOCTaBHMO Ja TeopeMa | Huje TauHa, %y H % he€ HMaTH
TauHO JIB€ €KCTPEMHE BDEIHOCTH.

[pernocrasumo Ja 'y H %', Memajy CBOj 3HAK y Taykama
$=$, H $=38, (TO HE 3HAYM A Ccy OpOjeBH §; H S, HCTH y OXHOCY
Ha %y M HA %,;; HO KAKO j€ NOKAa3 3a xy HE3aBHCaH OJ JA0Ka3a 3a %,
TO MOXEMO YCBOjUTH 0Baj CKkpaheHH Ha4YHH HU3PaXKaBamba).

_ Ilo npernocraBuM, KpPO3 Tauke
§, H S, MNpOJA3H HajMame jelHa
paBan /I xoja ca KDHBOM HEMa APYTHX
3aje AHHYKHX TadaKa.

Kako cy uuterpanu (1) u (2) ussa-
pHjaHTHH ¢ 063upOM Ha H360p noueTKa
O BexkTopa r;, To hemo Tauky O H3a-
6patu y passu [I. CTaaHH BEKTOpP ¢
HEeKa je ynpasaH Ha pasan [1. Tazma
H3pa3H cr, X'y H I, %'z HE MEHaA]y
3nak (Buiu ca. 1 ca i=1, 1j. af =1y).
Crora je

§c1117.’N ds==0 =u §crix'gds=i=0
wTO Ce NpoTHBH jeanaunHama (1) u (2).

Hokas Teopeme 2. YoudMO OCKyJaTOPHH NOjac KpHUBE T;.
Taga je xa0o wWTO CMO BHAEAH k;=T, Ky=% W Qy=n, N2 je a} =1,.
- FlpeMa ‘Tome, ako je t, 3aTBOpPE€Ha KpHBA, o6pacuu noMohHOr cTasa 1

raacuhie 33 v=1, pn=2,3 oBako:

1) Oszae ynoTpe6/beHH MOCTYRak nmpoudpyje nosnatd noctynak G. Herglotz-a
{1, crp. 17—18]
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3) jﬁcrzr'd_s= —c§a1k2ds=0,

) §cr2 wds=—c§c,, k, ds=0,

jep je myx ockyaatopsor mojaca k,=0. Hcrum mocrynkoM Kao u
Hanpen, a Bogehu pauysa o TomMe Ja je r, 3aTBOpPEHa KOHBEKCHa
KpHBa MCTE HYyXHHE KAa0 H KpHBa 1,, AOWLIH OGHCMO, NOX MNpPETNo-
CT4BKOM [1a T M % HMA3jy TA4HO ABE EKCTPEMHE TAuKe, 70 3aK/byuKa Ja

¢t M "'crzx'
HE M€majy cBOj 3Hak (Buau ca. 1 ca i=2, Tj. at =t,). Kao u nanmpen,
BHAM C€ Ja je 0BO Y KOHTpaXuKOUjH ca jexuadnnama (3) u (4).

Ha mecto ockyaaTopHor mojaca Moras CMO 3a JOKa3 ynorpe-
64TH H TeO0JeTCKH Mojac.
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UBER DIE SCHEITEL DER"’?‘GESC{HI{;OSSENEN KURVEN
VOJISLAV G. AVAKUMOVIC

Definition: Eine viermal stetig differenzierbare geschlossene
Kurve t,=t,(s) wird konvex genannt falls durch je zwei auf der
Kurve liegende Punkte mindestens eine Ebene geht die mit der
Kurve sonst keine gemeinsame Punkte hat.

Verfasser beweist: 1. Die geodéitische Kriimmung x, und die nor-
male Krimmung wy einer geschlossenen konvexen Kriimmungskurve
haben mindestens vier Extremalwerte.

2. Es sei r; =1, (s) eine geschlossene Kurve und
T () =1, (0) + fndé
0

(wobei n Idie Hauptnormale der Kurve 1; bezeichnet) eine geschlos-
sene konvexe Kurve. Dann haben die Kriimmung x und die Windung
« der Kurve v, mindestens vier Extremalwerte.

“sgin




