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БОГОЉУБ СТАНКОВИЋ 

РЕШЕЊЕ ЈЕДНЕ ХОМОГЕНЕ ИНТЕГРАЛНЕ ЈЕДНАЧИНЕ 

1. У овом раду посматраhу линеарну хомогену интегралну 
једначину 

1 ЈСХ> t' t (х)= V1rX е- 4% t и) dt (1) 
о 

која има следеhе физичко тумачење. 

Распоред топлоте у линеарном проводнику дат је једначином: 

де д2 е 

дt дх2 

Нека је проводник неограничен са оба краја и задовољава почетне 
услове 

{ 
t (х) за 

8(х,0)= О 
за 

х;>О 

Х<О. 

Тада је решење парцијалне једна чине провођења топлоте 
дато релацијом 

со 

1 , (х-и)" 
е (х, t) = ]г:::. е-4t t (и) du. 

2y1tt~ 
(2) 

о 

Нека је поред почетног услова дат и nгранични", наиме· нека 
је у тачки:х=О распоред топлоте дат за свако t;> О и то тако да је 

е (О, t) = ~ t (t) , 
где је 1. произвољан параметар. Питање је која функција t (t) 
може, на основу релације (2), да задовољи ове услове. Налажење 
функције t (х) се тада своди на решавање интегралне једначине (1): 

Једначину (1) можемо сматрати и као карактеристичну секу· 
ларну једначину интегралне трансформације са језгром 

1 t' 
--=е-4х, 
YrtX 
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тј. трансформације 

1 [ОО t" 
G (о) = V те6. е4а f (t) dt. 

о 

(3) 

Због сличности овог језгра са језгром Гаусове трансформације, 

1 (; - t)2 

V'ltO е4а, 

ову трансформацију назваhемо g-трансформацијОМ, иако се она 
једноставним сменама своди, у извесном смислу, на Лапласову. 
Према томе, решења једначине (1) су карактеристичне (сопствене) 
функције g-трансформације, и циљ овога рада је да покаже да 
је спектар карактеристичних (сопствених) вредности А ове транс
формације непрекидан, као и јединственост њима одговарајуhих 
карактеристичних функција f и) (тј. јединственост решења сингу
ларне интегралне једначине (1)), ако при томе претпоставимо да 
се исте правилно понаша ју било за t = О, било за t = оо и то у 
тачки 2 наведеном смислу. Ако међутим за ова решења ништа 
не претпоставимо, једначина (1) има још бескрајно много решења 
као што се види из примедбе на крају рада. 

Једначину (1) решавао је М. Пароди [1] симболичким рачу
ном. Лапласовом трансформацијом, 

оо 

ср (s) = S e-st f (t) dt, 
о 

. свео је интегралну једначиtlу (1) на функционалну једначину 

и показао да су за А= 1 и А=2 решења једначине (4) 

qJ (s) = ~ , 
s 

односно 

Јп s 
ср (s)~-. 

s 

(4) 

Према томе, f (t) = 1 је решење једначине (1) за А=-= 1, а f (ђ = Јп t+c 
за A~2, где је с Ојлерова константа. 

Овде ћемо, међутим, показати да свакој позитив~ој вред
ности А одговара одређено решење како интегралне једначине 
(1), тако и функционалне једначине (4) и да су она, до на једну 
мултипликативну константу, једин::! решења која се у тачки t=O 
или t- оо правилно понашају. 
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2. За функцију q (х) казапемо да се правилно понаша у бли
зини тачке х = О (односно х = оо) ако задовољава релацију 

q (х),....., ха L (х) кад х .... О (односно х .... оо), 

где је L (х) позитивна и непрекидна функција за х> О, која при
пада класи споропроменљивих функција, тј. задовољава услов да 

!:Ји х) .... 1 
L (х) 

за свако и> О кад х .... О (односно х .... оо). 

Наведимо овде само оне особине овако дефинисане класе 
функција q (х) = ха L (х) које Ьемо користити у даљем раду 
(в. Карамата [2, 3]). 

А. 

В. q (х) .... О , а > О, х .... О; 

q (х) -1 ОО,' С'. < О , х .... О; 

С. Ставимо 

Р1 (у) = Мах {х! L (х)} , 
O~x~y 

Рl (у)= Min {хУ L (х)}, 
х>у (у>О) 

Р2 (У)= Мах {x-УL(х)}, Р2(У)= Min (x-УL(х)}. 
x~y O~x~y 

Тада је, кад х ~ О, 

а. Р1 ,....., хУ L (х), 

Р2 ,....., х-У L (х); 

Ь. Рl (у) ,....., хУ L (х) , 

Р2 (у) ,....., х-У L (х) . 

Према томе су Рј (у) И Р; (у) функције које се такође правилно 
понашају за х=О, а при томе су обе функције монотоне. 

3. Обележимо са ср (s) Лапласову трансформацију функ
ције f (t), 

ср (s) = r e-st f (t) dt 

и докажимо најпре став Абелове врсте који се односи на пона
шање функције ср (s) кад s -1 ОО. 

7 Зборннк 
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Став 1. АIlО се t (х) Понаша Правилно у близини х = О, НЈена 
Лаi1ласова трансформација ср (s) се правилно Понаша у близини 
s = оо; Прецизније из 

следи 

СПецијално из 

следи 

за сваllО ~. 

t(X)r-.Jq(х)=хаL(х), а>-l, x~O, 

s ср (s) "" Г (а + 1) q (l/s), s ~ оо. 

t (х) r-.J Iln х 111 L * (Iln х 1), х ~ О, 

Scp(S)r-.JlПllsL*(lпs), s~oo 

(6) 

Овај је став формулисао Деч [4],. али га не дока
зује, веn само указује на главне црте његовог доказа [5]. Осим 
тога, став 1 је у извесном смислу дуалан ставу који је доказао 
К. Кноп [7], где је "х ~ О, s ~ оо" замењено са "х ~ ОО, S ~ О", 
а који гласи 

Став 1*. АIlО је L (х) СUОРОПроменљива ФУНllција, а > - 1 и 
q (x)~xa L (х) тада из 

следи 

t (х) "" q (х), . х ~ оо , 

scp(s)""r(a+l)q(~), s~O. 

Да бисмо доказали став 1, докажимо претходно овај по
моnни став: 

Паманни став. АIlО је L (х) сПороuромеf(љива функција и 
а > - 1, тада је 

оо 

S e-f1a ,а L (!) dt"" Г (а t 1) Cfrt+l L (Cf). 
О 

Доказ. Нека је а>О и О<у<а+l; тада је 

~ а 

Ј(а)= 1 je-tlаtrtL(t)dt=-_l_је-ttа-У(Cft)У L(Cft)dt+ 
Cf«+1 L(Cf) CfY L (Cf) . 

О О . 

~ 

+--l--Ј е-! ta+Y (Cft)-r L (Cf t) dt, 
Cf-УL(Cf) 

о 
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па је на основу особине 2.С.а. 

а отуда 
а оо 

Нт sup Ј (о) :( аУ Ј е- ! ta.-y dt+ а-У Ј е-! /а.+У dt. 
,,=0 о а 

Како ово важи за произвољно мало у > О то можемо пустити 
да у -+ О, па је 

оо 

Нт sup Ј(о):( Ј e-tta.dt=r(ct+l). 
,,=0 о 

Сличним поступком из особине 2.С.Ь. следи да је 

Нт iпf Ј (о) > Г (а+ 1), 
,,-о 

а тиме је помоhни став доказан. 

д о к а з с т а в а 1. Према (6) можемо ставити: 

f (х)=х« L (Х)+6 (х) ха L (х) 

тако да 

6 (х) -+ О , х -+ О. 

А . 1. 
ко ЈОШ ставимо S = (Ј' тада Је 

оо оо 

ср (1/0) = Ј e-t/" ta. L (t) d/ + Ј e-t/" 8 (t) ta L (t) dt , 
. о о 

па се, према помоhном ставу, тврђење става .Ј своди на 

оо 

Ј e-t/"s(t)tаL (i)dt-o {oa.+lL (о)}, 0-+0. (7) 
о 

Нека је 6> О И 11 тако изабрано да буде 

/ 6 (t) / < 6 за О ~ t ~ "",' 
г (" + 1 ) ~ ~". 
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тада је 
ОО 

I f e--t/g 8 (t) ta L (!) dt I < 
о 

11 ОО < f e-t/a I8 џ) I t a L (!) dt+ f e-t/a I8 (t) I t a L (ђ dt < 
о ~ 

< 8 Ге-tlаtаL(t)dt+о(е-~/а)< 
Г(а;+l) о 

<8ба+1 L(б) + о {ба +1 L (о)}, б~О, 

што доказује релацију (7), а тиме је и став 1 доказан. 

Посматрајмо, сада, g-трансформацију (1) и извршимо У њој 
смене 

1 
-=s, t=V~. 
4б 

Тада је 

или 

о (~) = '/ s ЈОО e-s"С {(,~1:) d-r 
4s ~ 3't "v 't' 

О 

ОО 

q> (s) = Ј e-s"С g('t') d-c, 
о 

() 1 Гrr.- О ( 1 ) g, ( ... ) = {~~-;1:) . 
ср s ~ V s 4's' , • v • 

Према томе за g-трансформацију важи аналоган став ставу 1 
који гласи: 

I 

Став 11. Нека је g-шрансфор.мација конвергеншна за О <б < бо и 

{(х),....., х ll L (х2) , ~ > -1, х ~ О, 

где се L (х) си.оро .мења, шада је 

О (б)""'" 2~г (13+ 1) бllЈ2 L (б), 
'J'fГ. 2 

б~О. 

Наведимо овде још два гранична случаја ставова 1 и П и то: 

Став 111. Нека је ср (s) Лаiiласова шрансфор.мација функције 
{(х). Ако је {(х) неирекидна за х=О шада је и scp(s) неирекидно 
за s= оо, Шј. из 

следи 

{(х) ~ { ( + О), х ~ О, 

scp(s)-+{(+O), s~oo. 
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Став JV. Нека је G (о') g-трансфор.м.ација функције f (х). Ако 
је f (х) неfiрекидно за х = О, тада је и G (о') неfiрекидно за х = О,тј. из 

следи 

f (х) -+ f( + О), х -+ О, 

G (б) -+ f ( + О), б -+ О . 

4. При обради интегралне једначине (1) користиhемо се 
решењима функционалне једначине 

чг (s) = л Ф (VS> 
која претставља специјалан случај Шредерове 

чг (s) = л чг [а (s)) . 

(8) 

Између низа радова о Шредеровој функционалној једна
чини напоменуhемо овде испитивања П. Апела [6] који је посма
трао једначину 

F [а (х)] = Р(х) 

као уопштење једна чине која дефинише периодичне функције. 
П. Апел наводи као пример случај када је а (х) = х2 што одго
вара једначини (8) за л -= 2 и добија решење у облику реда 

F (х) = L х2n +1 (1- х2n)2, I х 1<1. 
-оо 

Међутим, лако је непосредно проверити да се опште 
једначине (8) може написати у облику 

!!!..ЈЕ.!. (1 п 1 п s ') 
чг (s) = А ln 2 (1) -2- , 

/п 

решење 

(9) 

г де је w (t) произвољна функција периоде 1, тј. задовољава релацију 

ш(х+l)~ш(х). 

5. Вратимо се једначини (1). Ако претпоставимо да је функ
ција десно непрекидна, тада је на основу става IV 

f ( + О) = л f (+ О) • 

Ова, пак, релација за f ( + О) i= О може бити задовољена само ако 
је л = 1. Према томе, само ако је л = 1 једначина (1) допушта 
решења која су десно непрекидна и различита од нуле З8 х = О. 

Потражимо ова решења ако при томе још претпоставимо да 
је за s > 80 функција е-ех f (х) интеграбилна у размаку (О, оо). 



102 Богољуб Станковиh 

Лапласовом трансформацијом једначина (1) своди се на функ
ЦИОiiалну 

1. lГ 
q> (s) = -VS q> (у s ) 

која, када се стави 

s q> (s) = Чr (s) , 

прелази у једначину (8) чије је решење (9). За 1. = 1 решење(9) 
се своди на 

Чr (s) = w (/п /п s) . 
• /п 2 (10) 

Како, на основу става IlI, непрекидност функције f (х) за х = О 
повлачи за собом непрекидност функције Чr (s) = s q> (s) за s = оо, 
то непрекидном решењу за х = О једначине (1) одговара непре
кидно решење (10) за s = оо. На основу периодичности функције 
оо (х) то је могупе само ако је w (х) = сопst. тј. q> (s) = l/s, 
односно f (х) = 1. 

Став v. Једино решеfbе f (х) једна чине (1) за 1. = 1 која има 
особине да је 

1. неирекидно и различито од нуле за х = О, 
2. e-SX f (х) интеграбилно у размаку (О, оо) за s > so, 

јесте f (х) ~ 1. 

Претпоставимо, даље, да је 

f (х) ""' xtl L (х2) ; 

тада на основу става 11 и једначине (1) следи 

{(х) ""' 2tl1. Г (~ + 1) xtl/2 L (х). 
V 11: 1 

Да би обе ове релације могле да постоје мора да буде 

а. ~=O, 

Ь. L (х
2

) -+ 1. х -+ О. 
L (х) , 

Ставимо у релацији Ь. х = е-У и L (е-У) = R (у). Она се тада 
своди на 

R (2 у) -+ 1. У -+ оо 
R (у) , , 

а . ова последња је увек задовољена када је R (у) облика 

R(y) = yv L* (у). 
Према томе, ако је 

L(x)=I/nxlv L*(llnxl) 
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релација Ь. Ье бити увек задовољена ако је при томе л = 2v• Како 
v може бити макакав број, то следи да је спектар карактери
стичних вредности g-трансформације непрекидан. 

Потражимо карактеристичне функције које одговарају карак
теристичним вредностима л = 2". Како је наш циљ да нађемо 
решење једначине (1) које се правилно понаша за х = О, то се на 
основу става 1, мора правилно понашати и Лапласова транс
формација тог решења. Решење (9) једначине (8), пак, може се 
правилно понашати за s = оо само ако је ОЈ (х) = const., па је, 
према томе 

а одакле следи даје 

lп lп S 

t (s) = А /ii2 = lnv s , 

1 
ср (s) = -lnv s 

s 

Став VJ. Једино реше1Ье једна чине (1) за л = 2v које и.41а особине 

1. t (s) "" x~ L (х2) , ~ > - 1, х .. оо , 
2. е-ВХ f (х) иншеграбилно у размаку (О, оо), S > so, 

јесше f (х) ::Ј ...!..lnv s. 
s 

Видели смо да је основа читавог расматрања био став 1 који 
даје понашање Лапласове трансформације за s = оо под претпо
ставком о понашању t (х) за х = О. Међутим, ако пођемо од става 
1*, доhи Ьемо до истих закључака и основни став који би одго
варао ставу VI гласи: 

Став VI*. Једино реше1Ье једна чине (1) за A=2v, које има 
особuне 

1. t(x)""X~L(X2), ~>= 1, х .. оо, 
2. е-ВХ t (х) иншеграбuлно у размаку (О, оо) за свако s > О 

lnv s 
јесше f (х) ::Ј - . 

s 

б. Покажимо на крају како се може одредити функција t (х) 
која је одређена са једначином 

оо 

Ј e-st t (t) dt = + lnv s. 

о 

а) ~v.= k . цео број :> О. Да бисмо у овом случају нашли 
lnv s 

L-функцију t (t) која одговара l-функцији ср (s) = -, пођимо од s 
интеграла 

. 1 ЈОО 
S-X - e-st tx- 1 dt . 

Г (х) 
о 
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k-ти извод леве и десне стране релације, за х= 1, даје 

k . оо 

( - l)k /n
k 

s = L( ~ Ј' [_~.J(j) f e-st (ln t)k-i dt 
s 1 Г (х) Х=l 

{=о О 

тако да је тражена функција f (х) дата изразом 

:,'; ·.:)~г,:'-" '/ (х) = (_ 1)~":± (~) Уј(!П x)k~<'" 
i==O 

.• ј,. 

где смо ставили 

1 оо хј 

Г (1 +х) = L УјјЈ' 
(==О 

Ь) v < О. Ставимо v = - р., }1 > о и користиhемо след~hу везу 
за Лапласову трансформацију [8] 

оо 

f х! r и) dt:J~ (ln s) 
r(t+l) s g , 

О 
tl1-1 

где r(s):Jg(s). У нашем случају је g(s)=s-l1, па јег(t)=Г(}1) 

а одатле следи да је 
оо 

f (х)=-- dt:J - !п-11 s. 1 f xt fl1-1 1 
Г(}1) r(t+l) s 

О 

с) v произвољан позитиван број. У случају а), за v = k цео 
број ;> О имали смо 

k 

!n
k 

s """ (k) " -s-c ( - l)k L.." i YI (ln XY-l = fk (х) , 
i=O 

а у случају Ь), за" v = -}1 :( о 
оо 

--с- df=q>I1(x), СРо(Х)=О. 1 1 f х! fl1- 1 

sln l1 s Г(џ.) r(t+l) 
О 

Нека је сада v;>O. Ставимо k=[v-O]+I, k-}1=v>О и обра
зујмо композицију од fk (t) и СРЈЈ. (t), тј. 

t 

ln
k 

., ._l_с СР; (t) f'k (f) = f 'Р11 (t- '() fk ('t) d't, 
S S /пЈ1 S 

О 

~. 



Решење једне х()могене интеграnне једначине 

односно 

1 /n
у 

s * ( ) f* ( ) - --с <рЈ1 t k t . 
s s 

Према томе је тражена функција 

1 f (х) -::Ј - /nУ s, v> о, 
s 

дата изразом 

f (х) = ~ {<p~ (хННх) } . 
dx 
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Примедба. Др Ј. Карамата дао ми је пример функције која 
задовољава једначину (1), а која се не понаша правилно за х = О 
или х ~ ОС. 

Ако ПОђемо од релације 

г (~:и) = v:x Ј<ХЈ е- /: -г-(-/-:-и2-и-) dt (11) 
о 

па је помножимо са функцијом 

иЈ1-1 (1) е: ~), (1) (х+ 1)=(1) (х), 

и интегришемо по и у границама од О до ос, добиhемо функцију 

<ХЈ 

f (х) = r ха иЈ1- 1 (1) (ln иј/п 2) du 
~ Г(и+l) 
о 

која задовољава једначину (1) са 1. = 2-Ј1 , а не понаша се пра
вилно. Или ако релацију (11) претходно диференцирамо довољан 

број пута, па је затим помножимо са истом фукцијом иЈ1-1 (1) (ln и) 
/n 2 

добиhемо решење једна чине (1) са произвољно 1. > О. 
Исто тако ми је Др. Ј. Карамата указао да се ре"зултати из 

6 а, Ь, с могу на сличан начин добити директно из релације (11). 
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SOLUТION D'UNE EQUAТION INTEGRALE HOMOGENE 

par 

BOGOLJUB STANKOVIC 

Еп рагtапt des theoremes de паtuге аЬеliеппе sur Ја tгапsfогmаtiоп 
. 

ао '. 
G (а) = 1 f е - : а t (1) dt , 

Уn с1 
о 

dопt queIques-uпs sопt dеmопtгеs dапs cette поtе, оп раtviепt, sur 
l'equatiol1 iпtеgгаIе 

л Ј<?" t
2 

t(x) = Уnх ,е- 4ж t(l)dt, 
о 

аих resultats suivапts: 
1. Le spectre des vaIeurs caracteris1iques de cette еquаtiоп iпtе

graIe est сопtiпu. 
2. Оп а mопtrе I'ехistепсе des fопсtiопs caracteristiques de cette 

еquаtiоп iпtеgгаlе аiпsi que Ieur uпiсitе si оп se limite а Ја cIasse 
des fопсtiопs "se соmрогtапt геguliегеmепt" аи vаisiпаgе de х = О 
ои х - оо. 

3. Оп еп а dоппе aussi les sоlutiопs. 
Ј. Karamata а dоппе uп сопtгеехеmрlе mопtrапt que, si l'оп пе 

se limite pas аих fопсtiопs "se соmрогtапt геguliегеmепt", des fопс
tiопs caracteristiques correspondant а uпе valeur caracteristique i1 еп 
existe еп поmЬге iпfiпi. 

L'еquаtiоп iпtеgгаlе а aussi sa signification physique. Si par 
8 (х, t) оп dоппе lа repartition de chaleur dans uп conducteur lineaire 
ilIimite аих сопditiопs iпitiаlеs sui vапtеs: 

9(х,0) = {{(Х) pourx;>O 
О роиЈ х <О, 

te les "сопditiопs limites" 

8 (О,ђ = ~ t(x), 

l'еquаtiоп iпtеgгаlе dоппе alors lа fопсtiоп t (х). ' 

,.,;о,.,. 

,;~ 
'.-јо 


