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МИОДРАГ ТОМИЋ 

О ЈЕДНОМ СТАВУ Л. БЕРВАЛДА 

1. У свом раду [IJ, као специјалан случај једног општег 
става ([1] став 2, стр. 67, види такође [5]) л. Бервалд је доказао 
овај став, који садржи познати Какејев став: 

Allo 1l0ефицијенши реалног Uолинома 

(1) 

задовољавају неједначине 

О > со > сl > ... > Ck-1 , 

(2) Ck > Ck-1 > ... > сп , 
О < k < п + 1, С-1 = СП +1 = О , 

шада Uолином f (х) има на јединичном IlPyry највише uросшу нулу 
х = 1, у унуiIiрашљосши јединичног Ilpyra k или k - 1 нула йрема 
шоме да ли је f (1) > или <; О ([1] став 3, стр. 70). 

За доказ свих ставова ове врсте поменути аутор користи 
више помоhних ставова, између осталог један Фејеров став ([IJ 
Hi1fssatz 1, стр. 62-63) који се односи на косинусне полиноме са 
конвексним коефицијентима. 

Овде Ьемо доказати овај став користеhи један прост геоме­
триски принцип који смо и раније употребљавали за доказ сличних 
ставова [3Ј, [4]. Сем тога користим још и чињеницу да су нуле 
Uолинома неUреllидне ФУНllције 1l0ефицијенаШа. 

Истим геометриским принципом доказаhемо и следеhи став 
А. Брауера ([2Ј, став 2) који не следи из Бервалдових ставова: 

Полином 

(8) 

г де су ai цели 1l0ефицијенши 1l0;U задовољавају услове 

(4) 

има све нуле сем једне у јединичном IlPyry. 
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Преко једног става О. Перона, А. Брауер [2] изводи из овог 
.става да је Полино.м. (3) са цели.м. рационални.м. ноефицијенти.м.а ноји 
задовољавају (4), несводљив у рационално.м. или квадратно.м. и.м.аги­
нарном Пољу. 

2. Гео.м.етриска интерПретација и њене особине [3], [4]: 

А. Нека су 

(5) 

п 

(6) zo~o, Zn+l=LаvеvЭi, n=О,I, 0<8<1t, 
v=o 

Kv кругови из чијих се тачака дуж Zv ZV+l види под углом 8/2. 

К. 

Сл. 1 

Тада је (в. сл. 1) 

1 о Ко ~ К1 ~ К2 ~ '" ~ Кп . 

20 Тангента у тачки Zn на круг 

Кп заклапа угао - 8/2 са Zn-t ZN. Спе­
цијално тангента у почетку Zo' чини 
угао - 8/2 са реалном осом. 

В. На исти начин се образује 
систем кругова и изводе њихове осо­

бине 1 о и 20 ако је 

О < ао < а 1 < а2 < ". <;: аn • 
у овом случају биhе, например, осо­
бина 1 о изражена са 

1 о Ко ~ К1 ~ К2 ~ '" ~ Кп . 

3. Доказ Бервалдова става . . 
Написаhемо (1) са условима (2) у облику 

- t (х) = - со - С1 Х - ••• - Ck-l Xk- 1 - xk (Ck + Ck+ 1 Х + ... + СП Xn- k ) .• 

Због првог услова (2) према В 10 за х=еGј (8'1 о) збир 

- СО - С1 Х - ••• - Ck-l X k- 1 , 

налази се у систему кругова Ко С К1 С К2 С ... С Kk - 1 , односно 
на кругу Kk - 1 (в. сл. 2). 

Због другог од услова (2) за х = ее ј (8 '1 о) вектор 
_xk (Ck +Ck+1 х+ ... + СП xn - k ) 

је у систему кругова К'о:Ј К'l :Ј ... :Ј IOn-k' Кругови Kk- 1 И К'о 
-~ 

имају заједничку тангенту МТ, тј. дnдирују се споља (в. сл. 2). 
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Ово следи из А 20 и В 20. Отуда је f (e6i ) f. О за 0< 8 ~ Я, јер 
--+ 

је крај вектора f (e6i ) увек изнад МТ, тј. изван круга Ко (на Ko~e 
лежи О). Нека је сада, например, 
f (1) > О. Ако на непрекидан на­
чин првих k коефицијената со' 
С 1 , .,. Ck-l теже нули, а при томе 
услови (2) остају стално испу-
њени следи да f (х) има п - k нула /' 
изван круга I х I =-= 1. У ствари, тада / 

I 

- f(x) -+-xk (Ck+Ck+1X + ... + cnxn - k), " 
I 

а овај последњи полином има ~K._, 
према Какеја ставу [3) п - k нула \ 
ван Ixl~l, па је то случај и у \ 
почетном положају (где је f (х) '" 
дато са (1». Ово следи из чиње- ...... 
нице да је услов (2) по претпо- ------
ставци стално испуњен, тако да Сл. 2 
ни једна нула приликом варија- . 
ције Су (v=O, 1,2, ... , k - 1) не може доhи на круг I х 1=1 догод је 
8 f. О. (За свако 8 f. О и Су постоји слика 2.) Сем тога, када 
Сџ;, v = О, 1,2, ... , k - 1 теже нули (например монотоно) биhе стално 
- f (1) < О као у почетном положају, па нуле не могу преhи ни 
кроз реалну осу. f (х) има још једну реалну нулу у (0,1) ако је 
f (1) > О, што се непосредно види из f (О) = Со < О и f (1) > О. 

Ако је f (1) "О, резоновање је потпуно исто, само треба 
пустити да последњих п - k коефицијената ck, Ck+l' ... , cn-k теже 
непрекидно нули. 

Доказ Брауерова clllaBa. За 8 f. о, I х I > 1 (х = I х I е6 ј) лако се 
види да је ср (х) дато са (3) f. О. Довољно је да ср (х) напишемо 
у облику 

- ср (х) = ап + .. , +- а1 хп-1 - хп • 

Први збир овог израза налази се у систему кругова (сл. 2) КО, 
КЈ , ... , Кп-1 , који се могу и сви поклапати (ако је а1 "'" а2 = ... = ап), 

а члан- хп на правој MR, дакле изван К о' Тиме је доказано да 
је ср (х) f. О за 8 f. О и I х I > 1. Функција ср (х)јхП има само један 
реалан корен у (1,00), јер ср(х)јхп -+l за х-+оо и ср(I)<О (јер 
су ај бројеви *0) и најзад извод од {ср (х)јхп ) је позитиван за 
х> О. Дакле, (п - 1) корена од ср (х) су у кругу I х I = 1. 
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SUR UN THEOREME ОЕ L. BERW ALD 
. par 

МЮDRАG TOMIC 

Еп utilisant ипе methode geometrique elementaire, deja exposee 
dans [3] et [4], оп deduit ипе simple demonstration du suivant Љео­
reme de L. Berwald ([1] th. 3, р. 70): 

Si les coetticients d'un polynome (1) satis/ont аих conditions (2) 
alors (1) .possede sur lа circonterence du cercle d'unite аи plus ип zero 
simple х = 1 е! dans lе circle d'unite k ои k - 1 zeros suivant que 
/(1) > ои < О. 

La тете methode geometrique donne immediatement lе suivant 
heorem ~ d ~ А. Bra uer ([2], th. 2): 

Le роlупбmе (3) dont les coe/ficients sont des nombres entiers 
satis/aisant аих (4), а tous ces zeros, а l'exception d'un, dans lе 
cercle d'unite. 

La demonstration du theoreme de L. Berwald exige encore le 
ait Ыеп соппи, que les zeros d'un роlупбm е sont des fonctions 
continues de ses coefficients. 


