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МИЛОШ РАДОЈЧИЋ 

О ПРОБЛЕМУ РИМАНОВИХ ПОВРШИ 

1. Ри.манова uоврш и Риманова област. - Реч је о конфор
мном пресликавању области које припадају Римановим површима. 
Занимаhе нас питање руба тих области. Ограничиhемо се на кон
формно пресликзвање једноструко uовезаних отворених области. 
Но пре него што пређемо на предмет овог излагања утврдимо 
извесне називе, не износеhи строгих дефиниција. Разликоваhемо 
наиме Ри.манову (или риманску) uоврш * од макакве вишелuсне 
области. Та се разлика увек не поставља јасно, али често прет
поставља. 

Имајуhи на уму да се листовима називају извесне области
које нигде не покривају раван више од једанпут, ми ћемо сваку 
отворену или затворену област разастрту над једном равни у 
смислу Риманових површи, - област за коју можемо сматрати 
и да настаје аналитичким продужавањем неке мултиформне анали
тичке функције - називати напросто Римановом или вuшелuсном 
облашhу. Опште посматрано, таква област покрива раван негде 
више, негде мање пута, а неге ни једанпут. У том смислу једно
лuсне области су посебна врста Риманових области. 

Римановом uовршu називаhемо пак у овом излагању више
лисну област само ако се она не може сматрати nправим" делом 
друге (шире) вишелисне облати (ако се дакле, међу осталим, ана
литичко продужавање изврши до крајњих могуhности). 

Према томе, сваку вишелисну област можемо сматрати делом 
неке Рима нове површи. ** Обичне тачке и алгебарске завојне тачке 
су увек унутарње тачке Риманових површи, трансцеl;щентне завојне 
тачке образују (ако их има) њихове рубове. *** 

* Употребљавамо реч iiОВРШ за геометриски лик iкоји се у нас обично 
назива површином (surface, Flache) а реч iiовршuна за величину или меру површи 
(aire, Fli!cheninhalt). 

** Под Римановом површи подразумева се често макаква област екси
стенције неке мултиформне аналитичке фУНКЦr!је, у којој је ова униформа, дакле 
макаква вишелисна област. Оправдана је и таква употреба назива, но тада би оно 
што сад називамо • РЯмановом површи" требало друкчије назвати (нпр .• потпуном 
Римановом површи', за разлику од осталих, .непотпуних"). 

*** Завојна ii1ачка или ii1ачка rpaHalba = Windungspunkt (Verzweigungs
punkt), point de ramificatiol1. 



16 Милош Радојчиh 
----------------------------------------------------------

2. Основни ClliaB конфор.мног иресликава1Ьа. - Пођимо од тзв. 
основног става конформног пресликавања једнолисних, једноструко 
повезаних отворених области. Њиме се изражава неограничена 
могуЬност конформног пресликавања таквих области међу собом, 
под условом да разликујемо llipu Bpcllie тих области: 1. области 
чији руб садржи више од једне тачке, 2. области чији се руб 
састоји само из једне тачке и 3. област која нема руба, која се 
дакле састоји из целе бројне равни укључивши и бесконачно 
далеку тачку. Постоји наиме став који потиче још од Римана 
[В. Юеmаnn, 1, 1851 Ј, али је тек доцније потпуно доказан [D. Hilbert, 
1-3, 1900-1909; R. Courant, 1--4, 1910-1914; Р. КоеЬе, 1, 2, 
1912--1915; С. Caratheodory, 1, 2, 1912-1914 и др.Ј и по коме се 
свака једнолисна јеДНОСlliруко иовезана olliBopeHa облаСlli .може ире
сликаlliи оБОСlliрано једнозначно и конфор.мно на сваку другу lliaKBY 
облаСlli исте врсте. 

у ствари доказује се прво став по коме се свака једнолисна 
једноструко иовезана olliBopeHa област равни .може иресликати 
обострано једнозначно II конфор.мно на једну од три отворене 
области w-равни: 

на кружну облаСlli I w I < R <оо 

I1ли на целу отворену раван I w I < оо 
или на целу заlliворену раван I w I < оо 

ире.ма шо.ме да ли се 1Ьен руб састоји из вишеlliачака, или са.мо 
из једне lliачке, или ниједне. Из овог става следује претходни непо
средно. Једва је потребно споменути да у другом и треЬем слу
чају прt:сликавања врше линеарне функције. Само у првом слу
чају функције које врше пресликавања су опште природе. 

3. Конфор.мно йреСЛU1сава1Ье вишелисних једносlliруко iiовезаних 
06ласlliи. - За вишелисне једноструко повезане отворене области 
може се унапред очекивати аналоган став, уопштење претходног. 

Заиста постоји [КоеЬе, 3, 4, 1909; Соигаnј, 1-4, 1910-1914Ј сле
деhи општи став: 

Свака вишелисна једноструко йовеаана отворена облаСlli .може 
се iiресликати обосlliрано једнозначно и конфор.мно на једнолисну 
једноструко iiовезану отворену облаСlli. 

Али питање: којој Ье од три поменуте врсте припадати та 
једнолисна област, није потпуно решено ни до данас. Свакако, 
постоје извесни лаки случајеви кад се одговор на ово питање 
може одмах дати. Можемо их скупити у следеhа два става. Први 
се односи на области које можемо сматрати деловима затворених, 
тј. алгебарских једноструко повезаних риманских поврти; тада је 
лако разликовати којој Ье од три врсте припадати уочена више-
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лисна област. Други се односи на извесне области које не можемо 
сматрати деловима затворених риманских површи, него само 

отворених. 

1. Свака вишелисна једноструко Повезана отворена област 
која ПриПада једној затвореној Римановој површи може се Пресли
кати обострано једнозначно и конформно на унутраШ1Ьост круга, 
или на целу отворену бројну раван, или на целу затворену бројну 
раван, или на целу затворену бројну раван, Према томе да ли се 
1Ьен руб са'стоји из више тачака, или из само једне тачке, Llли 
ни из једне. 

//. Свака вишелисна једноструко Повезана отворена област 
која се може сматрати делом само једне отворене једноструко 
Повезане Риманове iiоврши, али која има рубних тачака Me~y уну
таР1Ьим тачкама те површи, .може се пресликати обострано једно
значно и конформно на унутраШ1Ьост једног круга. 

Како је садржај првоr става једноставна последица споме· 
нутога Риманова става, докажимо само други став. Претпоставимо 
да унутрашња тачка а дотичне Риманове површи припада рубу 
уочене вишелисне области д. Како се та површ може конформно 
пресликати на неку равну област В у z-равни, а површ је отво
рена, област В има известан руб Ь (који се састоји из једне или 
више тачака). Но а је унутарња тачка површи, дакле одговара 
јој унутарња тачка а области В. Област д је једноструко пове
зана, дакле одговара јој у z-равни једноструко повезана област 
D, садржана у В и чији руб d садржи како тачку а тако руб Ь. 
Дакле руб d садржи најмање две тачке и према томе D, дакле и 
д, може се конформно пресликати на унутрашњост једног круга. 

4. Проблем тиПа Риманових ПОВРШ/l. - Према претходном, 
тешкоhе чине само области отворених риманских површи које 
немају рубних тачака површи, тј. "целе" отворене Риманове површи. 
Питање конформног пресликавања вишелисних једноструко пове
заних области, које још чека на С130је потпуно решење гласи 
дакле: када ће се једноструко Повезана отворена Риманова ПЈВРШ 
йресликати на круг а када на целу отворену раван? Другим речима: 
када ће се отворена Риманова ПОВРШ МОћи сматрати као ПОВРШ 
функције инверсне функцији мероморфној у целој отвореној равни, 
а када као ПОВРШ функције инверсне функцији мероморфној у неком 
кругу и којој је тај круг есенцијална линија? 

Кад се Римамова површ пресликава (обострано' једнозначно 
и конформно) на унутрашњост круга кажемо да је та површ 
хиперболна или хиПерболног тийа; кад се пресликава на целу отво
рену раван кажемо да је йараболна или йараболног типа; а кад 
је Рима нова површ затворена, кад се дакле пресликава на целу 
затворену раван, кажемо да је елийсна или елиiiсног тиЙа. Ови 
називи стоје у вези с теоријом линеарно аутоморфних одн. поли
морфних функција, које су у неку руку карактерисане истоиме
ним линеарним супституцијама [Р. Кlein, 1, 1878; 2, 1882]. С тим 
Збориик 2 



18 Милош Радојчиh 

називима питање гласи: кад ће једноструко Повезана ошворена 
Риманова површ бити хиПерболног а када Параболног тиПа? 

Отуд се овај проблем назива и Проблемом тиПа Риманове 
површи. На њему се у новије време доста радило и налазили су 
се разни услови (критеријуми) за Параболни или хиПерболни тиП. 
То је уствари Проблем руба у конформном пресли/(ава1ЬУ једно
струко Повезаних вишелисних области или, тачније, основно питање 
које би се у том проблему имало решити пре свих других. То је 
дакле један од битних састојака општег и средишњег задатка 
теорије аналитичких функција: испитивања конформног преслика
вања општих области. 

Овде Ьемо изнети известан преглед тих услова, који се не 
може сматрати потпуним, али би могао послужити ради првог 
СНClлажења у проучавању тог предмета. 

5. Пшсаров став о изузетним вредностима као кришеријум 
тиПа. - На првоме месту може се навести познати nикаров 
став [1, 2, 1879] о-изузетним вреднuстима у близини есенцијалних 
сингуларности као став који даје довољан услов да Рима нова 
површ буде хиперболног типа. Општи Пикаров став казује да 
функција узима у близини усамљене есенцијалне тачке (тј. есенци
јалне тачке у чијој је околини функција регуларна сем у поло
вима) сваку вредност бескрајно много пута, изузев, највише, две 
вредности. Но како се у овом излагању ограничавамо на једно
СТРУКО повезане области, довољно је узети у обзир Пикаров став 
за функције мероморфне у целој oTBopeffoj равни, који Т'ща казује 
да таква функција узима сваку вредност бескрајно много пута, 
изузев, највише две. Дакле, ако постоје више од две изузетне 
вредности, функција не може бити мероморфна у целој отвореној 
равни. Према томе може се изреhи следеhи довољни услов за 
хиперболни тип: 

А /(0 изнад три или више тача/(а бројне равни једноструко 
Повезана отворена Риманова Површ нема унутаР1Ьих тачака ни на 
једном листу, или само на КОIЮЧ1/0 много 1Ьих, та површ је хиПер

БОЛIlОГ тиПа. 

6. Иверсенова два сшава. - Изнесимо још неке довољне 
услове за хицерболни тип Риманове површи, замишљајуhи да је 
површ распрострта изнад комплексне w-равни. Постоји следеhи 
став [Р. Iversen, 1, 1914, стр. 18Ј: 

Уочимо ма коју (унутарњу) та'//(у једне ПараБО-1не Риманове 
површи, којој одговара у w-раВfLU тачка wo, и нека је w1 ма /(оја 
друга тачка ~v-равнu (Wo Ф "'1)' f)бе у конаЧНО.ti делу равни. Тада 
постоји на тој Површи неПре:сuдан лук (састојеhи се из самих њених 
унутарњих тачака) који Полази из уочене т.ачн:е Wo те Површи а у 
равни сПаја Wo са W1 не излазећи изван круга I w - W1 I < [Wo - ~VI ј. 

Обртањем Иверсенова става добијамо следеhи услов за хипер
болни тип риманске површи: 
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Ако на једносШруко iiовезаној Римановој liоврши liосШоји Шачка 
W o и у w-равни још једна Шачка w1 (wo =f= w1) иа ако не iiосшоји 
нейрекидан лук на liоврши, који iiолази из Wo на iiоврши а у w·paBHll 
сйаја Wo са WJ осШајУћИ у Ј(.ругу I w - w1 I < I Wo - w1 1, Шада је Ша 
Риманава iiОВрШ ХИiiерболног Шuiiа. 

Очигледно, лук поменут у овом ставу не мора постојати у 
случају ка.!!, на површи има извесних сингуларних линија. Дакле 
по Иверсенову ставу ако на површи има сингуларних линија, она 
је хиперболна. Тиме је обухвеhен став 1I у бр. 3. 

Из Иверсенова исказаног става произлази лако следеhи, на 
изглед општији став [lversen, 1, 1914, стр. 24]: 

Уочимо у некој Шачки Wo елеменШ функције инверсне меро
морфној функцији и нейрекидну криву g (у 'w-раВНll) која сйаја Wo 
са неком другом Шачко.и w/. Тада йосШоји йуШ (на Римановој 
површи) који из Wo води ка w', садржан у iiроизвољно узаној Шраци 
шШо садржи криву g, а дуж кога се уочени еле.4tенШ може анали

Шички iiродужиШи до W/. 

Сад се обрнути став може изреhи овако: 

Ако на једносШруко iiовезаној Римановој iiоврши, iiолазеhи од 
извеС!fе 1tJI'He Шачке изнад Wo не можемо оiiисаШи нейрекидну криву 
која се у равни удаљује iiроизвољно мало ма од кОга даШог 

нейрекидног лука који сйаја Wo са којом било Шачком wt у w-равни, 
Шада је ша Риманова liОВРШ ХИiiерболног тиiiа. 

7. Гросов сШав. - Иверсенов став утврђује могуЬност ана· 
литичког продужавања дуж ма које, у равни изабране КОНТИНУИ
раве криве, с произвољно малим удаљавањем од ње, али не кззује 
ништа у погледу на униформност продужавања, тј. не тврди да 
пут којим се на површи креЬемо нема у равни вишеструких 
тачака. Одређенији у том смислу је следеhи Гросов став [W. Oross, 
1, 1918] који се односи на аналитичко г.родужавање дуж правих 
у разним правцима. Њиме се такође добија један критеријум за 
хиперболне површи. Став гласи: 

Из сваке обичне тачке једне i1араболне Риманове i10BPlUll могу 
се iiOBYh.u на шој iiоврши у iiравцима који са извесним iiочеШним 
йравцем заклаiiају ма који угао ср (О ~ ср < ~ п) iiолуiiраве на тој 
liоврши, које се састоје из самих обичних тачака површи - сем 
можда у извесним Йравци.ма за које мноштво вреДIlОСШи ср и.ма 
меру једнаку нули. 

Вреди напоменути следеhи став, садржан у суштини у Гро
сову ставу, мањег домета, али елементарније природе, јер не 
употребљава појам мере неког мноштва: 

Уочuмо на iiараБОЛНОј Ри.иановој iiоврши кОју бllЛО Шачку и у 
w-равни који било круг са средuштем у тој тачки. Тада у сваком 
исечку тога круга иостоји на iiОВРШU uсечак llcillora круга, са 

среДllште.м .у реченој тачки и који се састоји из са.иих 1tJeHUX 
обичних тачака. 
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Обртањем Гросова става и претходноrа добијамо опет 
довољне услове за хиперболне Риманове површи. Тако настаје из 
Гросова става следеhи: 

Ако се из неке обичне тачке једноструко i10везане Ри.манове 
i10врши не .могу Й0ВУћи на тој i10врши i10луi1раве у йравцима за које 
Й0менути угао ср, који их одре!уује, образује мноштво вредности 
коме је мера i10зитивна, тада је та Риманова i10ВрШ хийерболна. 

8. Ставови из теорије линеарно аутоморфних функција. -
Међу ставове који имају карактер критеријума за тип Риманових 
позрши можемо унети и следеhе ставове, који садрже елемен
тарне чињенице из теорије линеарно аутоморфних функција [Р. 
Кlejn, 1, 1878; 2,1882 и Н. РОјпсаrе, Ј, 1882; итд.]: 

Ако на једноструко i10везаној риманској i10врши и0стоји (на 
њој униформна. линеарно i10лиморфна функција и ако гьена груйа 
линеарних супституција садржи макар само једну хиi1ерболну суи
ституцију, та uоврш је хиi1ерболног тийа; ако не садржи хийер
болних суйституција, али садржи макар само једну uараболну суи
ституцију, i10ВРШ је i1араболног тица; ако садржи са.ИО елиi1сне 
суйституције, i10ВРШ је елиДсног тиЙа. 

Напоменимо да је тај став прилично опште природе, јер су, 
по дефиницији, линеарно аутоморфне функције у појединим 
• основним областима« општег мероморфног карактера. 

9. О тийу i1равилно разгранатих Ри.манових i10врши. - Тео· 
рија линеарно ауrоморфних функција даје и тачније податке о 
разгранатости Риманових површи сва три типа. Реч је о i1равилно 
разгранатим површима чије су завојне тачке изнад коначно много 
тачака w·равни, рецимо, изнад а1 , а2, ••• , aq (q > 2). Ред завојне 
тачке изнад а" нека буде за сваки лист т" (v = 1,2, ... , q). То значи 
да се око а" пермутује увек по т" листова. 

Ако је q=2 то су, очигледно, Риманове површи функција 

(
W - а1 )1.. 

z= w-a
2 

п или (
W - а Ј ) z=lg -- . 
w-a1 

у ПРВОМ, алгебарском случају поврщ је елипсног типа, у 
другом случају је парабалног типа. 

Ако је q=3 имамо Шварцове .функције троугла" [види нпр. 
Кlejn, 3, 1890]. Опишемо ли затворену линију, рецимо круг, кроз 
тачке а" а2 , аз , цела риманска површ је подељена на об~асти 
тако да две суседне области увек сачињавају цео један њен лист. 
Тим областима одговарају у z-равни кружни троугли чији углови, 

~ '7t ~ 
као што се лако увиђа, имају величине _1 , ~, 2. Као што је 

т1 т2 та 

познато из теорије аутоморфних функција, тип Рима нове површи 

,/ 
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зависи од величине тих углова: ако је он веhи од '!t површ је 
елипсна, ако је једнак '!t параболна је, аl<О мањи од :rt хиперболна. 
Према томе: 

А ко је ирав:.ЈЛНО разгранаша Ри.манова i10ВРШ разгранаша 
изнад Шри й1ачке а ј , а 2 , а в бројне равни а ред й1их завојних й1ачака 

је т 1 , т2 , тв, i11ада је i11a иоврш елиисна, иараболна или хииерболна 
ире.ма il10.ме да ли је 

1 1 1 
или -+-+-=1 или 

тј т2 тв 

Једноставним рачуном налазимо да постоје свега четири слу
чаја елипсног типа, као што показује схема 1 (у схеми п значи 
2,3,4, ... ). Исто тако постоје свега четири случаја кад је површ 
пара болног типа, као што показује схема 11. I 11 

У свим осталим случајевима (кад је 
q = 3) којих има бескраЈНО много, тип је 
хиперболан. 

Ако је q = 4 постоји само један случај 
у коме је површ параБОЛН8, наиме кад је 
тl~т2=тз=т4=2. у сваком другом слу
чају, а исто тако и кад год је q> 4 површ 
је хиперболног типа. 

2 

2 

2 

т 1 1 т2 1 т з 

2 2 оо 

2 3 6 

2 4 4 

3 3 з1 

Све случајеве регуларно разгранатих површи можемо дакле 
сажети у следеhи став (види нпр. R. Nevanlinna, 2, 1936, стр. 278 
и след.): 

А ко је иравилно разгранаil1а Ри.манова иоврш разгранпй1а изнад 
q il1ачпка равни (q>:2) а ред il1их й1ачака грана1Ьа је тј' т2 , . .. , mq, 

Шада је Ша иоврш еЛllисна, иараболна или хииерболна ире.на il10.ме 
да ли је збир 

q 1 
s= ,,

LJ щ. 
1 

ве/ш, једнак или .ма1Ьи од q - 2. 

10. Неванлинин криil1ерију.м за Ри.манове иоврши иОil1иуно раз
гранаil1е изнад коначно .много il1ачака. - Као што произлази из 
општи х ставова о мероморфним функцијама, које је доказао 
R. Nevanlinna [1, 19321 претходни став о римащ:ким површима 
линеарно полиморфних функција Допушта значајно уопштење у 
случају хиперболног типа. Реч је ма о каквим једноструко пове
заним риманским површима потпуно разгранатим изнад коначно 

много тачака. 

Каже се да је Рима нова површ иОillЙуно разгранаil1а изнад 
неке тачке бројне равни ако је то завојна тачка за сваки њен 
лист. Али Неванлинин став Допушта да тај појам схватимо шире: 



22 Милош Радојчиh 

да површ ~MaTpaMO потпуно разгранатом изнад неке тачке и ако 

је то заВОЈна тачка за сваки њен лист сем највише за коначно 
много листова. Тада се став може једноставно изреhи овако: 

Ако је једноструко Повезана Риманова површ, потпуно разгра
ната изнад коначно много тачака ан а2, ••• , aq (q;> 2) тако да 
ред завојних тачака изнад av није Ма1ьи од mv (а може бити и 
бескрајан) Па ако је 

q 1 
~-<q-2, 
L.,; mv 

1 

та Површ је хиперболног тиПа. 

ИЗ претходних разматрања (бр. 9) следује одмах да постоје 
свера Пет разних случајева кад је по Неванлинину ставу површ 
хиперболна, према приложеној схеми. 

q 

3 

3 

3 

4 

15 

тl l т2 1 тзl mil ms 

2 3 7 - -

2 4 5 - -
3 3 4 - -
2 2 2 3 -

2 2 2 2 2 

Разуме се, сваки од тих случајева под
разумева бескрајно много разних, различито 
разгранатих риманских површи, јер услов је 
само да ред завојних тачака не буде мањи 
од т, .• 

Кад је q = 3 може се нпр. узети да су 
све завојне тачке изнад а1 , а2 , а з логаритам
ске (оо, оо, оо). Но тада добијамо Пикаров 
став (бр. 5). Дакле Пикаров став је Посебан 
случај тога Неванлинина става. 

11. Алфорсово уойшшење Неванли;шна сШава. - Могло се 
унапред очекивати да Ье Неванлинин став остати тачан и кад се 
уочена Риманова површ непрекидно деформише у извесним гра
ницама, ако се дакле и завојне тачке, које се налазе изнад извесне 
тачке равни и сачињавају једно место потпуне разгранатости, 
помере из те тачке, али не предалеко. Алфорс је успео да у том 
погледу Докаже став [L. Ahlfors, 2, 1932] који можемо изреhи 
следеhим речима: 

Уочимо q једносшруко Повезаних обласШи бројне равни, 0]1 
02' ... , О q' /Соје су једна изван друге, и liрешпосшавимо да проду
жујУћи аналиШички ма коју грану аналиШичке функције којој та 
Површ Прийада, а осшајУћU у О v наилазимо на завојну таЧlfУ чији 
ред није мањи од ту, Ако је Шада 

q 

}:
1 
-<q-2, 
mv 

1 

Ша површ је ХllперБОЛf/ОГ тиПа. 
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12. Неки криlПеријуми за параболни lПиП. - Пре свега, Р. Неван
лина је год. 1932 објавио доказ да су све Риманове Површи с ко
начно много lПрансценденlПних и алгебарских завојних lПачака Пара
болног lПиПа [R. Nevanlinna, 1, 1932]. 

ОД разних ставова који дају критеријуме за· параболне Рима
нове површи с изолованим за војним тачкама споменимо затим 
Алфорсов став за једноструко повезане Риманове површи које у 
коначноме имају само алгебарских завојних тачака, а у бескрајно 
далекој тачки могу имати и трансцендентних завојних тачака 
[Ah/fors, 1, 1931]: 

Нека је п (р) број завојних тачака, рачунајуhи сваку онолико 
пута колики је њен ред (или тзв. степен гранања, тј. ред смањен 
за јединицу) до којих се по тој Римановој површи може доспети 
на путовима краhим од р. Ако инlПеграл 

оо 

Ј 
dp 

рп(р) 

дивергује, Риманова Површ је параболна. 

Ако површ нема ни у бескрајно далекој тачки трансцен
лентних завојних тачака, критеријум се може пооштрити: 

Ако су све завојне lПачке алгебарске и ако се налазе у ограни
ченом делу бројне равни I w I < 11, довољно је диверговаНЈе интеграла 

оо 

Ј 
dp 

п (р) - п (р - 11) 

да би Површ била йараболна (Радојчић, 4, 1937). 

Ако замислимо да је Рима нова површ разастрта над Рима
НОвом сфером (ако дакле удаљеност р меримо сферном мером) 
сличан интеграл вреди кад год су све завојне тачке алгебарске, 
тј. из дивергенције интеграла 

оо 

Ј 
dp 

п (р) - п (р - 1t) 

следује да је тQf(ва Риманова Површ Параболна. 

Наместо претходна два интеграла може се узети и 

оо 

Ј pdp 
п (р) , 

тј. ако Шај интеграл дивергује ПОВРШ је ПараБОЛНОГ тиПа [Ahlfors, 
3, 1936; Радојчић, 4, 1937]. 
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13. КрИlliерију.м за Параболни тип у облику збuрq. - Из прет
ходнога следује непосредно још један критеријум за Риманове 
површи које имају само алгебарских завојних тачака: 

Ако је Vk број завојних тачака, рачунају/ш сваку онолико Пуйiа 
колики је НЈен ред, а до којих се По површи .може до/ш на Пуlliови.ма 
краћим од (k + 1) я а не краћим од (k - 1) 1t. и ако је бескрајни збир 

дивергеНlliан, Површ је f1араболног lliuf1a [Ahlfors, 3, 1936Ј. 

За одређивање типа можемо се ослонити и на начин како 
се испреплиhу ЛИСТОви Риманове површи. Нека је површ поде
љена на известан начин (који овде изближе не описујемо) на 
листове континуираних рубова. Пошавши од извесног листа .назо
вимо укупност листова који имају заједничких рубова с полазним 
листом f1PBOM генерацијом листова; укупност даљих листова који 
имају заједничких рубова с првом генерацијом назовимо другом 
генерацијом, итд. Нека је (3 (V) број листова у V-ТОј генерацији 
[А. Speiser, 1, 1930Ј. 

Ако су, задржавајуhи претходне услове, сферна растојања 
завојних тача.ка, мерена на површи, изнад извесне позитивне вели
чина € и ако њихов ред није веhи од целог броја р, може се 
поставити следеhи критеријум: 

Кад бескрајни збир 

оо 

~ (3 (О) + ... : (3 (m v) , 

где је 

т =v [J!...]+(V + 1) (6p)c-l 
v 2 6р-1 ' с= e~1t], 

дивергује, Ри.манова f10ВРШ је f1араболног lliuf1a [Радојчић, 7, 1950Ј. 

Забележимо следеhу последицу, која постоји под условом 
да је низ бројева (3 (v) монотоно несилазан: Ако бескрајан збир 

дивергује, uоврш је f1араболна. 

Ово посматрање се може проширити и на случајеве кад 
нема ограничења за ред завојних тачака и за њихова растојања. 
Нека је р" највиши ред свих за војних тачака на рубовима листова 
првих V генерација, а 8" најмање растојање за све те тачке. 
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Лако је показати да тада из ;т.ивергенције бескрајног збира 

с = [5'!tJ 
v 8v ' 

следује да је Риманова 110ВРШ l1араболног ши Па [Радојчиh, 7, 1950, 
стр. 52]. 

14. Кобајашијев кришеријум за l1араболни тиП. - Z. Kobayashi 
[1, 1935] дао је став који обухвата све врсте Рима нових површи 
с усамљеним завојним тачкама. При томе се ослања о мрежу која 
на површи настаје на следеhи начин: Одредимо на површи око 
сваке завојне тачке њену околину која се састоји из свих тачака 
површи ближих тој завојној тачки него другим завојним тачкаМI!. 
Рубови свих тих околина састоје се, очигледно, из тачака површи, 
које су једнако удаљене од, најмање, две завојне тачке; они 
образују тзв. Кобајашијеву мрежу. Ова се може претставити топо
лошким дрветом [Speiser, 1, 1931] којим се тополошки приказује 
на прост начин узајамна повезаност листова Риманових површи. 
Као и тополошко дрво, Кобајашијева мрежа се састоји из »Дужи" 
које су међу собом спојене у својим крајњим тачкама, »чворо
вима" мреже. Дуж сваке »Дужи" састају се околине двеју завој
них тачака. Из обих тих тачака види се та »Дуж" (или неки њен 
део) под извесним углом. Овај угао називамо угаоном мером те 
дужи (или њеног дела). Тада можемо дефинисатн угаону раздаљину 
ма којих двеју тачака на мрежи као збир угаоних мера оних дужи 
преко којих су те две тачке мрежом повезане; при томе бирамо 
онај пут повезаности на коме је тај збир најмањи. Нека је е 
угаона удаљеност које било тачке на мрежи од извесне полазне 
тачке. Означимо са п (е) број тачака Кобајашијеве мреже, чија је 
угао на удаљеност од полазне тачке једнака е. Тада Кобајашијев 
став гласи: 

Једносшруко 110везана Риманова i10ВРШ са самим изолованим 
завојним шачкама (алгебарским или шрансценденшним) је l1араболног 
шиl1а ако дивергује иншеграл 

Ј 
dp 

!n(Э)dЭ 
о 

15. Још један кришеријум за Риманове i10врши с бескрајно 
много шрансценденшних завојних Шачака. - до засебне врсте кри
теријума за тип једноструко повезаних Рима нових површи дола
зимо кад претпоставимо да ја Риманова површ подељена на 
листове. Под листовима подразумевамо при томе области површи, 
које покривају бројну раван свугде само једанпут (једнолисне 
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области) тако да не преостане ниједна област равни непокривена. 
Из начина како су листови узајамно повезани може се под извесним 
условима закључити коме тицу припада површ. Да бисмо избегли 
непотребне заплете претпостављамо да је руб сваког листа конти
нуиран и да околина сваке тачке на по врши припада само коначном 

броју листова. За врло општу врсту "неограничених" Риманових 
површи може се доказаши МОГУћНОСШ Поделе на шакве лисшове и 
оПисаши оПшши начин НЈихове КОНСШРУlCције. [М. РаДОјчић, 1, 1929; 
3, 193]; 2, 1930 и Т. Shimizu, 1, 1931]. 

Посматрајуhи Риманову површ на којој је аналитичка функ
ција z (w) мероморфног карактера, уочимо какав било прост лук 
(а Ь) који полази из тачке w = а, где је извесна грана функције 
z (w) регулаrна, а завршава у w = Ь. Нека је Qe област која се 
састоји из свих тачака равни чија је удаљеност од тачака лука 
(а Ь) мања од произољно малог броја 8. Ако у Qe постоји. просш 
лук (а Ь') који спаја тачку а с тачком Ь', удаљеном од Ь за мање 
од 8, а дуж кога се функција z (w) може аналитички продужити, 
кажемо да је та Рима нова површ неограничена.* По Гросову ставу 
(бр. 7) Риманове uоврши свих функциiа инверсних мероморфним 
фУНlCцијама су неограничене [Shimizu, --1, 1931; Радојчић, 2, 1930]. 

Према томе критеријум за тип о коме је сада реч односи се 
на неограничене једноструко повезане Рима нове површи. Постоји 
тада овај општи став: 

AICO у z-равнu лисшовима одговарају обласшu с неПреlCидним 
рубовима, ако вашим на рубу сва/{ог лисша, сем можда коначно 
много лисшова, има шрансценденшних вавојних шача/{а и ако је 
МIЮШШВО ших завојних шачака коначно, или а/{о је бесконачно али 
у цикличном расПореду редукшибилно, шада је Риманова Површ 
Параболног ШиUа. [Радојчић, 5, 1938]. 

Циклични· распоред трансцендентних завојних тачака може 
се пак једноставно дефинисати овако: Нека је А која била уну
тарња тачка дате Риманове површи. Опишимо на површи конти
нуирану просту линију lv(v= 1, 2, ... ) од А до сваке трансцендентне 
завојне тачке W v тако да сем А те линије немају заједничких 
тачака. Тада, очигледно, можемо на површи описати око тачке А 
у њеној једнолисној околини, затворену континуирану линију с, 
која сваку линију lv пресеца у само једној тачки Lv• Под ци/{ЛllЧ
ним распоредом завојних шача/{а W v подразумевамо циклични 
распоред тачака L v на линији с [Радојчић, 5, 1938; онда се даје 
еквивалентна дефиниција цикличног распореда одговарајуhих 
nтрансцендентних праменова" у z-равни]. 

* Радојчuh, 1, 1929; 3, 1931. У тим цланци ма дефиниција је дата мање 
прецизно. у вези с тим, доказ да је површ функције инверсне мероморфној 
неограницена је недовољно прецизан. Онде сам се служио Иверсеновим ставом, но 
само применом Гросова става може се доhи до циља, као што је показао Шu.мU.1У 
[1, 1931). У том смислу треба исправити и моју напомену у цланку 6, стр. 12. 
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Кад је мноштво трансцендентних завојних тачака коначно, 
претходни став је садржан у Неванлинину ставу поменутом на 
почетку бр. 12. 
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,SUR LE PROBLEME DES TYPES 
DES SURF ACES DER RIEMANN 

par 

М. Radojcic 

L'auteur donne ип арен;и elementaire des criteres сопсеrnапt Ies 
types des surfaces de Riemann, sans pretendre а ипе liste соmрШе. 

Sous-titres: Surface de Riemann et domaine de Riеmапп. -
Theoreme fondamentaI sur Iа representation conforme. -- Repre
sentation сопfогmе des domaines simplement connexes des surfaces de 
Riemann. - Le probleme des types. - Le theoreme de Picard sur 
Ies valeurs exceptionnelIes, соmmе critere des types. - Оеих ЉеО

remes d'Iversen. - Un theoreme de Gross. - Quelques propositions 
de lа theorie des fonctions liпеаiгеmепt automorphes. - Le critere 
de R. Nеvапliппа pour les surfaces сотрletетепt ramifiees a.u-,dessus 
d'un nombre fini de points. - La generalisation d' Ahlfors du theo
[ете de Nevanlinna. - Quelques criteres pour lе type parabolique. 
Certains criteres pour Је type paraboIique, еп forme de somme. -
Le critere de Kobayashi pour Је type parabolique. - Encore uп 

critere pour Ies sщfасеs ayant ипе infinite de points de ramification 
transcendants. 


