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МЕЂУСОБНИ РАСПОРЕД И КОНСТРУКЦИЈА 

НУ ЛА ПОЛИНОМА ТРЕЋЕГ СТЕПЕНА 
И НУЛА ЊЕГОВОГ ИЗВОДНОГ ПОЛИНОМА 

ш. р АЉЕВИЋ (Сарајево) 

Веhи број аутора [1]1) доказао је ову теорему: 
Нуле функције 

р т· 

F(z) = ~ } 
/=1 Z - Zj 

жиже су криве р - 1 
У тачки Mjk којом је 

Специјално [1]: 

класе, која сваку од дужи (z), Zk) додирује 
• 

та дуж ПОДИЈељена у односу тј : mk. 

Нуле z' и z" функције· 
3 т. 

F(z) ... ~ } 
ј=1 Z - zJ 

жиже су конусног пријесека који дужи (Z1' Z2)' (Z2' zs), (zs, Zl) 
додирује у тачкама Ь1, Ь2' Ьз, којима су те дужи подијељене 

ресцективно у односу т1 : т2 , т2 : тз , тз : т 1 • . 

Из овога је Walsh [1] извео 1920 геометриску конструкцију 

'" . 3 1 нула z и z за случаЈ р = , т1 = т2 = тз = • 

На основи опште г става показао је Cesaro [2; стр. 352] да су 
I<оријени z' и z" једначине f' (z) = О, где је 

f(z) =(' - Z1) (z - Z2) (z ~ zs) 

жиже ели псе која стране троугла (Z1' Z2' zs) додирује у њиховим 
срединама. 

Показаhемо како се у случају полинома 

( 
2 . S 

Р z)~aO+a1z+a2z +asz (1) 

,И његовог изводног полинома 

P'(z) = а1 + 2 a2 z + 3asz2 (2) 

1) Бројеви у угластим заградама односе се на литературу на крају чланка. 
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непосредном геометриском интерпретацијом самог поступка рје­

шавања једначине трећег степена може доли не само до Cesaro­
ових резултата, вел и до извјесних других закључака из којих 

произлази врло једноставна геометриска конструкција: 

10 двију нула z' и z" изводног полинома (2), кад је познат 

међусобни распоред нула ZJ, Z2' Zs полинома (1) и 

20 двију нула полинома (1), кад је познат међусобни распоред 
његове треl1е нуле и нула z' и z" изводног полинома (2). 

1.2. -Уобичајени поступак рјешавања једнач'ине трелег степена 
- . • • • 

саСТОЈИ се у овом: СУПСТИТУЦИЈОМ 
• 

z=zo+t=zo - u - V, 
• 

где Је 
.' (3) 

.. . . 
рјешавање једначина 

једначина 

Р(z)~О"и P'(z)~O своди се на рјешавање 
. - - - . 

• 

односно на рјешавање система_ јед.начина 

1 
uv = - р. 

. 3 

. . 

• 

. ... . 

. (1') 

(2') 

(4) 

Одавде се добивају три раЗличита пара вриједности за U и V, којё 

задовољавају систем (4) 

2(j-l):t'i 

и;=ие З , , 
-2(ј..,-!) :t'i; . (5) 

vj=ve з , UjVj=UVj· j~I,2,3, 

и према томе, у општем- случају, три различите вриједности за t 
. . . 

3 

L tj = О, (6) 
ј=l 

којима су одређене три нуле полинома (1) 

z} = Zo + tj , ј = 1, 2, 3, (3') 

.. , .. - .. -'- . 
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Нуле полинома (2) одређене су онда релацијама 

t'= - t" = 
р 

- 3 =Vиv 
(7) 

Z'=Zo+ V иv, z"=zo - ~Иv. 

2. 1. Погледајмо шта значе релације (5), (6), (3') и (7) ако 

их интерпретирамо геометриски. 

Нека су гl' Z2' ZЗ три тачке комплексне равни, у којима се 
налазе истоимене нуле полинома (1), и које, у општем случају, 

образују један разностраничан троугао (Zl' Z2' z~). Тада је тачка 

гl +Z2 +ZS 
zo= 

3 

тежиште тога троугла, а оријентисане дужи 

tj=Zj-Zо, ј-l,2,3 

дијелови су тежишних линија 

од тежишта Zo до одговара­
јуhих врхова троугла. 

И1 и v1> И2 И v2, ИЗ И vз 
• 

су, респективно, компоненте 

оријентисаних дужи - t1 , 

- t2 , - tз , те мОжемо узети 

да све оне имају заједничку Н2 
почетну тачку у тежишту 

.....-----..ЈlI, 

Zo. Ако крајње тачке тих 

компонената означимо, ре- l/ ~ ~ 
спективно, са И1 и Vu и2 и 
V2 , ИЗ И Vз тада из релације 
(5), произлази да· се ђ!чке 

Ир И2 • ИЗ налазе на једном Сл. 1. 

кругу и образују један, а да . 
се тачке V1J V2 , VЗ налазе на· другом кругу и образују други 

истостраничан троугао. 

Из релација (5) произлази такођер (V Иј v) = const.) да три угла 
• 

Иј Zo Vj , ј = 1, 2, 3 

имају заједничку симетралу. 

Из релација (7) произлази да се нуле z' и z" изводног поли­
нома (2) налазе на заједничој симетрали углова Иј го Vj (ј = 1, 2, 3) 
и да су удаљене од тежишта ZO, једна са једне а друга са друге 

стране, за геометриску средину модула I И I и I v 1· 
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2.2. Да бисмо по ближе одредили компоненте иј и Vj (ј-l, 2, 3) 
претпоставимо да су стране троугла (Z1' Z2' Zs) оријентисане у 

, 

директном смислу и да су у истом смислу поредане тако да 

насупрот врху Zj лежи стране Ьј. У том случају су стране тро­

угла (Z1' Z2' Zз) одређене релацијама 

ИЗ којих добијамо 

Ь1 =-=ZЗ - Z2= tз - t2~ (и1 - V t ) i 1/ 3 

Ь2 = Z1 - Zз = t1 - ts = (и2 - V2) i '/3 

Ьз -= Z2 - Zt =-= t2 - t1 = (из - VЗ ) i 1/3 

• 
1 

u'-v'-- Ь' ј-1 2 3 ) ) ,\/3) -". 

Како је међутим 

иј + Vj = - t: ' 
• 

то Је 

(8) 

( 8') 

ј= 1,2,3, (9) 

• 
што значи да се свака од компонената Щ и Vj, са СВОје стране, 

изражава као збир двију компонената. При томе СВI;iКИ пар (щ, Vj) 

ј = 1, 2, 3, има по' једну компоненту (--: tj /2) заједничку и иде н­

тичну, са дијелом тежишне линије од тежишта Zo до. средине 'f,j 
одговарајуће странеЬј. Друге двије компоненте пара ,су једна 

другој супротне и нормалне на страну Ьј. Ду>Кине тих супротних 
• 

компонената могу се изразити релаЦИЈОМ 

1 ' Idjl= I Ьј jtg 30°, ј=1,2,3. 2 ' , . (10) 

Овим су положај и 

потпуно одређени. 

величина компонената иј и Vj (ј = 1,2,3) 
, , 

2. з. Претходни резултати могу се исказати са слиједеhа два 
планиметриска става, која су тим ре~ултатима доказана: 

Став 1. Ако стране макар којег дашог шроугла узмемо као 
дуже дијагонале ромбова и над сваком 'QД 1t1UX консшруuшемо ромб 
са углом на'врху !Х= 60°, шада »Ba1t1CKU" врхови тих ромбова обра­
зују један, а »унутраш1t1и" врхови други исшостраничан Шроугао. 

Тежишше једног и другог исшосшраничног шроуг ла ПоклаПа се са 
тежишшем дашог шроуг ла. 
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Став 2. Парови иравих што сиајају тежишта датог троугла 
« - " са "вшьс/Сим и "унушраШ1Ьи.м. врхо.м. сваког од ро.м.бова одреljују 

Й0 један угао, та/Сав да се си.м.етрале сва три та/Со одреljена уг ла 

i10/Слаi1ају и своде на једну једину ираву. Правац те йраве је /Сарак­

теристичан за обли/С датог троугла. 

Ставови 1 и 2 омогуnују врло једноставну геометриску 
конструкцију дужи иј и Vj као и конструкцију праве на којој се 

налазе нуле z' и z" полинома (2), чији тачан положај, послије 

овог, није тешко одредити конструктивним путем. 

Очигледно је да је за извођење конструкције довољно кон­

струисати само један пар дужи (щ, vJ)' 
2.4. Напоменимо да ставови 1 и 2 вреде и онда, кад се 

врхови датог "троугла« налазе на једној правој или, друкчије 

речено: конструкција нула z' и z" полинома (2) остаје иста и онда 
кад се нуле полинома (1) налазе на једној правој. У том случају 

, ' 

су компоненте иј и Vj сваког пара (Иј, Vj) симетрично распоређене 

у односу на праву (Z1' Z2' zз), те су све тачке И1 , И2, И2, V1, V2, VЗ 
распоређене на јед-

ном истом кругу. 

Тачке z, и z" на-
• 

лазе се на преСЈеку 

тога круга и праве 

(Z1' Z2i zз). Није те-
, 

шко провјерити да 

се појеДfЩ од нула 

Z1' Z2' zз налази или у 

сваком од интервала 

(А С), '(zo, z"), (z", D), 

или У сваком од ин­

тервала 

(С, Z') (z', zo), (DB), 

/ 
I 

/ 

/ 
I 

I 

о::.::- -- - - - -::: --.. ,,""'" ----\ ..",,"'" --.. 
~­

"""==- -'t - - - --. 

Сп. 2 

гдје су ознаке интервала узете према слици 2 и гдје је 
оо • • 

(ZO' с),." (-zo-,--;D~) = (zo , z') -Y:f = r -УЗ, 

(zo' A)~(zo' В) = 2 г. 

3. Међусобним множењем релација (9) добивамо 

а одатле, _ 1 Ь.2 - 1 
. 12 Ј - 2 
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односно 

- 112 Ь/ = (z' - ~j) (z" - ~j) 
• 

± ~_Ьј=V(Z'-~ј)(Z"-~ј), ј=1,2,3. 
2 3 

(11) 
или 

одакле слиједе: 

Став 3. Симетрала cвalle стране троугла (Z1' Z2, zs) UОllлаuа 
се са симетралом уг ла чији се врх налази на средини те стране, 

а чији llpa1l0BU uролазе llрОЗ тачке z' и z", у llojUMa се налазе 

истоимене нуле uолинома (2). 

Став 4. Половина дужине llpahe дијагонале ромба, констру­
исаног над страном ЬЈ , ј = 1, 2, 3, једнаllа је reoMempUClloj средини 

дужина оних двију дужи lloje сиајају средину ~j те стране са 

таЧllама z' и z". 

Ставови 3 и 4 омогуЬују врло једноставну геометриску 

конструкцију тачака Иј и Vj , а тиме и конструкцију стране Ьј , 

кад је познат ~еђусобни распоред тачака z', z" и оДговарајуЬе 

тачке ~j или, друкчије речено: на основу ставова 3 и 4 могуЬе 

је увијек једноставном геометрискuм конструкцијом одредити 

положај двију од нула zp zz, Zs полинома (1). ако је познат 

положај једне од њих и положај нула z' и z" полинома (2). 

4. Бу дуhи да се може писати 

z' - ~J =-~ tj + 'УИј VJ = - + (щ +ђ - 2Vщ Vj) = - .~ (VUj~ VV;)2, 

1 . - 1 1,г -
Z"-~j= 2 tj-VUjVј=-2'(Щ+Vј+2VщvЈ= - 2 (v UJ-VVј)2, 

• 
то Је 

I z' - Сј I + I z" - ~j I = I и ј I + I Vj 1= const. 
ј=1,2,3. 

(12) 

Релација (12) заједно са ставом 3 доводи до Cezaro-овог резул­

тата исказаног у 1. 1. 
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REP ARTIТION ЕТ CONSТRUCТIONIJES ZEROS 
D'UN POL YNOME DU TROISIEME ORDRE ЕТ ОЕ SA DERIVEE 

Рас S. Raljevic 

L'auteur deduit de l'interpretation geometrique du procede' de 
resoJution de J'equation еп question Ја repartition et lа construction 
de ses zeros. 
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