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НЕКА ПРОШИРЕЊА СТАВОВА О СРЕДЊОЈ ВРЕДНОСТИ . 
ВЛАДЕТ А ВУЧКОВИЋ (Београд) 

Карамата [I]1} је елементарним путем извео став о коначном 
прираштају за функције које имају прекидне изводе. Овде Ьемо 

извести аЮiЛогна проширења осталих диференцијалних и инте­

гралних ставова о средњој вредности. 

1. Специјални случај поменутог става је следеhе уопштење 

Rolle-uвастава: 

СТав 1. Нека је f (х) непрекидна функција у затвореном раз­
маку (а, Ь) и нека је f (а) = f (Ь) = О. А 1(0 за свако х отвореног раз-, , 
мака (а+О, Ь-О) постоји леви f-(x) и десни {+(х) извод функције 
f (х), тада ПQстоја најмање једnо ~ а из тог размакй и два Пози­
шивна бро;а 

таква да је 
р>()., q>O, p+q=~ 

p,f~(~) +q,(Д)=О (1. 1) 

Помоkу овог става могуЬе је извести уобичајеним путем 

следеhа проширеЊl СаисЬу-ева "Става о средњој вредности и 

Тауlог-ове формуле. 

Став 2. Нека су функције f (х) и ср (х) неПрекидне у затво­
реном размаку (а, Ь), при чему је ср (Ь) *' ср (а). Ако за свако х , 
ошвореНQГ ·оаз.ма"а (а +0, Ь - О) постоје леви 'и десни изводи f _( х) , , , , 
cp~(x) и f+{x,)" ч>+{х~ функција f (х) Uq>{X), ·и а1СОСУ у Шоме , , 
размаку ср-.:(х) ,и ср+{х) *' О и истог эноюа, .тада постоји најмање 

једно ~ из тога размакаи два броја 

р >O,q > (!) , р + q= 1 
так@ да је 

f (Ь) - Ha~ 
-= 

ср (Ь) - ч>{а) 

.pl'.r(~) +q ,f~(Ю , , 
.pq>+(~~ +q cp~(~) 

(1. 2) 

. 

Доказ '0ВОГ с:гаБа .,ц0бија ,се .кад "Се ,иа ,фунн;цију 

• 
Р(х) = [НЬ) - f(a)] [ср '(х) -СР'(а'] - [f(x) - '(а)] [ср ('6) -ср (а)] 

примени став 1. Слично се изводи и 

1) Бројеви у угластим заградама односе се иа литературу на крају чланка . 
• 
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Став 3. Нека је функција f (х) неирекидна у З(lтвореном раз­
маку (а, Ь) и нека у том размаку има неирекидне изводе закључно са 

(п - 1 )-вим. Ако f (х) у свакој тачки х отвореног раз.мака (а + О, Ь - О) 

има леви и десни п-ти извод f{I1)(X) и t<~(x), тада И0стоје два броја 

р>О, q>O, p+q=1 

и једно -; раз.мака (а, Ь) тако да је за свако х тог раз.мака 

f (х) = '};1 (х - а)У f(V)(a) + R" 
v=o vl 

• 
где Је 

2. Да бисмо извели проширење интегрални х ставова о средњој 
вредности, увешhемо једну класу функција која обухвата непре­

кидне функције и велики део прекидних функција. Проучавањем 

неких особина ове класе доhи Ьемо до ставова чијом Ьемо при­

меном добити тражена проширења не само за функције ове класе 

веЬ и за све функције које имају дисконтинуитете прве врсте. 

Дефиниција. Функција f(x) дефинисана у затвореном размаку 
(а, Ь) i1риПада класи PS ако у свакој тачки тог размака, сем 

крај1Ьих, аостоје f (х + О) и f (х - О), ако И0стоје f (а + О) и f (Ь - О) и 
• 

ако Је или 

или 

{(х - О) < t(x) <:f(x +0) 

{(х -О) > {(х) > f(x+O) 
х € (а + О, Ь - О) . 

ири че.му су вредности функције у граничним тачка.ма а и Ь дате са 

f(a)~{(a+O), f(b)=f(b-O). 

Из ове дефиниције непосредно следи да су функције класе 

PS ограничене у датом интервалу, да је множина њихових тачака 
дисконтинуитета пребројива и да су оне R-интеграбилне и RS­
интеграбилне у односу на сваку функцију ограничене варијације 

ако им се тачке дисконтинуитета не поклапају. 

Доказаhемо неке ставове о овим функцијама, од којих су 

прва два аналогони ставова о непрекидности и о највеЬој и нај­

мањој вредности за непрекидне функције. 

Став 4. Ако функција t(x) Приi1ада класи PS и ако је [(а) < О 
а f (Ь) > О, онда у интервалу (а, Ь) постоји најма1Ье једна тачка ; 
тако да је 

или f (; - О) <: О < f (; + О), или {(~ - О) > О > f(~ + О) . 

• 
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Доказ. Како је f(a)=f(a+O) и f(b)=f(b-O), 

{(а+О) < О < {(b~ О). 
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• 
то Је 

Отуда следи да у размаку (а, Ь) постоје тачке Xi и Хћ, i, k~I,2, ... 
• • 

за КОЈе Је 

Од тачака Xi узеhу једну и означиhу је<:а а1 , а од тачака Xk 

таКОђе једну којуЬу означити са Ь1 • Тада је 
, 

f(a 1) < 0< {(Ь1 ), а1 < Ь1 • 

Ако је f (а1 +0) > О или t (Ь1 - О) < О став је доказан. Нека 
је зато 

Образоваhемо 

f (а1 +0) < 0< f (Ь1 - О) 

С1 = (а1 +Ь1 )/2. 
о О О 

(2.1 ) 

Или је а) {(с1»0; или је (3) f(c 1)<0; или је У)f(с1)=Ц. 
у случају у) став је доказан. У случају а) остаје алтернатива 
!(с1 -О»0. у случају (3) остаје алтернатива {(с1 +О)<0. -. : 

Ако наступа случај а), тада ~eMO на размак (аЈ , с1) приме~ 
о о 

нити сличан поступак дељења. 

у случају (3) поступак дељења примениhемо на размак (с1 , Ь1). 
Тако долазимо до низа бројева А п , Вп , п = Ј, 2, . .. који 

задовољавају неједначине 

уз то постоји једна тачка ~ којој низ Ап тежи са леве 

стране, а низ Вп са десне стране. 

Но из дефиниције функције f(x) по (2.2) је 
• ОО 

па граничним прелазом, због егзистенције леве и десне граничне 
о' о 

вредности' функције f (Х), из неједначина (2.3) следи ::. 
• о • 

~ли: .f(~ - О) < О < {(~ + О), . или f (~ - О) > О > f(~ + О) , 
• • 

јер t (А п) -+ f(~ - О), а f (8п ) -+ f (е + О)., што је и требало доказати. 

Став 5. Ако функција f (Х) йрийада класи PS, оида или f (Х,.... О) 
Ј1ли f (Х + О) достиже у размаку (а, Ь) највећу и најмаНЈУ вредност 
функције у том размаку. 
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, 

Д о к а з. Да f (х) не може Достиhи у (а, Ь) своју најмању и 

највеЬу вредност а да их при томе не достигну или f (х - О) или 

Нх+О), следи из дефиниције класе PS. Наиме, или је 

МјП f(x-O)'< МјП Ј(х) < Мах {(х) <Мах {(х+О) ' 
a~x~b a~,~b a~x~b а~ж~Ь .. 

или • 

МјП Ј(х+О) <МјП Ј(х) <Мах Ј(х) < Мах f(x-O) 
а ~ ж ~ Ь а ~ х ~ Ь , а~ж ~ Ь ", а ~ ~ ~ /Ј " 

, , 

Преполовиhемо размак (а, Ь) у два: (а, с), . (С,Ь).Најмаље у 
једном од ових функција f (х) узима једну вредност f (х1 ) која 

није мања од ма које вредности функције f (х) у цел~м р~змаку 

(а, Ь). ИН'аче би сеу (а, Ь) нашле неке аПu.исе Х2 и ха да је" 

за свако· х из (а, с) . ' 

за свако х и,З (с, Ь) 

{(х) < f(x 2) , 

Ј(х) < f (Ха), 
, , , 

, ' , 

те једна од вредности f (х2) и, f (Ха) не би била мања ни од једне 
вр~дности функције f (х) у, размаКУ'Са, Ь): 

, , . " , ' .' ,-

, Итерацl:iјом , OBq~ \ поступ~~ следи да постоји разма'к (аn , Ьn) 
који лежи у размаку (а,Ь) тако да за H~Ke Х', из разма~а (аn , Ь1Ј) f (х') 
н"ЙЈ'ё;:i~ање од ма'КОЈе' вре)blости функ~ије Нх)' у разм~ку (а, Ь). 

, ~~'.-' , .... ",.. '-'" . ,. 
" , 

, АI<о,је,.Хо,.јеД.liаЈаЧ"'!i,.И~ р~зм,а~а(аЈЬ),Т~ у,: '" .. 
, •• о' L _. , , • '. 

, (ај , Ь1) постоји јед,.на ,тачка·,х~ Т,ако да је" {(хд·> f (хо), 

(а2 , Ь2) постоји једна тачка Х2 тако 'да Ј'е i !(Х2) > I (х1); ('2~ 4) 
'1" о" , ,-, '~. ,Г, _. 

, " о- ,', • t') '. " 
'.' • • • • • • • ' •• ј' ........ ('. ,", :.; • ~> ~ •. ; ,''.. • - " • • • • • .. .. .. .. 
. ". . . . .... ." 

- •.. . .- . - , 

Знамо да постоји Нт хn = ~" ' 
. ' 'ni=\dj.-· с- :"., 

, ',' "_ •. ' ... -Ј. 

Бројеви xv , v = 1,2;,. '.. чиnе ищ~ узлазни или силазни низ, или 
су такви да их и са леве и са' десне стране oд,.~ има бесконачно 

, . - ," . ,_ ',' I ' ,.,. . -: ,". 

много: 'Упоследњем, С.1IУЧајУ, они ~ојЙС.у, с леве стр"ане чине низ 
који такође конвергира 'ка ~~~a ИС'rо'\i они с дec'~e стране '6Д~. 

, . . ; 

У случају да бројеви ;(~ IIине'узлазни низ, ' 
, , 

" 

.. 
, 

, , 

а у случају да бројевихn чинеси:Лазни НИ::!, 
• 

" ' , " 
, . . . . . , " . ~ ~ ... " ,'.'. '-~'.'" , . 

, -, - . 

liтј(хн) = H~ -t О) """, . ' . , , '. .,', '":'.- .. ' 

Ii " ,.' ,- , ....... :.,~ .n" ,.~ ", • '''\',. ".rj.·,",.t.J 
.,',,- •• 1 .'_. _ '''''_'_,'' 

.. 
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.~ --~ •.. . .- . - --- _ ... 

а у случају да су бројеви Хџ распоређени и са леве и са десне 
стране од ~ (при чему их са o~e стране има бесконачна много), 
из низа Х џ изабраhу само оне Xmk који леже лево од ~ па ће 
за њих бити 

-
Нт f (xnk ) = f (~- О). 

За оне тачке ~mk које леже десно од ~ биhе 

Нт f(xmk ) = f(~ + О). 

у сваком од прва два случаја низ 

'(х1), '(х2), '(Хз)'," 

је узлазни, а у трећем случају низови 

- -
'(Хn1 ), '(Х n2 ), f(хnз ), ••• и '~ml)' '(хm2 ), '(Хmз )"" 

(2.5) 

који се добијају И3 (2.5) избацивањем ордината за хџ'ове који су 
десно од ~, односно који су лево од ~, такође су узлазни низови. 

'Отуд је по (2.5) ако хvчине узлазни или ~илазни низ 

Нт f (Х п) = f (~- О) > f (Хо) или Нт f (Х п) = f (~+O) > f (Х о) . 
. 

а у случају када су тачке Ху и. слева и с десна oд~, узеhемо 
засебно оне с лева и засебно оне с десна, па ће бити 

limf(xnk )= f (~- О» '(хо) и Нт f ~mk) = '(~+ О) > '(Хо) , 
што је и требало доказати. 

Применом овог поступка на функцију - f (Х) доказује 'се да 
H~ - О) или H~+O) узимају најмању вредност функције у (а, Ь). 

Последица. Ако функција f (Х) uриuада класи PS и ако је А 
неки број који задовољава услов 

. . . , 
. . -

Min f (Х) < А < ~ax '(Х), (2.6) 

онда у интервалу (а, Ь) uостоји бар једна тачка ~ тако да је 

или f(~-О)<А<f(~+О) или f(~-О»А>f(~+О). , 

Приметимо да број А који задовољава неједначине (2.6) 
може да се увек напише у облику . 

k,,=рf(~+О)+qf(;-О), р>О, q>O p+q=l (2.7) 

Став 6. Ако функције f (Х) . и g (х)' uрtiuадај~ класи PS, а 
функција g (Х) је или стално uозитивна или стално негативна у 
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целом размаку (а, Ь), онда у размаку (а, Ь) иостоји једно ~ да је за 
сваки број А који заДОВОЈЬава неједначине 

Min ,(х) < А < Мах '(х) , а<,х<,Ь, (2.8) 
g(x) g(x) 

увек 

А- рf(~+О)+qf(~-О) , р>О, q>O, p+q=1. (2.9) 
Р g (~+ О) + q g (~ - О) 

Доказ овог става uснива се на следеhој леми: Ако су Р1 И qt 
два броја > О са особином Р1 + q1 = 1, а ако суа и а1 ма какви 
бројеви, а Ь и Ь1 или оба позитивна или оба негативна броја, онда 
постоје увек два броја р"> О и q> О са особином р + q = 1 која 

• 
задовољаваЈУ идентитет 

• 

. а а1 Р а + q а1 Р1 +q1 __ о • 

Ь Ь1 pb+qb1 

Доказ става 6.. На основу последице' ставова 4 и 5 је 

А _ f (~ + О) + H~ - О) 
-Р! g(~+O) qt g(~ _ О) , 

а<;е<;ь, Р1">0, .q1">0, Pl+Q1=1, 
• 

а по леми одавде следи 

А = ......:.p......:.f......:.( ~ __ +._o~) +_q.::.....of-'-(~_-_O-'-) , р "> О, 
Р g (~ + О) + q f (~ - О) 

. . 

3. Следеhи С1авови су уопштења ставова о средњој вред­

ности за интеграле, формулисана за Stieltjes-ове интеграле. Из 

њих је лако добити одговарајуЬе ставове за Riеmапп-ове интеграле. 

Став 7. Ако је функција g (х) ограничене варијације у размаку 
(а, Ь) а f (х) Припада класи PS, ири чему им се тачке дисконтину­
итета не ПоклаПају, онда иостоје два броја р >0, Q> О, Р + q = 1, 
и једно е из размака (а, Ь) тако да је 

ь 

f(x) dg (х) = {р f (~+ О) + q f(e-o)} {g(b) -Q (а)}. (3. 1) 
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Доказ се добија ако се на неједначину [2; стр. 72] 

Ь 

Min f(x){g(b)-g(a)}< f (х) d g (х) < Мах f(x) {g(b) - g(a)} 
а,::;;;л,::;;;Ь 

а 

а,::;;;х,::;;;ь 

примени последица ставова 4 и 5. 

Став 8. Нека су функције класе PS g (х) и h (х) ограничене 

варијације у размаку (а, Ь) и нека је 

h (х) - h (а) > О. 
Ако је функција f (х) иозитивна и uнтеграбилна у односу на обе 

функције g (х) и h (х) и ако она у том размаку не расте, тада йо­
стоје два броја р'>О, q>O, p+q=l, и једно ~ из размака (а, Ь) 

тако да је 

ь 

f(x)dg(x) 

_а ____ = рg(е+О)+qg(~-О) -g(a) 

р h (~+ О) + q h (s - О) - h (а) Ь 
(3.2) 

f(x)dh(x) 
а 

Доказ се добија ако се на неједначине [2; стр. 79] 

ь 

f (х) dg(x) 

М· g(x)-g(a)_a - М g(x)-g(a) 
ш ""::::: Ь - ""::::: а х 

а.::;;; х'::;;; Ь h (х) - h (а) а.::;;; х.::;;; Ь h (х) - h (а) 
Нх) dh (х) 

• 

а 

примени став 6. 

Напоменнмо на крају да ставови 7 и 8 вреде не само за 
функције класе PS него и за све функције које имају тачке 

дисконтинуитета прве врсте. Наиме вредност интеграла се неве 

променити ако у тачкама дисконтинуитета функцији дамо ма коју 

вредност, па значи и ону која ве задовољити дефиницију класе PS. 
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QUELQUES EXTENSIONS DES THEORl~MES DE MOYENNE 

Par V. Vuckovic 

Еп supposant que les fonctions f (х) et ср (х) admettent leurs 
I I I I , 

derivees droites et gauches ,+(х), ср+(х), '- (х), ср_(х) que <{I- (х) et , 
<{I+ (х) ont le тете signe et sont #= О, оп demontre qu'il existent 
deux nombres р> О, q> О, Р + q = 1 et ип ~ dans l'intervalle consi­
dere (а, Ь) tels que la fщmulе (1.2), qui generalise la formule Ыеп­
соппие de Cauchy, ait lieu. 

Еп s'appuyant sur се resultaton etablit lа formule (1.3) pour 
le reste du developement de Taylor, lorsque la fonction Нх) admet 
ипе n-ieme derivee gauche е! droite. 

Pour les fonctions пе possedant que les points de disconti­
nuites de premiere espece оп etablit, sous des conditions usuelles, 
des theoremes de тоуеппе exprimes qar les formules (3.1) et (3.2). 
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