HEKA TTPOLIMPEHA CTABOBA O CPENHOJ BPEIHOCTH
BJIALETA BYUYKOBWh (beorpan)

Kapamara [1}V) je enemeHTapHuM NyTEeM H3BEO CT4B O KOHAYHOM
npupamiTajy 3a QyHkuHje koje umajy npexugse usBoge. Ospe hemo
M3BECTH A4HWJIOTHA MNPOLIKPEHA OCTAJNUX Au(PepeHUHjaJHUX M HHTE-
rpajHuX CTaBoBa O CPEAHOj BPEAHOCTH.

1. Cneunjaniu cayuaj nNOMEHYTOr CTaBa jeé cnenehe yonmreme
Rolle-oBa cTaBa:

CraB 1. Hexa je f(x) nelipexugna ynxyuja y 3aliBOpeHOM pa3-
mary (a,b) u nexa je f(a)=f(b)=0. Aro 3a CBAKO X OUBOPEHOr pas-
maxa (a+0, b—0) docloju nesu f_(x) u gecHu f+(x) usBog ¢ynryuje
f(x), @Mapa Toclioju najmawe jeano £t u u3 Mor pasmaka u ABa 003u-
@uBna 6poja

p>0, ¢>0, p+g=1

ply ) +qf (£)=0 (1. 1)

[lomehy oBor ctaBa moryle je wu3sBecTH yoO6uuajeHUM IyTeEM

caegeha npomupema Cauchy-eBa crapa O CpeAwmOj BPEAHOCTH H
Taylor-ose ¢opmyue.

CraB 2. Hera cy ¢yuryuje f(x) u ¢(x) Hellpexugne y 3aliBo-

peHom pasmary (a, b), Gpu demy je ¢ (b)£¢(a). Axo 3a cBako Xx

owsoperor pazmara (a+0, b —0) dociioje neBu ¥ jecHu U3BOOU f—(x),

@(x) u fp(x), wu(x) pyneyuja f(x) u @{(x), u awo cy y Home
pasmaxy tp_(:x) iy <p+(x)¢0 u ucmior 3Haxa, Wajga HocHioju Hajmare
jeano t u3 Mora pa3maxa u pgBa Opoja

p>0,¢g>0, p+g=1

f(0) (@) __ pfe®+af(® 1.9
P(0)-9(a) P+l +q9-(©)

Jloxas oBOT ctaBa JoGuja «ce Kaj ce Ha HYRKIH]y

F(x)=1f(6) - f(a)] [o(x) - (@] ~[f (x) = T ()] {9 (®) - ¢ (a)]

npuMeHn cTtaB 1. CIMYHO ce u3BOIU H

iiakBa xa je

iiake nza je

1) BpojeBH y yraacTuM sarpagaMa OfHOCE Ce Ha JAHTEpaTypy Ha Kpajy uaaHka.

”
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CraB 3. Herka je ¢ghynryuja f(x) neiipexugna y 3aliBOpeHOM pa3-
mary (a,b) u Hexa y Iom pa3maxy uma HelpexuiHe uU3BoOje 3aKbYYHO CA
(n - 1)-Bum. Aro f(x) y cBaroj Wauru x omBopenor pasmara (a+ 0,6 — 0)
uma neBu u gecHu n-u u3Bog foAx) u f(fr)(x), Maaa ioclioje ABa 6poja

P>0, q>0: P+'q=1
u jeano t pazmara (a,b) Waxo Aa je 3a cBako X mor paszmaka

f (x)=§ = ;la)v f®(a) + R,
rjge je -
Ro= L= (000 100N 900 - fx) (1. 3)

ni

2. 1a 6ucMO #3BeaU NPOUIMPEHEe HHTETPANHUX CTABOBA O CPeLhOj
BpeHOCTH, yBemhemo jeXHy KJaacy ¢yHkIuja xoja obyxmara Henpe- -
KHIHE (QYHKIW|€ ¥ BENUKH HEO NpexkuaHux (ysHxuuja. Ilpoyuasamem
HEKHX ocobuHa oBe KJace nohu hemo mo crarosa uujom hemo mnpu-
MEHOM JOOHTH TpAKEHA NPOLWIKPEHAa HE CaMO 33 (PYHKIMje OBE KJjaace
Beh ¥ 332 cBe (QyHKuUMje Koje uMajy AMCKOHTHHYHMTETE NpBe BpCTe.

Nedunaurmja. Pynryuja f(x) aegunucana y 3aiiBOpeHoM pa3mMary
(a, b) idpuiiapna wkaacu PS arxo y cBaxoj Wauwku Tior pasmaxa, cem
kpajrwux, docmoje f(x+0) u f(x—0), arodoctioje f(a+0) u f(b-0) u

arKo je uau
f(x-0) < f(x)<CF(x+0)
uau ' x€(a+0,b6-0)

f(x=0)>f(x) > (x+0)

pu 4emy Cy BpeAaHoOCIiu ¢hyHryuje y rpanudHum dayxkama a u b palie ca
f@=f(a+0), f(b)=f(-0).

M3 ose medunuiiuje HEnocpenHo cjefum Aa cy QyHKIuje KJace
PS orpanudueHe y 1aTOM HHTEPBaJy, Ja j€é MHOXHHA IhUXOBUX TAuaka
JUCKOHTUHYUTETA npebpojuBa B 1a Cy OHe R-unTerpabuiane m RS-
uHTerpabuibve y OoJHOCY HAa CBAaKy (PYHKUH|Y OrpaHHueHe Bapujanuje
aKO MM C€ TauKe JUCKOHTHHyWTEeTa He MOKJamajy.

Iloxasahemo Hexe cTaBoBe O OBMM (G yHKIHMjamMa, O KOjUX CY
npsa JBa aHaJIOTOHH CTaBOBA O HENPEKMAHOCTH W O HajBehoj u Haj-
Makh0j BPEAHOCTH 3a HENpekuiHe ¢pyHKnuje.

CraB 4. Aro pynryuja f(x) Gpuiiaga knacu PS u ako je f(a) <0
a f(b) >0, onga y uniiepBany (a, b) docToju Hajmawe jegna Madra
mako ga je |

une fE-0)<COKCFEHD, umna fE-0)>0>F(E+0).

»
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Hoxas. Kako je f(a)=f(a+0) u f(b)=f(6-0), ToO je

f(a+0)<0<f(b-0)_.
- OTyaa creau na y pasmaxy (a, b) nocro]e TaykKe X; u X, i l_c'=-1,2,. ..
3a Koje je

f(x)<0 wu f(xk)>0, X; < Xg.

Ox Tavaka x; Lyaehy jeIHy ‘H osﬁaqhhy. je ca a,, a OJ Tauyaka x,
Takohe jemny kojy hy o3snauurtu ca b,. Tama je

f(ai).<0<f(b1),: a, <b ‘

Axo je f(a1+0)>0 und f(b,-0)<<O craB je JOKa3aH., Heka
je 3aro

fas+0) O f(b,—-0) (2.1)
06pasosahemo = (01 +b1)/2

Una je o) f(c,)>0; unn je B) f(ci)<0 uia je y) f(cy)=0.
Y cayuajy y) craB je mokasaH. Y CJayuajy o) ocCTaje aATepHaTHBa

flc;—0)>0, ¥ cayuajy B) ocraje a/ITepPHATHBA f(c1+0)<0

Axo HAaCTyma ciydaj a), Taja hemo Ha pa3Mak (a,,c,) npnMe-
HHTH CJAHMYAH NMOCTYNAaK IeJbema,

Y cayuajy B) moctynak je/berma NpuMeHnheMo Ha pasmak (¢, bi)

Tako ponasumo A0 Hu3a Opojesa A,, B,, n=1,2,,.. KoOju
3a40B0/baBajy HEjeIHAUYHHE

f(Ar+0) <0< f(B,—0) (2.2
Y3 TO mOCTOjH jeaHa Tauka & KOjoj BU3 A, TEXH ca JeBe

cTpaHe, a HU3 B, ca JeCHe CTpaHe.
Ho u3 nedunnnuje pynkuuje f(x) mo (2.2) je

Cwmn f(A)<O<f(B,), mmm f(A)>0>f(By), (2.3)

na rPaHHYHMM NPEnasoM, 360r eranc'rennu]e J€EBE U JIECHE rpaanHe
Bpenuocm - (pyHkuuje f(x) M3 HejegHaunHa (2.3) caemuw -

ann FE-0)<O<fE+0), uan f(E-0)>0>f(E+0),
jep f(An)->f(-0), a f(_B,,)—»f(E+O), mTO je # Tpebaso KOKAa3aTH.

CtaB 5. Aro ¢yuryuja f(x) Gpuidana kracu PS, oupa uau f(x—0) |
unu f(x+0) gocmuxce y pasmarxy (a, b) najpehy u najmary BpeaHOCH
pyHryuje y mom pa3makxy.

B6opunx panopa — MareMaTU4YKH ABCTATYT 11
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Noxas. Jla f(x) ne moxe mocruhu y (a, b) CBOjy HajMamy H
Hajsely BpeIHOCT a @ HUX MpH TOME He JOCTHrHy uau f(x-0) uin
f(x+0), cnexu u3 gedusunuje kaace PS. Haume, nian je

Min f(x-0)-< Min f(x) << Max f(x) << Max f (x+0)

a<xL b a<x-<: a<x< a<xqb

HJIIH ‘ o |
Min f(x+4+0) << Min f(x) < Max f(x)- \<§ Max f(x —0)
Qs xL b | a_gxgb e xL b e xh

[penonosuhemo pasmak {a,b) y ABa: (g, c), (c, b). Hajmame y
jeinoM O OBMX (yHKiMja f(x) ysuma jemHy BpemsocT f(x,) Koja
HUje Maba O Ma Koje BpesHoCTH (yHKuuje f(x) y UeaoM pasMaky
(a, b). inaue 6u ce 'y (@, b) Hamie HeKe anmuce X, U Xx; Ja ]e

3a cBaKo. x u3 (a,¢) . . f(x) < f(xy),

332 CBAKO X W3 (c, by  F(x)<f(x),
T€ jeAHa OX BPEIHOCTH f(x,) n f(xa) He 64 OuJa Matba HH o,n; je)me
Bpénﬂocm Q)ynmmje f(x) y: pa:amaxy (a b)

I/Prepauu]om OBOT nocrym{a caenu ,{La nocrom pasmak (an, ,.,.)
KOjH JIeXH y pasMaKy (a b) TAKO A2 32 HEKE X' K3 pasmaxa (@n, by) f(x)
AWje “Marme OX Ma KOje BPeIHOCTH c])yﬂuun]e f (x) y pasmaxy (a, b).

Arco Je xo.jeAna TauKa u3 pazmaka (a b) TO y
. (a,, b;) HOCTOjH jelHA Tadka X, TAKO JHa je- f(xq).=> f(xo),

(a,,bs) moCTOju jexwa Tauka x, TaKo fa je f(x2)>'f'(3c1):(2”;4:)_

ra

Foghrn o om r -, ~y
r"'f1 LI ‘-, Y ‘I"'_.: !

a8 ] & LN DR i {;I_; HLR T B ., »
o L o -

. (an , n) HOCTO]H ]E,T_I,H*a; TAYKA X, TAKO ha _]e f(xn) f(xn—-i)

3HaM0O na nocro;n lim x, = §.
. '—*d-? “;

Bpojesu x,,v=1,2;... WiHe UM Y3NA3HK MIH CHIA3HH HHU3, UK
Cy TaKBM Ja MX M Ca JI€BE M Ca JiecHe _CTpane OL £ ¥Ma GECKOHAYHO
MHOTO. ‘Y nocnembem cnyqa]y, orm KO]H cy c .ueBe CTpaHe the HH3
KOjH Taxohe KOHBEpI‘Hpa xa £, @ WCTO U OHH C ,u,ecue c*rpane on k.

Y cnyuajy Aa 6pojeBu X, uMHE. y3Ja3HH HH3,
Tim () = fE=0)
a y c.uyqa]y ,u,a 6p01c-:-Bn xﬂt uHe cnnasuu HHS o

llmf (x,,) f (E 1 0) )

EX ERREEE S S R R S SRR & SN A A
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a y cayuajy za cy Opojesu x, pacnopeheHu u ca jese W ca JecHe
cTpaHe of § (opu ueMy HX ca o_f_i_e CTPaHe uMa OGECKOHAYHO MHOTO),
H3 HM3a X, u3abpahy camo ome x, Koju Jexe nepo oxg £ na he
338 WbUX OHUTH

lim f (Xn, )= f E—0).

3a oHe Tauke Xm, KOj€ JieXe JeCHO on & 6nhe
im f (xm, ) =f (€ +0).
Y cBaKOM Oj npBa ABa CJlyuyaja HHU3
f(x), f(xa), FOxs), ... ' (©.5)
je y3nasuu, a y tpehem cayuajy Hu30BH . | |

f(Xn)s £ @ng)y [ Ging)sen B F(my)s [ (Xmy)y f(Xmg ) - -

KOju ce aobujajy u3 (2.D) u3banuBameM OPAKHATA 334 X,-OB€ KOju Cy
l1ecHo oJ §, OAHOCHO KOju ¢y neBo oj E, Takohe cy y3/1a3HH HH3OBH.
Otyx je mo (2.5) ak0 x, yYMHE y3Ja3HH HJIM CHIA3HH HH3

Hm f(xn) =f(§=0) =f(x) wmam lim f(xn)=f(§+0) =7 (x,).

a y Ccaydajy Kaja Cy Tadke X, ¥ CJeBa U C AecHa OX §, y3ehemo
3ace6HO OHe ¢ JeBa M 3acebHO oHe ¢ IecHa, na he 6uTH

lim f(n) = fE-0)>F(x) n limf(xm) = FE+0)>1(x),
IUTO je ¥ Tpebalo HMOKA3aTH, |

[Ipumenom oBoOr nocrynka Ha ¢yskuujy - f(x) moka3dyje ce na
f(§-0) mun f(§+0) ysumajy HajMamwy BpegHOCT (Qyukuuie y (a,b).

IMocnepuua. Arxo yunyuja f(x) Gpuilaga kaacu PS u axo je A
HexlUl OpoOj Koju 3aA0BOMABA YCAOB

Minf(x) <A< Maxf(x), a<x<b,. (2.6)
onga y uniepBany (a,b) focloju 6ap jeana Wayxa § Maxo xa je -
unn fE-O)<CALFE+0) ww fE-0>A>f(+0).

[lpumeTumMo Ja 6poj A xoju 3aKoBOJbaBa Hejenuayuse (2.6)
MOXE Ja Cé yBEK Hanume y OOJHKYy

A=pf(E+0)+qf(E-0), p=>0, ¢=0 p+g=1  (2.7)

CtaB 6. Axo ¢ynmduje f(x) u g(x) oputiagajy kaacu PS, a
gyuryuja g(x) je uau clianno UO3UMUBHG uau CIHAAHO HeraiiuBHA Y
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yeaom pasmary (a, b), onga y pasmary (a, b) ﬁotm‘oju jerno & na je 3a
cBaku 6poj A Koju 3a40BOJLABA HejeHAYUHE

MinL® ¢ 4 <« Max L2 s, 2.8)
g(x) g (x)

As-pf(’é+0)+qf(§-—0)_,_ >0, ¢>0, 1. (2.9
peEr0)tqgE_0) P =0 pra=l (.9

Jloxa3 OBOr crTaBa OCHMBA ce Ha caenelioj nemu: Ako cy p, H g,
asa 6poja >0 ca ocobunom p,+¢q,=1, a aKo ¢y .a ¥ a, Ma KaKBH
6pojeBn, a b M b, uin 064 NO3HTHBHA uAM 063 HEraTHBHA 6pOja, OHIA
nocroje yBek aBa 6poja p—>0 u ¢g_>0 ca ocobunom p+qg=1 Koja
33/0B0J/bAaBA]y HIAECHTHTET

yBeK

Jlako ce Hanasu fga cy TO 6pojeBu

py by ° g, b

pyby+qy b P1 b1+‘3hb

Jloxas craBa 6 Ha ocHoBy nocaemmiie’ crasoBa 4 O je

5 1E+0) o f(E-0)
g(§+0) g(E-0)

a<E<b= pl,,}or ,fh,.}"os _p1+q1=1:

a no Jemu Oxapie clielu

 prE+0)+qfE=0)
pgE+0)+qf(E-0)

3. Cnemehu CTaBOBH Cy YOMNIITEHa CTABOBA O CPEHOj BPe-
HOCTH 32 wuHTeérpane, ¢Qopmyaucasga 3a Stieltjes-ose wunrterpane. M3
IbHX je JIaKo L0OuTH oArosapajyhie craBose 3a Riemann-ose HHTET pase.

1 q,>-0, ptg=1.

CraB 7. Axo je ¢ynryuja g(x) orpanuvene Bapujayuje y pa3maxy
(a, b) a f(x) dpuiiana kaacu PS, fpu 4emy um ce Wayke ZUCKOHIIUHY-
uiliefia He fownaaiiajy, onaa fociioje ABa 6poja p>0 qg=0, p+qg=1,
u jeano § u3 pas3mara (a, b) marxo pa je ' -

f F(x)dg(x)=lpfE+0)+qfE—0)} e®)-2(@).  (3.1)
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Hoxa3 ce po6uja ako ceé Ha HejeqHayuHy [2; cTp. 72]

a<a<Lh T x<L b

Min f(x) {g(b)-g(a)} < ff(x)dg(x) << Max f(x){g(b)-g(a)}

IPHMEHH MOCJAexHuIa craBoBa 4 u J.

- CraB 8. Hera cy ¢ynxyuje wnace PS g(x) u h(x) orpanuyere
Bapujayuje y pasmary (a, b) u Heka je '

h(x)-h(a) >0.

Aro je c¢pynryuja f(x) OosuliuBna u uHilerpabunxa y OJHOCY HA 00e
Qyuryuje g(x) u h(x) u axo ona y om pasmarky He paciiie, Maja do-
ciioje aBa 6poja p >0, ¢ >0, p+qg=1, u jeguo § u3 pasmara (a,b)
diako na je

b
[1wdgx)
a __PgE+0)+9g(-0)-2(a) 3. 2)
4 ph(€+0)+qh(§-0)-h(a)
[ dne)
Jloka3 ce mobuja ako ce Ha Hejenunauune [2; ctp. 79]
b
() -2(0 10400 () -2 (0
. g2(x)-g(a p B g(x)-g(a
agbﬁlibh(x)-h(a)gfﬂ ) dh () <~'f-‘*fél-v}fa---éM(3*5)--')'1(ﬂ)
1 X

pUMEHH CTaB 6.

HanoMeéHHMO Ha kpajy jma crtaBoBd T u 8 Bpele HE CaMO 3a
¢yHkuuje kaace PS Hero H 3a cBe (QyHKUHje Koje HMajy Tauke
DUCKOHTUHYHTETa NpBe Bpcre. Haume Bpeanocr uhrerpana ce sehe
MPOMEHUTH aKO y TaukaMa AHCKOHTHHYHTETA QYHKIHjH HaMO Ma KOJy
BPEIHOCT, Na 3HAYH U OHY KOja he 3a10Bo/buTH AePuHHUH]Y Kaace PS.
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QUELQUES EXTENSIONS DES THEOREMES DE MOYENNE
Par V. Vudlkovié

En supposant que les fonctions f(x) et ¢(x) admetient leurs
dérivées droites et gauches fio(x), @+(x), f— (x), o_ (x) que o_ (x) et
¢+ (x) ont le méme signe et sont +0, on démontre qu'il existent
deux nombres p >0, ¢>0, p+g=1 et un § dans lintervalle consi-
déré (a, b) tels que la formule (1.2), qui généralise la formule bien-
connue de Cauchy, ait lieu.

En s’appuyant sur ce résultat on &fablit la formule (1.3) pour
le reste du dévelopement de Taylor, lorsque la fonction f(x) admet
une n-ieme dérivée gauche et droite.

Pour les fonctions ne possédant que les points de disconti-
nuités de premiére espéce on établit, sous des conditions usuelles,
des théorémes de moyenne exprimés qar les formules (3.1) et (3.2).





