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ГЕНЕРАЛИЗАUИЈА ПОЈМА ДАРБУОВА ВЕКТОРА 

И ЛАНКРЕОВА СТАВА ЗА РИМАНОВ ПРОСТОР 

ТАТОМИР п. АНЪЕЛИЋ 

У овом члан ку ћемо показати шта у Римановом простору V N 

од N димензија, чија је метрика одређена метричком формом: 

(1) 

која у општем случају може бити и индефинитна, одговара појму 

Дарбуовог вектора из диференцијалне геометрије тродимензионог 

Еуклидовог простора и како се уопштава тзв. Ланкреов став. 

Ово питање је у тесној вези са Френеовим обрасцима које 

је за Риманов простор позитивно дефинитне метрике генералисао 

Блашке (Blaschke) [1]. Данас је питање Френеових образаца за 

сваки Риманов простор произвољне метрике потпуно пречишhено 

и излаже се и у модерним уџбеницима као што то напр., чини 

Синџ (Synge) [2]. Стога, пре но што пређемо на решавање про
блема који смо поставили и који, уколико је нама познато, досад 

није решен, изнеhемо укратко и генерализацију Френеових обра

заца, јер се наше излагање неrюсреднона то надовезује а и што 

ћемо тако учинити само нашеизлагање јаснијим. 

Уочимо ради тога неку 'Криву С у Римановом простору V N 

И узмимо да његова метричка форма (1) може бити индефинитна, 
да одмах обухватимо нај0ПШТИји случај. Та крива С нека буде 

одређена једначинама 

х! = xi(s) 

r де је s лук криве мерен од одређене тачке. Тада је 

dx i 1 
-= t(1) 
ds 

јединични вектор(орll') тангенте те 'криве,ла ће бити 

t ·l t; t t { ац (Ј); (1) =' (1) i (1) = 81 

(2) 

(3) 

(4) 

10* 
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или 

( 4') 

где је 81 тзв. U1tДUllаШор смера тангенте и може бити + 1 или - 1 . 
. У случају позитивно дефинитне метрике биhе 8ј увек једнако + 1. 
Разумљиво је да је јединични вектор дефинисан у Римановом 

простору индефинитне метрике само за она померања из уочене 

тачке, кад је ds =1= о, тј. кад се не ради о нула померању. 

Апсолутним (Бјанкијевим) диференцирањем једначине (4) по 
луку s добиhемо 

i & t(1) 
tщ; &s =0, (5) 

• • 
што покаЗУЈе да Је 

M i 

вектор -& ~) управан на тангенти криве у уо-

• ченој тачки. Јединични вектор t(~) 
M i 

вектора & ~) зове се Јединични 

вектор прве нормале. Интезитет тог вектора, тј. 

& t(~) 
= ОХ1 &s 

зове се ирва цивина уочене криве С. Према томе биhе 

Ы\{) i 
О S = ОХ 1 t\2) 

и 

(6) 

(7) 

где је сад 82 индикатор прве нормале. Образац (6) је йрви Френеов 
образац у општем Римановом простору. 

Из једначине (7) апсолутним диференцирањем добијамо 

&t(i) 
t(2); &s =0, (8) 

M i 
вектор (2) 

&s 
одакле се види да је управан на првој нормали, а на 

њој је управан и орт тангенте t(~), тј. 

. .~ 
i 

t(1)i t(2) = О. (9) 

&t l 

Према томе вектор (2) може се ра , о s зложити У две компоненте: 

једну у правцу тангенте и другу у правцу управном на t(l) и t(~) 
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. . 

чији Ьемо орт обележити i 
са t(З) , тако да 

85 t(З) i t(~) = 1 . 

Ако интензитет компоненте вектора 

мо са ~, може се написати 

Ы(~) 
&s 

буде 

i 
У правцу t(З) 

(10) 

обележи· 

( [1) 

где је а: скалар који треба одредити. Множењем ове једначине 

са tЩј добиhемо на основу претпоставке о управности t(f) и t(~), 

а из (9) апсолутним диференцирањем с обзиром на (6) добијамо 

• 
одакле Је 

Кад се у (11) унесе ова вредност за а:, добиhе се други Френеов 

образац 

(12) 

Овде је t(~) јединични вектор друге нормале криве С, а х'.! је њена 
друга "ривина (која се у простору од три димензије зове и iilорзија), 

Ако овај поступак наставимо, па једначину (10) апсолутно 
диференцирамо по s, добиhемо 

• 

(13) 

дt i 
што показује да је. вектор -=-"(3,,,,1 управан на вектору t (3) ј, Знамо as 

. i i 
да је поред тога вектор t(~) нормалан на векторима t(l) и t(2), те се 
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вектор 

bli 
(3) може разложити у две компоненте: једну у правцу os 

вектора t(~) и другу У правцу нормалном на тродимензиони простор 
одређен векторима t(i) , t(~) и t(~), тј. може написати 

ot(~) 1 1 
О S = ХЗ t(4) + IН(2) , (14) 

• 
где Је 

1 • 1 
t(4) орт нормале на векторима t(~). t(2) задовољава 

услов 

(15) 

и зове се јединични вектор mреће нормале. Скалар ХЗ је mрећа 

крuвuна криве С, а ~ скала р који треба одредити. После мно

жења једначине (14) са t(2)1, а кад се узме у обзир да је по прет

поставци 

(16) 
добиhе се 

Да бисмо овде одредили 13, диференцираЬемо апсолутно једначину 

(16') 

па Ьемо, кад се узме у обзир (12) и да су сви вектори 1 1 
t(1), t(2) , 

- . 1 
t(~) и t(4) ортонормирани, добити. 

. 1 
О t(~) 1 О t(2)1 о t(2) . 

t(2)[ os -= -t(з) OS = -t(3)1 as = -Вз Х2 =В2 (3, 

одакле следи 

Уношењем ове вредности за 13 у једначини (14) добија се mрепu 
Френеов образац 

• (17) 

Ако се овај сад по својој структури јасан поступак кон

струисања ортонормираних вектора t(~) продужи, може се у општем 
случају за h-шu Френеов образац написати 

St(~) 1 {" (8) о s = Xh t(h+l) - Bh-l Bh ')(.h-l f(h-l) , 1 
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• 
при чему Је 

о за k:f:.l, 
(\9) 

за h = 1, 2, ... , N - 1. При томе је по договору 

. (2Q) 

Овде је 'Хћ h-Ша 1Сривина криве С, а 
1 . 

t(h) орт (h - l)-е нормале 

те криве. 

На крају ћемо I;ЩI,1Исатк и закључни Фр~џеQв. Q.бр~3.ац ~~ 

Риманов прщтор V N од N димеl;iзија. Њега је даКQ доБЦ1;И, !(,ад. 
се у (~&) стави h = N и уз~е у обзир (2Q). Ol;i гласи 

. .. 

(21) 

. 
у овом извођењу nретпостав../Џено је да су свих N - 1 крц-

вина различите од нуле и онда се може конструисати потпуно 

одређени N-едар ортонормираних вектора t(1)· ёlpиPOДHи N-едар 
криве С у Римановом простору V N' Ако је, међутим, ма која од 

кривина, напр. 'Хм (М < N), једнака нули, описани поступак ко Н

струисања ортонормираних вектора се прекида и N - М осталих 
јединичних вектора остају неодређени. 

Да пређемо на сам наш проблем, уочимо детерминанту t(k> 1. 
С обзиром на једначине (19) ова детерминанта је ортогонална, тј. 

(22) 

јер је систем ортонормираних ве\(тора t(~) локални Декартов пра
воугли N-едар. Једначине (19) изражавају услов да су вектори 

. '. 

колона (k и 1 су индекси колона) у тој детерминанти ортонорми-

рани. Међутим, у таквој детерминанти се t(k)i може сматрати као 

кофактор елемента t(~) у детерминанти I t<k) 1 подељен вредношhу 
саме те детерминанте (што уостаЛQ~ или не мења тај кофактор 

или мења само знак, према томе је ли њена вредност + 1 или - 1). 
Стога се увек може једначини (19) написати аналогна једначина 

за врсте у облику 

• • 
Вј за /><=Ј 

О за i:f:.i. 
(23) 
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Извод неког од ових ортонормираних вектора, напр. једи

ничног вектора /(h)j, у правцу другог неког од тих вектора, рецимо 

/(f) , биhе по дефиницији израз 

/(h)i, ј Ц) . 

Пројекција овако добијеног вектора са слободним индексом 

неки треhи јединични вектор нашег система, напр. /(1), даЬе 
ларну инваријанту 

• 
1 на 

ска-

(24) 

Ове скаларне инваријанте Y(hkl), одређене У вези са системом 

ортонормираних вектора t(~), зову се Ричијеви 1Соефицијенти рота
ције. Индекси h, k, 1 овде не означују тензорску природу, веЬ 

само означују редни број вектора који се појављују у изразу са 

десне стране у (24) и стога су стављени у заграду. При томе је, 

по договору, први индекс - индекс вектора чији се извод тражи, 

други је индекс вектора на који се пројицира, а треhи је индекс 

вектора у чијем се правцу одређује извод. 

Ричијеви коефицијенти образују систем скаларних инварија-
• • 

ната КОЈИ Је антисиметричан. у односу на прва два индекса, што 
• •• 
Је познато, ТЈ. увек Је 

у (hkl) = - у (kl1l) (25) 

и 

(26) 

Релација (24) која дефинишеРичијеве коефицијенте ротације 

може се, како је познато, написати и у облику 

(27) 

одакле се за 1 ~ 1 добија 

у (hk1) = f(i),j t(k}i t(i). (28) 

Како за апсолутно диференцирање увек вреди 

i . . 
l) t(h) = t i . dx} _ t ј . t i 
l) S (ћ),} ds - (ћ),} (1), (29) 

биhе 

(30) 
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За антисиметрични систем Ричијевих коефицијената ротације 

у (hk1), који је другог реда, увешhемо ознаку Whk, тј. ставиhемо 

(31) 

па ће бити · , 

(32) 

Овај антисиметрични систеМWhk зваhемо засад Дарбуов оиерат0Р. 

Поред антисиметричности систем Whk има још једну наро

читу особину. Наиме, из једначине' (30) се на основу једначина 

(18) добија 

а одатле на основу (19) проистиче да ће бити 

(33) 
• • .0 • 

Према томе, само оне координате Дарбуовог оператора Whk раз-

личите су од нуле чији се индекси разликују међусобно за једи

ницу, а све остале су једнаке нули. Матрица овог Дарбуовог 

оператора изгледаhе стога 

• 

о о 

о 

о 

о 

• • • 

• • • 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

о 

• • • о 

(34) 

• 

Укупан' број координата које могу бити различите и од нуле 

и међу собом износи код Дарбуовог оператора у општем слу

чају N - 1. 
Занимљиво је приметити да кад је N непаран број (N = 2 р + 1, 

где је р позитиван цео број) вредност детерминанте I Whh I увек 
је једнака нули. За N паран број (N = 2р) њена вредност није 

негативна и једнака је производу квадрата кривина са непарним 

индексима, тј. у том случају ће бити 

• • 

• 
што Је лако проверити. 

2 
Х7р-l , (35) 
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Назв.з:ли СМ.О,· зд први мах сиеtем: Whh оде,атором, јер су му 

елементи ')ч (ј = 1,2, ... , N ~ 1). а то СУ крив,ине криse С У посма,
траном Римановом простору. У нашем излагањусе претпоставља 

да су ове кривине различите од нуле, јер се остали случајеви 

лако изводе одатле. Кривине 'Хј су променљиве од таЧI<-е до тачке, 

оне су функције положаја, али су независне од избора коорди

натног система референције. Међутим, очигледно је да се овај 

систем вреДНОСТIi може схватити и као систем координата aHTI{' 

симеТРIiЧНОГ теююра, који је у свакој тачI<И I<риве С одређен из 

услова да су му координате у односуца ДQI<аЩiИ природ!!и N
едар референције бројно и по димензији једнаке кривинам.а уочен~ 

криве у тој тачки. У том смислу се Whk щ>же сматрати као анти

симетрични двоструки коваријантни тензор, који ћемо назвати 

Дарбуов Шензор придружен датој кривој С у Римановом простору 

VN од N димензија. 
у тродимензионом Еукли:довом простору (чија је метрика 

наравно позитивно дефинитна) наш се Дарбуов тензор своди на 

тензор трећег реда 

о 

о (36) 

о , , 

коме се на познати начин у том простору може координирати 

помоhу е-система релативни вектор 

• 
једначином 

d' 1 "k '= е1} Wjk' 
2 

(37) 

Кад се узме У обзир особlща (33) I<оординаrа. ДарБУЩIQГ тензора, 
увиђа се одмах да ће биrи 

(38) 

што се може написати и У об.1Ц:IКУ 

dl . 'Х.:1 t(~) + 'Х1 t(~) , (39) 
. _. ' 

• 

а ТО је познати Дарбуов Bel{TOp који увек лежи у реI<Тtlфщ~а-
• 

ЦИОНОЈ равни уочене тродимензчоне криве. 

Према томе, Дарбуов тензор Whk одговара у Римановом про

стору V N појму Дарбуовог BeI<TOpa из дифеР~ЦiUtfјалне. геомеТр . .,је 
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тродимензионог Еуклидовог простора. Дарбуов тензор је гецера

лизаи.ија појма Дарбуовог вектора. Међутим, из ових излагања 
је јасно да и у тродимензионом простору иза тзв. Дарбуовог 

вектора стоји антисиметрични тензор другог реда као и у оцштем 

случају ·ма ког броја димензија. CaMQ ШТQ се у ОПlllтем случају 
• 

овом не може координирати никакав вектор. 

Шта геометриски значе координате Дарбуовог тензора то 

смо видели, а сада ћемо показати и њихово КИЈ:Јеђotатичко тума

чење, јер Ричијеви коефицијеЈ:ЈТИ ротације имају своје кинематичко 

значење, одакле им име потиче. У том циљу уочимо на кривој 

С поред локалног система ортонормираних вектора t(l, и неки једи
нични вектор ~j (~j ~j = 1) који се· дуж криве С паралелно помера, 
тј. који дуж криве С задовољава услов 

(40) 

Косинус угла 6(К) између јединичног вектора е ; и ма ког од 

јединичних вектора система, напр. јединичног вектора t(b, биhе 
одређен обрасцем 

( 41) 

• Ако се одреди извод ове једначине у правцу криве, ТЈ. у правцу 
. i 
Јединичног вектора тангенте t(1) те криве, добиhе се с обзиром 

на услов (40) 

d(cos Э(Ю) . fi d8(K) (С· t ) t1 
ds = - S1П U(K) ds = .. ' (К), ј, (1) = 

Овај образац одређује промену на јединицу лука (одн. брзину 

промене, кад се узме s= t, где је t време) косинуса угла између 
два правца од којих се један помера паралелно дуж криве а 

други природно као орт једне од њених нормала. Ако још као 

почетни положај уочимо онај у коме се орт ;' поклапа са неким 
другим од ортова норма ла нашег система, напр. са tJf), биhе у 
том случају угао 6(кн) = 1(/2 и претходни израз своди се на 

d 6(кн) i ј 
- ds = t(Кj' ,Ј t(H) t(l) , 

тј. према (28) и (31) на 

d 6(кн) _ -
ds 

(42) 
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Према томе, координате Дарбуовог тензора претстављају промену 

угла у односу на лук криве (одн. брзину те промене) између 

правца t&) и правца t(h) кад се онај други паралелно помера дуж 
криве. Другим речима, координате (Ј)нк Дарбуовог тензора прет

стављају брзину ротације вектора t(kJ око криве при померању 
дуж криве у односу на паралелно померени вектор tJ{). 

Да бисмо показали у чему је генерализација Ланкреовог 
l . 

става, помножиhемо једначину (30) ортом t(k) и извршити саби-

рање по k, па Ьемо с обзиром на (23) и (31) моhи да напишемо 

(43) 

• 
одакле у општем случаЈУ следи 

(44) 

што је одмах јасно. Напр., за h = 2 (прва нормала) имамо 

2 

"'" «(ЈЈ91)2 + ((ЈЈ2s)2 = у.,; + x~ • 

Сад је лако увидети у чему може бити генерализација тзв. 

Ланкреовог сiПава. Наиме, у Еуклидовом тродимензионом простору, 

кад се са 1(. обележи i110i11ална кривина криве линије важи Ланкреов 

став у облику 

2 2 2 
у., = 1(.1 + 2 • (45) 

ОЧl'lгледно је онда да се са једног становишта, кад се узме у 

обзир да се једначина (45) У тродимензионом простору може 

изразити и у облику 

(46) 

једначина (44) може сматрати као генерализација Ланкреовог става 
за Риманов простор. Са тог гледишта је обичан Ланкреов став 

уствари скоро тривијалан специјални случај општег става (44). 
Међутим, јасно је да се сад на Ланкреов став може гледати 

• • 

и са другог становишта и да се он може сад и ДРУКЧИЈе тума-

чити. Ако се, наиме, узме да у.,2 обележава збир квадрата свих 

могуhих кривина дате криве (што је случај у тродимензионом 



• 

-
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простору), тада би односни израз у Римановом простору VN гласио 

N-l 

х2 = L x~. (47) 
1=1 

Тај израз за ;<.2 може се у тродимензионом простору написати и 

помопу извода јединичних вектора у облику 

1 
;<.2=_ 

2 

I :! I 
6 t(l) + 6 t(2) 

6s 6s 

2 I Ы I 2 + (3) 

6s 
, (48) 

коме у Римановом простору V N одговара очигледно израз 

(49) 

Најзад, као генерализација израза (48) може се сматрати и 

1 'Ј; \6 t(k) 12 
N - 1 k=l\ 6 s I (50) 

који се своди на (48) за N = 3, али у општем случају није једнак х2• 
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VERALLOEMEINERUNO DES BEORIFFS DES DARBOUX'SCHEN 
VEKTORS FUR DEN RAUM VON RIEMANN 

Tatomir Angelitch 

Iп diesem Aufsatz wird gezeigt was in Riemanns Raum V N уоп 

N Dimensionen, dessen Metrik durch die im allgemeinen Раllе inde
finite quadratische Form 

ds2 =a 'dxi dxi 
'} 

(1) 

festgelegt ist, dem Begriff des Darboux'schen Vektors der DШеrепti
algeometrie des Euklidischen dreidimensionalen Raumes entspricht 
und wie fur den Riemannschen Raum der sogenannte Lancret'sche 
Satz yerallgemeinert werden kann. 

Der Verfasser knupft seine Ausfuhrungen ап eine Arbeit уоп 
W. В 1 а s с h k е (Frenets Formeln fur den Raum уоп Riemann. МаЉ. 
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Zeitschrijt 6, S. 94 -99, 1920) und zeigt, dass dem Begriff des Dar· 
boux'schen Vektors ein antisymmetrischer Tensor (J)hk N·ter Ordnung 
entspricht von der Form 

{(J)hk} ~ 

О 82 Х1 О О • • • О О 

- 82 Х1 О ва Х2 'о • • • О О 

О -82 Х2 О 64 Ха • • • О О 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . 
О 

О 

О 

О 

О 

О 

о . . . 
о . . . 

(2) 

WO Xh die N - 1 Krummungen und 8h die Zeiger der Richtung der 
einzelnen Einheitsvektoren des lokalen naturlichen N-Beins der gege
benen Kurve sind. 

Zum Schluss weist der Verfasser auf verschiedene Мбgliсhkеitеп 
der Verallgemeinerung des Lancret'schen Satzes. 

, 

• 




