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ДОКАЗ ЈАКОБИЈЕВОГ ТЕОРЕМА О СФЕРНОЈ СЛИЦИ 
ГЛАВНИХ НОРМАЛА ЗАТВОРЕНЕ КРИВУЉЕ 

СТ Анка БИЛИНСКИ (Загреб) 

Нека је С затворена кривуља у П'ростору без сингуларних 

точака, а N нека је сферна слика њезиних главних нормала. Прет­
постављамо да је и кривуља N без двоструких точака и да дијели 
јединичну куглу на два' једноставно-сувисла подручја П1 и П2 • 

Показат Ьемо, да тада оба ова подручја имају једнаку површину.l) 

Одаберимо у ту 

сврху на јединичној 

кугли сферне слике 

N било коју чврсту 
точку А 1 подручја П1 
као један (сјеверни) 

»пол" те кугле. Из­

бор пола А 1 нека је 
само тиме ограничен, 

• 
да ДИЈаметрално су-

протнаточка,тј.дру­

ги (јужни) пол А 2, 

припада подручју П2• 

(Није тешко разабра­

ти, да је то уз горње 

претпоставке увијек 

могуЬе учинити). 
Нека је пол А 1 одре­

ђен константним ра­

дијвектором р. Нека 

.Ji, 

-р 
_-·-t·-r-----

• • 

ё 

\ 

Сл. 1 

--! ...... 

је надаље куглина плохаоријентирана. Кривуљу С Ьемо тада тако 

оријентирати, да је припадном оријентацијом кривуље N подручје 
Пt позитивно оријентирано. Обиђе ли точка Т једном цијелу кри-

~ . 

вуљу N У позитивном смислу, мањи од лукова А 1 Тглавног круга , 

1) С. О. Ј. ЈасоЫ, Gesammelte Werke, Bd Vll., р. 39. 
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кугле Ье при том једанпут позитивно описати цијелу површину 

подручја П1 • 

Ако је v висина калоте јединичне кугле, површина оног 
• 

сектора те калоте, КОјИ припада централном куту rp, износи v <р, 
па је према томе површина Рl подручја П1 једнака 

-
Нека је r=r(s) једнаџба кривуље С, а n=n(s) једнаџба 

кривуље N, гдје је s дуљина лука на кривуљи с. 

Ако је T(s) точка кривуље N одређена радијвектором п, бит 

h рхп . . т "'. 
е - јединични вектор, КОЈИ у точки одре.ЈУЈе позитивни 

I рх п I 
смјер географске паралеле. Тад је пројекција dl вектора dn у 

. ф . рхп d 
СМЈер геогра ске паралеле Једнака -. п. 

! рхп I 
Дакле је 

Надаље је 

• • 
ГДЈе Је 

dl=(p,n,dn), 
I рхп! 

р=lрхпј. 

Ради (3), (4) и (2) бит Ье дакле 

d 
(р, п, dn) 

rp - • 
(рхп)2 

Будуhи да је осим тога 

v=1-p.n, . , 

то према (5), (6), и (1) излази 

• 

1-р·п 
( )2 (р, п, dn). 
рхп 

• 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

ПОЛ А2 је одређен. радијвектором (- р). Будуhи да је по- . 
дручје П1 кривуљом N позитивно оријентирано, иста оријенrација, 
кривуље N прил.аје подручју П2 неrативну оријентацију .. Тако· 
добивамо за.поврщину Р2 подручја П2 израз . 

l+р·п 
Р2- . .' (р, п, dn). '. (8) 

с (рхп)2 

-
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Означимо ли. сада • 

(9) 
онда је према (7) и (8) 

р·п 
Ј= (p,n,dn). 

ё (рхп)2 
(10) 

Докажемо ли да је ВрИЈедност интеграла (10) једнака нули, 
бит ће ради (9) тиме и Јакобијев теорем доказан. 

Примјеном Frепеt-ових формула 

dt 

излази из (10) редом 

р·п 

(р х п)2 

-=хп 
ds ' 

dn 
-= -xt+'t'b, 
ds 

db 
-=-'t'n 
ds 

(р, П, - х t+'t'b) ds = 

-
• 
с 

=(p_._n~)_.~(p~._b_)~x_+_(~p_._n~)_.~(p __ .t~)T~~ 
(р х п)2 

= 
(р • Ь) d (р . t) - (р . t) d (р . Ь) 

[р Х (Ь Х t)]2 
• 

Будуhи да је рх(ьхt)-Ь . (р . t) -t . (р. Ь), можемо даље писати 

(р. b)d(p· t)-(p· t)d(p· Ь) 
(р . Ь)2 

-----~~~~~-------= 

1 + р. t 2 

р.Ь 

Ј= 

• 
па Је дакле 

Р t s,+L 
Ј = arc tg' , 

р . Ь s, 

d р. t 

_---"-р_. ~b_ , 
Р . t 2 

1+ 
Р . Ь, 

(11) 

тдје је Т1 (S1) било која точка кривуље С, а L дуљина лука цијеле 
те кривуље. Но L је онда период векторских функција t и Ь, а 

р . t 
ради тога и период функције . 

р·Ь 

Зборник радова - Математички институт 10 
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• 
Ипак не можемо одатле одмах закључити, да је вриједност 

. (11) интеграла Ј увијек једнака нули. Ради многознацности функ­
ције arc tg постоји наиме могуЬност да је та вриједност једнака 

неком многократнику од ~. 

. Но овдје ћемо сада показати, да се након једног обиласка 

око цијеле кривуље С долази и опет до исте детерминације функ-

ције arc tg . Р • t, па ;IЏI према томе' Иllтеграл Ј доиста ишчезава. 
р·Ь . . 

Ако кривуља С не лежи у једној равнини, бит Ье и кривуља . ' . 
В, 1'. ј. њезина сферна слика бинормале, нека затворена сферна 

кривуља. Будуhу да сферна слика тангенте Т и сферна слика 

бинормале В нигдје не могу за исту вриједност параметра s сјеhи 
. Е· ф' p·t б 1. 

екватор ,НИГДЈе не може УНКЦИЈа ити неодре'Јена, 
. р·Ь 

а сваки пут, кад кривуља В пресијече екватор Е, пријеhи Ье 

arc tg р. t преко неизмјерности на сусједну детерминацију. Али 
р·Ь 

В је непрекидна затворена криву ља, па коликогод пута она лресије­

цајуhи екватор прелази с једне куглине полутке на другу, толико 

се пута и враЬа натра'Г на вету полутку, док не стигне на почетну 

точку. Ради тога Ьемо се, пошавши од бил'о које детерминације 

функције arc tg -р. t , 'Након једног обиласка око цијеле кривуље 
р·Ь 

С при повратку на почетну точку увијек вратити с почетном 

детерминацијом. Зато је .у сваком сл.учају Ј=О и Јакобијев теорем 

тиме доказан. 

SUR UN THEOREME DE JACOВI 
Par Stanko Вiliпski 

Sans filirеiпtеrvепir ехрli-сitеmепt 1е theoremede Оаuss-Бопеtt, 
l'auteu!r dеmопtrе 1~ theoreme de ЈасоЫ, ,8. savoir que: 

l./image spherique de Ia normale principale d'une couibe fermee 
reguliere divise lа surface de lа sphere еп deux parties ega1es. 




