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ПРИЛОГ ТЕОРИЈИ GЕGЕNВАUЕR-ОВИХ ПОЛИНОМА 

с. АЉАНЧИЋ (Београд) 

1. GеgепЬаuеr-ови полиноми c~ (х) дефинисани су генера-
трисом 

1 оо 
----~ = ~ C~ (х) ћ", 
(1-2ћх+ћ2/ п=О 

(1) 

нли помоhу . 

C~(x)=(-I)11 (2v)n (1_x2)1/2-V _d_" [(1_x2)I1+Y-1/2], 
211 п! (V+ 1/2)11 dxn 

(2) 

• 
где Је 

(а),. = а(а+ 1) ... (а+n - 1). 

Кад је V=m+ 1/2, т цео позитиван број, они су уско пове­

зани са Lеgепdrе-овим асоцираним функцијама прве врсте целих 

индекса, наиме, 

Р: (х) = ( - l)m (2 т)! (1 _ х2)т/2 С:+:,{2 (х), 
2m т! 

те садрже као специјалан случај (т = v - 1/2 = О) И Lеgепdrе-ове 

полиноме. 

Посматрани као функције од х, GеgепЬаuеr-ови полиноми 

задовољавају диференцијалну једначину хипергеометриског типа, 

те се могу изразити и коначним хипергеометриским редом 

г (2 v+n) 1 - х 
СУ (х) = F - п п + 2 V' v + 1/.,' --
п nlr(2v) , , ~'2 • (3) 

Овде ћемо, пре свега, показати да се c~ (cos Э), 0< э < я, 
може развити, према томе које вредности узима v, у један од 
следеhа два тригонометриска реда: 

C~(cos6) = 
1-У 

= 2r(2v+n) (2sin6)1-2 V i; ak v sin('n+2k+l)6, (4) 
[2 ( v) п! k=O (v + п + k) ап +k 

• 

0<6<я, v>O, v # 1, 2,3, ... 
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• 

односно 

c~ (cos 6) = 

= 2 Г (2 v) i; 
f2(v) k=O 

аУ а2У k пн у sin[(n+2v+2k)6+(1/2-v)n], 
(v+n+k) апн 

(5) 

. 

0<6<,"" O<v<l. 

Коефицијенти a~ одређени су са 

• 
т. Ј. 

тако да је 

v _ 
ak -

• 

v(v+l) ... (v+k-l) 

kl 

(V)k r(v+k) 
= - = 

r(v)kl ' k! 

1 __ kv- 1 , k~ ОО, 

Г (v) 

1 k ---v , v~oo. 
Г (k+ 1) 

(6) 

(7) 

(8) 

Развици (4) и (5) своде се за v = 1/2 на класичан Неiпе-ов [1)1> 
Fourier-ов ред за Lеgепdrе-ове полиноме. 

Кад је v реално и п> О, коефицијенти ових тригонометри­

ских редова показују. знатну правилност. Тако је низ коефи-

цијената 
I-v 

v ak Ck(n) =' v' :k=O, 1,2, ... 
(v+n+k) an+k 

(9) 

. 

тотално монотон за 0< v < 1. За s < v < s + 1, s цео позитиван 

број, првих s чланова низа (k=O, 1, ... , s-l) осцилују, али 

чланови низа од (s+ l)~oг па надаље имајУ сталан знак и обра-
• 

ЗУЈУ тотално монотон низ. 

Слично вреди и за низ коефицијената 
,- о· - V 2 
'"j,"'-i - _ V -

'd~(n)= ( ak:;+kv ., k=O, 1,2, ... 
v+n + апн 

(10) 

који се јавља у тригонометриском реду (5). И тада је за 0< v < 1 
низ d~(n), k=O, 1, ... тотално монотон, а за -(s+l)<v< -s, 
s цео позитиван број, такав је само његов остатак d~ (п), k = 2 s + 2, 
2s+3, ... 

1) Бројеви у угластим заградама односе се на литературу на крају чланка. 
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Ослањајуhи се на један општи став који је недавно доказао 

Ј. Карамата [2] (в. тачку 6), показвhемо како се из тригонометри­
ских редова (4) и (5) може добити познати Stieltjes-ов уопштени 

асимптотски развитак за C~ (cos 9) 

2 1 

C~ (cos 9) = В ( ) }.; 
V, v+n Ј1=О 

cos [n6+(v+r) (6-1С/2)] 

(2 sin 9)У+ Ј1 

1 , (11 ) 
nl + 1- V 

униформно за 0< 8 < 9 < 1с - 8. Караматин став омогућује да се 
из тригонометриског реда који је Abel-збирљив и чији коефи­

цијенти показују извесну правилност добије асимптотски развитак 

његове Abel-0ве суме. 

Из тригонометриског развитка (4) могу се извести и неке 

друге особине ОеgепЬаuеr-ових полинома C~ (cos 9), 0< v < 1. 
Тако, ако са 9т обележимо нуле од C~ (cos 9) које леже у раз­
маку (0,тt/2), њихов положај је ту одређен са 

т = 1, 2, ... , п' ~ п + 1 . 
2 

(12) 

Нуле из размака (1(/2,1() су симетрично распоређене према 9 = '][/2. 
Из (4) или (5) можемо добити и неједначину 

r(v) r(v+n+1)IC~(cos 9)1 < G , (13) 
2 1-у r(2v+n) (sin6)v 

(О < 9 < '][, О < v < 1, п = 1, 2, ... ; G не зависи од п и 8), 

која претставља аналогон Stiе1tj~s-овој неједначини за Lеgепdrе-ове 

полиноме. 

Први од наведених резултата следи непосредно из једног 

општег Fejer-овог [3; стр. 23] става који се односи на нуле три­

гонометриских редова Нејпе-ова типа са троструко монотоним 

коефицијентима. Други се, пак, може добити на аналоган начин 

као што је Fejer [3; стр. 52] из Нејпе-ова развитка за Lеgепdrе-ове 
полиноме извео Stie1tjes-ову неједначину. 

Тачка 2 садржи још неке особине ОеgепЬаuеr-ових полинома, 
а у тачки 3 изводимо један одређени интеграл који ће нам доцније 
бити потребан. У тачкама 4.1 и 4.2 долазимо до тригонометриских 
развитака (4) и (5) на два различита начина, једном директним 

развијањем у Fourier-ов ред, а други пут полазеhи од једног 

интеГр'алног облика за C~ (cos 6). О правилности коефицијената 

који се јављају у (4) и (5) реч је у тачки 5. У тачки 6 изводимо 
асимптотски развитак (11), а у тачки 7 неједначину (13). 

- - -" 
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2. Претходно наводимо неке особине 
нома. Користеhи (2), може се показати да 

+1 

GеgепЬаuеr-ових поли-
• 
Је . 

x k (1 - X 2)v-1/2 c~ (х) dx = О, k=O, 1, ... , п -1, (14) 

-1 

тј. ортогоналитет GеgепЬаuеr-ових полинома. 

Из (2) непосредно следи и симетрија 

C~(- х)=( _1)П C~(x). (15) 

Најзад, GеgепЬаuеr-ови полиноми· C~ (х), Х = cos Э, могу се 
приказати у облику косинусног полинома 

п 

c~ (COS Э) = L ak a~-k COS (п - 2 k) е . 
k=o 

Заиста, 

(1 - 2 h cos е + h2)-V = (1 - he - ЭZ)-V (1 _ hеэi)-V = 

те је према (1) 

= i; a~ e- ПЭi hn • i; a~ епэl hn = 
п=О n=О 

п ''5'; v v (п-2k)Эi ak an-k е 
k=O 

п 

c~ (cos Э) = L ak a~-k e(n-2k)ЭI, 
k=O 

што је еквивалентно са (16). 

(16) 

3. Да не бисмо доцније прекидали излагање, израчунаhемо 

овде интеграл 

1t 

. ". Ь" d" " . ь" r (а + 1) R { } > 1 (17) Slna <:Ј sш <:Ј Q ~ 2а sш 2 -----:----'----'--~--, а -. 
r а+Ь 1 r а-Ь+ 1 

2 + 2 О 

Полазимо од функције 

ZЬ-l (Z-l - Z)a 

И интегришемо дуж контуре која се састоји из отсечка реалне 

осе од - 1 до + 1 и полукруга у горњој полуравни z. Крити чне 
сингуларитете у z=O и Z= ± 1 обилазимо деловима кружиhа, тако 
да у унутрашњости контуре нема сингуларитета. Интеграл~ дуж 

тих кружиhа тежиhе нули са њиховим полупречником, уколико 
је R {а + 1} > О и R {Ь - а} > О. (Овог последњег услова ослобађамо 

• 
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се на крају аналитичким продужењем). Тако остаје само 

одакле 

• 
о 

о Ј 

1 о 

+i еЬеl ( -- 2 i siп О)а d О = О , 

о 

еЬеl siпа О d О = 

1 b1ri 
. Ь - а - е ~ slП л: 

2 а- 1 2 

1 b1ri Ь - -а 
= е 2 sin --л: 
2а 2 

о 

о 

] 

1 

Ь-а 
~-1 

Х 2 (1 - x)~ dx ~ 

brri Г Ь - а Г (а t- 1) 
л: 2 • Ь-а \ 2 = е s1П л: ___ ---:-__ 
2а 2 'а + Ь \ 

г· +1 
2 

л: Ь;' Г (а + 1) 
= е ----;----'---'-----~_:_--. 

2а Г а + Ь + 1 Г а - Ь + 1 
2 2 

Одавде добивамо, сем (17), и 

1r 

117 

. а tJ Ь () d () л: Ьл: Г (а + 1) 
sш '1 cos '1 '1 = cos Ь \ Ь ' 

2а 2 Г а + + 1 Г а - + 1 
R{a}>-l. 

о ,22 

4.1. Да бисмо добили тригонометриски ред (4), развиhемо 
функцију 

(t~(cosO)=(sin 0)2v-1 с; (cosО) 

У размаку (О, л:) у Fourier-ов синусни ред: 

(t~(cOSO)=b1sinO+ ... +bn sinnO+b ll + 1 sin(n+l)O+ ... 

Пре свега, примеhујемо да је 

Ь 1 =Ь2 = ..• =bn~ О. 
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Заиста, 
п: 

sin k Э . 
<t~ (cos Э). s1П Э dЭ = 

slП Э 

+1 
2 

(1 - x2 )v-'/2 C~ (х) Uk - 1 (х) dx = О =-

-1 

за k = 1,2, ... ,П, на основу (14), јер је U k-l ех) полином по х сте­

пена k -1 < П. -
С друге стране, и за a::~(x) важи (15), тј. 

a::~ {cos (rc - Э)} = (. l)n a::~ (cos е) , 
• 

а како и sin т G има сличну симетрију, то је 

п: 

2 
a::~ (cos Э) sin т Э d G = О 

rc 
о 

кадгод су п и т оба парна или оба непарна. 

Према томе, a::~ (cos Э) мора имати синусниред облика 

со 

а::~(СОSЭ)=L~ksiп(п+2k+1)Э, 
k=O 

За коефицијенте ~k налазимо, према (16), 

2 
~k= a::~ (cos Э) sin (n+2k + 1) Э dЭ= 

rc 
О 

2 
rc 

О 

п: 

2 --
О 

п . 

(siпЭ)2v-l L a~a~_mcos(n-2m)e. siп(п+2k+l)ЭdЭ= 
т=О 

(sin G)2v-l 
1 п 

2 ~ aV aV siп(2п-2m+2k+l)Э kJ т n-nz 
nZ=О 

1 п 

+ 2 ~ О a~ a~_т sin (2m + 2 k + 1) Э d Э . 

Како су ове две последње суме једнаке, то је 

2 п 
~k= L aV aV (sin э)2V-1 sin (2 т +2 k+ l)Q dQ 

7t nz=О т л-т 

О 
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и, према (17), 

r(2v)~( l)Нm a~a~_т О 
(3k=22V-2т~о - r(v+k+m+l)r(v-k-m)' v>. 

За нас је од интереса понашање коефицијената (3k кад п ~ оо. 
Зато Ьемо, служеhи се једним Sааlsсhiitz-овим [5] резудтатом, 

f (-- ])m (п (Х)m (у + и + п -1 )m = . 

т=О ,т (х+и)m(У)m 

_ Г (у) Г (у - х + п) Г (х + и) Г (и + п) - , 
г (у - х) Г (у +n) Г (и) Г (х+и+n) 

(18) 

добивени израз за коефицијенте (3k дати у затвореном облику. 

~оводеhи овај претходно на облик леве стране у (18) 

(-1)n22 --2v r(2v)r(1-v+k) 
(3k= . 

r(v)r(1+v+k)r(l-v-n)n! 

. ± ( _ 1)m n( v)m (1 - V + k)m ~ v> О, 
m=О т (1+v+k)m(1-v-n)m ' 

налазимо коначно, примењујуhи (18), 

(3k= (-1)nr(2v)r(1-2v) r(1-v+k) r(v)r(k+n+l) _ 

22v - 2 [2(v)r(1- 2v-n)n! r(l-v)k! (v+k+n)r(v+k+n) 

r(2v+n) 

аl-" r(v) k-2v k -----'-----::-- ,-...., , ~ оо • 
(v+n+k)a~+k r(l-v) 

Одавде непосредно добијамо развитак (4). 
Развитак (5) извешhемо из (4), прво чисто формално, а затим 

Ьемо оправдати легитимитет изведених операција. У ту сврху на­

писаhемо (4) у облику 
C~ (cos е) = (19) 

22 - 2" Г (2 v+n) 
= Ј 

P(v) п! 

'" 1-" ~ ak . (siп 8)1-2" е(n +1)е; ~ __ ---.:.:---'-__ e2ke1 , 

k=O (v+n+k)a~+k 
v>O,o<e<1C. 

Ако овде место (sin 8)1-2" уврстимо ред 

(sin е)1-2" = 22v - 1 e(1-2v) (11'/2- е)1 (1 _ e2ei) 1-2" = 

ао 

= 22v- 1 е(1-21') (:r/2- е)1 L a2V~1 e 2ket 

k=O k 

(20) 
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који конвергира за v < 1 и 0<8 <:!С, па изможимо оба реда; 
под знаком Ј {}, добиhемо , , 

, . 2 Г (2 v + п) оо k 

СУ ( S 8) Ј е [(n+2v)e+(lf2-v)n]i '" gk е2 ei , 
п со = Ру)пl f=o 

где је 
. , 

• 

Израз за g., можемо написати у облику 
(-l)k+lr(v)nl 

gk = -------'--~--_-'-.:.------- . 
sin 2v1t Г (2 v - 1) Г (v +п+ 1) Г(2 -2 v - k) kl 

. ~ т k (l-v)m (п+l}71 
. m~o(-l) т (v+n+l)m(2-2v-k)m' 

(21 ~ 

и ако на десну страну применимо Saalschiitz-OB сумациони образац: 
(18), налазимо после лаке трансформације 

v 'у 

Г (2 v) пl ak an+k 
g,= . 

r(2v+n) (v+n+k) a~+k 
Са овом вредношhу за gk (21) постаје 

2 Г (2 v) сх> v 2у 
C~ (cos8) = . Ј e[(I1+2v)eH1f2-V),,]i~ akan+k e2ket (22) 

P(v) ~=o(v+n+k) a~H ' 
што формално претставља тригонометриски развитак (5). При­
меЬујемо да ред који овде фигурише под знаком Ј {} конвергира 
за v < 1 и 0<8 < i, јер је, према (8), 

v 2У 1 
ak an+k k2v-2 k 

( k) ~ Г (2 v) , --+ оо. v+n +a~H 

Према самом начину ИЗВОђења, релација (22) вреди само 
када је 0< v < 1 и 0< 8 <:!с. Јер једино уз та ограничења 

су редови (19) и (20), као и њихов производ (22), истовремено· 

конвергентни, па према трме и Допуштене изведене операције. 

4.2. Тригонометриске развитке (4) и (5) можемо добити и 
полазеhи од једног интегралног обрасца за C~ (cos 6) који прет­
ставља уопштење Stie1tjes-овог интеграла за Lеgепdrе-ове полиноме: 

1 

• 

СУ ( О) 2 sin V1t 
п cos u =---

:те 

[(2v+n)e+(1/2 - v)n] 1 
е 

t2v +n- 1 dt 
(1 _ t)v (1 _ te2ei)V' (23) 

о 0< v < 1, 0< 8 <:!с. 
Овај образац добијамо из генератрисе (1). Према Chauchy-y 

Је, наиме, , 

v .,' 1 dh 
СП (cos е)= , , 

2:тei. h"+ 1 (h - eel)V (h - e-ely 
(К) 
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где контура (К) обухвата тачку h =0, а ИСl<ључује тачке h = е+ 61• 
Ако је изаберем о као што је показано на слици 1 и пуетимо да 
полупречник великог круга тежи бесконачности а малих нули, 

интегралу пе за О < v < 1 ДОПРИНОСИТ8 једино праволиниски 

делови контуре. ОН8, после лаке трансформације, дају (23). 
ТригономеТРИСК8 ред (5) доб8вамо из (23) ако под 8нтегралоlVL 

раЗВ8јемо (1 - te26i )-V у ред 8 интегришемо члан по члан. Тако 
налаЗ8МО 

1 
• t211 + n - 1 dt 

о 
t 

t211+n+k-1 (l-t)·v dt=, 

о 

"",i: akr(2v+n+k)r(1-v) e2k6i = 
k=o Г (v + п + k + 1) 

_r(1-v)r(2v)~ GX:a;v+k 2k6i ' 
- ~ е у 

r(v) k=o(v+n+k)a~+k 

8 ако ово уврстимо у (23) доб8вамо (5). 
Остаје једино да оправдамо ин-

1 оо 

верзију Ј 8 ~. У питању је само деаа 
о u 

околина тачке t = 1. Међутим, ред (К)' 
оо 

~ а}; e2k6i (~ 
t 

k=O 
И ту је униформно конвергентан за 

v < 1 и 0< 8 < 0 ~ " - 8, јер је 

Gk "-' 1 kV-l, k -t ОО. 
Г (v) Сл. 1 

ТР8гонометриски развитак (4) можемо сада извеСТ8 из (5)r 
на СЛ8чан начин као што смо у .4. 1 ю (4) добили (5). А то се у 
суштини своди да уместо од интегралног обрасца (23) за C~ (cos 8) 
пођемо од 

c~ (cos 0) = 2 siп v" Ј е(n+l)еl (1 _ е26Ј)2џ-1 
,,(2 siп 0)2V-1 

O<v<1, 0<8<". 
о 

] 

t2v + п-1 dt 
• 

5. у овој тачки испитаhемо правилност коефицијената ck(n) 
(9) и dk (п) (10) који се јављају у тригонометриским развицима 
(4) и (5). У ту сврху раставиhемо низ Ck (п) на два низа 

а1-Џ и 1 =Ь% (п), k= 0,1,2, ... , ~24) 
(v+n+k) a~""k 
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где смо за други, краткоће писања 
Према (7) можемо онда писати 

ради, увели нову ознаку. 

1 

1-у B(t-v+k,v) 1 
ak ~ =-------

r(v)r(1-v) r(v)r(1-v) 
. II 

(25) 

и 1 

(26) 

о 

На основу познатог Hausdorff-овог става, наиме, да се сваки то­

тално .монотон низ ak, k = О, 1, . .. .може найиёати у облику 

uнтеграла .момената 
1 

ak = tk d а (t), k = О, 1, 2, ... , 

о 

г де функција а и) не ойада и ограничена је у О < t <. 1, видимо из 
(25) и (26) да ј е низ b~ (п), k = О, 1, 2, ... тотално монотон за v> О, 
а низ аl-У , k~O, 1,2, ... само кад јеО < v < 1, јер тада конвер­
гира ју интеграли у (25) и (26) за свако k = О, 1,. " Међутим, ако 

је s < v < s+ 1, s цео позитиван број, првих s чланова овог 

последњег низа истина осцилују, али чланови од (s + 1)-ог па 

надаље имају сталан знак. То увиђамо ако експлицитно напишемо 

члан ове низа аl- У, k = О, 1,2, ... : 

1, (1-V)1 <О (l-V)2 >0 .,. (_1)5-1(1-:v)S.1>0 
11 '21 " (s -1)1 ' 

( _ 1)5 Р - v ~ > О, ( _ 1)5 ---,(:.....1_-_v,--)S-,--+-=-1 > О, .•. 
sl. (s+ 1)1 

Тотална монотонија низа а1-У , k = s, s+ 1, ... следи опет из (25). 
За О < v < 1 је, дакле, низ c~ (п), k ~ О, 1,. .. JIРОИЗВОД два 

тотално монотона низа, те се према (25) и (26) може написати у 
облику I 1 

Г (v) Г (1 - v) c~(n) = tk-" (1 - t)v-1 dt . '['Нп (1 - -r)v-l d-r=-= 

о о 

1 1 
• 

tk -v '['Нп (1 - t)v-1 (1 - ~)V-l dt d-r = 

о о 

1 1 

= dx 

. 
1 _ х у-1 

(1 - y)Y-l dy = 
у 

о 

1 

= xk da (х), (27) 

о 
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где смо ставили 

а(х)= \Jt('t")dt, (28) 
• 
о 

·са 
1 

t (х) = х- џ уп (у - х)џ-l (1- у)Џ- 1 dy. (29) 

" 
Лако је увидети да је t (х) > О за О < х < 1, јер ниједан од 

фактора који се јављају у интергранду није негативан за х < у < 1, 
и О < х < 1. Према (28), а (х) онда свакако не опада. С друге 
стране, ако је 0< v < 1, интеграл који фигурише у (29) ограничен 
је за О < х < 1, те је, према (28), и функција а (х) ограничена у 
О ~ х < 1. Према томе, а (х) задовољава услове Hausdorff-ова става, 
те је на основу (27) низ c~ (п), k = О, 1, 2. .. тотално монотон. 
Слично се закључује ако је s < v < s + 1 за низ c~ (п), k = s, s + 1, ... 

На сличан начин може се испитати и низ коефицијената 

d~(n) (10), растављајуtш га на низове 

k=O, 1, ... 

Лрема (7) је, наиме, 
1 

а~=В(v+k,1-v)= 1 tV+!.-1(1-t)-vdt (30) 
r(v)r(l-v) r(v)r(1-v) 

e~(n)=r(v)B(2v+n+k, 1-v)= 
r(~v)r(1-v) 

1 

= г (v) t'Jv + 11+ k-l (1 _ t)- V dt. 
r(2v)r(1-v)o 

(31) 

.Интеграл у (ЗО) конвергира за -k<v<1, а онај у t31) за 

n+k < 1 П . - < v . рема томе, ако Је 
2 

-(s+l) < v< - s, s= -1, 0,1, ... , 

биhе, на основу Haussdorff-ова става, низови a~, k = s + 1, s + 2, ... 
и e~(n), k-2s+2, 2s+3, ... тотално монотони. Слично као код 
низа c~(n), може се онда показати да ће за - (s + 1) < v < - s, 
.s= -1, 0,1, ... низ d~(n), k=2s+2, 2s+3, ... бити тотално 

• . монотон. 

• 
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6. У овој тачки извешhемо асимптотски развитак (11) слу­
жеhи се једним ставом Ј. Карамате [2], који, прецизно формулисан. 

гласи овако: 

Нека је 

и нека коефицuјенти Ak и Bk (п) задовољавају ове услове: 

10. Низ Ak , k=O, 1, ... је тотално монотон. 

(32) 

20. Сваки члан низа Bk(n), k=O, 1, ... може се развити у 

асимuтотски ред облика 

Bk (п) = ± рр. (k) + о . 1 ,п ~ оо, (З3) 
р.=0 q!1 (п) ql (п) 

где низ функција qp. (п), ].'.=0, 1,. .. са п све брже тежи беско-

начности, 
_. 
ШЈ· 

qo (п) -< ql (п) -< q2 (п.) -< ... кад п -. ОО, 
а 

Рр. (k), 11,..:0, 1, ... , 1 

су иолиноми стеиена маНЈег од L. Број L је одређен тако да 
30. L-ilia диференција низа Bk (п) тежи монотоно нули, тј. од 

• 
извесног п Је 

t:1LBk(n»t:1LBk+l(n)-+О кад k-+oo.-

Под наведеним условима функција ОП (е) има асимитотски 

развuшак облика 

• 
где Је 

ОП (е) = ± Г]1 (е) + о 
]1=0 qp. (п) 

, п ~ ОО, 

, 
оо ' 

rp.(e)=lim:L AkPP.(k)rkek8i, 11"",0,1, ... ,1. 
r=lk=O 

(З4) 

(35) 

Да бисмо добили асимптотски ред (11) полазимо од триго­
нометриских развитака (4) и (5). Први од њих написаhемо, кори­

стеhи ознаку (24), у облику (32): 

f2 (v) п I . ----"--'--- (2 S1П e)2v-l C~ (cos е) = 
2 Г (2 v + п) 

где смо ставили 

оо 

= Ј е(Ч 1)8i :L al-v bHn)e2k8i 
k=O 

=Ј {е(П+ 1 )е; Sn (2 е) }, 

SI1 ~ О) = 't al-v b~ (п) ek8i • 

k=O 

(36} 
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Према томе, Довољно је развити Sn (О) у асимптотски ред кад 

п -+ оо да бисмо добили одговарајуhи за C~ (cos Э) 
Узмимо прво случај када је 0< v < 1. Тада Sn(Э) задово­

љава услове које захтева Караматин став. Пре свега, коефицијенти 

а1- У и ЬНп) су тада тотално монотони и, према (8), 

ЬХ(п) ......... г(v)k-v , k..., оо. 

Значи услови 1 о и 30 су испуњени, и то овај последњи за свако 

L. Остаје још да покажемо да се ЬНп), k = О, 1,. .. може развити 
у асимптотски ред облика (33). Међутим, према (26) је 

I 

bk(n) ~ tn {1- (1 - t)}k (1 - t)v-l dt = 

Водеhи рачуна 

о 

k I 

~ 2; ( - 1)\1 k) tn-(1- t)v+\1-1 dt= 
\1=0 Р. о 

~ ± ( _ 1)\1 k) п 1 Г (v + р.) = 

\1=0 Р. r(v+n+f1+ 1) 
V 

=_1 ±(-1)\1 k а\1 n+У = 
a~ \1=0 р. (v + п +р.) ар. 

1 1 k ar 
=- --- + 

a~ v+ п 1 (v+n+ 1) ar+ n 

k 
+ 

,2 

о (8), 

а; 
----=----:с--;-- - . 
(v+n+2) а;+n 

• • • 

налазимо за ЬНп) 

bk(n) = 1 1_ 
a~ v + п 

k 

1 

аУ k а; 
I + --------;---с- _ •.• 

(v+n+1)ar+ n 2 (v+n+2)a;+n 

k\ ai ( 1 + (-1)1 ----,---+ О - = 
1 Ј (v+n+l) al'+n ,пl+ 1 

k ar k 
+ + 

1 (v+n+1)a~ п 2 

1 1 ---=--

k V 
+ ( _ 1)1 al 

1 (v+n+l) а[+n 
+0 

тј. асимптотски развитак облика (33) са 

PfL(k) = (-1)11 ;) a~, 

() ( ) 
v у+n......... 1 

ql1 п = v+n+p. аn а"" r(v)p.! 
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Према томе, пошто су СВИ услови става задовољени, Sn (6} 
Допушта асимптотски развитак облика (34), где је Г 1-1. (9), према. 

(35) и (6), 

Г (е) 1· ~ J-v (k) k k8i 
fL = lт ..t.J ak PfL r е =-= 

r=lk=O 

= (_1)fL a V Нт t k al-v rk ek8i = 
/-L Г= 1 k=O 1'-

/ (1-1.) (e8i) 
= ( _ 1)1-1. aV 

1-v e!-L8i = 
1-1. 1'-1 

= ( - 1»)1 a~ a~v (1- e6i )V-)1.1 e)18i. 

Са овом вредношhу за Г)1 (6) асимптотски ред за Sn (е) гласи 

1 1 aV QI-V е)18ј 1 
S,,(6)= V ~(-1»)1 )1 1'-) -+ . +0 , n-too .. 

ап )1=0 (v+n +}1 а; п (1 _ e61 )I'--v+ 1 nV+1 

Асимптотски развитак за C~ (cos 9) добивамо ако добивени 

развитак за Sn (9) уврстимо у (36): 

=2 Г (2 v+n) (2 sin е)1-2" Ј 
ГZ(v)n! 

C~ (cos 6) = 

+0 

av 1-11 
2r(2v+n) 1 )1 а" J{il'--v+1 e(n+v+)1)6i} 

= ~(-1)J1' +0 
ГZ(v)n! )1=0 (v+n+1'-)a;+n (2sine)V+)1 

--;­n1-v +! . 

1 

n-too. 
Ако још ставимо 

(_1)fL Ј {i fL- v +1 e(n+ v+fL)6i}=J {i( - 1)1-1. и)-џ е(n+1-I.+V)8:} = 

=Ј {i e-<I-I.+v)"'i/2 e(n+l-I.+v)6i} = 

- cos [п 9 + (1'-+ v) (9 - ,,/2)], 
налазимо коначно 

. 

C~(cos 9) = 

1 v l-у 

~2r(2v+n) ~ al-l. a fL cos[n9+(1'-+v)(6-,,/2)J 

1 (v)Г(v+п)I-I.=О (v+n+1'-)a~+n (2sin6)v+1-I. 

1 +0 ,n-tcx;>, 
n1-v+ 1 

тј. асимптотски развитак (11). 
LLобивени асимптотски развитак вреди, засада, само када је 

0< v < 1, јер једино тада низ коефицијената аl-У , k-O, 1, ... 
задовољава услов о тоталној моноТонији. Међутим, није тешко-
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проширити резултат и на случај када је s < v < s+ 1, s цео пози­
тиван број. Наиме, став Ј. Карамате уствари даје довољне услове 

"" за инверзију процеса Нт 'L и асимптотике (п -t оо). Према томе, 
г=1 k=O 

ако је s < п < s + 1, s цео позитиван број, довољно је тригоно-
s-l '" 

метриски ред за 511 (О) раставити на два дела, 'L и :L, па став 
k=O k=s 

применити на другу суму чији коефицијенти, према оном што је 

речено у тачки 5, задовољавају услове о монотонији. У првој~ 

коначној суми, инверзија је наравно дозвољена. 

На сличан начин можемо, полазеhи и од тригонометриског 

реда (5), доhи до асимптотског развитка (11). 

7. Неједначину (13)Ьемо извести полазеhи од једног од 

развитака (4) или (5), и служеhи се следеhом особнном биноми­
налног реда коју је први открио Fejer [4]: 

Нека је О < Р <: 1 II 

1 
----лО +л1 и+ . .. +лп ll" + ... 
(1 - ll)P 

Тада је 
G I Ао + Л1 и + ... + 1.11 и" I < , 

1 1 -u1 Р 

(n=О, 1,2, ... ; I и I <: 1, и i- 1) 

где lCонСШанШа G зависи једино од р. 

• 

(37) 

Наиме, ако (5) напишемо, са ознаком из тачке 5, у облику 

с" (cos 8) = 2 Г (2 v) Ј ~ а" е" (п) е [(n+2 v+2 k) е+ (1/2 о. v).r} i , 
п "() ~ k k г- V k=O 

биhе 

I С" (С05 8) I ::;::: 2 Г (2 џ) 
п "'" P(v) 

z=е'2Эi. 

Ако на десну страну применимо Abel,oBY парцијалну 
и водимо рачуна о (6) (О < v < 1) и (37), налазимо 

• 
сумаЦИЈУ 

I CV (cos 8 I ::;::: 2 Г (2 џ) 
I п "'" Р(џ) 

f {еХ (п) - e~+I(n») {a~+ af z+ . .. + aXzk) . 

::;::: 2 Г (2 v) 

"'" P(v) 

k=o 

и због монотоније низа e~(n) 

IC~ (cos8) I <r(2v)eo1
'Jn) 1 

. 2о-1 Г (п) (sin 8)" 

што претставља неједначину (13). 
о 



• 

• 

9.28 С. Аљанчиh 

ЛИТЕРАТУРА 

[11 н е i п е Е. - Handbuch der Kuge1functionen, Bd. 1,2. Aufl., Вег1iп 1878. 

[21 К а r а т а t а Ј. - Su·r certains. deve10ppements asymptotiques avec app\i" 
<Cation aux po1ynol1les de Legendre, РиЫ. de [' lnst. math. de l' Acad. serbe, t. lV 
~y штампи). 

[3] F е ј е r L. - Trigol1ometrische Reil1en und Potenzreihen тН mehrfach 
JIlОпоtопеt Koeffizientenfolge, Trans. 01 the Аmет. Math. Soc. 29, р. 19-59, 1936. 

[4] F е ј е r L. - Abschiitzungen filr die Legendreschen und verwandte Ро1у­
лате, Math. Zeitschr. 24, S.285 -298, 1925. 

[5] S а а 1 s с h ii t z L. - Ејпе Summationsformel, Zeitschr. 1. МаЉ. u. Physlk 
35, S. 186-188, 1890. 

BEIТRAG ZUR THEORIE DER GEGENBAUERSCHEN POL YNOME 

S. Аlјапсјс 

Fiir die Gegenbauerschen Роlупоте c~ (х), х =cos е, die mit (1) 
.definiert sind, gelten zwei trigonometrische Reihen (4) und (5) mit (6). 
Deren КоеШziеl1tеп, (9) und (10), haben ејпе interessante Struktur. So, 
zum Beispiel, oszillieren fiir s < v < s + 1, s ganz, die ersten s Glieder 
der Koeffizientenfolge С; (п), k = 0,1, ... , wahrend der Rest der Folge 
.dasselbe Vorzeichen hat und totalmonoton ist. Von den trigonome­
trischen Reihen (4) und (5) ausgehend, werden einige Eigenschaften der 
Oegenbauerschen Роlупоте bewiesen: 1.0 Auf Grund eines unlangst von 
Ј. Karamata [2Ј bewiesenen al1gemeinen Satzes iiber die asymptotische 
Entwicklung von Funktionen, die durch јт Abelschen Sinne sum­
mierbare trigonometrische Reihen dargestellt sind, wird die bekannte 
asymtotische Entwicklng (11) fiir C~ (cos 6), п ~ оо bewiesen. 20 Оје 
Ungleichung (13), die ејп Analogol1 der StiеЩеssсhеп Abschatzung . 
filr die Legendreschen Роlупоте darstel1t, wird mittels einer Fejer­
schen [5] Ul1g1eichung fiir die Binominalreihe bewiesen . 




