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СТРОФОИДАЛНЕ ПЛОХЕ ТРЕЋЕГ РЕДА 

ВИЛКО НИЧЕ (Загреб) 

УВОД. Као што циркуларне кривуље неког реда и рода зау­

.зимљу особито мјесто међу свим кривуљама тога реда и рода, 

ради својих особитости по којима се разликују од оних осталих, 

7ако се и плохе које пролазе апсолутном чуњосјечницом разли­

кују од осталих плоха истога реда и истих сингуларитета. Код 

плоха 2. реда имамо куглу насупрот осталих плоха 2. реда, јер 

само она пролази' апсолутном чуњосјечницом. Код опhих плоха 

.3. реда имамо неколико разних облика таквих плоха. Два од тих 
·облика припадају у пету врсту по SchHi.fli-у (в. Кlеiп F. [2; § 8 
стр. 25 28]1~), јер имаду на себи само три реална правца. Ова 

_два облика разликују се по томе, што су плохе једног облика 

једнодјелне, док су оне другог облиџа дводјелне. Има плоха 

ове врсте и таквих облика, који припадају у врсту оних с једном 

и двије двоструке точке. Овакве се плохе најједноставније добију 
као производ пројективног свеска равнина и прамена кугала2\ као 

и посвеопhеном квадратном инверзијом кугле на кугли, како је то 

учињено у радњи »Криву ље и плохе 3. и 4. реда настале помоhу 
квадратне инверзије". Могу се оне међутим добити и на друге 

начине, а један такав начин видјет ћемо и у овој радњи. Међу 

·оваквим плохама, које пролазе апсолутном чуњосјечницом, ПОС10ји 

једна особита врста унутар спомеНј7ТИХ облика, која се по својим 

особинама истиче између осталих, а управо том ћемо се поза­

·бавити у овој. радњи .. Ова особита врста има ту особину, да 

. њене тангенцијалне равнине дуж апсолутне чуњосјечнице оматају 
имагинаран стожац 2. реда којег се реалан врх налази на самој 

. површини те плохе. Разлику између ових и осталих плоха које 

пролазе апсолутном чуњосјечницом, могли би према томе успо- . 
редити с разликом између обичних циркуларних кривуља 3. реда 

1) Први број уугластим заградама односи се на литературу на крају чланка •. 
~Ј'ЉРУFI:f ,-ш t-а:јЖРЩ!"l;uiqин извођењ'а опhих плоха 3. реда. . . 
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рода првога и нултога, и строфоидале, односно обичне строфоиде. 

Видјет пемо, да овакве плохе имају неке изразите особине кугле. 

Ради аналогије са строфоидалом и строфоидом у равнини, називат 

пемо такве оппе плохе 3. реда строфоидалним плохама. 
1. Stеiпеr [6], Grassmann [5; стр. 74], Мајсеп [3] и други показали 

су више разних начина, како се могу добити и истраживати оппе 

плохе 3. реда. R. Sturm је показао, да се оне могу добити и као 

производ пројективно придруженог снопа зрака и свежња плоха 2. 
реда. За наше сврхе одабрат пемо управо овај начин, само што 

непемо свежањ плоха 2. реда задати као обично с осам асоци­

ираних точака (в. Reye Т. [5; стр. 48), него с једном чуњосје­

чницом и двије точке. С ова три елемента задан је наиме један 

специјалан свежањ плоха 2. реда. 
Задајмо по вољи у простору неку чуњосјечницу С и двије 

точке А, В. Пресијечемо ли једном равнином спојнице точака А, В 

чуњосјечницу С у двије точке К1, К2 , тад је точкама А, В, К1 , К2 
У тој равнини дан прамен чуњосјечница, а свака ова чуњосјечница 

даје с чуњосјечницом С темељну кривуљу 4. реда (распаднуту у 
двије чуњосјечнице) неког прамена плоха 2. реда. Точкама А, В 

, 
пролази 001 равнина,а сваком точком простора пролази 001 таквих 

плоха, дакле точкама А, В и чуњосјечницом С пролази свега 002 

плоха 2. реда. Поставимо ли наиме спојницом АВ било коју 

равнину, тада је праменрм чуњосјечница темељних точака. А, 

В, К1 , К2 У тој равнини и· чуњосјечницом С дано 002 плоха 2 
реда, али све те плохе сијеку сваку равнину спој нице АВ у оном 

прамену чуњосјечница, који је одређен точкама А, В и сјециштима 

К l' К'}. те равнине с ч'уњосјечницом с. 

Продужимо садаспојницу тачака А, В до њеногпрободишта 

С с равнином чуњосјечнице с. Нађемо ли на овој СПОјници доби­
веном· прободишту С хармонијски придружену точку С1 , тј. 

(АВСС1) = - 1, па овом точком С1 и· поларом t пола С, обзиром 
на чуњосјечницу С, поставимо равнину р, тад су ова равнина и 

точка С пол и поларна равнина свих 002 шiоха нашег свежња 
плоха 2. реда, а баш она пе нам згодно послужити. 

Одаберимо надаље по вољи у простору неку точку 8, која 
нека буде средиште не,ког снопа зрака (8). Прободиште сваке 

зраке овог снопа с равнином р нека буде пол поларне равнине 

чуњосјечнице С обзиром на једну плоху -нашег свежња. Свакој 

зраци нашег снопа нека буде придружена баш оваква плоха 

нашег свежња плоха 2. реда. На тај смо начин те двије геоме­

тријске творевине пројективно придружили, јер пе четирима хар­
монијским зракама снопа (S) у некој равнини, бити придружене 
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четири хармонијске плохе у једном прамену плоха унутар нашег 

сiзежња [5; стр. 48]. Четири плохе 2. реда, унутар неког прамена таквих 
плоха, зову се хармонијскима онда, ако њихове поларне равнине 

обзиром на исти пол, које увијек пролазе једним правцем, чине 

четири хармонијске равнине.Узмемо Jlи такву точку на темељној 

кривуљи прамена, онда четири поларне равнине прелазе у четири 

тангенцијалне равнине. Узмемо ли према томе точком S неку 

равнину и у њој четири хармонијске зраке нашег снопа, тад пе 

тим зракама бити придружене оне плохе нашег свежња, које· ће· 

дуж чуњосјечнице с тангирати оне стошце 2. реда, којима су 

врхови у прободиштима споменутих зрака с равнином р. поста­

вимо ли било којом тангентом чуњосјечнице .С тангенцијалне 

равнине на споменуте четири плохе, односно њихове тангенци­

јалне стошце дуж чуњосјечнице С, онда· су то сигурно четири 

хармонијске равнине, јер оне сијеку пресјечницу равнине р с 
• • 

равнином задатих чеТИрИЈУ харМОНИЈСКИХ зрака у четири хармо-

нијске точке, будуhи да су ове сјецишта те пресјечнице са задане 

четири хармонијске зраке. Дакле, четирима хармонијским зракама 

точке S у истину су придружене четири хармонијске плохе нашег 
свежња. Да су ове четири плохе унутар једног прамена, видјет 

ћемо мало касније. 

Производ нашег пројективно придруженог снопа (S) и свежња 
плоха 2. реда бит ће опhа плоха 3. реда; јер ју сваки правац 
простора сијече у три точке. Поставимо ли наиме таквим правцем 

р и точком S равнину, те њоме пресијечемо равнину р у правцу 
s, тад су точке правца s полови равни не чуњосјечнице С, обзиром 
на плохе једног прамена унутар нашег свежња плоха 2. реда. 

Доказати се то може овако: Равнина правца р и точке S сијече 
полару t чуњосјечнице С, обзиром на пол С, у једној точки, које 

ће полара на исту чуњосјечницу. бити коњугирана полари t, а 

сјеhи ће чуњосјечницу с у реалном или имагинарном пару точака 
D, Е. Јер ова коњугирана полара полари t пролази полом С, који 
је на спојници АВ, налазе се точке А, В, С, D и Е У једној 

равнини. У точкама D, Е имат ће, плохе нашег свежња, придру­

жене зракама точке S у равнини (pS), исте тангенцијалне равнине, 
које пролазе правцем s. Поставимо ли према TOMt точкама D, Е 
и точкама А, В чуњосјечницу, која тангира те двије равнине (чим 

тангира у једној точки једну, онда у другој точки тангира и 

другу ову равнину), онда је ова чуњосјечница уз чуњосјечницу 

с саставни дио темељне кривуље прамена оних плоха 2. реда 

унутар нашегсвежња, које су придружене зракама точке S у 
равнини' (pS)., Равнина (рS)сијече тај прамен плоха у прамену 

7* 



• 

добивеној опћој плохи 3. реда, јер точком S сигурно пролази бар 
једна плоха нашег свежња, а зраке SA, SB пробадају себи придру­
жене плохе нашег свежња управо у тим roчкама. Спојимо ли 

точку S са сваком точком чуњосјечнице С, тад свака ова спојница 

има на чуњосјечници с по двије точке заједничке с добивеном 

плохом 3. реда, т. ј. она ју тангира, јер у тој точки тангира та 

зрака себи придружену плоху 2. реда унутар нашег свежња. Ово 
заправо произлази директно из дефиниције нашег свежња, јер 

• 

свакој зраци точке S придружена је она плоха 2. реда, која 

пролази точкама А, В и чуњосјечницом С, дуж које ју дира онај 

стожац, којему се врх налази у прободишту те зраке с раВНИiЮМ 

р. Ако та зрака сијече чуњосјечницу С, онда је она одмах и извод­

ница таквог стошца, дакле дира у том сјецишту себи придру­

жену плоху, а према томе и насталу плоху 3. реда. Видимо 

дакле, да тангенцијалне равнине наше плохе 3. реда дуж чуњо­
сјечнице с оматају стожац 2. реда, којег се врх налази у точки 

S на тој цлохи. 
Узмемо ли точке А, В као врхове стожаца, који пролазе 

• • ••• • 
ЧУЊОСЈечницом С, тад се ти стошци СИЈеку у ЈОШ ЈеДНОЈ ЧУЊОСЈеч-

ници CI, која лежи У равнини р. Ова чињеница произлази одавле: 

Имамо ли два стошца 2. реда, чији се продор распада у двије . . 

чуњосјечнице (оба стошца имају двије заједничке тангенцијалне 

равнине), па кроз оба врха поставимо било коју равнину,' сјеhи 

ле она те стошце у два пара изводница које чине један четверо­

стран, а равнине продорних чуњосјечница у двије дијагонале тог 

четверострана. Трећа дијагонала тог четверострана је спојница 

врхова тих стожаца. Позната је чињеница, да сваку дијагоналу 

неког четверострана сијеку остале двије дијагонале у точкама, 

које с врховима тог четверострана на тој дијагонали стоје у хармо­

нијском двоомјеру. Чуњосјечница С1 мора према томе бити у 

раннини р, јер је она хармонијски придружена равнини чуњочјеч­

нице с, обзиром на равнине (tA)· и (tB) као темељне .. Узмемо ли 
сада ову· чуњосјечницу С1 као базу, а' точку S каО' врх, тад и 

~. . 
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овај стожац дира нашу плоху 3. реда дуж ове чуњосјечнице с1 , 

јер на свакој изводници овог стошца у точкама чуњосјечнице С1 
леже двије точке наше [,Јлохе. Ова чињеница произлази одатле, 

што· свака точка чуњосјечнице с1 , спојена с точкама А, В, даје 

двије изводнице оне плохе 2. реда нашега свежња, . која је при­
дружена оној зраци точке 8 која пролази одабраном точком на 

чуњосјечници с!. Будуhи да међУТИМ прободишта М, N сваке зраке 
точке 8 с њој придруженом плохом 2. реда и њена прободишта 

Q, р с равнинама р и чуњосјечнице с чине хармонијски двоомјер 
(QPMN)= - 1, морају точке М, N пасти скупа, ако једна од тих 

точака ДОђе у тачку Q, као што се то десило у нашем случају. 

Дакле, споменуте зраке точке 8 и чуњосјечнице С1 У истину дирају 
насталу плоху дуж те чуњосјечнице. Точке чуњосјечнице С1 су 
наиме врхови свих стожаца унутар нашег специјалног свежња 

плоха 2. реда. Евидентно је, да се чуњосјечвице с, С1 сијеку у 

двије точке правца t. 
Поставимо точкама А, В и 8 равнину, па њоме пресијецимо 

чуњосјечницу Сј у даљње двије точке. С тих пет точака одре­

ђена Је у тој равнини нека чуњосјечница Ь, а чуњосјечницама Ь, с, 
као темељном кривуљом, одређен је један прамен плоха 2. реда 
унутар нашег свежња. Бу дуhи да све плохе овог прамена пролазе 

точком 8, морају се друга прободишта свих оних зрака точке 8, 
• 

КОЈе су на описани начин придружене плохама овог прамена, са 

себи придруженим плохама, налазити у оној равнини а, која про­
лази пресјечницом t равнине р и равнине 13 чуњосјечнице с, а која 
је хармонијски придружена равнини правца t и точке 8 (равнина у), 
с обзиром на СПОlYlенуте двије као темељне, т.ј. (Р13уа)= -1. 
Будуhи да у сјециштима I<ружница Ь, с све плохе споменутог 

прамена имају сталне тангенцијалне равнине, то се врхови танген­

цијалних стожаца плоха тога прамена дуж чуњосјечнице с, налазе 

на пресјечници п тих двију заједничких тангенцијалних равнина, 
• 

која лежи као што знадемо, у равнини р. Све точке наше тражене 

плохе 3. реда, које се налазе на оним зракама точке 8, које су 

придружене плохама 2. реда прамена темељне кривуље (Ьс), налазе 
се према томе у равнини точке 8 и правца п, као и у равнини а 

правца t, дакле на њиховој пресјечници 1. Правац 1 налази се 

према томе на нашој плохи 3. реда. Евидентно је, да се на тој 

плохи налази и пресјечница t равни на р и 13, јер све плохе (деге­
нериране) нашег свежња, које су придружене зракама точке 8 у 
равнини (t8), пролазе правцем t. 

Узмимо точком 8 по вољи неку равнину '['о Ова равнина нека 

сијече равнине 13 и р рецимо у правцима р и q. У тој равнини 

• 
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узмимо точком S зраку k, . која нека сије че правац q у точки Q. 
Правац q нека пробада зраци k придружену плоху у точкама 

М, N, а правац р у равнини {3 нека сијече У. точки Р. Спојимо ли 
једно прободиште К зраке k, с њој придруженом плохом, с точ­

кама М, N, Р, Q, онда те СПОјнице дају четири хармонијске зраке 
ради хармонијског двоомјера (MNPQ) = - 1. Вртимо ли зраку k у 
равнини т око точке S, остаје тај двоомјер хармонијски. Помакнемо 
ли зраку k тако, да она пролази сјециштем праваца р, q, т. ј. 

точком Р, онда у ту точку прелазе точке К, Q и м или N, а 

спој нице КМ, KN прелазе у. правце р, q, док спојница KQ остаје 
у зраци k = PS. Спојница КР прелази у тангенту настале кривуље 
3. реда у точки Р, а ради хармонитета горњег двоомјера лежат 

ће увијек та тангента и у равнини а. Доказати се све ово може 

на овај начин: Равнина т сијече зраци k придружену плоху 2. реда 
у некој кривуљи а 2. реда, којој ће тангенте у њеним сјециштима 
L 1 , L 2 с чуњосјечницом с пролазити точком Q. ОВО произлази из 

дефиниције нашег свежња. Узмимо надаље, да се точка М налази 

на луку L 1 L2 те пресјечне кривуље а. Пустимо ли сада зраку k 
путовати према точки Р, путоват ће у ту точку сигурно и· точка Q. 
Будуhи да су точке М, К на луку L 1 L 2 , дакле унутар кута QL 1 [ 2 , 

који постаје све мањи, то ће у ту точку отпутовати и точке К, М, 

када тај кут буде једнак нули. Ако тангента лука [ 1 [ 2 У точки 

М сијече правац р у точки А, онда знамо да вриједи (L 1 L 2 PA) 
= - 1. За сваку зраку k точка А остаје константна. Означимо ли 
сјециште спојнице МК и правца р с В, онда полара те точке 

обзиром на чуњосјечницу а сијече правац р у некој точки С, за 

коју такођер вриједи (L 1 [ 2 ВС) = - 1. Путује ли зрака k с точкама 

М, К према точки Р, то ће према тој точки путовати и точка С 

на правцу р, а према томе и точка В према точки а, која је увијек 

константна. Видимо дакле, да спојница ВМК, односно МК прелази 

у спој ницу АР, т.ј. У правац р, када зрака k пролази точком Р. 
Да зрака KQ прелази у спојницу PS, као и спојfшца KN у правац 
q, је евидентно. Ради сталности хармонијског двоомјера (MNPQ) 
= - 1 мора спојница КР преhи у правац који лежи у равнини а 

ради (ре уа) = - 1, бу дуhи да сви правци р леже у равнини ј:!, сви 

правци q у равнини р, а све спојнице PS у равнини у. Познато 

је, да гранични положај спојнице КР прелази у гранични положај 
тетиве КР пресјечне кривуље наше плохе с равнином Т, дакле у 

њену тангенту у точки Р. Јер се ово збива у свакој равнини 

точке S, то одавле произлази, да равнина а праваца 1, t тангира 
нашу плоху 3. реда дуж правца t. Видимо, дакле, да је правац t 
такав правац наше плохе, у који су се стегнула два њена обична 
правца. 
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у равнини правца 1 и точке S повуцимо оне зраке k, које 

сијеку чуњосјечницу С. 3надемо, да те зраке тангирају· нашу 

плоху 3. реда у тим сјециштима. На тој се плохи налази и точка 
S, као и сјецишта тих зрака с правцем 1, јер је и он на тој плохи. 
Будуhи да те зраке имају с том плохом више од три точке зајед­

ничке, излази да се оне читаве налазе на тој плохи. Поставимо 

ли надаље такве равнине правца 1 и точкама А, В те њима пре­
сијечемо чуњосјечницу С, тад свака трансверзала правца 1 и ч)'њо­
сјечнице С, која пролази точком А или точком В, сијече, као што 

знадемо, и чуњосјечницу С1 наше плохе 3. реда. И ове трансвер­

зале имају према томе с том плохом више него три точке зајед­

ничке, дакле и оне се налазе читаве на тој плохи. Видимо према 

томе, да сваком од точака S, А и В пролазе по два правца наше 
плохе 3. реда, који сијеку чуњосјечницу С. 

Показали смо, да је правац t такав правац наше плохе 3. 
реда, дуж којег ју тангира равнина (tl) = у. Свака равни на тог 

правца сијече нашу плоху у још једној чуњосјечници. Све те 

чуњосјечнице (међу њима и С, С1) морају сјеhи тај правац у исте 

двије точке, јер само у два његова сјецишта с чуњосјечницом С 

(и с чуњосјечницом С 1 ) има та плоха тангенцијалне равнине, које 

се разликују од сталне такве равнине у. Будуhи да на темељу 

изведеног сваки правац ових двају сјецишта пробада нашу плоху 

3. реда још у само једној точки, то су наведена двасјеЦИЏIта 

двоструке точке наше плохе, а правац t је њен четверозначни 

правац. 

Позната је чињеница, да сваком двоструком точком неке 

опЬе плохе 3. реда с двије такве точке пролазе осим оног правца, 
који је четверозначан, још четири правцај који су двозначни. По 

два између њих, из сваке двоструке точке по један, се сијеку, а 

могу бити коњугирано комплексни прве или друге врсте. У нашем 

случају открит Ьемо те правце на овај начин: Равнина точака S, А, В 
сијече нашу плоху у кривуљи 3. реда, на којој се налази и сјециште 
правца t с том равнином. Свака равни на правца t сијече ту кри­
вуљу 3. реда у још даљње двије точке, којима пролази пресјечна 
чуњосјечница те равнине с нашом плохом. Вртимо ли ту равнину 

око правца t, доhи Ьемо четири пута у положај, гдје ће оне двије 
точке на кривуљи 3. реда у равнини (SAB) пасти скупа, т. ј. У 

• •• 
ТОЈ се равнини преСЈечна ЧУЊОСЈечница претвара у два реална или 

имагинарна правца, јер добива једну двоструку точку. То излази 

из чињенице, да на кривуљи 3. реда можемо из једне њене точке 
повуhи највише четири тангенте. Код наше плохе 3. реда то значи, 
да се у четири равнине праваца t налазе парови правца те плохе, 



104 В. Ниче 

т. ј. правцем t можемо поставити на ту плоху четири тангенци,. 

јалне равнине. Видјели смо, да се у тим тангенцијалним равни­

нама пресјечна чуњосјечница распада у два правца, ради настале 

двоструке точке. Разумије се само по себи, да овакве танген­

цијалне равнине, као и двоструке точке плохе, могу бити или 

реалне, или имагинарне, а у том случају добивамо имагинарне 

правце прве, односно друге врсте. 

На тај смо начин заправо открили свих 27 праваца наше 
опhе плохе 3. реда, јер је правац t четворозначан, њега сијеку 

четири пара двозначних праваца, док су правац 1 и пар ови пра­
ваца који пролазе точкама S, А и В једнозначни. Дакле, 

4+4 ·2 . 2+7~27. 

Одабирањем разних положаја за точке S, А и В, као и поло­
жаја и облика чуњосјечнице с, која може бити и имагинарна, 

добили би разне варијанте опhих плоха 3. реда с двије или више 
двоструких точака, од којих двије могу бити реалне или имаги­

нарне. Ове ће двоструке точке бити заправо такве, у каквима 

правац t сијече чуњосјечницу с. . 
Даље нећемо овако добивене плохе разматрати посве опhено, 

него ћемо се ограничити само на један њихов дио, и то онај који 

смо споменули у уводу. 

2. Узмимо, да су точке А, В и S опет по вољи смјештене у 
• • 

простору, али наМЈесто реалне коначне ЧУЊОСЈечнице с узмимо 

сада неизмјерно далеку апсолутну чуњосјечницу простора. Наш 

досадањи свежањ плоха 2. реда прешао је тиме у свежањ кугала, 
одређен у коначности точкама А, В. Равнина р бит ће симетрална 

равнина дужине АВ, а њена сјецишта са зракама снопа точке S 
бит ће полови неизмјерно далеке поларне равнине обзиром на 

плохе 2. реда, које пролазе апсолутном чуњосјечницом. Имамо 

дакле кугле и њихова средишта. Видимо према томе, ако имамо 

свежањ кугала одређен двјема точкама А, В, па средиште сваке 

ове кугле спојимо с истом точком S У простору и том СПОјницом 
прободемо, ту куглу, тад сва таква прободишта чине неку опhу 

плоху 3. реда, која пролази апсолутном чуњосјечницом. Осим тога 
знадемо, на темељу разматрања у точ. 1., да су точке А, В и S 
на тој плохи, као и то, да је точка S врх тангенцијалног стошца 2. 
реда ове плохе дуж апсолутне чуњосјечнице на тој плохи. Ова 

зан им ива особина такве плохе каже нам другим ријечима, да ће 

сваки њен равнински пресјек кроз точку S бити не само цирку­
. ларан, него ће имати у тој точки И свој четвороструки фокус. 

у тој се наиме точки сијеку имагинарне тангенте тих пресјечiIих 
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кривуља постављене у њиховим апсолутним точкама. Означимо 

овако добивену плоху 3. реда с Р. Сви равнински пресјеци плохе 
Р . кроз точку S бити ће према томе или строфоидале, или обичне 
строфоиде, а с Овом точком као четвероструким фокусом. 

Узмимо точком S једну такву равнину и пресјецимо њом 

симетралну равнину р точака А, В У правцу s. Кугле нашег свежња, 
којима су средишта на пранцу s, чине прамен кугала, које про­

лазе оном кружницом точака А, В, којој је средиште на правцу 

s, док јој је равнина на тај правац окомита. Равни на (Ss) сијече 
тај прамен кугала у прамену кружница, чија су средишта на 

правцу s. 3раке точке S, које пролазе овим средиштем на правцу 
• s, СИјеку придружене кружнице наведеног прамена у точкама 

строфоидале [4]. То вриједи за сваку равнину точке S, а према томе 
одавле излази, да се плоха Р састоји из два дијела. Точка S налази 
се на овалном дијелу плохе, који је читав у коначности. 

Одаберимо сада у нашем свежњу онај прамен кугала, које 

пролазе точкама А, В и S. Средишта тих кугала налазе се на 

оном правцу равнине р, који је окомит на равнини точака А, В, S 
и пролази средиштем кружнице ових точака. Равнина овог правца 

и точке S сијече припадни прамен кугала у прамену кружница,. 

које пролазе точком S. Производ овог прамена кружница и при­

друженог прамена зрака точке S, које пролазе средиштима тих 

кружница, распада се овдје у правац 1 и точку S, односно У правац 
1 и пар изотропних праваца, који се сијеку у точки S, као што 

се то може закључити на темељу наших размнтрања у точ. 1. 
ТО је наиме онај пар праваца плохе Р, који пролазе точком S, а 

сијеку апсолутну чуњосјечницу. Видимо, дакле, да је точка S 
кружна точка наше особите плохе Р. Правац 1 налази се испод 
равнине р, удаљен од ње исто толико колико и точка S изнад те 
равнине. Будуhи да су наши и сноп зрака (S) и свежањ кугала,. 
као и њихова пројективна придруженост, симетрични обзиром на 

равнину точака А, В, S, то мора и наша строфоидална плоха Р 

бити симетрична на ту равнину. Ова симетрална равнина (А, В, S) 
сијече плоху Р у строфоидали, коју ћемо звати симетралном стро­

фоидалом те плохе. Сјециштем L правца 1 с овом симетралном 
строфоидалом пролази асимптота а ове строфоидале [7; стр. 38]. 
Правцем 1 можемо према томе поставити још три тангенцијалне рав­
нине наше строфоидалне плохе, осим оне у тачки S. Двије од тих 
равнина тангират ће плоху Р у тачкама А, В, а трећа у неизмјер­

ности.1 ) Будуhи да су сви равнински пресјеци плохе Р циркуларни,. 

1) Јер точком L пролази асимптота симетралне СТРОфоидале. 
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-сијеку равнине правца 1 ову плоху У кружницама. У равнинама (lA) и 
(IB) распада се та кружница у пар изотропних праваца, који се 

сијеку у точкама А, В, а према томе су и те точке кружне точке 

наше строфоидалне плохе Р. Видјели смо у точ. 1., да се пресјечне 
чуњосјечнице с равнинама правца 1 у три његове равнине, и то (IA), 
(lВ) и (/S), распадају у два правца, док у четвртој (lt) таква два 
правца падају скупа у правац t. У нашем специјалном случају су 
.до сада три споменута изотропна пара праваца она три пара, у 

мало прије наведене прве три равнине. _ 
Позната је чињеница, да је код строфоидале асимптота једнако 

удаљена од симетрале прамена кружница из којег та кривуља 

настаје, као и то, да се њен четвороструки фокус налази на њој. 

Одавле директно излази да је равнина а правца 1 и асимптота а 
асимптотска равнина наше плохе Р. Другим ријечима то значи, 

.да равнина а диоа дуж неизмјерно далеког правца -строфоидалну 
плоху Р. Неизмјерно далеки правац t плохе Р је према томе њен 
четверозначан правац, а то смо веЬ открили за _ правац t у коиач­
ности на шюхама у точ. 1. Овим смо надаље открили и сва три 

МОГУћа реална правца на тој плохи. Ова чињеница, да строфо­

идална плоха Р има у неизмјерности четверозначан правац, дуж 

којег ју тангира само равнина а, казује нам надаље то, да су сви 

равнински пресјеци плохе Р, који су успоредни с асимптотском 

равни но м а, такођер кружнице. Све овакве кружнице су чуњо-
• •• • 

СЈечнице, КОЈе пролазе СЈециштима апсолутне ЧУЊОСЈечнице и неиз· 
• 

МЈерно далеког четверозначног правца, као што смо у осталом и 

то већ видјели на реалним и коначним дијеловима аналогних плоха 

у точ. 1. Ова су два сјецишта на апсолутној чуњосјечници, као што 
знадемо, имагинарне неизмјерно далеке двоструке точке наше 

строфоидалне плохе Р. Будуhи да постоје четири тангенцијалне 

равнине плохе Р, које су успоредне с асимптотском равнином а, а 

.које ради симетрије тангирају ту плоху на симетралној строфоидали, 

излази, да плоха Р има даљње четири кружне точке у својој 

симетралној равнини. Ова су четири пара изотропних праваца 

наше строфоидалне плохе њени познати двозначни правци, који 

пролазе њеним имагинарним двоструким точкама, на њеном неиз-
• 

МЈерно далеком четверозначном правцу. . 
Све резултате наших досадашњих разматрања обухватит Ьемо 

-сада оваквим ставком: 
, 

а) Сшрофоидалне илохе 3. реда, које насШају као iiроизвод 
.свежња куrала двију Шочака А, В u снойа зрака неке Шочке S, које 
uролазе средишшима ших "уrала, симеШрuчна је обзиром на равнину 

(А, В, S), има асимiiшошсflY раВ1ШНУ и iiролазu аiiсолушно.м чуњо-
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.сјечницом, дуж l€oje ју тангира сшожац с врхом У ШОЧl€и S. У 

,сПмешралној равнини има та илоха седам I€ружних шочаl€а, у l€oje 
,се убрајају и ШОЧl€е А, В, S. 

Видјели смо сприједа, да све равнине точке S сијеку плоху 
:Р у строфоидалама, којима је точка S четвероструки фокус. Свака 
равнина точке S сијече неизмјерно далеку равнину апсолутне 

чуњосјечнице у једном правцу, а њу само у двије точке. Све 

.равни не овог неизмјерно далеког правца чине у коначности свезак 

.успоредних равнина. Пресјечне кривуље наше плохе с равнима 

оваквог свеска имат ће своје четвероструке фокус е на једној 

'зајеДНИЧКОј окомици, јер само таква пролази полом оног неизмјерно 

.далеког правца обзиром на апсолутну чуњосјечницу, а пресјечница 

је имагинарног пара тангенцијалних равнина плохе Р у тим сје­

циштима на апсолутној чуњосјечници. Будући да у сваком оваквом 

свеску успоредних равнина једна пролази и точком 5, а та точка 
је већ у том случају четвероструки фокус, то за нашу плоху ври­

једи и овај ставак: 

Ь) ЧешвеРОСШРУl€и ФОI€УС CBal€OГ paBHиHCI€OГ йресјеl€а строфо­

uдалне Плохе Р налази се У 01€омишој иpojel€циjи ШОЧl€е S на шу 
уавнину. 

Из овога ставка одмах произлазе и ови даљњи ставци: 

с) Сијечемо ли сшрофоидалну алоху Р равнинама ltel€oг Правца, 

шад се чешвеРОСШРУl€и фОl€уси ових iiресјечних I€pиByљa налазе на 

I€ружници, l€oja пролази ШОЧI€ОМ S и сијече 01€омишо шај йравац у 

дијамешралној ШОЧl€и S. 
d) Све равнине сноПа равнина Hel€e По вољи одабраuе ШОЧl€е 

cиjel€Y сшрофоидалну iiлоху Р У I€pиByљaMa, којих се чешвеРОСШРУl€и 

ФОl€уси налазе на куг ли, l€oja Пролази врхом тог снойа и ШОЧI€ОМ S 
тal€o, да су ше двије ШОЧl€е дијамешралне на шој I€YГ ли. 

Наведени ставци изричу нам очиту аналогију строфоидалне 

плохе р с куглом. На темељу ових досадањих ставака можемо о 

-нашим строфоидалним плохама изрећи још и ове ставке: 

е) МеђУ Пресјечним I€pиByљaMa строфоидалне iiлохе Р с равни­

.нама неког CBeCl€a iiаралелних равнина налазе се, осим оне I€рОЗ 

ШОЧI€У S, још двије сшрофоидале. МеђУ равнима Hel€OГ l€оначног 

дравца налазе се сшрофоидале У шри или једној шаl€вој равнини, 

·осим оне l€oja iiролази тОЧI€ОМ S. 
f) МеђУ равнинама Hel€e ио вољи одабране шочке налази их се 

001, l€oje сшрофоидалну iiлоху Р сијеку У сшрофоидалама, l€ojиx се 

четверостРУl€и ФОl€уси налазе на Hel€oj Просшорној циl€лиl€и 4. реда 
яа тој Плохи. 
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Последња два ставка произлазе директно. одатле, што сваки 

правац точке S сијече ту плоху у још двије точке, а свака круж­
ница, која пролази точком S, сијече ју у још даљње три rочке. 
Надаље свака кугла продире овакву плоху 3. реда у просторној 
кривуљи 4. реда, јер обје већ имају заједничку апсолутну чуњо­

сјечницу. 

Чуњосјечница С1 врхова свих стожаца унутар нашег свежња 
кугала је имагинарна кружница у симетралној равнини точака А. 

В. Будуhи да су пресјеци строфоидалне плохе Р, с равнинама 

успоредним с њеном асимптотском равнином, кружнице, може се 

на темељу ставка Ь) врло лако запазити, да ће свипресјеци рав­

нина спојница АВ бити строфоидале, којих ће се четвероструки. 

фокуси налазити на кружници плохе Р која пролази точком S, а 
равнина јој је окомита на тој спој ници. 

Свака опhа дводјелна плоха 3. реда има три реална правца 

а осим равнине ових трију реалних праваца има она још дванаест 

реалних равнина које пролазе тим правцима (сваким по четири)~ 

а које дирају ту плоху (Cremona L. [1; стр. 214]). Ових дванаест 
равнина веЬ је пронађено код наших строфоидалних плоха ако се 

• • 
узме на знање, да два реална правца у неИЗМЈерности падаЈУ скупа~ 

а према томе и двије тангенцијалне равнине које њима пролазе. 

Другим ријечима, све четири тангенцијалне равнине плохе Р, успо­

редне с асимптотском равнином, су двозначне. Видимо према томе. 

да је наша строфоидална плоха Р опhа плоха 3. реда v. врсте 
[2; § 2 стр. 17]. 

Поставимо ли неку куглу тако, да јој се средиш те налази 

у точки S, онда та кугла дира нашу плоху Р дуж апсолутне 

чуњосјечнице, јер дуж ње оба та тијела имају заједнички танге­

цијалан стожац. Продор ове кугле с нашом плохом састоји се 

дакле из двоструке апсолутне чуњосјечнице и још једне реалне 

или имагинарне кружнице. Свака кугла средишта S продире нашу 
плоху у једној кружници, које равнина сијече ту плоху у још 

једном правцу. Будуhи да у коначности има та плоха само један 

реалан правац, и то 1, то је он ос тога прамена равнина. Видимо, 
дакле, да наша плоха може настати и као производ прамена равнина 

и прамена концентричних кугала. 

Одаберемо ли врх S снопа зрака негдје на сrюјници точака 

А, В, строфоидална плоха Р постат ће ротациона. Правац 1 отиhи 
ће у овом случају такођер у неизмјерност, дакле ће плоха Р 
имати неизмјерно далеки инфлексиони правац, а . сви пресјеци 

кроз точку S бит Ье усправне строфоиде. 
з. Претпоставимо сада, да точке А, В падну скупа у неку 

точку D. Производ оваквог свежња кугала са снопом зрака неке 

• 



• 
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• 

точке S, пројективно придружени на сприједа описани начин, бит 
Ье строфоидална плоха с ДВОСТРУК9М точком У точки О. Равнина 
р пролази сада том точком, разумије се окомито на заједничку 

тангенту о свих кугала нашег свежња (o~oc свежња), а кружница 

<:1 овакве плохе у тој равнини распада се у пар изотропних пра­

ваца точке D. 
Осим веЬ СПрИЈеда споменутих особина, имат Ье строфои­

дална плоха Р оваквог облика још и неке друге, јер равнине 

свеска спојнице SD, као и равнине оси о свежња кугала, сијеку 
ту плоху у строфоидама. 

Знадемо из разматрања из точ. 2., да се четвероструки фокуса 
свих равнинских пресјека строфоидалних плоха налазе на окомитој 

пројекцији точке S на равнине тих пресјека. Одавле међутим 

излази, да Ье точком S пролазити свеза к равнина, које овакву 
плоху сијеку у строфоидама, т. ј. равнине спојнице SD, јер све 
равнине двоструке точке сијеку овакву строфоидалну плоху у 

циркуларним кривуљама рода нултога. Из сприједа изведеног 
излази, да Ье четвероструки фокуси свих оваквих пресјека бити 

на некој кугли, којој је дужина SD промјер. Поставимо ли правцем 
1 и двоструком точком D равнину, тад је та равнина окомита на 
спојници SD, а сијече наша плоху у правцу 1 и пару изотропних 
праваца. Наша, мало прије споменута, кугла дира ову равнину, 

дакле сијече плоху Р у кривуљи која се састоји из овога пара 

изотропних праваца, из апсолутне чуњосјечнице и још једне круж­

нице. Све равнине заједничке тангенте о свих кугала нашег свежња 

можемо сматрати оним куглама тог свежња, које имају беско­

начно дуги полумјер. Све точке плохе Р, које су на овим nку­

глама«, леже на неизмјерно далеком правцу и некој кружници, 

која према ономе од прије пролази точком S и сијече заједничку 

тангенту свежња окомито у дијаметралној точки точке S. Ово у 
осталом вриједи за сва три облика плоха Р. На темељу досада­

њих разматрања можемо особине строфоидалних плоха оваквог 

облика скупити у овакву ставку: 

Чешверосшрукu фокусu равнинских lipecjeKa сшрофоuдалне liлохе 
З. реда с ДВОСШруко.м. Шочко.м., којих равнине uролазе Шо.м. Шочко.м., 

леже на куг лu, којој је lipoMjep удаљаносш двосшруке шочке D до 
врха S и.м.агинарног шангенцuјалног сшошца ше liлохе дуж alico­
лушне ЧУ1Ьосјечнuце. Унушар ових 002 цuркуларнuх кривуља З. реда 

рода нулшога uосшојu 001 сшрофоuда, које леже у равнина.м.а cliOJHuqe 

SD U у равнина.м.а оси о свеЖ1Ьа кугала UЗ којих ша liлоха насШаје. 
Пресјецu равнина.м.а liPBor свеска и.м.ају своје чешверосшруке фокусе 
у шочкu S; а lipecjequ равнина.м.а другога свеска и.м.ају ше .фокусе 
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на . кружници која liролази шочком S, а коју ос свеЖfbа кугала 
сuјече окомишо удијамешралној шочки шочке S. 

Позната је чињеница, да је свака уникурзална циркуларна кри­

вуља 3. реда ножишна кривуља пара боле [7; стр. 25]. Строфоида 
је ножишна кривуља параболе, којој је фокус на спој ници четве­
роструког фокуса и двоструке точке тако, да четвероструки 

фокус располавља удаљеност између фокуса те параболе и дво­

струке точке строфоиде. Равна лица ове пара боле је успоредница 

с асимптотом строфоиде повучена њеном двоструком точком. 

Казали смо мало прије, да су пресјеци наше строфидалне 

плохе с равни нама оси о свежња кугала саме строфоиде, којих 

се четвероструки фокуси на кружници, која иде точком S и сијече 
ос о свежња кугала окомито у дијаметралној точки точке S. 
Поставимо сада точку F на спојници DS тако, да точка S распо­
лавља дужину FD. Точком F поставимо сада другу кружницу, 

• • 
КОЈа споменуту ос о свежња кугала СИЈече исто као прва круж-. 

ница, која иде точком S. Свака равнина оси о сијече нашу стро­

.фоидалну плоху у строфоиди, којој је сјециште с првом описаном 

кружницом њен четвероструки фокус, док је сјециште с другом 

кружницом фокус параболе, којој је пресјечна строфоида ножишна 

кривуља, за двоструку точку D као пол. Равналице тих парабола 
налазе се у равнини р двоструке точке D. Замислимо сада на 

свакој равнини оваквог пресјека кроз ос о постављене окомите 

равнине, које тангирају оне параболе у тим равнинама, којих су 

ножишне кривуље њихови пресјеци· с плохом Р. Све равнине 
овако постављене тангентама такве параболе чине неки парабо­

личан ваљак, који ће бити једнак свим осталим таквим ваљцима 

јер су посве једнаке параболе из којих они настају. Те су пара­

боле једнаке зато, што им је свима фокус од равналице једнако 

далеко. Јер сви ови усправни ваљци тангирају дуж својих тје­

мених изводница исту равнину, а те тјемене изводнице пролазе 

једном точком окомито испод точке F (окомито обзиром на рав­
нину р), ТО сви ови параболични ваљци оматају ротациони пара­
болоид. Ос тога параболоида пролази точком F окомито на рав­
нину р. У равнини р налазе се све равналице, а у точки F фокуси 
свих осних пресјека овог параболоида. На темељу ових разма­

трања можемо овакву строФоидалну плоху 3. реда дефинирати и 
• 

на оваЈ начин: 

Сшрофоидална liлоха З. реда с двосшруком шочком је 1l0жишна 
liЛОха рошационог liараболоида, ако liол лежи у равнини раВllалица 

осних йресјека шога liара60лоида. 

• 



• 
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На оваквој строфоидалној плохи 3. реда с двоструком точком. 
постоје само три кружне точке, опет у њеној симетралној равнини. 

4. Узмимо сада, да су точке А, В на оси о нашег свежња 

кугала имагинарне. Производ овог свежња кугала и снопа зрака 

точке S; пројективно придружених на сприједа описани начин, 

бит ће у овоме случају једнодјелна опhа плоха 3. реда. Ову плоху 
можемо замислити да је настала раздвајањем оне с двоструком 

точком, ако се она раскинула у двострукој точки У смислу једно­

плошног хиперболоида [2; § 2]. Бу дуhи да из точке L, и неизмјерно 
далеке точке, можемо на симетралну кривуљу ове плохе поста­

вити четири реалне тангенте, међу којима се налази и асимптота 

те кривуље, видимо да ће оваква строфоидална плоха ::3. реда 
имати само три кружне точке, у које се убраја и точка S. Тан­
генцијалне равнине ове плохе, које пролазе точком S, оматају 

познати имагинаран тангенцијални стожац дуж апсолутне чуњо­

сјечнице и реалан тангенцијални стожац дуж кружнице С1 ове 
плохе у равнини р. 

3надемо, да све равнине точке S сијеку ову плоху у стро­
фоидалама, односно строфоидама. Поставимо ли точком S равнине, 
које тангирају кружницу С1 У равнини р, тад ове равнине не само 

тангирају ову плоху, него је и сијеку у строфоидама, јер ти 

пресјеци имају двоструку точку. Одавле излази ставак: 

Точко.м. S једнодјелне строфоидалне йлохе З. реда йролази оо t 
равнина, које о.м.атају стожац 2. реда, а сијеку ову йлоху у стро­
фоида.м.а с чешверострукu.м. фокусо.м. у тој точки, док су и.м. дво­

струке точке на једној кружници . 
• 

Повучемо ли код ове плохе аналогију с нашим разматрањима 

у точ. 1., видимо одмах, да њене двије тангенцијалне равнине 

правца 1 постају имагинарне, ради имагинарности точака А, В. 

Правци плохе у тим равнинама су према томе имагинарни правци 

друге врсте. Исто су тако имагинарне и двије тангенцијалне дво­

зна чне равнине неизмјерно далеког четверозначног правца, у којима 
• 

се налазе даљњи имагинарни правци друге врсте на наШОЈ плохи, 

и то двозначни. Видимо, дакле, да је ова плоха у истини опhа 

плоха 3. реда с три реална правца, и то IV. врсте, т. ј. јеДН'Iдјелна. 

Строфоидална плоха овог облика, као и оне до сада споме­

нуте, бит ће ротациона, ако точку S одаберемо на реалној спој­
ници имагинарних точака А, В. 

5. На крају Ьемо обновити још једну чињеницу, изведену 

у овој радњи, која је у вези с разноликошhу облика опhих плоха 

3. pell.a. Код извођења свих облика таквих плоха полази F. Кlein 
од познате сЈпће плохе 3. реда с четири двоструке тачке. Раздва-

• 
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јањем тих плоха У двостуким точкама у смислу једноплошног 

и двоплошног хиперболоида, добива он свих пет врста опhих 

плоха 3. реда без сингуларитета, које се у главном разлик.Ују 

у броју и врсти њихових имагинарних праваца. Четврт а и пета 

врста тих плоха има само три реална правца, док су остали има­

.гинарни прве или друге врсте. Плохе четврте врсте су једно­

дјелне, а оне пете врсте су дводјелне. Видјели смо, да унутар 

ових двију врста има наших строфоидалних плоха. Ове наше 
плохе имају међутим двије имагинарне двоструке точке у неиз­

мјерности, гдје им се налазе или два, или сва три реална правца, 

који су стегнути у један. Чињеница, коју смо овдје жељели ис­

таhи је та, да међу опhим плоха ма 3. реда IV. и V. врсте има 
таквих, које имају пар имагинарних двоструких точака, јер се то 

на темељу Кlеiп-ових, а и осталих разматрања о опhим плоха ма 

3. реда, не може директно закључити. 
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LES SURF ACES STROPHOIDALES ОИ 3е ORDRE 

Par Vilko Nice 

L'auteur а etudie et trouve ип certain nombredeproprietees 
·<I.'une espece de surfaces du 3е ordre, qu'il арреI1е, а cause d'une 
certaine analogie ауес lа stropholde, surfaces stropholdales du 3е ordre. 
Les surfaces stropholdales du 2е ordre seraient des spheres. Les sur­
faces stropholdales du troisieme ordresont de surfacesdu troisieme . 
ordre, passant par lа section conique absolue, .teI1es que leurs plans 
ta.ngents le long de la section conique absolue enveloppent ип сапе 
jmaginaire du second ordre. . . '. : . 
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