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о ТРИГОНОМЕТРИСКИМ 3БИРОВИМА 

т е з а 

МИОДРАГА ТОМИЋА (Београд) 

1. УВОД 

1. Предмет овог рада је испитивање и проучавање три гоно 
метриских редова и полинома облика 

односно 

L Cv e
v6i , (1, 1) 

L Cv siп v6, 

LCvcosv6, 
• 

(1,2) 

(1,3) 

под претпоставком да су им коефицијенти Cv позитивни и моно

тони, односно вишеструко монотони, тј. под претпоставком да је 

испуњен један или више услова облика 

Сn>О, 

ДСn =Сn -Сn + 1 >0, 

Д2Сn=Сn-2Сn+l+Сn+2>0, (1, 4) 
• • • • • • • • • • • 

k 

дkСn = ~(-l)k k Сn+џ>О, 
р.=1 !1 

Како су услови за коефицијенте Cv специјалног карактера, 

редови овог облика имају низ типичних особина, и услед тога 

били су предмет истраживања многих математичара. Нарочито у 

радовима L. Fejer-a [1], [2]1) И О. Szеgб-а [24] наведене су целе 

групе проблема који се односе на ову врсту редова и полинома. 

Сем поменуте двојице, проблемима у вези са овом врстом редова 

и полинома бавили су се још F. Hausdorf [10], Е. JacobstaI [11], 
ТЬ. Kaluza [12], К. Кпорр [14], О. P6Iya [18], М. Riesz [20], W. 
Rogosinski [21], О. Szasz [23] и други. Разлог да се тако развила 

1) Бројеви у уг ластим заградама односе се на литературу на крају рада. 
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ова група проблема лежи с једне стране у томе што су редови 

(1, 1), односно (1,2) и (1,3) типични претставници за многе особине 
општих редова, тако да се границе у многим проблемима постижу 

управо овом врстом редова. Најзад, многобројни у примењеној 

анализи употребљавани изрази дају се претставити редовима овог 

облика (Fоuriеr-ови редови за Lеgепdrе-ове полиноме. и остале 

специјалне функције). 

1. 1. Аналитички апарат за доказ ставова ове врсте битно се 
разликује код појединих ставова. За сваки нов став се мора при

беhи другом поступку, тако да се често губи њихова прегледност. 

Овде покушавам да дам једну општу, јединствену методу којом 

се велики део тих ставова може обухватити, стари ставови про

ширити и добити нови. Ова метода НОси геометриско обележје и 
њена суштина састоји се у томе да се свакој страни једне uоли

гоналне линије чија су темена CveVel - йридода један круг који 
има ту особину да садржи нареДНll или се uоклаuа са fbllMe. За 

систем кругова Кп(Гп , Сп) такве особине да сваки од њих садржи 

све наредне, тј. К п s· к П-1 казаhемо да чини монотон скуй кругова. 
Напоменимо да је појам монотоне конвергенције комплесног низа 

бројева који су увели Fejer и Szеgб [8], садржан у појму монотон 
скуп кругова. 

Очевидно скуп кругова је монотон ако постоји неједначина 

I СП_1 - Сп 1<1 г П-1 - ГП 1· 

Јасно је да Ье крајња тачка полигоналне линије ~ Cv e
vei лежати 

тада у свим овим круговима. Ова геометриска метода није везана 

само за збирове облика ~ Cv evel , веЬ се може применити и за неке 
општије тригонометриске збирове облика 

~ а v ехр (2 ,-с u.v i) 
. 

као што смо то у раду [16Ј Ј. Карамата и ја показали. Исто тако 

та метода доводи до извесних резултата и за специјалне класе 

Diriсhlеt-ових редова као што Ьемо то на једном другом месту 

показати. Потпуности ради извешhу овде тај општи принцип у 

тачки 1.2., док Ьу У тачки 1.3. навести његову специјализацију 

на теореме типа Кuzmiп-Lапdаu [16], коју смо дали у наведеном 

раду [16]. У тачки 1.4. навешhу тај геометриски поступак за спе
цијалне тригонометриске збирове Рорkеп-овог [19] типа који се 

могу пренети на извесне Dirichlet-ове редове. Најзад у 1.5. изло
жиhу тај поступак специјално за Taylor-ове редове ~ Cv e

vel• Први 
пут тај геометриски принцип изложио сам у моме раду [28] и при-

• 
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менио га на теорију алгебарских полинома, о чијој примени овде 

неће бити речи. 

Ј.2. Уочимо полигоналну линију Ао А 1 А 2 • ... Свакој страни 

те полигоналне линије можемо једнозначно асоцирати круг Кп, 

чије се средиште СП на-
• 

лази на леВОЈ страни 
• 

симетрале ОрИЈентисане 

дужи Аn_I·А ,. (тј. гле

дајуhи тачку А" из A,,-t), 
и из кога се та страна 

види под углом уп 

(О < уп < те) (в. сл. 1). 
Полупречник ГI1 

овог круга одредимо 

тако да круг Кп доди

рује круг k n", чији се 

центар Сп" налази на си

метрали дужи А n __ 1 А", 

и из кога се та дуж види 

под углом Г", где је 

2те > Г" > У". Центар 

СП 

• 

Сл. 1 

круга k,," налази се лево или десно од оријентисане дужи А n_1 А", 

према томе да ли је Г п ~ те. Када се Г п своди на у" (тј. када је 

Г" ~ у,,), тада круг k,," прелази у k n'. 

Средиште круга К п дато је са 

С (Sn-Sn-J) ехр (-y n i/2) . 
п = Sn_1 + 1 

2 5јп УII/2 

где су SN И Sn-1 комплексни бројеви који одговарају 

и А n-1' Полупречник г п круга К п дат је са 

!S/J-S"_I! t уп l-С05Гn/2 
гn= со g + . 

2 2 sin уn/2 

тачкама А ,. 

(1,5) 

Према томе, полигоналном линијом Ао А 1 А 2 • •• и низовима 

углова уп и Г,. низ кругова Кn=К,. (А П_1 Аn, УП, ГП) потпуно је 

одређен. Испитаhемо неке услове под којима овај скуп кругова 

постаје монотон у смислу наведеном у тачки 1. 1. 

1.3. Узмимо да су све стране полигоналне линије наведене 

у тачки 1.2. једнаке међу собом, да су сви спољњи углови Уп' 

монотони И да је Гn=Г, тј. 
--,-----:-

А n_1 An~An+1 А ,. 

О < у п' < у' п + 1 < Г < 2 те 
п = 1, 2, ... (1,6) 

• 

• 
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. 
За круг k n' (в. сл. 2) узмимо описан круг око троугла А n-1 А n А n + 1 . 

Његово средиште СП је на пресеку симетрала страна А n_1 А n и 

с 1 . 

• 

, 

" ~n 
• 

Сл. 2 

А n А n + 1 • Због услова (1,6) угао уп једнак је са Уп' (в. сл. 2). За 

круг k n" узмимо описани круг над троуглом А n-1 А n А'n+1' Круг 
Кп (Уп', Г) има према 1.2. средиште у СП и додирује круг kn". 

Полупречник круга К п дат је стога са 

А n-1 Аn 
Гn~---'--

. 2 
у' 1 Г 1 Г cotg п + cosec - cotg -
2 2 2 2 2 

У ' Г cotg п +tg-
2 4 

• (1, 7) 

Ако на исти начин одредимо странама А n А n + 1 , А n + 1 А n + 2 
кругове k'n+1 и k"n+1' тада круг Кn + 1 (У'n+1' Г) има за средиште 
сn + 1 , а за полупречник 

А n А n + 1 
Гn+1=--~ 

2 

, Г 
cotg У n+1 +tg-

2 4 
• 

-,---:-
Средиште Сn + 1 је у пресеку симетрала страна А n А n + 1 и А n + 1 А n + 2 • 
Кад се "('n+1 мења од Уп' до Г, средиште Сn+ 1 креће се дуж симе
трале стране А n А n + 1 , од сп до сnт (. Круг Кn + 1 (у'n+1, Г) доди
рује круг Кп (Уп', Г) у тачки Е (в. сл. 2) и налази се цео у овом 



• 

• 

. 
о тригонометрliскимз()ировима .. .._ 17 

последњем кругу пошто је због у'n+l:> Уп' очевиДНО и Гn+г< ГN 
.(в. (1, 7)). Ако се услов (1, б) замени са 

и задрже све остале дефиниције кругова kn' и kn", тада су полу

пречници гn И Гn+1 кругова Кп (Уп', Г) и Кn+ 1 (у'n+1' Г) дати са 

А n Аn+1 
Гn+1 = 

2 

у , Г 
cotg п +tg-

. 2 4 

cotg у'n+1 +tg Г 
2 4 

, 

• 

у овом последњем случају уопште је Гn + 1 < гn И тада круг КП (Уп', Г) 
<садржи и не додирује круг Кn + 1 (у'n+1,Г)' 

Примtна и последице овог 

.скупа монОтоних кругова изло

:жене су у раду [1 б]. 

1.4. Један нарочито по

.десан за примену систем МОНО

тоних кругова може се добити 

на овај начин. Над дужи Ао А 1 
.(в. сл. 3) конструишимо paB~ 

:нокрак троугао Ао СО А 1 са 
произвољним уг лом на врху 

<91 (О < СР1 < я). Затим над сва-
. 

КОм страном А 1 А 2 , А 2 А в , ••• 

равнокраке троугле чији· су 

уг лови на врховима СРз, <Рв , •••• 

К, 

С, 

Сл. 3 
• 

.Qзначимо спољње углове полигоналне линије А о А 1 А 2 • •• са 

У2' Ув' • •• Углове <Р2'<РВ'" одредимо- тако да се темена С1 С2 , ••• 
~налазе на дужима СО А 1 , С1 А 2 , ••• СП А n+ 1 , • ••• Због. овог услова, 
'Р2' ::Рв , ••• одређени су помоhу СР1 и У у, v = 2, 3 . .. преко релација 

СРУ-l + СРУ --' у . 
- у, 

2 
v = 2, 3, ... (I,8Ј 

Узмимо тачке СО, С1 , С2 , ••• за средишта низа- кругова Кп. 
Овај низ кругова Кп биhе очевидно монотон ако је испуњена 

релација 

Гу-! >Гу , 
- '-\ 

v =2, 3; ... (1, 9)-

Зборннк ралова - Матекатички институт 2 
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и где је Гу према сл. 3 дато са 

А У-1 А у 
Г v = --'--=---'-- • 

2 sin 'Ру/2 

Према томе, услов (1, 9) постаје 

А У-2 А У- 1 ~ А У- 1 А у 
2 sin 'РУ-Сl/2::Р' 2 sin 'Ру/2 . 

Специјално, овај условбиtiё испуњен ако је 

v "'" 2, 3, ... 

Из (1, 8) добивамо 

(Ј, 10) 

(1, 11, 

еру = 2 УУ - epV-l -= 2 (У у - У У-l + ... + ( -l)У У 2) - ( - I)У СРl1 V - 2, 3, .. _ 

Отуда је, 
, 

'Ру - CPV-l "'" 2 (У V - 2 У у-ј + 2 У У-2 - ~ .• + 2 ( - l)У У 2) + ( - l)У У 1 = 

Специјално, ови услови су задовољени ако је 

У v - 2 У v +1 + У v +2 > о, v -= 4, 5, ... 

У2 - 'Рl>О, Ув -2 Y2+ept >0, 
(1, 12, 

тако да, у овом случају, за монотонију система кругова Кп асо-

цираних полигоналној линији Ао А 1 • •• , чији су спољњи углови. 

Уу < ~, v= 1,2,3 ... , потребан је поред услова монотоније страна, 
A v- 1 A v , v= 1,2,3... и услов који треба да задовоље спољњи: 

углови Уу, Овај последњи услов изражен је преко другњх. ,щ~фе-; 

ренција од Уу (1, 12). Овај случај је специјалан. случај општег,. 
. . 

наведеног у тачки 1.2 .. , где је очевидно 'Рn -= Уп = Г и где је стога 
. . , 

kn' == k n" -= Кп. Једну примену овог случаја на специјалне Dirich1et--
ове редове облика.~ ау џр р.у ј} даЬемо у једном .раду на другом, 

• , . . . 

месту. 
, 

1.5. Уочимо такву полигоналну линију Ао А 1 • •• чији су сви. 
• • 

спољњи углови једнаI,<~ 11 (в. сл. 4) И ,овој _~инији асоцирајмо TaKaB~ 

,- • #.. -' 

, , . . :,' - . . . - , .. -,- , .-
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низ кругова КП да се дужи А П-1 А п виде 

гова КП под истим углом Э. Испитајмо 
тако одређен низ кругова КП мо
нотон. Напоменимо пре свега чи
љеницу да се средиш те СП кру

га КП наЛ8зи:наlполупречнику 
сп-! АП-I~lпретходног круга 
КП-1 (в. сл. 4). Ако би, на пр., 
средиште круга К1 било у С/ 
тада је 

из средишта тих кру

под којим је условом 

Э' 6 Э 
-=-+8> , 
2 2 2 

противно претпоставци да се 

дуж А о А 1 види из С1' под 

углом Э'=6. Из ове чињенице 
следи одмах и услов да овакав 

низ кругова КП асоциран по-

т 

Сл. 4 

лигоналној линији са једнаким спољњим угловима Э буде моно
тон: uотребно је да низ uолуuреЧНU1са буде монотон, тј. 

СоА о > СјА ј > .. . с'1 Ап> ... · 
Овај се услов, с обзиром да је према сл. 4, 

С А An-1An 
п п= 2siпЭј2 ' 

своди на 
__ о 

(1, 13) 

тј. на услов да је низ страна uолигоналне линије Ао А ј А 2 • •• монотон. 

Очевидно, овај монотони низ кругова је специјалан случај прет- . 
• 

ходног, када Је 

Уп=Г п=Э. 

Из овако дефинисаног низа монотоних кругова КП следе 

особине које вреде без обзира да ли је низ КП коначан или 

бесконачан: 

10 Круг КП садржи круг КП + 1 (КП 2 КП+ 1). Према томе, IlУЖU 
А п А п + l' А п + ј А п +2" •• се све налазе у кругу Кп. Сuецијално сва 
темена иолигоналне линије Ао А 1 А 2 • •• налазе се у или на кругу Ко-

20 Тангента ма у ком темену А п на круг Кп, који кроз то 

теме uролази, uолови сиољни угао Э uолигоналне линије (в. сл. 4). 
Низ тачака А о ,А 1 , ••• су темена једне полигоналне спирале 

(в. сл. 4). Ову полигоналну спиралу, чије стране монотоно опадају 
и чији су сви спољњи углови једнаки Э, зваhемо укратко Э-сuи-

2* 
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рало.м. Овај рад има за циљ да из ових елементарних геоме

триских особина е-спирале покаже како непосредно следе анали,

тичке особине редова са монотоним коефицијентима. 
1. 5. 1. Један монотон низ' кругова Кп код кога разлике 

узастопних полупречника образују монотон низ, тј. сами полу

преч ници образују двоструко монотон низ 

г П-1 - Г п > Г п - Г п + 1 

односно 

ГП-1 - 2ГП+ГП+1 > О, n= 1,2, •.. , 

tiазвапемо .монотон и конвексан низ кругова Кп (двоструко .монотон 

низ Кп). 
Онде ћемо испитати под којим је условима монотон низ 

Кп асоциран једној е-спирали из претходног одељка двоструко 
• 

монотон, ТЈ. какве но-

, ве геометриске особи

не карактеришу ту е

спиралу. 

Посматрајмо поли

гоналну линију састав-

е ___ --- А. љену од средишта 

Сп, 5 

• 

СО С1 С2 • •• 

кругова Кп (в. сл. 5): 
За овако дефинисан 

монотон низ кругова 

Кп средиште СП налази 

се ~~ полупречнику 

СП- 1 А П-1 круга Кп_1 • 

Стога ће' низ К п бити 
двоструко монотон ако Је поред услова (1, 13) задовољен и услов 

• • • 

Пошто је, -- --
А П-1 А п - АпАп+! 

2 sin е/2 
, 

то, последљи услов прелази, у 

-----
A'oA1-А1А2>АtА2-А2Аs> ... Ап-tА~-АпАп+t> ... . (1,14) 

Низ кругова,кп асоциран једној uолигоналној ОЈсuиј'ЈаЛll iA oA t'A 2 ... 

двоструко.је,.монотоnако је низстраНб< Ао А1 , А1 А2 • •• те сuирале l 

двоструко . .монотон. • 
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Према (1, 14) и низ средишта СО, С1 , ••• образује једну 

Э-спиралу. Тој Э 1 -спирали СО С1 С2 ••• може се асоцира ти нов 

монотон низ кругова Кп' (в. сл. 5). Све особине првобитне Э-спи
рале Ао А 1 А 2 ••• преносе се и на эсспиралу центара СО С1 С2 ••• ; 

тако, на пример, особина 20 постаје 

2' Тангента у тачки Сп на круг Кп', "оји кроз то теме про

лази, Полови СПОЉ1Ьи угао е1-спирале СО С1 •••• Према томе, та 
тангента је и симетрала дужи Аn- 1 А n ; стога круг Кп' лежи 
десно од те си.метрале. СПецијално, сви кругови Кп' леже десно од 

симетрале дужи Ао А 1 (в. сл. 5). 

1. 5. 2. Појам вишеструке монотоније може се неограничено 
проширити на систем кругова Кп. 

, Ако је за један .монотон низ кругова Кп низ 1Ьегових полу

аречника гn монотон реда k, за систем кругова Кп каже.мо исто 

тако да је монотон реда k. Низ полупречника задовољава, дакле, 
услове 

v v 
г п - Г п + 1 + ... + ( - l)v 

О 1 
v= 1, 2, ... , k (1,15) 

у специјалном случају који посматрамо, монотон низ кру

гова Кп асоциран једној Э-спирали Ао А 1 А 2 _ •• биhе монотон 

реда k ако средишта С'-:) кругова K~k-l) образују једну Э-спиралу. 
Ова разматрања изводе се индукцијом. У претходном одељку 

дефинисани двоструко монотони низ кругова Кп биhе троструко 

монотон ако је низ кругова Кп' двоструко монотон. Средишта 

Со', С/, . .. кругова Кп' образују исто тако једну Э-спиралу. 

Однос ове Э2-спирале Со' С1' ••• према е1-спирали СО С1 • • • исти 
. . 

је као и однос е1-спирале СО С1 • •• према првобитној е-спирали 

Ао А 1 •••• Све особине између Э-спирале Ао А 1 ••• и Э1-спирале 
СО С1 ••• , преносе се и на Э1-спиралу СО С1 • •• и е2-спиралу 
Со' С1 ' •••• Према томе, Э2-спирали Со' С1' • •• одговара монотон 
низ кругова Ко", К/', .... 

Тангента у Со' на круг Ко" симетрала је дужи СО С1 • Сви 
кругови К п" су десно од те си.метрале. 

Најзад, за један монотон низ кругова Кп, чији је низ полу
пречника г п тотално монотон, тј. код кога су неједначине (1, 15) 
испуњене за свако v = 1,2, . " казаhемо да чини тотално .моно

тон низ кругова Кп. Ако је низ кругова Кп асоциран једној 

Э-спирали тотално монотон, тада постоји бесконачан низ скупова 
кругова Кп, Кп', ... који се асоцирају Э-спиралама образованим од 
средишта претходног низа кругова. 
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Особине. напред наведене преносе. се индукцијом и на ове 

бесконачне скупове кругова. Код тотално монотоног низа кру

гова поред Э-спирала средишта СО, С1 , ••• итд., уочимо још 

Е>-спирале, где је Е>о-спираладефинисана са Ао СО Со' ... , Е>l-СПИ
рала са А 1 С1 С1' ••• , итд. (в. сл. 5). 

Напоменимо, најзад, да Э-спирала претставља геометриску 

интерпретацију Abel-0ВОГ збира првог, другог, ... , п-тог реда. 
Е>-спирала би одговарала Euler-овој трансформацији. 

11. ТриговомеТРИСI<И полиноми и редови 
са мовотовим I<оефицијевтима 

2. t. Коначан или бесконачан тригонометриски збир 
~ а evet 
"'" v , v 

односно његове компоненте 

и 

~ ау sin vЭ, 
v 

~ ау cos vЭ , 
v 

чији су сви коефицијенти позитивни и монотони, тј. 

ао ;> а1 ;> . . . ;> йn;> . .. > о , 

(Н, 1) 

(11, 2) 

(Н, 3) 

(Н, 4) 

био је предмет знатног броја истраживања. Нарочито су се овим 

питањем бавили L. Fejer [1], [2], [3], О. Р61уа [18], О. Szеgб [24Ј, 
[25], и други. 

• • 

Особине тих тригонометриских израза, који налазе примену 

у многим гранама анализе, теорије функција и теорије Fourier
ових редова могу се протумачити као проста последица особина 

монотоних кругова наведених у 1.5. Као што смо у уводу навели, 
та интерпретација у исти мах сједињује диспаратне методе упо

требљене за доказ тих ставова, даје могуЬност за њихово про

ширење, као и нове ставове. Овде Ьем6 навести само неколико 

типичних резултата који се односе на тригонометриске изразе 

облика (Н, 1) односно (Н,2) и (1I,3), чији су коефицијенти моно
тони, тј. задовољавају услов (11,·4). 

2. 2. Нека су. Zv комплексни бројеви што одговарају теме· 
нима А џ полигоналне Э-спирале дефинисане у 1.5., тј. 

п 

zo=o, Z ~ ~ а evel , n+1 .t:.. v n=O,1,2 ... ,O<6<2:1r. 
џ=о 
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,Спољни угао е-спирале дат је са 

аге (Zn+1 - Zn) = аге (Zn - Zn-1) + е . 
.систем кругова Кп је монотон (в. сл. 6) ако је 

• 
1'Ј· 

аn-1 ........ аn 
Гn_1 ~ ---=-- ~ 2 SI'n 6/2 = гn , 2 sin е/2 

аn-1 ;> аn, п = 1, 2, ; .. 

п ~ 1, 2, ... 

23 

Као непосредну примену ове интерпретације изведимо став: 

Кад кО.ефицијенти а• збира 

'" 
Sa.p ~ ~ а• sin (cev+f3) х 

v=o . 
. оиадају, тј. 

av ;> av+ l' v = О, 1, 2, ... 
тада је 

_ ао sin2 (13 - се/2) х/2 ~ S ~ 
. . /2 -...:::::: а, р """ 

s1П сех 

___ а cos2 (13 - а/2) х/2 
~ о (11,5) --- . /2 

.за О < х < ~ .ма какви 

.били се и 13. 
Д о к а 3. Према свој

.ству 10 одељка 1. 5. тачка 

zv= ~ avea.VXi 
v 

s1П сех 

!I 
о 

с".. 

Сп. 6 

N' 

·садржана је у систему 

кругова К п, према томе и 

у КО' Цела слика је окре
нута на угао f3x. Отуда, 
;И3 слике 7 видимо да је 

~Т_'-,~-+Я~_-,Н~~ ___ +-~т 

Sa,p = Iт {e~X! ~ avea.VXi} = 
v 

= ~avsin(cev + (3) х;> - AN. 
v 

И3 слике 7 је такође оче
видно 

(Ј 

........:::А А 

. Сп. 7 

AN=MN-AM= ао _ ао cos (cex/2-f3x) = 
2 sin;cex/2 2 sin сех/2 

= ао sin2 (13 - ce/2)xI2 • 
sin сех/2 

О, 

о" 

i > 
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На исти начин добивамо (в. сл. 7) 

Sa,p < АМ + MN' - АМ +MN-
а а . 

= о + о cos (ах/2 - ~x) _ 
2 sin ах/2 2 sin ах/2 

, 

а 
""'. о cos2 (~_ а/2)х/2 . 
sш ах/2 

A~9 ЧР~1.QQFЈiiВ~~О да .је ао > аl' T~.џ.a из .сл~~е 7 ДQр,иВIi~1Q 
'. . . 

• 
где Је 

М'Р = а1 

2 sinax/2 
и 

• 

а 
= . о cos(ax/2-~х)-ММ'соs(ах/2+~х)r 
2sшах/2 

у овом ~ЛУ!:lа ју, ао > ан яаЈ< је 
. .. 

Sap>aosin~x- а1 siп2(ах/2+Г-!х). 
, sin ах/2 ..,,-

Исто тако, према слици 7, за реални дер 

Са,р = Re {e~Xj L avea:VXi} = L а џ cos (а v +~) х 
v v 

• 
важе ове неЈедначине 

- (МТ' - RM) -< Са,р < (RM + МТ) . , - . 

Како је 

RM=OA = . ао sin (ax/2-j3x), 
2 SШ ах/2 

то пос.(!~дње неједначине прелазе у 

- .. -

.' ,"., , ' 

:: 2' ао /2 [1- sin (ax/2-~ х)Ј < 
Sшах .. . .. .. 

<Са,р<- .ао [1+sin(ax/2-~x)]. (11,6) 
2sшах/2 .. 

2.3. У раду [1] L. Fejer је дао .цав Ј<оји исказује чињеницу 
да чим су коефицијенти. једног синусног реда s (9) "'" ~aџ sin v ~ 
монотони, У сваком. раз~щку (O,I;:).ca произвољним 8 постоје 

места где је s (6) позитивно. На овој интерпретацији основано, 



• • 

о тригонометриским збировима 2& 

уопштење Fejer-овог става које смо дали Ј. Карамата и ја [15]' 
гласи: 

Ако .су у изразу 
п 

~avsinve 
v=1 

коефицијенти а џ .монотони и такви да је израз 

п (2n+ 1)2 
А п '"'" ~vav- аП + 1 

v=1 8 
(11, 7)' 

Позитиван од неког k, п;> k, тада постоје два Позитивна броја;. 

I) и 8 независна од п, таква да је 

п 

~ аџ sin v 6 < I) , 
v=1 

за све п;> k и О < е < 8 • 

У слов (11, 7) биhе испуњен, на пример, када 

ап -+ О, п -+ оо , 
или када 

п 

~V(v+1)(аV-аV+l)-+0О, n-+оо. 
v=1 

Из овог става извешhемо овај став: 

Тригоно.метриски синусни ред са .монотоно опадајуhи.м коефи

цијенти.ма а џ , који задовољавају услов 

а) ап = О (ljn) 

унuфор.мно је ограничен у (О, fi); 

Ь) an~o(1jn) 

унифор.мно је конвергентан у (О, л:). 

Докажимо тврђење под Ь), пошто је доказ идентичан за твр-' 

ђење под а), кад се у њему замени о са О. Познато је да триго

нометриски ред униформ:но конвергира у сваком отвореном размаку 

( + О, л: - О) ако су његови коефицијенти l\40НОТОНИ. Према томе је 

довољно да покажемо да је ред униформно конвергентан у тачкама 

О и л:. Према 1.5. особина 1 о, тачка 
п 

Sn = ~ aveVei 

v=o 

налази се у кругу K k + 1 за п;> k. Изразимо да се пројекција те' 
тачке sn на имагинарну осу налази између пројекција круга K k + 1 

на ту осу, па добивамо неједначину (Ck + 1 је центар круга Kk-l- I )! 

1 е 
Im(sn)<Im(Ck+J)+ ak+lcosec , 

2 . 2 

• 
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.односно 

Iт [s (е)] <; Iт (Sk) + аН1 cos (2 k + 1) е/2 + аН1 1 , 
2 sin е/2 2 sin е/2 

:или 

Im[s(e)]<lm(sk)+aH1cos(2k+l)e/2_ ak+1 + ak+1 = 

2 sin е/2 2 sin е/2 sin е/2 

1 ( ) sin2(2k+l)e/4 о аН1 
"'" m Sk - ak+l о + . 

sin е/2 sin е/2 
Према томе, за п >= k је 

'" 
S (е) = ~ av sin ve< 

v=l 

__ ~ . е sin2 (2k+l)e/4 аН1 
~ ~ av sш v - ak+l о + = 

v=J sin е/2 sin е/2 
k о • 

= ~ av sin ve+ ~k+l cos2 (2 k+ 1) 6/4 < 
v=1 s1П 6/2 . 

. 

k а <{). ~va + k+l = 
v:=l v sin е /2 

k 

~ vav 1 
= k е v=l + - (k + 1) а 

k(k+l)sine/2 Нl' 
.Ако узмемо k= [1/е] и о пустимо да е ~ О, добивамо наведени став. 

Да се услов о (l/n) у случају Ь) не може заменити условом 

() (l/n) показује ред 

sin х sin 2 х 
1 + 2 + ... 

• 
sшnх 

+ + 
п 

• • • 

који, као што је познато, није униформно конвергентан у тачки 

.х=О, али, као што се види из дела Ь) овог става, он је униформно 
·ограничен за све О < х < 1С. 

2.4. За испитивање распореда нула тригонометриских поли
:нома, као и тригонометриских редова Fejer [1] је показао да 

.основну улогу игра овај Szеgб-ов став: 

К осинусни иолином 

СО + С1 cos е + С2 cos 2 е + ... + Сп cos п е , (П, 8) 
• 

где Је 

о < СО < С1 < ... < СП, 
дма, у размаку (О, 21С), 2 П меf:Jусобно различитих нула tk, k = 

~ 1, 2, ... 2 п за /Соје важи 

k _ 1 1с < tk < 
2 n+l/2 оо 

k+ 1 
2 
--, 
n+ 1/2 

k = 1, 2, ... 2 п, (П, 9) 
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Ови ставови о распореду нула су исто тако непосредна при

мена интерпретације дате у 1.5. Тако, на пример, наведени став 

добивамо ако ставимо 

п п п 

2 еnеј .k Cv cos v 6 = .k Cn- v evei + е2 nеЈ .k Cn_ v е - !Jei 

и означимо 

v-o v=o v=o 

п 

Zn~ .k Cn_ v e
vei ; 

v=o 

тада последњи израз постаје 

п 

2 enei.k Cv cos v6 = zn+e2nei ZN. 
v=o 

За свако 6 > 8, тачка претстављена комплексним бројем -
се на 6-спирали, чији ~paj пада у круг Кп. Тачка ZN 

томе, налази на 6-спирали симе-

тричној са првобитном према реал

ној оси (в. сл. 8). Како је zn (6) * О, 
то (11, 10) постаје нула само ако 

Zn дође у смер супротан са 

e2nei ZN. 

Нека је л аргумент од Zn, тада 
вектор Zn е2 nеЈ пада у смер су
пpoTaH од Zn кад год је 

.2n6=2Л-л:+2kл:. 

Како је према особини 20 § 1.5. 
увек 

- 6/2 < л < л: - 6/2 , Сл. 8 

(11, 1 О) 

Zn налази 

се, према 

то за неку вредност 6 која се налази у размацима одређеним неје
дначинама 

- 6 - л: + 2 k л: < 2 п 6 < 2 л: - 6 + 2 k л:, k = 1, 2, ... , п, 

zne 2nei доhи ће у смер супротан од Zn, Tj.~Cvcosv6 постаје 
ну ла. Отуда следи да је свако такво t/( одређено размаком 

• _k _--.:1 /_2 . 
л:, 

п +1/2 
k+ 1/2 -.----'- л: , 
п + 1/2 

k=1,2, ... ,n, 

2.4.1. Овим поступком може се доказати и овај став (Fejer [1]): 

Ако коефuцuјеншu реда 

s (6) = Ьn + 1 siп (п + 1) fI + ЬNН sin (п + 2) 6 + ... , (11, 11) 
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образују MqHOiIioH нула-низ, тада неllре«идна фун«цијаs (6)има у 

сва«ом од раз.ма«а 

(m_1)_,-с , m_,-с ,m-1,2, ... n (II,12) 
. n+ 1/2 n+ 1/2 

најма1Ье једну нулу. 

у овом Gлучају S (е) да се написати у облику 
• 

2 · (е) (n+l)ei~ vel -(n+l)el~ -vel 
1 • S = е . . ~ Cv е ,... е ~ Су е . 

у=О у:о 

Ако ставимо 

~ vel 
Z (е) = ~ Су е , v;= 1, 2, ... , 

у=о 

• 
тада последњи l:iзраз постаЈе 

. . 

2 · (6) (n+l)el 2(n+l)el {е) - ·(·е) I'S е "'f'=e . ·z -z . (11, 13) 
• 

На истом принципу као у претходном одељку добивамо ,раз~ак 

(11,12) У коме се мора налазити бар једна цула ФУВКЩfје. 
Последњи став о распореду нула је исто тако и .непосредна 

последица основне неједначине (11, 5), изведене у тачки 2. 2. која се 

односи на синусни збир са монотон им коеФици.јентима. Ако се у 
• • 

ТОЈ неЈедначини стави 

а У =ЬП+Н1> v~o, 1,2, ... , a:~1, ~;"'n+l, 

тада се та неједначина може написати у облику 

_ ЬЧ1 sin2 (п -1/2) 6/2 < s (е) < bn:'-lCOS2 (п - 1/2) 6/2 . 
sin 6/2 sin 6/2 

S (6) као непрекидна функција ограничена је двема непрекидним 
функцијама датим последњим неј~дначинама, према томе мора да 

има бар једну нулу l:iзм~ђу 
!I 

о 

I 
• 

I 
Сл. 9 

- -- -

• 
двеЈУ нула леве и десне 

• 
границе ове неЈедначине 

(в. сл. 9). 
Ако се у последњим 

неједначинама (П, 6) одељ
ка 2. 2. стави 

а: -= 1, f3 = п + 1, av - Ь п + v + 1> 

v=O,1,2, ..• , 
• 

те неЈедначине прелазе у 

-- - - -- -- -- --- --

• 

.. 
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Како се и овде непрекидна функција 

'" 
С1 , n+ 1 ,.. С (6) = k Ьn + v+ 1 COS (п + v + 1) е 

v=~ 

налази између двеју непрекидних функција које додирују Х-осу, 

то се између нула тих граничних функција мора наии бар једна 

нула функције С1 , Ч1' тј. функција С1 , n+ 1 има бар једну нулу у 
сваком од размак а 

k - 1/2 k+ 1/2 
n+l/i'JC, n+l/2'ЈС, k=I,2, ... ,n, • 

• 

2.4.2. Као што смо напоменули раније, овај геометриски 

поступак доводи и до низа нових уопштења. У овом правцу наве

димо само овај резултат. Нека коефицијен'Ги реда (11, 11) образују 
монотон нула-низ и нека је Ьn +1 < Ьn + 2 (где је искључено Ьn + 1 -Ьn+2); 
тада се размаци (11,12) могу прецизирати у: 

'ЈС 'ЈС 
(k-Л2) _, k , k=I,2, ... n, 

п + 1 - 1\2/2 n+l- ЛЈ/2 

где је 0< Л2 < 1, 0< Л1 < 1 дато са (11, 14) и (11, 15), тј. у слу

чају Ьn + 1 < ьnн неПрекидна функција s (е) у в < 6 < 'ЈС - В и.ма нуле 
• 

у раЗДВОЈенu.м раз.маци.ма. 

Према (11, i 2) је 

2 · (е) (п + 1) е i 2 (п + 1) е i (Il) - (е) /·s е =е z'V-z 
са 

~ vei 
z(e)=""",cve ,Cv~bn+v+l' v=0,1,2, ... 

v о 

Као и у претходном параграфу треба одредити arc z (е) = 9 (е) 
• 

Ради овога напоменимо само да се z (е) 
налази у систему кругова КО, К t, . •. и 

да сада због со < С1 (co;tc J) круг К1 лежи 
увек у Ко (в. сл. 10). Према томе, s (е) 
може бити нула само ако је - 91 < 9 (6)< 82 
(в. сл, 10). Један елементаран рачун даје 
(пошто круг Ко има центар С1 · са коор-

с 6· 
динатама С1 сО - с1/2, 1 cotg за угло-

2 2 
= ве правих ОТ1 и ОТ2 (сл. 10) 

tg 91=-siп ~2' С1 
. 2 ,/со2 - СО С1 + (2cO-с1)соs6/2 ' 

у.-------, 

Сл. 10 

t 
D. • 6' С1 

~Qz",SlП . • 
... 2 . 2'/ со2 - СО С1 - (2 со - с1) cos 6/2 

• 

:r 

т 
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Ако се, на пример, стави 

-tg6
1 

= С1 sin 6/2 = tg)..(6). 6 
2 'Јсо2 - СО С1 + (2 СО - С1) cos 6/2 2 (11, 13) 

као и. 

тада је ).. (6) одређено са 

"(6) 2 t С1 sin 6/2 /' 2 t С 1 sin 6/2 
I\. = arc g "':::, - arc g = 

6 а1 + ~1 cos 6/2 6 131 cos 6/2 

2 С1 6 2 t 6 = 2 . 6 _ 1 - 6 arctg tg < arctg g -
131 2 6 2 6 2 ' 

где претпоследња неједначина следи због C1/~1 = Ct/(2 СО - С1) < 1 
што се своди на СО - СЈ < о. Дакле, ).. (6) је увек < 1, за све 

О < 6 < n'. Лако је видети да је и ).. (о) < 1 и ).. (7.) < 1. Према томе 
ако се означи 

Л 1 (Со, с 1)=Мах 
O~e~n 

2 t С 1 sin 6/2 arc g 
6 а1 + 131 cos 6/2 

биhе према (11, 13) 
6 

61 < А1 . где је Л1 < 1. 
2 

На исти начин добива се да је 

• 
где Је 

( ) М 2 t С1 sin 6/2 
Л2 СО, С1 = ах arc g -~---'---

o~e~n 2n, - 6 а1 -131 cos 6/2 
I 

Сада је према слици 10 

6 6 
- Л1 < - 61 < 6 (6) < 62 < Л2 п' --

2 2 
• 

Отуда следи да· се нуле. функције s (6) налазе у размацима 

(k - Л2) п' , . k . п' ,k = 1, 2, ... П, 
. П + 1 - Л2/2 п + 1 - Л1/2 

и како су ови размаци садржани у 

(k-l) п' , 

П + 1/2 
k---, 

n+ 1/2 

(11, 14} 

(11, 15)1 

(11, 16)--

то се отуда добива наведени резултат као и чињеница да постоје
размаци око тачака (k - 1) n'/(n + 1/2), k = 1, 2, ... п у коме нема ну ла~ 

• 
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функција s(e) ако је ЬNН < ЬNН • У овом резултату садржан 
резултат наведен у тачки 2.3. да синусниред или полином 
нула у близини e~o ако му коефицијенти теже нули. 

• 
Је и. 

HeMa~ 

111. ТригономеТРИСI<И полиноми и редови са ДВОСТРУI<О П' 
вишеСТРУI<О монотонпм I<оефициј ентима 

3. 1. У одељку 1.5. 1. добили смо као услов да један низ.. 

кругова Кп асоциран једној е-спирали буде двоструко MOHOTOH~ , 
потребно је да низ страна те е-спирале буде двоструко монотон_ 

Нека су А n темена е-спирале, дата комплексним бројевима. 

n=0,1,2, ... , (111, 1 р 

• 
и претпоставимо да су av двоструко монотони, ТЈ. 

д аv~аV-l - av>O, 

д2 aV=aV- 1 - 2 aV+aV+1 > О, v*'I,2, ... , (111, 2}' 

у овом случају (в. сл. 5),' поред· монотоног система· кругова' 

Ко ,КlI , •• асоцираних е-спирали OSOSl'" имамо и монотоњ· 

систем кругова Ко', К1' • • • асоцира н е1-сnирали средишта првих: 
кругова СО, С1 , ••• (1.5. 1.). 

Особина 2' одељка 1.5. 1. да се извести и рачунски. Полу
пречник r q' круга К q', q ~ 1,2, ... , дат је са (в. сл. 5) 

а - а . 
= q-l q cosec2 е/2 I 

4 
(III, 3)' 

а центар Cq' круга Kq' са 

Cq' = Cq +rq' ехр [(q - 1) 0+ 6/2 + ~/2 +'1Г.+~/2 + е/2] i = 

(III, 4) 

Из последњег израза се види да је дуж Cq' Cq паралелна дужи 

A q- 1 A q; према томе, тангента у тачки Cqi на круг Kq' нормална-
је на дужи А q-l А q' Ако У обрасцу (Ш, 4) (в. сл. 5) изразимо С q као 

2q-l e" 
. 2 1 

• 

(111, 5) 
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.а r q' са (III, 3), добиhемо дефинитивно 

Cq'=Sq_l +i aq coSec е ехр 
2 2 

• 

(2q-l) Gi + 
2 

• 

(III, 5') 

3. Ј. 1. У случају двоструко монотоно г низа коефицијената 
.ау (услов (III, 2» тачка Sn налази се у или на кругу к q', кад је 

q < n. Ако пројектујемЬ' овај' круг на реалну осу и изразимо дз' 
.се између његових прОјеКЦИЈа налази' пр'ојекција! тачке Sri, доби~ 

ћемо неједначине 

Re (Cq') - r q < Re (sn) <.Re (Cq') + r q' 

Лрема (111, 3) и (II1, 5') биhе 

Re(sq_l)_aq sin(2.q -l)0/2 +aq_ 1 -aq ~osq6_ 
, 2 s1П 6/2 4 sш2 О/2 

_ aq- 1 - aq 1 < Re (Sn) , 
4 sin2 6/2 

R. ( ) /' R ( ) _ aq sin (2 q - 1) 0/2 
е SN, ~ е Sq~l '.' , + 

2 sш 6/2 

+,aq- 1 - aq cos q 6 
4 sin2 е/2 

+ aq_ 1 - aq 1 , 
4 sin2 6/2 ' 

'односно 

aq sin (2 q - 1) Ој2 -
2 sin 6/2 

, . 

aq- 1 - aq sin2 q6/2 ...- R ( ) - ""'" е SN - S 4 sin2 6/2 ~ q-l , 

R ( ) 
/' aq sin (2 q - 1) 6/2 aq_ 1 - aq cos2 q 6ј2 

е Sn - Sq-l ~ +" . , 
2 sin 6ј2 4 sin2 6/2 

::где треба ставити 

п, 1 
~ ve Re (Sn-Sq_l) = Re k a~e 

п 

*= ~ avcos vO. 
v=q v=q 

.отуда добиnамо следеhи' став [15]: 

К ад' низ ll()ефuцiljенатй ау задовољава' услове 

дdv>О, v=q, q+l, . .. ,П, n+l,n+2, 

,А2 ау > O~ апн-апн=О, 

• 



• 

о иеким зби ма 

тада ставивши 
. :\ 

sin2 (q-l)x ' 
2wq (2x)=a q • -aq_ 1 • 2 ' 

S102 Х sш х'· 

2W (2) 
cos2qx соs2 (q-l)i'ђ 

q x=a q _ 1 • -aq ,. ," 
sш2 Х sш2 Х 

и 
п 

С q, п (6) = ~ аџ cos v в, 

добиhемо 
v=q 

з. 2. Посматрајмо косинусни ред 

а <» 
С (6) -= о + ~ аџ cos v$ , 

2 џ=l . 

33 

, . 
. " . .-. 

. ",,-,. 
;. ~ , - . , 
• 

(111, 6) 

• • чији коефицијенти задовољавају услов двоструке МОНОТОНИЈе, ТЈ. : 
, 

.1 ау """ аџ - аџ+! > О , 

.12 аџ ... аџ - 2 аЏ + 1 + аЏ + 2 > О, v .... О, 1, 2 ... (111, 6') 

За тај ред важи овај Fejer-ов став [1]: 

с (6) у целом размаку О < 6 < 2n не узима негативне вред
ности. Ако је 

тада је 

Овај 

ао - 2 а1 + а2 > О, 

с (6) > ао - 2 а1 + а2 • 
2 

.' 

став је последица интерпретац~је збира . , 

'~ уеl 
8(6) = ~ ауе , 

џ-о 

(Ш, 7) 

;>' . ~, ' 

дате у 1. 5. 1. Према слици 5, 8 (6) се, због услова двоструке 

монотоније налази у сваком кругу Кп', па је због особине 2' тога 
одељка десно од танГентесо'(",тј. 

с.(6) = Re [8 (6)Ј > ао , 
2 

. , 

и отуда веЬ следи ПОЗитивитет. од' с (6). Како 8 (6) 'лежи и у К1', 
тј. десно од тангенте у тачки' Р на круг ~1" то отуда добивамо 
и неједнакост (ПI, 7), јер је (в. М. 5) 

с(6»Р'Р= 'ао -а1 _ а1 -а2 

2 sin 6/2 2 sin 6/2 

Зборник радова - Математички институт 3 

-
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З.2. 1. Косинусни полином 

Ст (6) -= ; + С1 cos6 + С2 cos 26+ ... +Ст cos т 6, (III, 8) 

коефиције~ти моното.но опадају и. ~адовщьапају 
• 

услов 

.' '} : 

; Су -2СУ + 1 + Су + 2 ;>0, v oc 1,2, ... ,m-2, 
.-

не спада.у резултат наЏ,еДf.J:I у преТДЩНО14 одељк:у, .пошто овде 

не мора бити испуњен услов Ст- 1 - 2 Ст > О. За полином (Щ, 8) 
могу се сада навести раздвојени размаци у којима он не може 

Сл. 11 

имати нула. Ст (6) 'да се написати 
у облику 

.. .:-

. . - е 1/2 т 2 v ...:. 1 
2 Ст (6) = 2 е ~ Cv cos 6 + 

.' у=l 2 

~ )vei теl + .~At:v ~ су +l ,8 .' +cm+t,(? 
у=о 

. 

Према 1.5.1. први члан десне стране 
e~ J:lалази на тангенти круга Ко (осо

БJiJlа ~o) 3 дpyг~ у <;Щ;Т~МУIФугов~ 
ко, Ј( 1', " (в. сл. 11). с'" (6) не 
мож.е бити нула ако<;е cf!I+~ ете! 

ЩiЛ/ј3ff щ::по.ц ат, тј. за " 

2 k 31" - 6/2 < т 6 < 31" - 6/2 + 2 k 'It. 
, . 

Оту да у размацима 

~:~~_ ~Q~@/ff})1t,· 
m+ 1/2 m+ 1/2 

k-O, t, 2, ... ,{m/2], 
. 

Ст (6) не може бити нула. Тако, на JIример, Ст (6) нема нула у 
размаку (0,31"/ (т + 1/2». 

. ,- , . - , , 

З.2.2. Позитивитет једног Ј<ОСИНУСНОГ полинома оБЈIИ~!l 
".ј-' ,--, ,., - • о", 

1.0 
Т п (ср) = + Лl СО$ f + . . . + Лп cos п q> 2 . (1II, 9) 

• 

ДQЩIЗИ до изра>l}~ј~ У не_~им џроблемима анализе. Тако, ра пример, 
•• - . '. '1 ~, 

юхасич~нје ~ејеr-ов<;t~в о' ар'иtМ~'tичkим срединама .целимиiщих 
збирова Fourier-ЬвогреАа.' Ту се ради о ПQзиiЏВЈЈтету п6лй)й)ма' 
облика 

1!. 

1+2~ 
у=l 

1· . v 1 siп. п T/~, \1--..... о. ".. ... ' cos V ср ""' . ,;::?" 

п п SIПq>/2 -

- - --- - -- -- -- -- --
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Из позитивитета полинома (Ш, 9) следи, l:Iа пример, одмах горња 
граница апсолутне вредности од 

за реално Аџ , а где су Сџ коефицијенти потенцијалног реда ФУНК
ције t (z). То следи непосредно из обрасца 

2п 

Ln = Нт 1 f(гесрј) Тn (cp~ dcp. 
r-+l " 

о 

W. Rogosinski и О. Szеgб [22], [27], добили СУ низ ставова о осо
бинама делимичних збирова Тауlоr-ових редова полазеhи од нејед

начине 

1 ~ cos v6 
сп (6) = 2 + ~ оо О О 1 > О за свако n. 

v=l v+ 
(III, 1 О) 

Ова неједцачина као и она дата у 3.3. 1. !'доте се доказати поступком 
који се oelf~Ba на Qсобинама е-спирале, а о исто тако може се тим 

поступком добити позитивитет и других кос!iнусних И синусних поли
нома. Према претхџдном одељку (IП, 10) Ц~Ma нула у (О, ,,/(n + 1/2)' 
Ако се означи I 

то се збоr 

с(е)= 1 +tc<!.sv~" 
2 V""l v+1 : 

, 

Из (111, 11) следи не само да је С (е) > О ~eb због д С/д Э <: О да 
с(е)' монотоно Qщща удеЛQм иurервалу ф~ п). 

а) Посматрајмо, најпре, 6 у размаку "Нn + 1/2) < а <: n/2. Нај
мања вр~щюст од С (е) у том размаку ;е за 8 -= ,,/2 и износи 
према (111, 11) 

1 

с (,,/2) = 1 - ,
2 

dt = _1[ -1 > 0.5. 
1+12 о 2' о 

(I1I, 12) 

u 
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Израз 

Rn(e)=t cosve 
v=n+l v+ 1 

можемо с обзиром да се 
. (n+v)ei 

<D е 

S (е)- ~~. --
п -;:ln+v+l 

• 

налази у кругу Ко, и да је Rn=Re {Sn (6)} оценити са 

1 1 
Rn (6) ~ . 1 + , (в. сл. 5). 

~ 2 (п+ 1) sine/2 
Из 

• 

l-х< Slшrх 
я:х 

следи 

1 < 4n: . 
sin6/2 6(2,", - 6) 

(111, 13) 

(111, 14) 

Последњи израз монотоно опада, и (IlI, 14) се може оценити са 

1+ 4я: 1 4 1 1 1 
я:ј(п+ 1)· [2я: - я:/3] =2 (п + 1) + 5 я: <"6+З-'2' 

Због (III, 12) следи сада позитивитет од сп (е) у я:/(п + 1/2) < 6 < я:/2 
а за п > 2, водеhи рачуна да је 

СП (6) = С (е) - R п (6). (III, 15) 

Ь) Нека је n:/2 < 6 < я:. Како С (6) монотоно опада, '1;'0 је. 

с (е» 19 2 -1/2=0·1935. " (1lI,16) 
, . 

. 

Ако сада мајорирамо Rn (6) користеhи чињеницу да се Sn (6) налази 
у кругу Ко' који је десно од СО 't' (в. сл. 5), добиhемо 

. _. - - '.' 

Rn(e)< 1 +2Го',·· (III,17) 
'. 2(п+ 1.) 

.~ 

где је Го' полупречник круга Ко' и који је дат са (lII,3): 

, 1 
го = 4(п+l)(п+2)siП2 6/2' .... _ ... • 

• 

Ако ове вредности заменимо· у израз -(1II, 17), добијамо • 

'. - .-. о,. 

Rn (е) < 1 + . 1 _. ""'. 1 .. +. .1 ., .. 
2(п+l) 2(n+l)(n+2)(V2/2)22(n+l) (п+l)(п+2) 

. 1 1 . 
Rn (6) <, + -0.175· 

8 20 
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, 

и због (111, 16) следи позитивитет од Сп (6) У 1(/2 < 6 < 1( према 
(111,15) за n>3. 

Најзад за п < 3, СО (6) и Сј (6) су очевидно позитивни, а .' 

1 1 1 
C2(6)~ + cos6+ СО$26>0 

223 
пошто је његова најмања вредност за cos 6 = 1- 3/8 и износи 7/96 > О. 

-
3. 3. -Нека је дат сннусни полином 

п 

S (6) = L а" siп v 6, (111, 18) 
"=1 

чији коефицијенти задовољавају услове (111,6'). Применом дво
струког Abel-0ВОГ збира он прелази у 

• 
где Је 

11 

S (6) ~ L (а" - 2 aV +1 +aV +2) SV (6), 
"=1 

~n+l ~ аn + 2 =0, 
i 
• , 
, , 

Sv (6) = v siп 6 + (v - 1) sin 2 е + . r • + sin v 6 . 

(111, 19) 

(111, 19') 

Сви lIipUГOHOMelIipUCKll liолино.ми Sv (6) СУ i liозитивни у 0< 6 < 1( 
(Lukacs [3]). Да бисмо показали позитивитerr ПОлинома Sv (6), при
метимо да су њихови коефицијенти двоструко монотони. Збир 

п 

L(v+l-k)ekei 
k=O 

(111, 19") 

налази се зато у систему кругова Ко'; К/, •.. К/, који се овде сви 

поклапају, јер је СО Сј = С1 С2 = ... = CV-1 Со '*= 1. У овом случају може 
се директно израчунати Sv (6), одакле се в~ди његов позитивитет. 
Како је сада, тј. у случају (Ш, 19') Cv-J~v=rv, где је го полу
пречник Ко-тог круга, са центром у Со , !ГО се тачка А о-1 , која 

претставља комплексан број дат са (III, 19") налази и на кругу КО' 
Из те чињенице, следи према сл. 5 

где Го' означава полупречник круга Ко', тј.1го'~(siп2 6/2)-1 (в. 111. 3). 
Како је 

Ini [OCo']~Iт [ОСО] = ao'cos6/2 = (v~l) cos 6/2 , 
2 sin 6/2 2 sin 6/2 

то последња једнакост даје ! 

Sv(6)= (v:-J) cos 6 _ Si~V6 =(v+Чsi.п6-Siпv6~0. 
2sш6/2 2 4stn2 6/2 4sш2 6/2 

I . 

Из Sv (6) >0 и (111, 19) следи liОЗlilIiив4lIiеlIi синусног liолино.ма 
(111, 18) чији Су коефицијеНlIiи ДВОСтРУКО .монОтони. .-'. 

, 
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, '"' з .. =!.,.l .. КаО' [1О80'ц, за испитивање ПО:ЈитивитеЋа; СИ8УСИ»Х редоаа 
поред осталог послужила је и Fejer-ова хипотеза из 19Ю год. 

да је 
п . tJ. 
~SШ VI1 " 

sn(G)=~ >0, за n=1,2, ... , и 0<6<", 
v=f V . 

(IIl,20) 

коју&у доцније доказали D. Јасksоп [11ЈЈ Th.Oronwall [9], Е. Landau 
[17Ј и сам Fejer [3Ј. Неједначина (III,20) није садржана у претходном 
ставу пошто низ 

av=l/v, v=1,2, ... ,n и апн=О, 

није конвексан. За доказ горње неједначине приметимо прво да је 

SN (Э) > о- за 0"< е < 1С/n и 1с - я/n <·0 < я. (1II, 21) 

У последњем интервалу sn (6) > О пошто ј'е 

sп(1t_х}=-=±(_l{-lSiпvх >0. 6 .... 1t-x, 
v=1 V 

npи. '1!Oi'Ме треба на:rюмеиутli да (sin v x)/v за о < ох <п./n са растуhим 
v <л опада. Сада ј.е према основној, неједначини (§ 3. 1.) 

, f siп v& < 1. " о < е < я. (lI1, 22) 
v=n+l V (п + 1).sш6/2 

Из 

т{ -'-" 6 = ~ siп v6 
2 v=l v 

и (Ш, 22} СЈlе'ДИ дw је 

s'n (6) "'" 1t ~ 6_ f sin 1iG > 1t - 6_ 1 . 
, ' 2 v=n.fl V 2 (п + {) sin 6/2 

, 

Због (Ш, 21) биће неј"едначина (ПI, 20) испуњена за 

1С/n <6 < 1t -n/n 
ако је , 

1 (п-О) sin е> 1 , за 1t./n:s;;;,.6<n-n/n. 
2 ,2 n+l 

(IП, 23) 
. 1 . . , 

Функција , (п - 6) sin 0/2 има само један максимум у (О, п); стога 
2 . , 

Ье последња неједначина (111, 23) бити испуњена ако вреди' 3а 

крајеве размака' (Ю, 23), ШТО је случај, због . 

и 

, , , . 

веЬ за 

tg х> Х, 
х2 

cos> }; - . 
2 

1 1['", 1с П·, 1[: П iZ' .' """'-_ l' , 
те -' , ' s1'l'l" > eo'S - > -" 1 - -~ ,Г 

2 " п 2n 2n 2n 2n 8n2 п + 1 
, 

n>2. 
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.Напоменимода овај поступ3t<ДОЗВб.ji:lаВ8 да се утврдИ riози

тивитет и других тригонометрискЮiцOiIlинома ако се зна эбlfР 
реда или горња граница збира оног р.ма Ьд којих је тај полином 

збир првих п чланова. 

3. 3. 2. За позитивитет синусног qолинома могу се дати 

услови које треба да задовоље његови i коефицијенти· а који су 
општији ОД услова датих у 3. 3., тј. одЈ двоструке моноtоније 
његових коефицијенаТ8. Из једнакости 

п n~1 . nеl ~. _. _. . vel 
2 I • е ~ ау 810 v6"", - ~ an-,-,v е. + 

v ~ 1· v:::::O : 

п-l 

+ nеј "'" а . (п - v) вј 
е ~ n~ve , 

v-O 

види се да је полиномна десној стр~ни д~љив са е 2еl - 1, тј. 
п П-l 

2i . еnеl I; av 8in vЭ = (е?е/ - 1) е(n-Цеј I; Av СО8 V е , 
v_l v=o 

рде је за непарно п 

а за парно п 

2А о"= ап +аП-2+ ... +аl 

А 1 =-= аП--l + ап-з + . . ~ + а2 

А 2 = ап+ап-2 + ••. f. аз 
• • • • • • • • 

А П-2 = аП __ l 

А П_I =ап, 

• • • • • • • • • 

А п-2 = аП-'-Ј 

АП-Ј "'" а п • 

. , 

п-l 

Како је према § 3.2. косинусни полино~ I; A v СО8 v6 
v=o 

• 
ако Је 

позитиван 

Av>A v+ J , 

А у - 2А,'+Ј + А'·+2 >0, 
v=o, С ... n-l, Ап-=Аrl+l=О~ 

! 



40 . . . Миодраг Томиh 

то ако ове услове изразимо преко коефицијената ау 'добиhемо као 
услов за позитивитет синусног полинома (III, 18): 

. 

аП-2 - 2аП_1 + ап > О, 
(аП-4 - 2ап-з + аП-2) + (аП-2 - 2аП_1 + ап) + ап > О , 
(~lI-5 - 2a~_4 + an_~) + (а п-з - 2аП_2 + an...;..l) + аП_1 - 2ап> О, . . . . 

• . . . . . . . . . . . , 
• 

тј. синусни ПолиНо.м је Позитиван ако су збирови, парних за себе и 

неПарних за себе, других диференција 1Ьегових коефицијената По

зитивни. 

Из овог разматрања може се добити став о позитивитету 
ао 

синусног реда k ау sin v6. Треба само 
у=1 . 

1 ао . ..' k ау ГУ sin v а 
. sш Э у=l '. • 

претворити у 

оо 

А о/2+ k А у cos v6 
, 

v=l 
, 

и применити став о косинусном реду кад г -+ 1. Отуда следи као 
специјалан случај да је йод услово.м двоструке .монотоније коефи

цијенаша ап и Нт ап = О за п = оо синусни ред L ау sin v 6 Пози

тиван у О < е < :1t' • 

3. 4. Нека су коефицијенти bn+ v + l , v ~ 0,1,2, ... синусног 
реда 

"" s(e,n) ~ kbn+v+I sin(n+v+1)e, . (I1I, 24) 
v=o 

двоструко монотони са Ьп + у + 1-+0 када v-+ оо; тада је редом (III, 24) 
дефинисана функција уе < е < 1t - е непрекидна, пошто је ред у 
том размаку униформно конвергентан. Према §2. 4.1. (11, 13), s(e,n) 
може се претставити у облику 

2 i. еnеј s(e,n) ~ e2(n+l)et z(e) +z(e) , 
где је 

(III, 25) 

\ • 

Како су коефицијенти 
§ 3. 2. и § 3. 3. 

од z (е) двоструко монотони, то је према 

Re [ z (6)] > о и 
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па се аргумент од z (6) налави· у' размаку. (О, 'ft/2) за 0< Э <.'ft. 
Ако се са е (6) означи аргумент од z (6), то се из обрасца (I1I, 25) 
види да s(6,n) постаје нула за неку вреднфст6 која је одређена 

, 
• 
Једначином 

2 (п + 1) 6 + е (6)= - е (6) +2 k'ft , ~""" 1,2, ... , п, (II1,26) 

и где је 0< е (6) < 'ft/2 (в. § 2.4. 1.). Због тога нуле могу бити 

само у размацима 

k_-_1!...-f2 

п+1 
п, 

k .' --31', k -1 , 2, ... , п. 
п+1 

(lIl, 27) 

На тај начин се добивају не само размаци: упола мањи од оних 
датих у § 2. 4. 1. веЬ се дају и размаци у. којима не може бити 

ниједа нула. Рејес-ов резултат пак за распфред ових. нула пока

зује само да у размацима [(k-1/2)31'/(n+1), "п/(п+1)] мора ,IIежати 
најмање једна нула од s (6,п), и не показује да у размацима [k31'j(n + 1), 
(k+ 1/2) 31'/(п + 1)] уопште нема нула. 

Доња граница размака (II1,27) може ,се померити надесно, 
I 

тј. цео размак сузити, пошто је z(6) у деснЬј половини круга КО, 
тако да је онда е (6)" 31'/2:"" 6/4 и размаци (е сужавају у 

k -1/2 .... k 
- 1t <: 6k < :с, k= 1,2, .. . п. 
n +3/4 п+1 

Најзад и • овде, . аналого § 2. 4. 2., могу се: ови размаци и даље 
сужавати ако се води рачуна о односима ~змеђу коефицијената 
Ьn+У+l' 

.3.5. Нека је најзад низ коефицијената fly троструко монотон, 
тј. нека задовољава поред услова (II1,6') § 13.1. и услов 

LlSаv~аv-3аV+l+3аVт2+аv+з>0. v-l,2, ... (II1,28) 

Показаhемо, примера ради, овај став [1]: 
, 

Ако су коефицuјенти av шрџгоно.м.етрис~ог реда 

оо 

с(6) ~ ~ ау cos (2v -1)а 
v=l 

троструко .м.онотони, тј. ако задовољав'ају ~слове (III, 2) и (III, 28), 
тада је он Позитиван у О < 6 < 31'/2. 

, . 

. : Да бисмо. доБИJIИ нешто општији. ~TaB (сличан оном. з.а 
синусни ред у § 3. 3. 2.), пођимо од 

оо ' 

с (г, Э) ~. ~ av гу cos(2v - 1) 6 :. г < 1. 
v=l 
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Користепи идентитет 

cos (2v - 1) е .' .. '. ",' .. " == ч= 1 ± cos 2 е ч= cos 46 ± . . . ± €OS 2v 6ј 
tos 6 . " 

гдегорњи знаци одговарају за v паРјlOј а доњ" за непарно, 

добивамо 

• 
гДе је 

, 

с(г,6) =Ao/2+A1 cos29+A 2 cos49+ . .. 
2 cos6 

, 

(111, 29) 

Да би с (г, 6)/2 cos е као косинусни ред према ставу I{З ОДељка 

3'.2. био позиТиван за 0<26 < тс, тј. за 0< 6 < ;'/2, поtребн() је 
да буде 

Ако A v изразимо са (Ш, 29) добиhемо као услов да t:.y абирови 
непарних и пар ни х треhих диФеренција позитивни, тј . 

, 

оо 

"'" АБ 2v-l ......... О ~ a2v-l r ::р, 
v=t 

• k АБ a2V r
2v >0. 

v=1 ' 

Аво сада пустимо да r -t 1, то из чињенице да с (г, 6) -t С (9) и да 
ова последња rраН~чна функција с (6) постоји, она је тада каб 
гранИ,чюi фующија пОвит·ивних функција ИСто тако у, (О,п /2) пози
тивна. За позитивитет од с(9) довољно је, дакле, 

оо "" ~ LlS a2V_l >0, ~ АВ a2v >0. 
v=l v=l 

Специјално с (9) > О У (О,п/2) ако је 
v = 1, 2, 3, ... 

, . . , . . 

3. 5. 1. Ако претпоставимо' да су коефицијенти 
v = О, 1,2,. " синусног реда 

"" ' . 
s(6, п)= ~bn+v+1 sin (п + v+ 1) 9 

v=o 
(III, 30) 

троструко монотони са bn + v +1 -1 О када v -t оо, та-да C~ разМf:lЩi 

његових нула, датих у § 3. 4.f · могу још сузиtй. Да БИGМО добили 

у том случају Fejer-ове размаке 

k - 1/2 k 
---'--7t j 1(, k =< 1, 2,; •. , п, (111,31) 
п+l п+l 

, 
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треба према поступку наведеном у § 3. 4. одредити границе у којима 
лежи аргумент од 

оо 

Z (е) = ~ Ьn + џ + ! evei. 
v=0 

Можемо лако показати да је горња граница од 

. е (6) = arc z (е) = ",/2 - ~/2 . 
Заиста, ако се tтави 

ао • i 

'" е е ~bnH+1 s~n v6 
tg - - = cotg - > 1'=0 i = tg е (е), 

2 2 2~' 
~ ьn +нl Cj:>S V е 
џ=О . 

то због ~ Ьn +v +1 cos v е> о добивамо из о,е неједначине да треба 
да буде 

оо 2v-l ..Ј 
~bn+Џ+l cos 2 -6~O, 
џ=О I 

што је увек случај, према претходном одељку, ако су ьn +нl 
троструко монотони. Дакле, 

'" 6 U < е (е) < 2 - 2" ' I 
а одатле следе, према наведеном поступку)!' § 3.4. размаци (111,31). 

. I 
3.6. Као што смо у уводу (§ 1.1.) нај3ели, овај поступак пре

цизира и област у којој се налази збир 

со 

S (6) = ~ аџ evei 
џ=о 

под условом да коефицијенти а џ задовоља+ају услове вишеструке 
монотоније. Наведимо два примера у том ~paBЦY. Из § 3. 5. знамо, 

I 

I 
I 

Сл. 12 Сп. 13 
i , 

на пример, да под условом троструке мон?тоније од аџ , aptYMeHT 
од s (8) налази се између О и 1[/2 - 6/2, дfкле, s (6) лежи у углу 

, . 
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СО О Ао (в. сл. 12). Како s (е) - ао из истих разлога 
СО Ао А 1 , то отуда већ добивамо за 1(/2 < е < 1( 

п 

k av cos v е < ао , 
v=o 

лежи у углу 

, . 

• 

ако су av троструко Монотони. Ако претпоставимо да су av четво
роструко монотони, т,ща је низ страна Э-спирале центара СО, С1 , ••• 

троструко монотон. Применимо сада на овај низ страна СОС1 С1С2 , ••• 

претходно резоновање, па ћемо добити да s (е) лежи у углу Со' СО Ср 
Како је СО Со' ..L ОАо (в. § 1.5.), то s (е) лежи испод праве СО СО' 
(в. сл. 13). Специјално, у овом случају вреди ова н~једначина 

'" {;1 av sin v е < ~1 cotg е/2, 
, 

која је двапут прецизнија од уобичајене за случај просто моно-

тоних коефицијената av , где, као што је познато, на десној страни 

стоји а1 sin е/2. . 

IV. Примена на Taylor-ове редове са вишеструко монотоним 
коефициј ентима 

4. 1. У више радова Fejer и Szеgб [8Ј, [7]. [1 Ј, посматрали су 
остатке 

'" 
Rn(z)=kCvzv, n=0;1,2 ... , (IV. 1) 

v==n 
Тауlог-овог реда 

., 
Ro(z)=f(z)=kCv Zv , 

v=o ' • 
(IV, 2) 

-. . . 
као и његове редуковане остатке, ТЈ. изразе 

r п (Z) = гn Rn (Z), (IV, 3) 

под претпоставком да коефицијенти Сп задовољавају услове више-

струке монотоније и где је Нт сn=о, П -+00. . , 
Ти су ставови најпре били дати за специјалне функције 

[6], [20]. У низу уопштења ставова ове врсте, као крајњу генера
лизацију Fejer и Szеgб [8] дали су рва} став:.,.,., 

А ко су коефицијенти Тау/ог-овог p€дa (lV, 2) двоструко .моно
тони и ако је заДОВОЈЬен УСЛОВ 

Нт Сп = О, п -+ ОО, 

тада низ аuсолутних вредности остатака (IV, 1), као и низ 1Ьихових 
редукованих остатака (IV, 3) не расте, тј. , ." 

, 

• . I Ro (z) I > I R1 (z) 1> I R2 (z) 1>·· " (1) 
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(11) 

ишо за сваку вредносш ОД z која се налаЈи у или на кругу Izl = 1, 
осим за шачку z = 1. 

Очевидно из овог става следи и неј~дначина , 

• 
ТЈ. 

1 со + С1 Z + ... + СП zn 1 < 21 t (z) 1· (IV, 4) 

Неједначину (11) изводе Fejer и Szеgб из еједначине (1) применом 
Schwarz,oBe Iетте која, као што је позна о, гласи: Ако је Функ, 

ција F (z) регуларна у кругу 1 z I = 1, шада и~ , 

1 F (z) I < м за I z I < 1 и F (О) = О 
следи I 

IF(z)I<Mlzl, за Izl<1 

и где једнакосш долази само ако је I 

F(z)-Meaiz.! 
; 

Узимајупи у овој lетте·и за F (z) К9ЛИЧНИК 
, 

Rv (z) 1 2 3' ' 
---'-~, v= , , , ... 
RV- 1 (z) , 

из (1), тј. из ,. 
IRv(z)1 < 1 RV - 1 (z)li . 

следи 

I Rv (z) I < I z· RV _ 1 (z) 1, v =i= 1, 2, ... , 
I 

тј. (11). Треба, дакле, да покажемо (1) за з~ирове облика 
, 

. Рn (6)~ ~ ave Ve1, ·1 
у=n i 

, 

јер се ови збирови за av~cv ГУ своде на (I~, 1). Дщюљно је пока· 
зати само прву. неједначину, тј. 

1 Ро (6) 1 >= 1 Рl (Э) 1· , (IV, 5) 
I 

Остале се добивају .применом овог резулт~та на Рn (6). Њен доказ, 
I . 

међутим, непосредно. ~следи из 6-спирале. i Заиста како су коефи-
цијенти од Ро двоструко монотони, ТО Ро (~) лежи у Ко' ... , дакле, 
десно од тангентеу СО на круг Ко' (в. сл.! 5), па је зато 

, , 
--

о Ро >= РО sO, 

што даје неједначину (IV, 5). 
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Ако претпоставимо . да су коефицијенти Су троструко м.вно
тони, добиhемо даља . уопштења неједначиие (п). Пошто у овом 

СЈЈучају f (?) JJ~lК» де~ио од Со' т:', то је 

СО f(z) >- С1 f (z) >- С2 f (z) >- .... 
Ако ову неједнаЧИIiУ JJ~P!i3l:lllfP 'nреко 6-(:пирме СО С1 С2 , •• , доби
вамо . 

(III) 
. 

4:,1. Ј. Ако. претrщстаџимо д!l су Cv џищеструко монотони, 

добиhемо низ неједначина сличних са (111). Специјално, ако је Cv 
четвероструко монотоно, може се добити неЈедначина .... 

1 Гn_1 (z) 1- 2 jrl1(z) I +1 Гn+1 (~) I > о. ОУ) 

За доказ ове нејеДlщчине изведимо Hajpp~ овај [Јомоhни став из 

комплексних бројева: Ако СУ за три ко.мi1лекСна броја г о' г 1 џ. Г 2 

реални и и.магинарни делови .мОНОЩОIЩ и КО1Џ3ексни, шада СУ и.м и 

.модули .моноШони и конвексни. 

Означимо 
i=0,1,2, 

• 
и нека Је 

ао> а1 >- а2 , 130~ {31 >- 132' (IV, 6) 

ао - а1 ;;;::. Ц1 - ~ , 130 -131> 131 -132' 
Модули су сигурно монотони због (IV, 6). Ако је 

ао - а1 =(t1 - а2 и 130 -131-131 - ~2' 

тада се го, '1 И Г2 Нlџщз~ на једној ПРiщој (Q. сл, 14), па је 

Р. -Р, 

D 

Ако је било 

или 

или оба заједно, то г о пада у осен

ч~ну . област D (В. сл. 14), шr го 

а' fortiori расте и зато је 
. . .' 

СЈ!.14 IГо l-2Iг1 1+I'21:>0. 
Да бисмо оту да извели нејеДlЩЧИНУ (lV), приметимо да се, на 

пример, 

• 



своди на 

• 
пошто Је 

оо 

• 

, 
о трнгонометриским збирови~а 

оо 

L (Сџ - 2 Су + 1 + Су +2) sin v 1) ~ О, . 
v==l ' 

оо 

, , , 

130 = ~ Су siп v 1) , 131 = ~СV+1siп vЭ, 
"-1 

, оо 

131 = ~ СУ +2 siп v Э. 
џ=1 i џ=1 
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(IV,7) 

Ако са ао, а1 и а2 означимо оДговарајуће 
што смо то напред навели, то слична 

према § 3.2. 

редове, као 

са (JV, 7) следи 

и 

• 
да Је 

4.2. Према § 4. 1. (JV,4) следи из 

• 

I 
О<р<1 и Izl<l, z:;f:l 

• 

-

где Н зависи само од р. На исти начин у о.ом биномном реду за 
р> 1 Szеgб [24] је добио да је 

~ = О, 1,2 ... 

Аутор наглашава да му није пошло за ру 

еквивалентан оном из 4. 1. У случ~ју дl! 
• 

, , 

да нађе општи став 

УУ мmЩтQЈЈО 
•• • 

расту, а као што Је то случаЈ у наведеном Јалном примеру 

биномног реда са р> 1. У Tgм правцу щц~е~имо овај резултат: 

Ако IIQефuццј~I1ШU Tqylor-pllor редџ 

.ЩЩОljiQНО расшу и а!(о је йоред тога ЩIЗ сп (lIЦlfJ дq. йостоји један 

цео број k> 1 шанав да низ разлина ноефици енаша сп, Шј. 

k (k ' lЏk)~ ~(_I)Џ cn_v, n=O,~, 2, ... , 
_о V : 

• 
где Је , 

C_k = C-k + 1 = ••• = С-2 = C~l = О, 
. . 
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образује један оuадајУћи низ, тј. 

I5n(k) > 8n(k+1), п - О, 1, 2, ... , 

тада је 
I со + С1 Z + ... + СП Zn I < н Сп 1 t (z) 1 

за све 

n=1,2, ... , IZ!<1 и z*1. 

Нека је, најпре, z_eM • Тада је 

Sn(z)=co+c1 z+···+cnzn= en~H (СП +СП-1 e-3-1 +· .. +coe- n3-I). (IV,8) 

Ставимо 

0---8, av-cn_ v , v=0,1,2, ... ,n, 
тада Ье тачка 

, 

+ ~l + nel + - ~l + - n~l Sn = ао а1 е .•• + ап е = СП СП-1 е + ... со е 

бити У кругу Ко чији је полупречник 

ао ro = - • 
2 sin е /2 2 sin е /2 

сп 

• 

Према томе је 

односно због (IV, 8) биhе 

I 1
'./ СП ./ 2 СП cO+c1 z+· .. +cn zn ~. ~-~ 

s1П 6/2 11 - zl 

Ова неједначина која је у ствари 

вреди за z ~ eel и према познатом Cauchy-јевом ставу 
све z круга ! z 1 < 1. Ако њ У помножимо са 

1(1 - Z)k-1 t (z) I , 
• 

она постаЈе 

1 (1 - Z)k j(z) 11 sn (z) 1 < 2 сп 11- z Ik-1 I ј (z) ,. 

Пошто је 

а у изразу 
. '., 

, 

(IV, 9) 

вреди и за 
• 

, 

(IV, 10) 
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коефицијенти монотоно опадају, то по TeopeM~ Kakeya-Enestrom [28Ј, 
постоји једно т > U такво да је 

1(I-z)kt(z)l>m за све 1~1<1. 

и из (IV, 10) следи 
2k ' 

Isn(z)l< cnlt(z)l, Izl<:l, z:f:l, 
т I 

, 

што даје наведени став, где је H=2 k/m. I 

Наведени пример биномног реда са р ј:> 1 садржан је у овом , 
ставу. Из (IV, 9) следи 

() ~ У:::;;::: 2 у п 2 у п 11 ,Р-I Ј 
sn z =~Уvz"""'/l=-=zl~ll_zјР -z ~ 

<: ~P у п <: (1 + 8п) 2Р • _ ~P-I 
11-ziР г (р) 11j-z1Р 

, 8п > О, 

пошто је у п"""" nP- 1 /г (р), п -+ оо . 

4.3. Наведимо, најзад, да, се многи o~ ових резултата могу 

проширити и на Тауlос-ове редове чији к~ефицијенти задовоља-, 
вају општије услове. У том правцу наведи о овај резултат. 

Нека су, на пример, коефицијенти Су ауlос-овог реда 

ао 

~cvZY 
у=о 

I 

(IV, 11) 

такви да је С у =-= рУ ехр (Ј"у [), Ао = О, где Ру чи~и један монотон низ, 

а низ аргумената Ау задовољава услове I , 

о < Ау - Ау-1 < 61 < " , ': , 
Ау - 2 АУ-1 + АУ-2 ;>. О, i v = 3, 4 .•• (IV, 12) 
Ау - 3 л.V-1 + 3 Av-2 + Аv-з ;>. Q. 

Пођимо 

облика 

од интерпретације дате у § 1.4. Та lor-ов ред (IV, 11) је 

оо 

~ Ру ехр [(v 6+Ау) i]. 
V=O 

i 
I , , 

I 
Да би ОВОМ" збиру, према § 1. 4., могли да а оцирамо низ кругова 
КО, К1 , •• , потребно је да су задовољени, на ример, услови (1, 12). 
Како је овде 

i 
YV+2=[(v+l)6+AY+1]-[v6+Ау] i 

v = О, ,2, ... , (IV, 13) 

то ће ти услови бити задовољени ако, на ример, за СР1 узмемо 

Зборник радова - Матеlllатички институт 4 

• 

• 
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јер је тада, према (IV, 13), " 

• 
тако да Је 

У2=О+л1 , 

Ys::!:6 + 1.2 - 1.1" 

Yy=O+1.V- 1 - Лv-2' 

уу - 2 УУ+l + YV+2 = 1.V - 1 - 3 1.v- 2 +3 1.v-s +1.у-4 , V = 4, 5, ... 

Према (1,12), због услова (JV, 12), noстоји систем KpyroBa КО, К1 , ••• 
ако је још Уу < 7t, што се овде, због прве и друге неједначине 
(lV,12), своди на 0<е<,.-91 , тако да добивамо овај резултат: 

Тау/ог-ов ред (IV, 11), где модули коефицијената Ру образују 

један монотон нула-ниа, а 1Ьихови аргументи су троструко моно

тони, тј. задовољавају (lV, 12) је униформно конвергентан и нема 

нула у размаку 

, 
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SUR LES SOMMES TRIGONO , ...... ,.QUES 
А COEFFICIENTS М NES 

par М. Тотјс (Beograd) 

L'auteur donne ип expose des r~:;UIH cites sous [15], [16], 
[28], [29], ainsi que de certains resultats ПО"\Ј Tous ces resultats 
decoulent d'un тете principe geometrique simple, а savoir: Etant 

• 

. , 
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donnee ипе ligne polygonale (У. fig. 1), а chaque сбtе de cette 
derniere оп associe ип cercle Кт dont lе centre СП se trouve а 
gauche de сеНе ligne (аи sens de А n-! yers А n), et duquel оп yoit 
се сбtе sous l'angle уп (О" уп" 1С). Le [ауоп du cercle Кп est 
determine par lа circonstance que се dernier doit contenir ип поиуеаи 
cercle, kn", dont lе centre Сп" se trouye sur lа bissectrice du сбtе 
А n-! Ат аи point d'o1'1 l'on voit се сМе, sous l'angle ГN (21С;>Гn;>Уn). 
Оп cherche alors les conditions роur qu'on аи Кn 2 Кn + 1 ' 

Dans le cas particulier 01'1 Г п = Г п +1, оп s'est seryi de се 

principe geometrique simple pour demontrer les theoremes de lа 

note [16]. Iсј оп donne les resultats semblables а сеих de lа note [15]. 
А titre d'exemple citons еп quelques uns. 

а) ОП obtient d'une maniere generale les interyalles de Fejer 
[1] dans lesquels se trouyent les zeros des series trigonometriques 
de lа forme (11,11). Еп particulier, sous les conditions Ьnн<Ьnн 
(Ьn + ! =1= ьnн), les соеШсiепts bn+1 etant simplement monotones, оп 
obtient les interyalles separes (11, 16) qui contiennent les zeros de 
ces series, et еп dehors desquels il n'existent point de zeros (§ 2. 4. 2.). 

Ь) La serie trigonometrique ~ ау sin vЭ dont les coefficients sont 
simplement monotones avec аn = О (l/п) est uniformement bornee 
dans 0< э <8 (§ 2.3.). 

с) Оп tire la:positiyite du роlупбmе de Fejer ~ (sin vЭ)/v (§ 3. 3. 1.), 
ainsi que de сеlиј de Rоgоsiпski-Szеgб ~СОSVЭ/(V+l) (§ 3. 2. 2.), еп 

• 

тете temps que lа роs~ibШtе d'une extension de ces resultats. 
d) Si les coefficients av sont quatre - fois monotones оп а, par 

ехетрlе, 

~ av sin vЭ < а1 cotg! , (§ 9. 6.). 
2 2 

е) Ое l1 k Су ;> О, k = О, 1,2,3 resulte l'inega1ite III (§ 4. 1.), 01'1 
г п est donne par (IV, 3). 

f) Si les coefficients Су de lа serie de Taylor ~ суеvбi , avec 
Су ~ pyel..vi, satisfont аих conditions Pv" Рун et (lV, 12), оп obtient 
les resultats semblables а сеих relatifs аих series trigonometriques а 
coefficients positifs et monotones; par exemple:cette serie est ипј

formement convergente dans l'intervalle . 

О < э " 1с - Нт р,.у - ЛV + 1) , 
Y~8 

et п'у а point de zeros (§ 4. 3.) . 

• 

, 




