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I 
NOVE FORМE JEDNACINA ANALmCKE МEНANIКE 

пuJаn Micevic i Lazar Rusov 

Uopstavanju Lagranieovih jednacina druge vrste za ћоlопоmnе теопоmпе 
sisteme posveceni su radovi veceg Ьтоја naucnika kao sto su: Ј. Nilsena, D. Manze­
ron-S. Deleanu, Ј11. N. Mas10va, 1. Сепоуа, У. Do1apeieva, М. Su1jgina i drugih. 
lz L1opstenog Lagranz-Dalamberovog рсјпсхра izvedene Stl jednacine Manzeroll­
-Delenau, iz kojih kao specijalni sIueajevi sIede jednacine Ni1sena i Сепоуа. U оуоm 
radu koristeci se izvedenim osnovnim kinematickim re1acUama i korisceЦjem Gau­
sovog principa i uopstenog Lagranz-Dalamberovog principa, izvrseno је uopstavanje 
Lagranzeovih jednacina druge vrste za ћоlопотпе reonomne sisteme. Formirano 
је nekoliko oblika uopstenih diferencijalnih jednacina kretanja (1.12), (2.14), (3.15), 
(3.18), da Ьј па kraju izvrsiIi generalno uopstavanje i dobili fami1iju uopstenih di­
ferencijalnih jednacina kretanja (3.22) za ћоlопотпе sisteme, iz kojih kao specijalni 
slueajevi slede sve do sada izvedene uopstene jednacine holonomnih sistema. Ovim 
su istovremeno iscrpljene sve mogucnosti formiranja uopstenih Lagranzeovih jedna­
сјпа druge vrste, razlicitih ро spoljasnjoj formi. 

1. Кinematicke reJacije. Posmatrajmo sistem mаtеЩаlпih tacaka Вј (ј = 1, 2, ... , N) 
masa тј podvrgnutih holonomnim reonomnim idealnim vezama, sa п stepeni 510-

bode. Neka је роlоиј tog sistema odreden sa п nezavisnih generalisanih koordinata 
q" (ос = 1, 2, ... , п). Vektori polozaja orijentisani 11 odnoslI па inercijaIni sistem 
referencije mogu biti predstavIjeni kao flInkcije gel1eraIisanih koordil1ata q" i vre­
тепа t, 

~=-;j(q",t); (j=1,2, ... ,N; (;(=1,2, ... ,n). (1.1) 

Odredicemo рсуј, drllgi i treCi izvod ро усетеПll vektora polozaja 

--+ JI д -;:. д7 
lј= L __ Ј q,,+_J_; 

"=locq,,, д! 

--+ -+ • 

vj=vj(q"" q"" t), (1.2) 
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(1.4) 

~ ~ О" --i" --30 •••••• 

Qj=aj(qrJ.' qrJ.' qrJ.' t), ej .... e/qrJ., qrJ.' qrJ.' q«, t). 

Vektor Ез u relaciji (1.4) oznacava zbir svih Ыаnоуа koji nе sadrze q~ qrJ.' 

Parcijalnim diferenciranjem izraza (1.2), (1.3) i 1.4) ро qrJ.' qrJ.' i qrJ. respekti­
уnо, nakon uop8tavanja postupka, dobili smo prvu osnovnu kinematicki relaciju 

---> ->-

дr· дv. да· 
_Ј=_:=_/= ... = 
дqrJ. дqrJ. д qrJ. 

(1.6) 

Odredimo sada parcijalni izvod vektora brzine (1.2) ро generalisanoj ko­
ordinati q~ 

д -; 1 [~ д2;. д2 ~ ] 
-= • L.- qrJ.+ , 
дq~ rJ.=1 дqrJ.дq~ дt дqе. . 

(1.6) 

odnosno parcijalni izvod vektora ubrzanja (1.3) ро generalisanoj brzini qr, 
..... ..... ..... 
д йЈ 2 [± д2 rj • д2 rj ] 

дqе. = . ",=1 дqrJ.дqе. qrJ.+ дtдqе. ' 
(1.7) 

i parcijalni izvod vektora ~ (1.4) ро generalisanom ubrzanju qe. 

..... ..... -->' 

д е _ 3 [~ д2,). д2 
r) ] 

- .. - • L.- qrJ. + . 
q q-p «=1 дqrJ.дqе. д t дqе. 

(1.8) 

Na osnovu relacija (1.6-1.8) mozemo zakljuciti da се se rezultat (1.6) рот­
nozen odgovarajucim prirodnim brojem k (k= 1,2, ... ) dobijati ako Ыl0 koji k-ti 

..... 
izvod vektora poloiaja ро vremenu -;~k) (-;~k) == d

k 
'ј) parcijalno diferenciramo ро 

dt k 

k-l izvodu generalisane koordinate. Na osnovu toga sledi druga osnovna 
kinematicka relacija 

. -->'(k) ->' 

д 'ј _ k дУ) 
д (k-l) - д q qp, 

(1.9) 

Iz (1.9) za k= 1 dobija se identicnost 8to i treba da bude. Posto је 
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diferenciranjem ро vremenu 

(1.10) 

i vodeCi racuna о invarUantnosti izvoda u odnosu na red parcijalnog diferenciranja, 
iz (1.10) i (1.6) sledi poznata relacija, nazvacemo је treca osnovna kinematicka 
relacija 

->- ->-
d дГј дУЈ --=-. 
dt дq~ dq~ 

Na o&novu (1.5), (1.9) i (1.11) neposredno sledi 

_~ дГј _~ _д]У)_ 
dt дq~ - k дq~k-l)' 

(1.11) 

(1.12) 

Koristeci tri osnovne kinematicke relacije (1.5), (1.9) i (1.11) odredicemo k-ti 
-.. 

iщод vektora polozaja ГЈ ро vremenu i pri tome eksp1icitno сето napisati samo one 
cIanove koji sadde k-ti i k-l izvod generalisanih koordinata q~ ро vremenu. 

Zaшепот lеуе strane jednacine (1.6) u jednacinu (1.4) доЫсето jednostavnUi 
izraz za treci јтод vektora polozaja 

-.. 
->о ду .. ". 

U relaciji (1.13) clanovi Ез i _1 пе sadrze izvode q« i q«. 
дq~ 

(1.1 З) 

Ako sada izraz (1.13) diferenciramo ро vr.emenu, vodeCi тасипа о relaciji 
(1.11), доЫсето cetvrti izvod ро vremenu vektora polozaja u obliku 

->-(4) ~ д;:; (4) 4 ~ д;; ". Е ...... 
ђ =.с.. -q« + .с.. -q«+ 4' 

«=1 дq« «=1 дq« 
(1.14) 

Vektor ~ u (1.14) пе sadrzi сlапоуе sa izvodima q~ i q~4). 
Uop~tavanjem prikazanog postupka, доЫсето да је k-ti izvod vektora po~ 

loiaja ро vremenu, proizvoljne tacke razmatranog mehanickog sistema odreden 
relacijom 

...... ->-

...... (k) ~ [д Гј (k) k д "Ј (k-l)] ...... Е 
Гј =.с.. -q« + -q« + k' 

«=1 дq« дq« 
(1.15) 

Vektor Ek ne saddi clanove sa јтодјта q~k-l) i q~k) i relacija (1.15) zadovo­
ljava једпасјпе (1.5) i (1.9), а za k=l, 2 treba koristiti jednacine (1.2) i (1.3). 
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2 UopStavanje LagranZeovih jednacina druge vrste. Prvo сето izvrsiti uopsta­
уаnjе LagranZeovih jednacina, polazeci od diferencijalnog principa drugog reda. 
Za holonomni sistem Gausov princip glasi [6] 

N ............ -->' \ 

:г: ( - тј ај + ЕЈ) • а аЈ = О, I (2.1) 
ј=1 

.....,. -->' --+ 

pri tome se predpostavlja da је а Гј = О, а v)=O, а 1=0 i а ај:#:О. 
Na osnovu relacija (1.l), (1.2), (1.3) i koriseenjem prve osnovne kinematicke 

relacije (1.5), mozemo napisati da је . 

tada GaUSOV princip (2.1) glasi 

--+ 

-->' 
...... п д Гј •• 

aaj=L-аq"" 
0<=1 дqа. 

(2.2) 

(2.3) 

gde је Q", = I Рј • д Гј generalisana <;ila koja potiee od aktivnih sila koje dejstvuju 
ј=1 д qa. 

па razmatrani sistem. 
Prvu sumu u izrazu (2.3) dobicemo, polazeci od izraza za kineticku energiju 

,fazmatranog mehanickog sistema 
1 N -2 

Т=- 2: mjVj . (2.4) 
2 )=1 

Parcijalni izvod kineticke energije (2.4) ро qa. је 

-.. 
дТ N --+ дVј -=2: mjVj'-' 
д q", )=1 дq", 

Odredimo sada prvi i drugi totalni izvod kineticke energije ро vremenu 

. N --+" ~ 

Т= 2: mjvj·aj, 
ј=1 

.• N ~., N ~-+ 

Т = L тј ај + L тј vJ • еј , 
ј=l ј=1 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

ра su parcijalni izvodi ftJnkcija t i Т ро qa. odnosno {ја. uz koriseenje щ.nоvnih 
kinematickih relacija (1.5) i (1.9), odredeni izrazima 

(2.8) 

(2.9) 
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Oduzimanjem relacije (2.8) od (2.9) i uzimajuci и obzir (2.5) prva suma и 
Оа usovom ргјпсјри (2.3) odredena је izrazom 

-+ .. • 

~ --- дlј дТ дТ дТ 
:г: m)aj'--=~-'~--' 
ј=1 дq?- дq дq дq« 

(2.10) 

ра se Gащ;оv ргјпсјр (2.3) moze napisati u obIikl1 

i [-( д ~ - д ~ - ~ т ) + Q«J 8 q" = О. 
,,=1 дq дq дqа. 

(2.] 1) 

Iz (2.11) sobzirom da su уагјјасјје generalisanih ubrzanja nezavisne 8 Q«=FO, 
sIedi п nezavisnih jednacina 

дТ дТ дТ 
-~--. --=QN, (.7,,=],2, ... , п) 
д " д а. д ~ q q qx 

(2.12) 

а to $и uopstene Lagranzeove jednacine druge vrste i zvacemo ih prvi obIik uopstenih 
diferencijalni!1 jednacina holonomnih геоnотnЉ sistema. 

DrLlgi obIik Llopstenih Lagranzeovih jednacina izvescemo tako 8tO сето еlј-
->-

mini~ati izraz i тj~' д 'ј iz геlасјја (2.8) ј (2.9) i tada dobijamo da је 
ј=1 д qa. 

N ___ д-; дТ дт L: тјај ._.1 = 2-~--3-. -, 
)=1 дq", дqа. дqа. 

(2.13) 

ра se Gащ;оv ргјпсјр transformise u obIik 

~ [ (дТ дТ) Ј" ~ - 2-.. -3-.- +Q" 8qa.=0, 
0<-1 дq" дq-х 

odakle ne-po.redno posto је о qa.=FO dobijamo п nezavi~nih jednacina i zvacenlO ih 
(lrugi /lopsfelli obIik dijerencijall1if7 jednaCilla 

. дТ дТ 
2-.-. -3-. =Q", (а= 1, 2, ... , п). 
д q" дq", 

(2.]4) 

Za )'azlikll od svil1 postojecih tipova lIopstel1ih diferencijaJl1ih jedl1acina koje 

koriste fLlnkcije T(k) (T<k) == dk 

Т), jednacine (2.14) 1I ргimшi па konkretne ргоЬ-
drk . 

Јете brze dovode do rezultata јег su matematicke орегасјје koje [.е izvode pojedno­
stavljene. Inace iz nasih novih uopstenih jednacina (2.] 2) i (2.14) ]ako se kombino­
vanjem dobijaju poznate diferencija]ne jednacine Nik.ena i Cenova druge vr~te, 
dok је obrnut postupak znatno slozeniji. 

3. Uopstene diferencijaJne jednacine k-te vrste. Dalja istrazivanja и vezi sa 
uopstavanjem Lagranzeovjh jednaCina za5.novacemo па koriscenju diferencijalnog 
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principa viseg reda, dobijenog uopstavanjem Lagranz-Dalamberovog principa, 
koji gIasi 

N -+ -+ -+(k) L: (-mјај+Р). '8Гј =0, 
}=1 

pri tome se predpostavlja da је 

...... -+ --+'(k-I) -+(k) 
'8г}=О, '8гј =О, ... , аГј =0, '8t=O; аГј :;60. 

(3.1) 

Da bismo izveli uopstene diferencijalne jednacine k-te vrste, odredieemo 
prvo k-ti izvod kineticke energije ро vremenu i odgovarajuci parcijalni izvod ро 
k-tom izvodu generalisane koordinate q~). Diferenciranjem ро vremenu relacije 
(2.7) dobicemo 

... N -+ -+ N -+ -+(4) 
Т = 3 2: тЈ ај • еЈ + 2: тј VJ • r ј , 

ј=1 ј=1 

ра је parcijalni izvod ро q« uzimajuci u obzir (1.5 i (1.9) 

дТ N -+ д;; N ...... д; 
-.-.. = 3 L: тЈ аЈ' - + 4 2: тЈ vj .­

aL ~1 aL ~1 aL 
Апаlоgnјт postupkom se dobija 

N -+ N -+ ..... (4) N ...... -+(5) 
Т(4) = 3 L: тј еј + 4 L: тЈ ај' Гј + L: тј Vj ' r ј , 

ј=1 )=1 ј=1 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

дТОО N -+ д; N - д; 
~= 42: тјај .-

ј + 5 L: mJvj ._ј • (3.5) 
д~ ~1 aL ~1 aL 

Na osnovu relacija (2.7), (2.9), (3.2-3.5) i uz koriscenje osnovnih kinematickih 
теlасјја (1.5) i (1.9) sledi da је k-ti izvod kineticke energije jednak 

(3.6) 

za k~3 gde је k сео broj. VeliCina Dk пе sadrzi izvode generalisanih koordinata 
N ...... 

q~) i q~k+I), ра па osnovu (3.2) i (3.4) sledi da је Dз=О, а D4=3 L: тЈ е;. 
ј-I 

Ратсјјаlпј izvod T(k) ро q~) odreden је теlасјјот 

-+ -+ 
д T(k) N -+ д Г· Н..... д v

J --v<)= k L: тј ај ·_1 +(k+ 1) L: fflJvJ '-, 
дq« ј-1 дq" 1=1 дq,.. 

gde је k~l сео broj. 
Iz relacije (3.7) а sobzirom па (2.5) sledi da је 

..... 
2: тјаЈ ·-=- --k -(k+ 1)-.. N -+ д rJ 1 [д T(k) д ТЈ 

}-1 aq,.. k aqa. aqa. 

(3.7) 

(3.8) 

.... I " ; ц » ~ I 
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Na osnovu relacije (1.15) sledi da је 

(3.9) 

ра se Gausov princip sobzirom па (3.8) transformise u oblik 

i {_~[д~~~_(k+ 1) дТ]+ Q«}8q~k)=0, 
«=1 k дq« дqа. 

(3.10) 

odakle posto је 8 q~k) =#;0 sledi п nezavisnih poznatih uopstenih jednacina 

1 [д T(k) д ТЈ k -д (k) -(k+ 1)-д - =Qa.' 
qa. qa. 

(ос = 1, 2, ... , п). (3.11) 

D i f е r е П с i ј а 1 п е ј е d п а с i п е (3.11) prvi su izveli М а п z е r о П 
i D е 1 е а п u i ро njima nose јте. Iz jednacina (3.11) kada se stavi da је k= 1 
dobijaju se Ni1senove jednacine а za k=2 Cenovljeve jednacine druge vrste. 

Polazeci od uopstenog Lagranz-Dalamberovog principa izvescemo uopstene 
diferencijalne jednacine k-te vrste za holonomne sisteme koje се se ро spoljasnjoj 
formi razlikovati od jednacina Manzeron-Deleanu i jednacina prvog (2.12) i dru­
gog (2.14) uopstenog oblika. 

Ako u izraz (3.7) broj k zamenimo sa k-l dobicemo сеlасјји 

дТ(k-1) N ........ д; N ........ д; 
(k_I)=(k-l) 2: mјај._Ј + k 2: mjvj ._Ј • 

дq а. }=I дq« ј=1 дqа. 
(3.12) 

Oduzimanjem relacUe (3.12) od relacije (3.7) i uzimajuci pri tome u obzir 
(2.5) dobijamo 

(3.13) 

ра se princip (3.1) па osnovu (3.9) moze napisatiu obliku 

(3.14) 

odakle zbog 3 q<;>#O sledi п nezavisniћ uopstenih dijerencijaZnih jednaCina k-te vrste 

д T(k) д T(k-1) дТ 

-д (k)-д (k-I)--д =Qa.' (ос=I,2, ... ,n) 
q« qa. qa. 

(3.15) 

koje vaze za svako k б 2. 

Uopstene јеdnасјпе (3.15) razlikuju se od jednacina Mazeron-Deleanu (3.11). 
Iz jednacina za k=2 slede kao specijaIan slucaj uopstene jednacine prvog oblika 
(2.12). 

10 ЭБОРIIID: радо .... (12) 
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Izvescemo јо!; jedne uopstene jednacine k-te vrste tako sto сето iz relacija 
...... 

(3.7) i (3.12) eliminisati izraz i mj~ • дVј i dobicemo 
}=1 д qri 

N ..... д-; д T(k) дТ(k-l) . 
'" mј аЈ·_l =k---(k+ 1)--
j~ дqriдq~) дq~k-1)' 

(3.16) 

8to prevodi princip (3.1) u oblik 

'/ .f [ д Т(k) . дТ(k-l)]. } (k) 2> - k--щ--(k+ 1) (k-1) + Qri 8 q« =0, 
«=ll дq'1. дq« 

. (3;17) 

. . 
odakle zbog 8 q~k):iO dobijamo 11 nezavisnih uopstenih diferencijalnih jednacina k-te 
vrste 

дТЩ дт(k-l) 

k---щ-(k+ 1) (k-l)=Qri' (ос = 1,2, ... , п) (3.18) 
дq« дq« . . , 

k~l, сео broj. 
Iz uop8tenib јеdrщсinа (1.18) za k= 1 slede jednacine Nilsena, а za "'=2 slede 

uopstene jednacine drugogoblika (2.14): ..' .... . ' 
Na osnovu postupka sprovedenogpri formiranju uopstenih diferencijalnih 

jednacina kretanja (З. Н), (3.15) i (3.18) nainece se kao potreba da se izvrsi generalno 
uopstavanje diferencijalnih jednacina k-te vrste za holOilOmne' sisteme.U tom с'Щи 
zamislimo da smo ispisali svih k relacija (3.7) Za svako k~ 1. Sabirajucisve tako 
dobijene relacije i шјтајиЫ u obzir (2.5), dobicemo sledecu novu relaciju za gene­
ralisanu inercijalnu silu 

N ...... д-;' 2 [дТЩ дТ k.(k+3) .дТ]., , :г: mјај.-Ј =---- ---щ+'" +-. -. --:....--~ 
1=1 дq« k(k+ 1) дq« . дq« ,.2дqri 

(3.19) 

ра uopsteni Lagranz-Dalamberov prinoip sada glasi 

i {- 2 [дT<;~)+ ... + д! _ k(k+3) д'Т]+Qri}8q~k)=0, (3.20) 
«=1 k(k+ 1) дq« дq« 2 дqri 

odakle obzirom da је 8 q~k):iO dobijamo п nezavisnih uopstenih diferencijal­
nih jednacina 

2 [дТ<k)+ ... + д.Т_ k(k+3) дТ]=Q«. 
k(k+ 1) д q~k) дq«' 2 дqri 

(3.21 ) 

(k~l; ос= 1,2, ... , п) 

Generalno uopstene jednacine (3.21) mogu se napisati и sazetijem ob!iku, ako 
sakupimo prvih k' clanova u zagradi i napisemo ih u vidu sume od k elemenata, 
tako da јтато ' 

2 [k-l д T(k-.) k (k + 3) д ТЈ L (k-.)---- - =Qri, 
k(k+ 1) .=0 дq«. 2. дqri 

(3.22) 

(rJ.= 1, 2, ... , п) 
k~ 1, сео broj. 
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GeneraJno uopstene једпаСјпе (3.22) даји odgovor о mogucnosti formiranja 
veceg Ьгоја uopstenih diferencija1nihjednacina k-te vrste razJicitih ~poljasnjih oblika, 
za holonornne sisterne. Na osnovu rezultata ostvarenih u ovom radu ocigledno је 
да је Ьгој uopstenih diferencijalnih једпасјпа raz]icitih spoIjasnjih oblika vezan za 
famiIiju funkcija T(k) koje koristimo ргј njihovom izvodenju. Ргеmа tome iz jednacina 
(3.22) sve ostale uop13tene jednacine slede kao specija1ni slucajevi. Na primer za 
k= 1 slede Nilsenove једпаСјпе. Једпасјпе Manzeron-Deleanu svih vrsta доЫјаји 
se iz (3.22) kada se izvrsi odgovarajuci izbor Ьгоја k i saglasno tome odreduje se 
Ьгојпј zbir Ьгоја 8 (8=0, 1,2, ... ,k-1). PosJe toga па osnovu algoritma kojeg 
smo utvrdiIi treba izvrsiti оЫспе matematicke operacije i доЫсе se odgovarajuce 
diferencijaJne jednacine. 

Na taj пасјп generalno uopstenje jednacina (3.22) zajedno sa generalizacijoD1 
LagranzeovihjednaCina 13to је dato u radu [7], predstavlja potpun odgovor о uopsta­
vanju LagranZeovih једпаСјпа za holonomne теопоmпе sisteme. 
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НОВЫЕ ФОРМЕ УРАВНЕНИЙ АНАЛИТИЧЕСКОЙ МЕХАНИКИ 

Резюме 

В работе на Основании выведеныих основных I<инематичесж.их соотно­

ше ний, представляющих собой обобщение известных жинематических соот­

ношений, и на основании принципа Гауса и обобщеного принципа Лаг­

ранж-Даламбера произведено уравнений Лагранжа второго рода для 

холономных реономных систем. Составлено несколы<o вИДов обобщеныx 
дифференциалъныx уравнений движения (2.12-2.14), (3.15-3.18), произведено 
генералъное обобщения и пОлучено семейство обобщеных дифференци-

10· 
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алъных ура:внений движения (3.22) для голономных систем, из каторых в 
качестве специалъных случаев следуют все до нынешнего времени извес­

тные обобщеные ура:внения для голономных систем. Все это представляет 
собой ответ авторов на вопрос о возможностях образования болъшего 
числа обобщеныx уравнений Лагранжа, отлич:аящихся между собой по 
внешнему виду. 
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