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NOVE FORME JEDNACINA ANALITICKE MEHANIKE
DuSan Micevi¢ 1 Lazar Rusov

Uopstavanju LagranZeovih jednadina druge vrste za holonomne reonomne
_sisteme posvedeni su radovi veéeg broja nauénika kao §to su: J. Nilsena, D. ManZe-
ron-S. Deleanu, Ju. N. Maslova, I. Cenova, V. Dolap&ieva, M. Suljgina i drugih.
Iz uopstenog LagranZ-Dalamberovog principa izvedene su jednadine ManZeron-
“-Delenau, iz kojih kao specijalni sludajevi slede jednadine Nilsena i Cenova. U ovom
radu koriste¢i se izvedenim osnovnim kinematikim relacijama i koriéenjem Gau-
sovog principa i uopstenog LagranZ-Dalamberovog principa, izvrieno je uop§tavanje
LagranZeovih jednadina druge vrste za holonomne reonomne sisteme. Formirano
je nekoliko oblika uopstenih diferencijalnih jednadina kretanja (1.12), (2.14), (3.15),
(3.18), da bi na kraju izvrSili generalno uopstavanje i dobili familiju uopStenih di-
ferencijalnih jednacina kretanja (3.22) za holonomne sisteme, iz kojih kao specijalni
sluGajevi slede sve do sada izvedene uopStene jednadine holonomnih sistema. Ovim
su istovremeno iscrpljene sve moguénosti formiranja uop$tenih LagranZeovih jedna-
¢ina druge vrste, razli¢itih po spoljasnjoj formi.

1. Kinematicke relacije. Posmatrajmo sistem materijalnih tadaka B; (j=1,2,...,N)
masa m,; podvrgnutih holonomnim reonomnim idealnim vezama, sa n stepeni slo-
bode. Neka je poloZaj tog sistema odreden sa n nezavisnih generalisanih koordinata
q.(x=1,2,...,n). Vektori poloZaja orijentisani u odnosu na inercijalni sistem
referencije mogu biti predstavljeni kao funkcije generalisanih koordinata ¢, 1 vre-
mena ¢,

5=1e; G=1,2...,N; a=1,2,...,n). (1.0
Odredi¢emo prvi, drugi i treéi izvod po vremenu vektora poloZaja
— n a? . ()7 - — .
V=3 gt —L v =(qus Gas 1), (1.2).
a:laqu at .
— n a;; . n n ()27 .. n 02,_-; . ‘)27
a;= q,+ L g.q.+2 —7, (1.3)
/ E.aqa * z,azlaqaoqﬂ e 2, dq,0t 012
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- or- CRR P P -
e g +3 I_g.+ g ]q +E,, 1.4
& agqua Ble:;aq“aq, ogeot | = (1.4

aj=aj(qa9 ‘.Iw éan 1), ejﬁej(qou éw é'a, qa> 1)

Vektor E, u relaciji (1.4) oznadava zbir svih ¢lanova koji ne sadrZe g, i qa

Parcijalnim diferenciranjem izraza (1.2), (1.3) i 1.4) po dus éa, i q, respekti-
vno, nakon uopitavanja postupka, dobili smo prvu osnovnu kinematiki relaciju

iri ()v 04 _ . _9n 67§) ; rj(k)—d r t _ 4" 4 (1.6)
dq, 0q, 04, Y2 dk’ SR T '

Odredimo sada parcijalni izvod vektora brzine (1 2) po generalisanoj ko-
ordinati g,

" n 2—’: . 2—).
31:1.[2 Pl g0 ] (1.6)
04q, a=104,0q, otogg]

odnosno parcijalni izvod vektora ubrzanja (1.3) po generalisanoj brzini é‘,

— n 2_> . 2—> .
i".i:z.[ P g+ -2h ] (L.7)
04, w=10q,0q, 0t 0q,

i parcijalni izvod vektora ;; (1.4) po generalisanom ubrzanju ('].B

n 2_-) . 2—,
de ;. [2 P g+l ] (1.8)
A «=104,09, otog,

Na osnovu relacija (1.6—1.8) moZemo zakljuditi da ée se rezultat (1.6) pom-
noZen odgovarajuéim prirodnim brojem k (k=1, 2,...) dobijati ako bilo koji k-ti

izvod vektora poloZaja po vremenu r(")( (k):(fi ) parcljalno diferenciramo po
tk

k—1 izvodu generalisane koordinate. Na osnovu toga sledi druga osnovna
kinemati¢ka relacija

0] o
L LAY (1.9)
oq 04,

1z (1.9) za k=1 dobija se identiénost $to i treba da bude. Posto je

()rj 0r
= s yeves Gu t),
Oqﬁ‘()q(l q, 9w 1)




Nove forme jednadina analiticke mehanike 141

diferenciranjem po vremenu

d or, = or -  &*r
Loy 20 g 20 (1.10)
dt 0qy 4=104,09, 0qgot

i vodedi raduna o invarijantnosti izvoda u odnosu na red parcijalnog diferenciranja,
iz (1.10) i (1.6) sledi poznata relacija, nazvaéemo je treéa osnovna kinematic¢ka
relacija

CACL/AY (1.11)
dt 0q, 04,
Na osnovu (1.5), (1.9) i (1.11) neposredno sledi
d or, 1 or®
£ r (1.12)

dt og, k ogl "’
Koriste¢i tri osnovne kinematicke relacije (1.5), (1.9) i (1.11) odrediéemo k-ti

-
izvod vektora poloZaja r; po vremenu i pri tome eksplicitno ¢emo napisati samo one
8lanove koji sadrZe k-ti i k-1 izvod generalisanih koordinata g, po vremenu.

Zamenom leve strane jednadine (1.6) u jednadinu (1.4) dobiéemo jednostavniji
izraz za treéi izvod vektora poloZaja

r=e = fg.+3S —Lg.,+E,. (1.13)
/ 4 agl 0q¢ 321 0q, g }

U relaciji (1.13) ¢&lanovi E‘: i %i ne sadrZe izvode &a i qa
qs
Ako sada izraz (1.13) diferenciramo po vremenu, vodeéi raduna o relaciji
(1.11), dobiéemo &etvrti izvod po vremenu vektora poloZaja u obliku

e L Or :
=3 —1gP+43

=1 qu a=1 qa

op =
Y g +E,. (1.14)

Vektor E:; u (1.14) ne sadrZi ¢lanove sa izvodima qa i q&”.

Uopstavanjem prikazanog postupka, dobi¢emo da je k-ti izvod vektora po-
loZaja po vremenu, proizvoljne tadke razmatranog mehani¢kog sistema odreden
relacijom

(k) < l 9 I & 9 Vi (k—1) l E
ri = — Y « k qa . 1.15
J uzl ) 1q j 3 + Ly ( )

Vektor Ek ne sadrZi &lanove sa izvodima qg‘"') i qﬁ") i relacija (1.15) zadovo-

ljava jednadine (1.5) i (1.9), a za k=1, 2 treba koristiti jednadine (1.2) i (1.3).
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2 Uopstavanje LagranZeovih jednacina druge vrste. Prvo ¢emo izvriiti uopsta-
vanje LagranZeovih jednaina, polaze¢i od diferencijalnog principa drugog reda.
Za holonomni sistem Gausov princip glasi [6]

N - > - }
Z (-mya;+F)-8a;=0, * 2.hH
j=1

pri tome se predpostaviia da je 37,~0, 3v,=0, 37=0i 34,70
Na osnovu relacija (1.1), (1.2), (1.3) i koriS¢enjem prve osnovne kinematicke
relacije (1.5), moZemo napisati da je

" ar .
sai = Z ;j Sqw (22)
a=1 o
tada Gausov princip (2.1) glasi
n N a-;-: .
212 (—mja;- )+Qa 3¢,=0, @.3)
a=1}j=1 94,

gde je 0,= z F3 . generalisana sila koja poti¢e od aktivnih sila koje dejstvuju

l--1 qa
na razmatrani sistem.
Prvu sumu u izrazu (2 3) dobi¢emo, polazei od izraza za kmetléku energiju
razmatranog mehanickog sistema

—>y

% . (2.4)

-1
2
Parcijalni izvod kineticke energije (2.4) po ¢, je

oT N - t)vj

= (2.5)
a4, .igl " 0 qa
Odredimo sada prvi i drugi totalni izvod kineti¢ke energije po vremenu
. N - -
T= z myv;-a;, (2.6)
j=1
N » N
T=>m Z €, 2mn
i=1 j=1

pa su parcijalni izvodi funkcija Ti T po g, odnosno ¢, uz koriséenje osnovnih
kinematigkih relacija (1.5) i (1.9), odredeni izrazima

. N N 0-—7' N o —
'?—.Z'= mjaj"l‘}‘zzmjvj' ovjy (2‘8)
0g, j=1 g,  j=t 04,

OT N > 2r, N - 9v
=25 ma,-—L+33 my, . —3L.
yG 2. Ay 2 my;

(2.9)
Jj=1 a J=1 0 9




Nove forme jednacina analititke mehanike 143

Oduzimanjem relacije (2.8) od (2.9) i uzimajuéi u obzir (2.5) prva suma u
Gausovom principu (2.3) odredena je izrazom

N o 97 7
» mjaj-a—'i~é£—-—()—.]—;—£, (2.10)
i=1 0gq, 0q 0gq 04,

pa se Gausov princip (2.3) moZe napisati u obliku

)i (0T oT oT
0" 0q* Og,

a=1

)FQ;}S%}FO. | (2‘11‘)

Iz (2.11) sobzirom da su varijacije generalisanih ubrzanja nezavisne 8'q'a;é0,'
sledi n nezavisnih jednadina .

—()T];——?%—E=Qa, @=1,2,..., n (2.12)

a to su uopstene LagranZeove jednacine druge vrste i zvacemo ih prvi oblik uopitenih
diferencijalnih jednaclina holonomnih reonomnih sistema.

Drugi oblik uopstenih LagranZeovih jednadina izve$éemo tako $to éemo eli-

—

N o sy
minivati izraz Y mjvj-—g—‘l— iz relacija (2.8) i (2.9) i tada dobijamo da je
Jj=1 a
N a*’
L ALY L 2.13)
=t oq, 04 04a

pa se Gausov princip transformiSe u oblik

5|22 59T 0 ]si.-o

=l 04. 0%

odakle nepo.redno posto je 8%760 dobuamo n nezavisnih Jednacma i zva¢emo ih
drugi uopsteni oblik diferencijalnih jednacina
oT ()T

2=
0. éqa

0., (@=1,2,..., n). (2.14)

Za razliku od svih postojeéih tipova uopstenih diferencijalnih jednadina koje

k
koriste funkcije T® (T"‘)Ed;%), jednadine (2.14) u primeni na konkretne prob-
"y

leme brZe dovode do rezultata jer su matematicke operacije koje ce izvode pojedno-
stavljene. Inade iz nasih novih uopStenih jednadina (2.12) i (2.14) lako se kombino-
vanjem dobijaju poznate diferencijalne jednadine Nilcena i Cenova druge vrste,
dok Je obrnut postupak znatno sloZeniji.

3. Uopstene diferencijalne jednaine k-te vrste. DalJa istraZivanja u vezi sa
uopStavanjem LagranZeovih jednafina zasnovaéemo na kori¥éenju diferencijalnog
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principa viSeg reda, dobijenog uopStavanjem LagranZ-Dalamberovog principa,
koji glasi

2

12( mjaj+F) 8r 3.1

pri tome se predpostavlja da je

51,=0, 87,=0,..., 3rf V=0, 3¢=0; 3790,

Da bismo izveli uop§tene dlferencualne jednaline k-te vrste, odrediéemo
prvo k-ti izvod kinetiCke energije po vremenu i odgovarajuéi parcijalni izvod po
k-tom izvodu generalisane koordinate q&k). Diferenciranjem po vremenu relacije
(2.7) dobicemo

T 3 2 m,a, e]+ Z m, vj r,“), 3.2)
Jj=1

pa je parcijaini izvod po qt,l uzimajuéi u obzir (1.5 i (1.9)

-3 z R 2 myy, oy 3.3)
o qa Jj=1 oqa 0 qu
Analognim postupkom se dobija
TW=3 Zme+42m,a, rj +2m,v, r,”, 3.4
Jj=1 Jj=1
oT® N v,
=4 Lys (3.5
0 q(4) 21 4 jgl a

Na osnovu relacija (2.7), (2.9), (3.2—3.5) i uz kori$éenje osnovnih kinematitkih
relacija (1.5) i (1.9) sledi da je k-ti izvod kinetitke energije jednak

T”‘)—kzma, ik +va TED L p (3.6)

Jj=

za k>3 gde je k ceo broj. Velidina D, ne sadrZi izvode generalisanih koordinata
N —_

qak i qg‘“), pa na osnovu (3.2) i (3.4) sledi da je D;=0, a Dy=3 > m; e,z.
j=1

Parcijalni izvod T%® po qg‘) odreden je relacijom

R X oy
=kSma-—L+k+1)S my, .—L, 3.7
ksl Ex 77 g, ( Pk o4, G

gde je k=1 ceo broj.
Iz relacije (3.7) a sobzirom na (2.5) sledi da je
N - ()rj oT® oT

ma - = 122 e+ 2L 3.8
Sl [a" ( )MJ (3.8)
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Na osnovu relacije (1.15) sledi da je

570~ 5 2 5g®, 3.9)
4.

pa se Gausov princip sobzirom na (3.8) transformiSe u oblik

é[“/l;[:;"l; (k+1)——]+ Q«}Sq""—O (3.10)

(k)

odakle poSto je 8¢, #0 sledi n nezavisnih poznatih uopstenih jedna&ina

(k)
k[?):‘“ (k+1)%z]=Q¢, (@=1,2,..., n. @3.11)

[-4

Diferencijalne jednad&ine (3.11) prvi su izveli ManZ eron
i Deleanu i po njima nose ime. Iz jednadina (3.11) kada se stavi da je k=1
dobijaju se Nilsenove jednadine a za k=2 Cenovljeve jednadine druge vrste.

Polaze¢i od uop$tenog Lagranz-Dalamberovog principa izve§éemo uopStene
diferencijalne jednadine k-te vrste za holonomne sisteme koje ée se po spolja$njoj
formi razlikovati od jednaina ManZeron-Deleanu i jednadina prvog (2.12) i dru-
gog (2.14) uopstenog oblika.

Ako u izraz (3.7) broj k zamenimo sa k—1 dobidemo relaciju

O T~ N~ or ~ o,
—(k—_l~)=(k—l)zmlaj- +k2mv (312)
oqa Jj=1 0 3 Jj=1 «

Oduzimanjem relacije (3.12) od relacije (3.7) i uzimajuéi pri tome u obzir
(2.5) dobijamo

N o gp  dT® 9T®-D T
Sma S S g 613

pa se princip (3.1) na osnovu (3.9) moZe napisati u obliku

< oT® 9T*-D o1 ®
2[ (aqm‘;qvfn‘aq)ﬂ“Qa]B =0, (3.14)

a=1
odakle zbog 8 q(k) #0 sledi n nezavisnih uopstenih diferencijalnih jednadina k-te vrste

OT® JgT*-D HT
0q(k)_——_—aq(k 1)—-@-q—=Qa, x=1,2,...,m (3.15)

koje vaZe za svako k=2.

Uopstene jednadine (3.15) razlikuju se od jednagina MaZeron-Deleanu (3.11).
1z jednadina za k=2 slede kao specijalan slu€aj uopstene jednadine prvog oblika
(2.12).

10 350pEEx panosa 4 (12)
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Izveéemo jo§ jedne uopitene jednaline k-te vrste tako §to éemo iz relacija
—

N — .
(3.7) i (3.12) eliminisati izraz 3 m;, - Z"J i dobiéemo

j=1 4y
N> op L 0T®W 1) 9T%D S
jglmja,. J fk Oq(k) —(k+ Oqﬁk:l—)’ (3.16)
§to prevodi princip (3.1) u oblik 'V
n o0T® T(k 1
'Zl“{*[" 0q(k) —(k+ l) (k 1)]+Qa} 34§zk)='0,' e (3:17)
&= .

odakle zbog 3 g¥+£0 dobijamo n nezaV1smh uopstemh diferencijalnih jednacina k-te

vrste ® e
oT" oT%-D
k—a—q‘w“‘(k‘l’l)a = Qu’ (a=1, 2, ...,.n) ’ (318)

k>1, ceo broj. -
. Iz uopstenih jednacina (l 18) za k 1 slede Jednacme Nllsena aza k -2 slede
uopstene jednadine drugog oblika (2. 14)

Na osnovu postupka sprovedenog pri. formlranju uopstemh dlferencualmh
jednagina kretanja (3.11), (3.15) i (3.18) nameée se kao potreba da se izvrii generaino
uopitavanje diferencijalnih jednagina k-te vrste za holohomne sisteme. U tom cilju
zamislimo da smo ispisali svih k relacija (3.7) za svako k3> 1. Sabirajuéi sve tako
dobijene relacije i uzimajuéi u obzir (2.5), doblcemo sledecu novu relacuu Za gene-
ralisanu inercijalnu silu :

N 3 2 [oT® 0T k(k+3) 0T
Sma s e G
j=1 e k(k+ 1) 0qg . : Oqu 2 0q,)

pa uopiteni LagranZ-Dalamberov princip sada glasi
n 0T ] k(k+3) 0
5 { 2 T + 9T T k(k+3) oT
k(k+1)

a=1
odakle obzirom da je 3¢%’s£0 dobijamo n nezavisnih uopténih diferencijal-
nih jednacina

PR +0,18q¥ =0, (3.20
(k) Y 2 Oqa] Q} q (3.20)

w i '
2 aT(k)+ Ly 0T k(3 0TY_ (3.21)
k(k+1) 04~ 2 04,
k=1, a=1,2,...,n)

Generalno uopstene jednacine (3. 21) mogu se napisati u saZetijem obliku, ako
sakupxmo prvih k'¢&lanova u zagradi i napiSemo ih u vidu sume od k elemenata,

tako da imamo
2 k3 oT%®-9  k(k+3) ()T
(k.__p) Qa)
k(k+1)|s=0 04q 2. 0q,
(@=1,2,..., n

(3.22)

k=1, ceo broj.
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Generalno uopstene jednadine (3.22) daju odgovor o moguénosti formiranja
vedeg broja uopstenih diferencijalnih jednadina k-te vrste razliditih spoljanjih oblika,
za holonomne sisteme. Na osnovu rezultata ostvarenih u ovom radu odigledno je
da je broj uopStenih diferencijalnih jednadina razli¢itih spolja$njih oblika vezan za
familiju funkcija 7% koje koristimo pri njihovom izvodenju. Prema tome iz jednadina
(3.22) sve ostale uopStene jednaline slede kao specijalni sludajevi. Na primer za
k=1 slede Nilsenove jednacine. Jednaine ManZeron-Deleanu svih vrsta dobijaju
se iz (3.22) kada se izvr$i odgovarajuéi izbor broja k i saglasno tome odreduje se
brojni zbir broja s (s=0,1,2,...,k—1). Posle toga na osnovu algoritma kojeg
smo utvrdili treba izvrSiti obiCne matematicke operacije i dobide se odgovarajuce
diferencijalne jednadine.

Na taj nadin generalno uopstenje jednacina (3.22) zajedno sa generalizacijom
LagranZeovih jednadina §to je dato u radu [7], predstavlja potpun odgovor o uopsta-
vanju LagranZeovih jednadina za holonomne reonomne sisteme.
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HOBBIE ®OPME YPABHEHUN AHAJIMTUYECKOM MEXAHUKU

Pesrome

B paGoTe Ha OCHOBAHMH BBIBEIECHBIHX OCHOBHBIX KMHEMATHYECKHX COOTHO-
LIEHMUI, TPENCTABASIONHX coGoll 0Go6IUEHHEe M3BECTHBIX KMHEMATHIECKHX COOT-
HOINEHHH, H Ha OCHOBaHWM INpuHUuNa Iayca u obo6menoro npunumma Jlar-
pamx-[lamambepa TNpousBeleHO ypapHewmit Jlarpawxka BToporo popja s
XONOHOMHBIX pEeOHOMHBIX cucreM. COCTaBIEHO HECKOIBKO BUAOB 06OGUICHBIX
nubdepeHIUaNBLHBIX ypaBHEeHHH aBmkenns (2.12-2.14), (3.15-3.18), nponsseieHO
reHepambHOe O0BGO6IIEHHs M TOJyYeHo ceMelicTBo o06ob6uleRbIX avddepeHun-

10¢
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aNbHLIX ypapHeHu# fBixeHus (3.22) [ TONOHOMHBIX CHCTeM, H3 KATODHIX B
KayecTBE CICHHANBHBIX CIYYaeB CJEAYIOT BCe [JO HBIHCIIHEIO BPEMEHM H3BeC-
THHIe 0606UIeHble ypaBHEHNS JJIA TOJOHOMHEIX cAcTeM. Bce 5TO NpencTaBiseT
coGoil OTBET aBTOPOB Ha BOIPOC O BO3MCKHOCTAX o6GpasoBamus Gojbluero
qucna 0Gobmenbix ypapnennd Jlarpamka, OTJMYasumuxcst Mexzy coboif mo

BHEIIHEMY BHJY.
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