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NELINEARNE TORZIJSKE OSCILAClJE VRAТlLA 
SA DISKOVIМA NA KRAJEVIМA 

Кааса (Stevanovic) Hedrih 

Uvod 

U konstrukcijama reduktora kao konstruktivni elementi јаУlјаји' se vratila 
sa zupcanicima па krajevima, Ш sire u transmisionim sistemima vratila sa diskovima 
па slobodnim krajevima. Zato је od interesa izuciti sve specificnosti torzijskih osci­
IаСЈја takvog torzUskog sistema. U оуоm radu primenom asimptotske metode 
КгiIоvа-ВоgоlјuЬоvа-Мitгороlјskоg izvedeni su izrazi za prvu aproksimaciju re­
senja i sistem, diferencijalnih jednacina prve aproksimacije za amplitudu i fazu 
pobudenog oblika oscilovanja vratila sa diskovima па krajevima u uslovima dejstva 
poremecajnih raspodeljenih i koncentrisanih torzionih spregova. 

Sastavljanje asimptotske aproksimacije теЗепја 

Pretpostavimo da se model sistema sastoji od vratila kruznog ili kruzno-prste­
nastog poprecnog preseka polarnog momenta inereije /0, gustine materijala @, 

modula klizanja G, duzine 1, i dva kruta 
diska aksijalnih momenata јпетсјје mase 
za osu vrati1a Ј1 i Ј2, а predstavljen је па 
sliei br. 1. Ako sa {) (z, () oznacimo ugao 
torzije vratila u preseku sa koordinatom 
z, mereno od levog diska u praveu ose 
угаШа i za opstije uslove dejstva generali- .---1 
sanih sila mozemo napisati sledecu рагеЈ­
jalnu difereneijalnu jednacinu 

--, 
дt 2 

(1) 
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kao parcijalnu diferencijalnu jednacinu torzijskih oscilacija vratila i sledece granicne 
uslove 

Ј1 д
2

е 1, =Glo де I -e:g(oc, е, де, дб, д
2

е, д
2

е, ... )1 ' 
дt 2 z=O дz Iz=O дz дt дt 2 дz2 ,,=о 

(2) 

Ј2- = -Glo- -е:l ос, е,-, -, -, -,... , д2 е I д е I (д е д е д2 е д2 е ) I 
дt 2 ,,=I дz ,,=I д! дz дt 2 дz2 ,,=I 

(2") 

gdesu: tvreme; е:таll parametar; f z, ос, 6, -, -, -, --, .. , -пеlшеагпа . (д е д 6 д2 6 д2 6 ) . 
дt дz дt 2 дz2 

ЉniСЈја z, ос, е i njegovih izvoda ро z i (, periodicka perioda 2п ро ос i glatka ро z 

па intervalu [О, 1]; g(oc, ,6, ~, д 6 , ... ) I ' i 1 (ос, 6, де, де, ... ) I neline-
д t д z z=O д t д Z <=l 

arne cele racionalne funkcije i njegovih izvoda, i periodicne funkcije ро ос perioda 

27t.Pretpostavimo daje doc =\1 ("t')RHul; "t'=e:t, gdeje <U) sopstvena kruzna frek­
dt 

vencija )}neporemecenog« oscilovanja. 
Pretpostavimo da su pocetni uslovi oblika 

(3) 

gde su р i q konstante, "1 ргуј koren frekventne jednacine »neporemecenog« oscilo­
vanja, koje se доЫја za е:=О iz diferencija]ne (1) i granicnih Ш]ОУа (2), koja glasi 

tg ~ = «(Ј.l + ~2) ~ , 

(J.l(J.2~-1 
(4) 

gde је ~ =" 1, (1.1 = Ј1/Ј, (1.2 = Ј2/Ј, Ј = р 101, <Un = ~n IG - sopstvena kruzna fre­ј V р 
kvencija neporemecenog oscilovanja. Sopstvena funkcija »neporemecenog« osci­
lovanja za »neporemecene« granicne uslove је 

(5) 

Кako pretpostavljeni pocetni uslovi i oblast promene kruzne frekvencije 
\1 ("t'); "= е: (, poremecajnog &prega omogucuju formiranje jednofrekventnih oscilacija 
u prvom obliku dinamicke ravnoteze i kako su zadovoljeni posebni uslovi [1] za 
primenu metode КгiIоvа-ВоgоlјuЬоvа-Мitгороlјskоg, te aproksimaciju resenja 
trazimo u obliku 

е (z, () = R (t)[cos "1 Z - (Ј.l ~1 sin "1 z] cos Ф + 
+ е; w1 (z, ос, R, ф) + е;2 w2 (z, (Х, R, ф) + ... , (6) 
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u kome su R (t) amplituda i ~ (t)=ф-О( faza osnovnog harmonika asimptotske 
aproksimacije resenja, koje se kao funkcije vremena odreduju iz sistema diferenci­
јаlпјЬ jednacina odgovar;:tjuce aproksimacije 

dR = е cltl (В, ~) + <:2 clt2 (В, ~) + о о о, 
dt 

d~ = CU1 - У (1') + е &31 (В, ~)+ е2 &31 (B,~) + о о о, 
dt 

~=ф-О( 

dO( 
-=у(1') 
dt 

1'=<:1 о 

(7) 

Potrebni parcijalni izvodi pretpostavljene aproksimacUe resenja (6) јmајисј 
u vidu (7) su 

д2() 2 д2 W д2 It' 
-. = -)..IRl(t) (COS)..IZ-[1.1~1 siП)..lz)соsф+е--1 +<:2 __ 2+ о о о, (8) 
дz2 дz2 дz2 

дб = -Rcu1 (COS)..1 Z-~1 ~1' sin)..1 z) sin w + <: {(COS)..1 z-
дt . 

- [1.1 ~1 sin )..1 z) [cltl (R, ~) cos Ф - R d%31 (В, ~) sin ф] + 

+ (У дд О( + cu1 ~дф) (1) W1 } + <:2 о • О , 

д2() = _ R cui (COS)..1 z - [1.1 ~1 sin )..1 z) cos Ф + <: {(Cos )..1 z­
д ( 2 

- [1.1 ~1 sin)..1 z) [cos Ф ( -2431 Rcu1 + дд~1 (cu1 - У) ) -

- sin Ф (2 CU1 сltl + R д :;1 (CU1 -.У) ) Ј + 

(9) 

+ [У ддО( + cu1 ддф Г) W1} + <:2 {(CoS )..1 z - [1.1 ~1 sin)..1 z) (10) 

о (cos Ф [ -2 R cu1 д32 + (cu1 - У) дд~~] - sin Ф [2 cu1 сЛ2 + R (cu1 - У) дд~2] + 

+ cos 't' сп1 --+ сЮl -- - R сА)1 + srn Ф - 2 Cltl ~I - R -- сп1 -.r, [ Ll д clt1 (ЈјЈ д Jl:1 rи2]. [ д дЗl 11 
дR д~ дR 

-R--1
d%31 + Y-+CU1 - w2 +2&31 У 1 +CU1--1 + д &з Ј) [д д ](2) ( д2 

W д2 W ) 
д ~ д 11. д Ф д Ф д О( д ф2 

+- ---- (w -У)+---(С!) -У)+2 Ll cu +У +<:3 .... дW1 д~1 дw1дcltl ( д2 W1 д2 W1 )} 
д Ф д ~ 1 д R д ~ 1 сЛ:1 1 д R д Ф д R д О( 

Pretpostavljeno resenje i njegove parcija]ne izvode (8-10) unesemo u parci­
јаlпи diferencijalnu jednacinu (1) i granicne uslove (2), zatim izjednaeavanjem koefi-

6* 



84 Katica (StevanoviC) Hedrih 

cijenata uz jednake stepene sa leve i desne strane jednacine i granicnih uslova dobi­
јато da su za еО izrazi identicki medusobom jednaki; а za slucaj е treba da је 

[
'.1 ~ + (1)1 ~](2) W 1 = с2д2 W 1 + (cos \ z - fL1 ~1 sin /..1 z) (cos Ф [2 &31 R (1)1 -
дос д Ф д Z2 

- дд~\ «(1)1 - '.1)] + sin Ф [2 сЛl (1)\ + R д f;t «(1)\ - 'Ј)]} + fo (z, Gt, R, ф), (11) 

(12) 

Glo - = -Ј2 с -- -Ј1fo(, IX, R, ф)-lо(ос, R, ф), д w1 I 2 д2 

.V1 I 1 
д Z z=l д Z2 z=/ 

(13) 

сјте smo dobili diferencijaJnu jednaCinu (11) i granicne uslove (12-13) ро nepozna­
tim funkcijama Wl (z, IX, R, ф), cftl (R, IX) i &31 (R, IX), koje treba odrediti da bis­
то sastavili prvu asimptot~ku aprokf:.imaciju resenja. Za sastavJjanje druge aproksi­
mасјје resenja odgovarajucu parcijalnu diferencijalnu jednacinu ро W2 (z, ос, R, ф) 
i granicne l1S1ove mozemo dobiti iz uslova jednakosti funkcija - koeficijenata uz 
0,2, 8to ovde nееето izracunavati. 

U parcUalnoj diferencijalnoj jednacini i granicnim uslovima (12-13) иуеН 
smo oznake 

( 
д6 д6 дЧ) ) fo (z, IX, R, ф) = f z, Gt, 6, - , - , -, ... 
д! дz дt Z 

(14) 
z=z 

О=В (со. Л\ Z-!L\ /;1 sin "1 z) со. Ф 

д 6 . 
дi= -"'1 R (соз "1 Z-!L\ 1;1 81n ЛI z) .јn Ф 

::="1 R(-.јnЛI Z-!LII;IСОSЛI z)cos Ф 

•••••••••••••• оо •••• оо ••••• ОО •• Ј 

go(oc, R, ф)=g IX, 6,-, -, ... ( 
д6 д6 ) 
д t д z ;=0 

(15) 

[о(ос, R, ф)=l ос, 6,-, -, ... ( 
д6 д6 ) 
д t дz 

О=В (соз Л\ Z-!L\ 1;1 .jn ЛЈ z) со. Ф 

дб 
дi=-"'I R (соз Л\ Z-!LI 1;1 8in 1.1 %) .jn Ф 

дО В' .. 
д z =-Л1 (810 "1 %+!LI '>1 СО. Л1 z) со. Ф 

Z=O 

O=R (со. ЛI Z-!LJ 1;\ sin Л1 z) СО8 Ф 

дО 
дi=-"'\ R (cos 1.1 Z-I-'I 1;1 .јn Л\ z) sin Ф 

дО • 
д; =-л\ R (.In 1.1 z+I-'\1;1 со. Л\ z) cos Ф 

.0' оо оО, '.0 .0 ••• о •• ОО ОО ••••• оо. 

(16) 
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Funkciju Iђ (z, ос, R, ф) pretpostavimo sada kao zbir dveju nepoznatih funk­
СЈја иl (z, ОС, R, ф) i ђ (z, ос, R, ф) pri сети postavljamo uslov da funkcija ђ (z, ос, 
R, ф) zadovoljava diferencijalnujednacinu i homogene granicne uslove, а da funkcija 
иl (z, ОС, R, ф) zadovoljava nehomogene graniCne uslove. Funkciju иl (z, ОС, R, ф) 
pretpostavicemo u obliku 

s tim da zadovoljava sledece granicne uslove 

Iz tih uslova dobijamo da је 

9)1 (ос, R, ф) = 

[ll (10 (ос, R, ф) - ЈЈо (1, ос, R, ф)] + (l + [l2)[J1fo (О, ос, R,ф) + go (ос, R, !р)] 

С /0 (I + [l1 + [l2) 

9)2 (ос, R, ф) = 

[10 (ос, R, ф) - J2 fo (/, ос, R. ф)] - [go (ос, R, ф) + Ј1 fo (О, ос, R, ф)] 

2 С /0 (1 + [l1 + [l2) 

ра је trazena funkcija иl (z, ос, R, ф) oblika 

(17) 

(18) 

(19) 

(20) 

(21) 

Funkcija ђ (z, ос, R, ф) se sada odreduje iz parcijalne diferencijalne jednacine 

+ sin Ф [ 2 сЛl 6)1 + R д д~ (6)1 - \1) ]} , (21) 
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tako da zadovo1java homogene granicne uslove 

G 1 д vJ I = Ј с2 д
2 

v1 I 
Од Ј д 2 ' Z z=O Z z=o 

Gl дV11 =-Ј с2д2Vl/ 
од 2 д 2 ' Z z=l Z z=( 

(23) 

и kojima smo uveli oznaku 

1o*(Z, 0:, R, ~)=Io (Z, 0:, R, ~)_[(y~+cи1~)(2) -
д rx д~ 

- C2~] { Z / [/0 (о:, R, ~) - Ј2 fo (1, 0:, R, ~)](2 (1-l1 + z) + 
д Z2 2 G [о 1 (l + (1-1 + (1-2) \ 

+ [Ј1fo (О, 0:, R, ~) + go (о:, R, ~)J[2 (1 + (1-2) 1- z] )} . (24) 

Funkcija V1 (z, (1.., R,~) пе treba da sadrzi prve harmonike oblika sin ~ 
(COS}.1 Z-(1-1~1 sin }.1Z) i cos ~ (cos }.lZ-(1-1 ~1 sin }.1Z) iz kog us10va сето odrediti 
nepoznate funkcije cf~1(R, q» i c~MR, q». Funkciju Vj(z, (1.., R, ~) potrazimo и obliku 
reda ро sopstvenim funkcijama odgovarajuceg »neporemecenog« sistema 

оо 

v1 (z, 0:, R, ~)= L: vlP(rx, R, ~)(СОS}.рZ-(1-1~рsiп}.рZ), (25) 
р=l 

koja identicki zadovo1java homogene granicne us10ve (23), а u kojoj su kоеfiсiјепti 
razvoja ђ (rx, R, ~) nepoznate funkcije koje treba odrediti. 

Izraz (25) uпеsепlO u diferencija1nu jednacinu (22) tako da dobijamo 

оо • - L lор «(1.., R, ~) (cos Ар z - (.Ll ~p Si11 Ар z) + (cos А1 Z­
р=1 

- (1-1 ~1 sin А1 z) {cos ~ [ - д~1 (си1 -\1) +2('%31 R<u1] + 

+ Si11 ~ [2 си1 cltl + R д ~~1 (cиl -\1) ]}, (26) 

u kojoj smo funkciju lo*(z, rx, R, ~) pretstavili u vidu reda ро sopstvenim fиnkcijama 
Zp(z) 

оо • 
10 * (z, o:,R, ф) = L (Ор (о:, R, ф)(СО~}.р z - (.Ll ~p sin},p z), (27) 

р=1 
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и kome su Ј;р (tt, R, ф) funkcije koeficijenti razvoja poznate funkcije oblika 

/ 

fo:(oc,R,qI)=plol {~JJ~(Z, tt, R, !Ji)(СОSЛрZ-(.Ll~рsiпЛрz)dz+ 
mр 1 

о 

+ (.LJ~ (О, tt, R, ф) + (.L2J; а, tt, R, ф)(соs ~JI- (.Ll ~p sin ;р)} , (28) 

и kojima је uvedena oznaka 

mр = р 10 1 {( 1 + (.L1 2 ~/) (2 ~p + sin 2 ~p) + 4 sin ~p ( - cos ~p + (.Ll ~p sin ~p)} + 
4~p 

/ 

+р10 1 Ј Z/(z)dz+J1Z/(O)+J2Z/(/). (29) 

о 

Izjednaeavanjem funkcija -koeficijenata sa leve i desne strane jednacine (26) 
uz iste sopstvene funkcije (cos Лр Z-fJ.l ~p sin Лр z) dobijamo sistem parcijalnih 
diferencijalnih jednaCina 

[
V ~ + Cil1 ~](2) 1'11 + CiI/ Vl1 = cos!Ji [2 R Cil1 4Јl - д СЛl (Cil1 - V)] + J~1 (tt, R, !Ji) + 
дос дф д!р 

sin !Ji [2 Cil1 c:ltl + R д :;1 (Cil1 - v) Ј' (30) 

[ 

д. д ](2) 2 . 
Vдtt+CillдФ VIP+CiI/pVIP=JOp(oc,R,!Ji), р=2,3,4,.... (31) 

U jednacini (30) funkciju ђ l(tt, R, !Ji)-prikazemo и obliku dvostrukog Fourier-
ovog reda ро ос i !Ji sa nepoznatim koeficijentima razvoja vЂ.n (R), а takode i Љnk­
сјјu J;I(tt, R, ф) sa poznatim koeficijen6ma razvoja Ј;/m n)(R) 

1'11 (ос, R, ф) = 2: 2: v';'г (R) ei(m<li+no<}, т, п = О, ± 1, ± 2, ± 3, , . . (32) 
т п 

(33) 
т п 

/ 2" 2тс 

·(mn) р10 1 {1 Ј Ј Ј ji.( .1. ( Јор (R) - о Z, ос, R, 't') cos ЛрZ-
4,.2 mр 1 

о о о 

2те 2тс 

-(.Ll~рsiпЛрz)е-i(m<li+nOt)dzdфdtt+(.Ll Ј Ј J~(O, ос, R, ф)е-i(m<li+nOt)dфdtt+ 
о о 

2тс 2" 

+(.L2(СОS~Р-fJ.l~рsiп~р) I f J~(l, ос, R, ф)е-i(m<li+nOt)dОСd Ф } , (34) 

о о 
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tako da dobijamo 

m п m п 

+cos Ф [2 RUJ1 ~1 - дд~1 (UJ1 - v) ]+Sin Ф [2 UJ1c!t1 + R дд7 (UJ1-V)]. (35) 

Kako је izraz UJi - (п v + т (ЈЈ1)2 jednak nиЈј kada је ± 1 + т + п = О to 
za te vrednosti koeficijenata т i п izraz е! (т Ф+n а.) dobija vrednost е' (±ф-n а.\ 
te za odredivanje nepoznatih funkcija c!tl (R, ф) i азl (R, ф) dobijamo sledecu 
jednacinu 

СОSФ[2 RUJ1 dВ1 - дд~1 (UJ1"-v) ]+siП Ф [2 сЛ1 (ЈЈ 1 +2дд~1 (UJ1 -v)]+ 

+ 2J~1 (=Fl-n), п (R) еЦ±<Гn<Р) = О. (36) 
п 

Iz poslednje jednacine izjednacavanjem koeficijenata uz cos Ф i sin Ф sa nulom do­
Ыјато sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina za odredivanje nepoznatih 
funkcija сЛl (R, ф) i с%31 (R, ф) 

д сЛl (UJ1 -v) - 2 RUJl 43= L СО (R) е! <1<р, 
д~ о 

д4ј 
2 cJt1 (ЈЈ 1 + R __ 1 (UJ1 -v) = 2: do (R) ејО<р, 

д~ о 

(Ј = О, ± 1, ± 2, . . . , 

gde smo stavili da је veza koeficijenata n= -(Ј i т+ 1 =(Ј, i uveli oznake 
121'21' 

Са (R) = Р 10 1 {~JJJ j~ (z, ОС, R, ф)(соs Л1 z-
4 7t2 т1 1 

о о о 
21' 21' 

(37) 

-[Ll~lsiПЛ1 z)e-i<1<РсоsфdфdосdZ+[L1 Ј Ј j~(O, ОС, R, ф)е-i<1<Рсоsфdфdос+ 
о о 

2 l' 2 l' 

+[L2(СОS~1-[Ll~lSiпџЈ Ј f~(l,ос,R,ф)е-iО<РСОSФdФdос}, ~=ф-ос, (38) 

о о 
I 21' 21' 

do(R)= - (Ј 10 1 {~J Ј Ј j~ (z, rJ., R, ф)(соs Л1 z-
4 7t2 т1 1 

о о о 

21' 21' 

- [Ll ~1 sin Л1 z) е-ја<р sin Ф d Ф drJ. dz + [L1 Ј Ј j~ (О, ОС, R, ф)е-1а<р sin Ф dф doc + 

о о 

21' 21' 

+ [L2 (cos ~1 - [Ll ~1 sin ~1) Ј Ј j~ (l, ОС, R, ф) е-ја<р sin Ф d Ф dOC} . 

о о 
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Resavanjem sistema (37) dobijamo partikularna resenja koja se mogu prihvatiti 
kao funkcije ~l (R, ср) i ~l (R, ср) koje је trebalo odrediti: Ротоси пјјЬ sastavljamo 
jednacine prve aproksimacije za amp1itudu i fazu pobudenog oblika oscilovanja 

(39) 

а=О, ± 1, ±2, .... 

Nepoznate fuilkcUe vl~ (R) koeficijente razvoja u Fourier-ov red dobijamo u 
obliku 

*тn 
тn (R) _ [01 (R) 

Vll - 2 ' 
<»1 - (п v + т <»д2 

za т± 1 +n#О. (40) 

Na sliean пасјп resavamo ijednacine (31) tako da za nepoznatu funkciju 'Јl (z, ос, R, ф) 
dobijamo 

[za р= 1 т± 1 +n#О] т, n=О, ± 1, ±2, ±З, ... , 

сјте smo resili postavljeni zadatak, odredi1i potrebne funkcije za sastavJjanje prve 
aproksimacije resenja za opsti model torzijskih oscilacija vratila sa diskovima i таНm 
poremecajnim raspodeljenim i koncentrisanim spregovima. Za odredivanje resenja 
u drugoj aproksimaciji postupak је sasvim identiean i principijelnih teskoca пета. 
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NONLINEAR TORSIONAL VIВRAТION OF SНAFТ WПН TWO DISKS 

Summary 

111 the paper nonlinear torsional vibration of shaft with two disks is stydid 
with asymptotic method Krilov-Bogoljubov-Mitropoljskij. Also eppersions for the 
first approximation of the solutions and system differentional equations of the first 
approximation for amplitude and phase of the one-frequent1y vibration of the 
nonlinear torsional vibration of shaft with two disks in the case own vibrations and 
the case forced vibrations are derrived. 
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