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NELINEARNE TORZIJSKE OSCILACIJE VRATILA
SA DISKOVIMA NA KRAJEVIMA

Katica (Stevanovié) Hedrih
Uvod

U konstrukcijama reduktora kao konstruktivni elementi javljaju se vratila
sa zup&anicima na krajevima, ili §ire u transmisionim sistemima vratila sa diskovima
na slobodnim krajevima. Zato je od interesa izuditi sve specifi€nosti torzijskih osci-
lacija takvog torzijskog sistema. U ovom radu primenom asimptotske metode
Krilova-Bogoljubova-Mitropoljskog izvedeni su izrazi za prvu aproksimaciju re-
Senja i sistem, diferencijalnih jednaCina prve aproksimacije za amplitudu i fazu
pobudenog oblika oscilovanja vratila sa diskovima na krajevima u uslovima dejstva
poremecajnib raspodeljenih i koncentrisanih torzionih spregova.

Sastavljanje asimptotske aproksimacije reSenja

Pretpostavimo da se model sistema sastoji od vratila kruZnog ili kruZno-prste-
nastog poprefnog preseka polarnog momenta inercije Iy, gustine materijala p,
modula klizanja G, duZine /, i dva kruta
diska aksijalnih momenata inercije mase
za osu vratila J; i J,, a predstavljen je na
slici br. 1. Ako sa 0 (z, ) oznadimo ugao J,
torzije vratila u preseku sa koordinatom :
z, mereno od levog diska u pravcu ose
vratila 1 za opStije uslove dejstva generali-
sanih sila moZemo napisati slede¢u parci-
jalnun diferencijalnu jednadinu

____-cz___._=sf

0?0 0%0 z 26 0696
012 0z? (’

o127 9227 dzat

020 029 920
) Q)

6 3Bopmax panosa 4 (12) 81
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kao parcijalnu diferencijalnu jednacinu torzijskih oscilacija vratila i sledee graniéne
uslove '

029 | d 96 06 0°6 9°6

0
J_—" =GI'—' —€ “307'—’ S T T Ty T Ty s e N 2
1312 imo °az!,=o g( 9z 0t 312 0z ),=0 @
2 2 2
1,280 62 —el(a,e,?—g,a—g,ﬂ,ﬂ,...) . @
0t 02—y ot 0z 0t% 0z 1ot

. 06 00 020 020 .
gde su: ¢ vreme; ¢ mali parametar; f|z, o, 0, —, —, —, —, .. .)—ne)mearna
ot 0z 02 oz
funicija z, «, 6 i njegovih izvoda po z i ¢, perioditka perioda 27 po « i glatka po z
06 06 ) A A )

na intervalu [0, /]; gﬂ(a, 0, — i l(cx, 0,—, —, ... neline-
() z2=0 0 t a z

. y e
t 0z
arne cele racionalne funkcije i njegovih izvoda, i periodiéne funkcije po « perioda

z=]

. . d .
2n. Pretpostavimo da je :;_‘ =v(D)~w; 1=ct, gdeje w, sopstvena kruZna frek-
t

vencija »neporemecenog« oscilovanja.
Pretpostavimo da su. poletni uslovi oblika

0(z,0=p(cos A, z—y, A Isind 2)te...,
(3
20

=q(cosh z—u A\ IsinA 2)+e ...,
87 -0

gde su p i g konstante, A, prvi koren frekventne jednadine »neporemecenog« oscilo-

vanja, koje se dobija za £=0 iz diferencijalne (1) i grani¢nih uslova (2), koja glasi
(+p)k ' :

—_ p‘l y’z) (4)

tgg ;
By B2 -1

& [G
gde je E=al u=3/d, u, =3/, F=01,1, wnzT\/%—sopstvena kruZna fre-

kvencija neporemeéenog oscilovanja. Sopstvena funkcija »neporemedenog« osci-
lovanja za »neporemedene« graniéne uslove je

Z,(2)=C, (cos g—l'iz-—yl £, sin%’—z). (5)

Kako pretpostavljeni poletni uslovi i oblast promene kruZne frekvencije
v (1); T=¢, poremecajnog sprega omogucuju formiranje jednofrekventnih oscilacija
u prvom obliku dinamiSke ravnoteZe i kako su zadovoljeni posebni uslovi [1} za
primenu metode Krilova-Bogoljubova-Mitropoljskog, te aproksimaciju reSenja
trazimo u obliku

8(z, 1)=R(t) [cos A, z—p, §; sin A, 2] cos § +
+€w1(z, o, Ra ¢)+€2w2(2,6(,R,\p)+--., (6)
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u kome su R(#) amplituda i ¢ (f)={¢—a faza osnovnog harmonika asimptotske
aproksimacije reSenja, koje se kao funkcije vremena odreduju iz sistema diferenci-
jalnih jednadina odgovarajuée aproksimacije

=eA R @+ A R+ -+ -, p=¢—a
j—f’=w,—v(v)+eo%1(R,¢>'+s2c931<k,<p>+---, e CIING
T=c¢t,

Potrebni parcijalni izvodi pretpostavljene aproksimacije reSenja (6) imajudci
u vidu (7) su

0%0 2 % w, 2w,
2 —~MN R, (?) (cos A z—p &, sink, z)cos §+¢ pye + €2 Iy e, ®)
00
3 —Rw, (cos A, z—p, E,,sin A, 2) sin zb+s{(cosl z—
—~ &y sin A 2) [ (R, @) cos g — R JB, (R, ) sin ¢] +
0 0\ )
+(v£+m]a¢) wl}-{—sz..., &)
0%0
a—t—2—=—Rw1 (cosr z—u, &, sinh, z) cos¢+e{(cos)\ z—

— i &y sink, 2) [COS‘.D < ‘2£1Rw1+%qéﬁ(“’1_v)> -
¢
—sin¢ <2 w107€'1+Ra(581 (‘01_")>:|+
o9 .

0 2712 .
+lv—+ 0w, — w1}+e2 {(cos Nz—p & sink, 2) (10)
oa oY

.<cos¢[— 0, B, + (@, —v) %z]—smnp[Zw,U%z-kR(m,—v) C%Z]
de

+cos¢[@€'l—5ci‘§i+c%la—;f—l—1ec%f]+sm¢ [—2041 rycgl_ a(%‘ (‘]%1

8 ] Al 2

z)w1 @1 wlac/él 0w, 0*w,
b, —v)+2 + +e....
T4 vp TV R by 7Y ‘”@‘( ORI VaRoa)] :

Pretpostavljeno reSenje i njegove parcijalne izvode (§—10) unesemo u parci-
jalnu diferencijalnu jednadinu (1) i granine uslove (2), zatim izjednadavanjem koefi-

&*
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cijenata uz jednake stepene sa leve 1 desne strane jednaline i grani€nih uslova dobi-
jamo da su za ¢° izrazi identitki medusobom jednaki; a za slu€aj ¢ treba da je

0 o ,0%w, . .
v;;+w15—& wy=¢ o2 4‘((3057‘1:'-'“9-1515”17\13){“)54J 2 B Ro ~

_éﬁ]ﬁl(wlﬂ/)]-ksin 41[204.1w1+R a(;%l (wl~v)J}+ﬁ,(z, «, R, ), eh))
P

0¢
i

Ow 0w, | '

6L, =3t L5 A0 R Dig@R Y, (1)
0z |:=0 02 |i=0

()2
6,2 - 5,e?M 50 e R Y-l R, (3
Z {z=! 7=l

¢ime smo dobili diferencijalnu jednadinu (11) i grani¢ne uslove (12— 13) po nepozna-
tim funkcijama w; (z, o, R, {), 41 (R, ) i P31 (R, «), koje treba odrediti da bis-
‘mo sastavili prvu asimptotsku aproksimaciju reSenja. Za sastavljanje druge aproksi-
macije reSenja odgovarajucu parcijalnu diferencijalnu jednalinu po wj (z, «, R, ¢)
1 grani®ne uslove moZemeo dobiti iz uslova jednakosti funkcija — koeficijenata uz
g2, §to ovde nefemo izrafunavati.

U parcijalnoj diferencijalnoj jedna&ini i graniénim uslovima (12—13) uveli
smo oznake

08 00 026
£y o R, ¢)=f(z, “’G’E’EE’})—F’”') _ (14)
0=R (cos A1 z~; &) sin &g 2) cos ¢
a——’e=—m1 R(cos Xy z—uq Ey sin Ay z) sin ¢
g—g=)\1 R(—sinA z—p1 E1cos Ay z)cos §

20 26

,.R, = ,ey—’ 3 s
& (% R, §) g(a PR ),=o (15)

0=R (cos A; z—1£1 £y sind; 2) cos &

X:]
5—‘-=-—m1 R (cos Ay z—pq E1 sin &g 2)sin ¢

08 .
3—2—=—7\1 R (sin A1 24441 §y cos Ay 2) cos §

...............................

I, (o R, ¢)=1(a, 5,20 28 )

—_ E) _— 3 v
dt 0z z=0
0=R (cos A z—p; &) sin Ay z) cos ¢

I'X)
E————m; R (cos Xy z—r1 Eg sin Aq £) sin ¢

20
a—‘-_=-l‘ R (sin Ay z-i_—y.l Ejcos Ay z)cos ¢

...............................

B I T T



Nelinearne torzijske oscilacije vratila sa diskovima na krajevima 85

Funkciju w) (z, «, R, {) pretpostavimo sada kao zbir dveju nepoznatih funk-
cija uy (z, @, R, §) i v{ (2, «, R, {) pri Semu postavljamo uslov da funkcija v; (z, «,
R, ¢) zadovoljava diferencijalnu jednadinu i homogene grani¢ne uslove, a da funkcija
u1 (z, «, R, {) zadovoljava nehomogene granine uslove. Funkcuu uy(z,0, R, §)
pretpostawcemo u obliku

u,(z, a, R, {) =D, («, R, $)z+ D, (a, R, {1 2%, an

s tim da zadovoljava sledeée grani¢ne uslove

2
Gloé—ul =J1C2 “ +J1f;)(0’ o, R’ "p)‘*‘go(“’ ‘R’ 4))’
Z }z=0 a 2 z=0
(18)
0 0%
G2 SNy a R )+, (@ R, ).
Z | z=l z=l
Iz tih uslova dobijamo da je
%1 (“s R, ‘p) =
willy (e R ) =T fo (s o, R, O]+ (1 +p) [T,/ (0, &, R{Y) +g,(x, R, ¢)] (19)

CL(1+p+py)
?)2 (d, R, ‘p):

[lo (0(, R’ '\[’)_sz;) (l’ %, R. "p)] “[go (O(, R’ ¢)+Jlﬁ)(0’ o, R’ 4’)] (20)
2C 1, (1+py+1y) ’

pa je traZena funkcija u, (z, «, R, {) oblika

zZ
s %y -R’ = [} 3 -R, -J 0 l, ,.R, 2 l
u (z, @ ¢) 261, 1+ 0+ 1) {[o("c \P) 2Jo s @ \P)]( wl+2)+

+[31 /60, @, R +25 (%, R, PII2 (1 +p,) 1 - 2]} @)

Funkcija v{ (z, «, R, {) se sada odreduje iz parcijalne diferencijalne jednaéiﬁe

c) c) 2 a v

+(cos A z—p, & sin A, z){cos ¢ [2 Ro, B, - 0_:_@ (o, —v)] +
P

+sin¢[2aélwl+k%<wl—v>]}, (22)
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tako da zadovoljava homogene graniéne uslove

2
| -5 efn |
0z |,=0 0z% | ;=0
) 23)
GIOQV—l =—J202a e ,
02 |24 02z | o
u kojima smo uveli oznaku
0 o\
j;)*(z, «, R, q/)=f0(z, o, R, ql)——[(\,g;-i-mlﬁ) -
29 { z <[10 @ R, Q) =T, £, (1, %, R, )] R, [ +2)+
022 |2 G LI (1 +p, +u,) .
P, A0, @ R, §)+8,( R, Y] +uz)l-z1>}. @4)

Funkcija vy (z, o, R, §) ne treba da sadrZi prve harmonike oblika sin ¢
(cos Ay z— &1 sin A12) 1 cos ¢ (cos Ajz—y &) sin A12) iz kog uslova éemo odrediti
nepoznate funkcije 4,(R, @) i B1(R, ¢). Funkciju vy(z, o, R, {) potraZimo u obliku
reda po sopstvenim funkcijama odgovarajueg »neporemecenog« sistema

v (2, 0 R, )= > v, (a R, ) (cos h,z -y, &, sin }, 2), (25)
p=1

koja identi¢ki zadovoljava homogene grani¢ne uslove (23), a u kojoj su koeficijenti
razvoja v (¢, R, $) nepoznate funkcije koje treba odrediti.
Izraz (25) unesemo u diferencijalnu jednadinu (22) tako da dobijamo

2 . 0 0\
> (cos)\‘,,z—p.lEI,sm)\l,z)[(v()—o{-ko)l ———) v1p+‘°p2"1p]=

oy

p=1

L .
= > foo(at, R, ) (cosh,z—p, E, sink, z)+(cos Az~
p=1

~u & sin z)[cos g [~—a—a9€1 (wl-v)+2c%lRm,]+
P

+sin \})[2 o, A +R ! (o —v)]}, (26)
o9

u kojoj smo funkciju fo*(z, «, R, {) pretstavili u vidu reda po sopstvenim funkcijama
Z,(2)
14

£5 (2 R D) =S fon (o R, §) (005 k) z —p, £, sin'h, 2), 27)
p=1 .
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u kome su f;,, («, R, §) funkcije koeficijenti razvoja poznate funkcije oblika

ﬁ),»(fx, ,<p)—PI° { ffo(z o R, §)(cosh,z—p, €, sin},2)dz +

Funfo (0 a R, )+ fo(ly 4, R, §)(cos &, — i, £, sin z,,,)] , 28)

u kojima je uvedena oznaka

mp=p—4£2—l{(l F ) (28, +5in28)+4sink, (—cosE, +p &, sin§,)} +

/4
{

tplyl f Z2()dz+3, 2, 0)+ T, 2,2 (). (29)

Izjednadavanjem funkcija — koeficijenata sa leve i desne strane jednadine (26)
uz iste sopstvene funkcije (cos?, z—y.IE sin,z) dobijamo sistem parcijalnih
diferencijalnih jednadina

0 o 1® .
v—+o, —| v+, =cosy 2R‘°1<y681_ad41(°’1—") +fo1(x, R, $)+
ou  0Y o9

sin ¢ [2 0, oA +R?§’68—1 (o, —v)], 30)
D

0 0@ 2 .
V——+m1 v1p+wlpv1p=f0_p(a,R, Lp), p=2, 3, 4,...- (31)
0o oY
U jednadini (30) funkciju vy («, R, ¢)prikaZemo u obliku dvostrukog Fourier-
ovog reda po « i  sa nepoznatim koeficijentima razvoja vii" (R), a takode i funk-
ciju foi(o, R, {) sa poznatim koeficijentima razvoja foi”" "(R)

vy (@ R, ) =2 2 VT (R) e m¥+m® m n=0, £ 1, £2, £3, ,.. (32)
Jor (o, R, §) =23 foi" ™ (Ryelmé+na, (33)
!l 2r 2m
* (m n) PII
for ~ (R)= fo(z o R, ) (cosr, z~
27t 2xw

-k, sinkpz)e“"('""”'"“)dzd&l)da+p.,f f £o(0, o, R, {)e-itm¥+n g do+
0
2w 2w

- (‘LZ(COSEp p,lg sin Ep) fffo(l «, R 4})e—l(nlw+na)dad¢] 349

0
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tako da dobijamo

22 (R [o7 = (rv+ ma] e en = 33 foi" (R) el mban 4
m n

+cos¢[2Rm15& dﬁ‘(wl—v>]+sm¢[2wmle+1t ﬁl(w—v)] (35)

Kako je izraz m1~(nv+mml)2 jednak nuli kada je +14+m+n=0 to
za te vrednosti koeficijenata m i n izraz el ¢"¥%+n® dobija vrednost e (E¥-n%),
te za odredivanje nepoznatih funkeija 4, (R, ¢) i B, (R, $) dobijamo sledecu
jednadinu

cos<{)[2Rm“@1 9oty (ml—-v)]+smq;[204-lml+2 B (w, —v)]

+Zf01(’F1 n), "(R)ex(:!:cp ne) (). (36)

Iz poslednje jednaline izjednadavanjem koeficijenata uz cos¢ i sind sa nulom do-
bijamo sistem parcijalnih diferencijalnih jedna€ina za odredivanje nepoznatih

funkcija A1 (R, §) i Bi (R, §)

adz&‘(w,—v)—Z Rcolc%———Zco(R)e”ﬂP,
¢
2 Ao, +R Og‘(mx-v) Zd (R) &' o, , 37

c—O, +1, +£2,...,

gde smo stavili da je veza koeficijenata n=—oc i m+4-1=o0, 1 uveli oznake
|l 272~

ca(R)=—eil—{—l—fff f;(z,oc, R, {)(cosr, z—
dn2m | 1
000

2n 2w
—u, & sin ) z)e"i°¢cosq)d¢dmdz+ulf f f0(0, o R, Y)e~i®cos$ddat
0 0

21 2%
+§Lz(cos£1—~p.lilsin21)fff;(l,oc, R, q,)e—iwcosq,dq,da], o=d—a (38)
0 0

27 2m

do(R)=—{ﬂLg’m—{ ffffo(z % R, $) (o5, 2

2w 27w

~g1£1sin7\lz)e‘“’¢simpdu[;docdz+ptlfff;(os % R, d)e~!*sindddo+

0
2t 2w

+ 1, (COs By —p, £, sin£y) fol, o R, {)e-ioesinyd dal.
I |
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. ResSavanjem sistema (37) dobijamo partikularna reSenja koja se mogu prihvatiti
kao funkcije A1 (R, 9) i B1 (R, 9) koje je trebalo odrediti : Pomoéu njih sastavljamo
jedna&ine prve aproksimacije za amplitudu i fazu pobudenog oblika oscilovanja

fi-ﬁ=sz io(w—v)cg(R)+20,d, (R)

dt o 40)1—'62(03 —v)2 "
d_<p= _ iO'(O)l V)d (R) ZQICU(R) elo 39
PRTTMCETI S v, st L 39)

=0, +1, +£2,..

mn

Nepoznate funkcije vip (R) koeficijente razvoja u Fourier-ov red dobijamo u
obliku

5;“" (R)

"ll’l
(R s
)= —(nv+mae)?

za m+1+n#£0. (40)

Na sli¢an nadin refavamo i jednadine (31) tako da za nepoznatu funkciju vy (z, «, R, §)
dobijamo

* (mn)
v, (z, & R, {)= zzz Sop " (R)

( ” )zez(nt¢+na) (0057\ z— p,lg sm)\ z), (41)
o mT el — (vt mey

[za p=1 m+14n+£0] mn=0, £1, 2, +3,.

¢ime smo redili postavljeni zadatak, odredili potrebne funkcije za sastavljanje prve
aproksimacije reSenja za op$ti model torzijskih oscilacija vratila sa diskovima i malim
poremedajnim raspodeljenim i koncentrisanim spregovima. Za odredivanje refenja
u drugoj aproksimaciji postupak je sasvim identian i principijelnih te$koéa nema.
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' NONLINEAR TORSIONAL VIBRATION OF SHAFT WITH TWO DISKS

Summary

In the paper nonlinear torsional vibration of shaft with two disks is stydid
with asymptotic method Krilov-Bogoljubov-Mitropoljskij. Also eppersions for the
first approximation of the solutions and system differentional equations of the first
approximation for amplitude and phase of the one-frequently vibration of the
nonlinear torsional vibration of shaft with two disks in the case own vibrations and
the case forced vibrations are derrived.
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