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O KOMUTATIVNOSTI OPERATORA VARIRANJA I DIFEREN-
CIRANJA U MEHANICI NEHOLONOMNIH SISTEMA

Vukman Covié

Cilj ovoga rada je da se pokaZe da u sluéaju izohronih varijacija, primenjujudi
pravila varijacionog rauna, postoji jedinstven pristup u formiranju integralnog
principa za neholonomne mehanicke sisteme. Opovrgava se teza data u [3], [4], [5]
i dr., po kojoj postoje dva ravnopravna pravila variranja: jedno koje zastupa Suslov
a drugo koje zastupa Helder (videti, na primer, [3] i [4]). -

1. Prema shvatanju G. K. Suslova [1] Hamiltonov princip
h
[ sLar-o, ¢y
t
nije primenljiv u sludaju mehani¢kih sistema podvrgnutih neholonomnim vezama
oblika*
¢'=b:q%  bi=bi(g' ..., ¢ @
Uzimajuéi, prema [1], da je
3¢ =38 (b:4%), | €)

zaista se pokazuje da je (1) u razmatranom slugaju neprimenljivo. Naime (zadrZimo
se radi jednostavnosti na Capljiginovim sistemima), posto je

fSLdt j[—-—sq o 8q°‘+——8(baq°‘)]dt,
q-

* Indeksi 7, j, k, s uzimaju vrednosti od 1 do n;

a, Bilem v,p,0:m+1,..., m+l=n,

33
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i posto je .
OL_d0L_d 0Ly 9Lt dolr L5 ok,
dg® dtogq* dtogq ~ 0q* dt dq* dg°\oq* ogq°)

gde je

L* =L (g"=b3q"),
sledi da je

nH

i
£ 3 *
fSLdt=f(aL 4 29L )Sq“dt, )
oq* dt 0g°
to t

0

$to bi pod pretpostavkom da vaZzi (1) dovelo do pogresnih diferencijalnih jednacina
kretanja razmatranog neholonomnog mehanikog sistema. ’

Suslov je smatrao da je u slu¢aju neholonomnih mehani€kih sistema potrebno
transformisati LagranZ-Dalamberov princip u integralni princip iz koga ¢e slediti
diferencijalne jednacdine kretanja.

Pri tome Suslov je uzeo da vaZi

d .
£ 8q*—5¢*=0, 5
Rl &)
1 koristedi relacije ‘
7=big% 3q=bl3¢", ©)
uzeo da je
d v v d v a v a
—(3¢)-3¢"=— (039"~ 8 (baq®), ™
dt dt

$to je dovelo do traZenog integralnog principa u obliku

t

f SL+ a.L(‘)b“+‘)b“bg—,?-b—ﬁ—‘)b‘*bg)4asq« dt=0, ®)
0q" \0g® 0¢° 0q* 0q°

ty

iz koga slede tadne jednaline kretanja razmatranog mehaniCkog sistema.
U ovom sluéaju lako je pokazati, ako je, prema Suslovu,

3q"=3(b:q"), ©)
da sledi relacija

SL=3L*

§to ga je navelo, uzimajuéi u obzir (4) da formuli$e novi integralni princip (8).
2. Helder je usvom radu [2] opovrgao glediSte koje je izneo Herc u [6], po kome
je Hamiltonov princip neprimenljiv u sludaju neholonomnih mehanickih sistema.

Naime, Helder je smatrao, potpuno ispravno, da je Hamiltonov princip,
uzimajuéi u obzir da je izveden iz LagranZ—Dalamberovog principa, primen-
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Jiiv¥ i u slufaju neholonomnih sistema poS§to je i ovaj drugi primenljiv u
tom sludaju.

Prema Helderu greska u [6] proisti€e iz &injenice da se tamo smatra da i na va-
riranoj putanji veze zadovoljavaju isti uslov kao i na stvarnoj, tj. smatra se da vazi

Sév =9 (b: éa)’

§to predstavlja uslov (9) primenjen u Suslovljevom radu [1].
Helder uop$te ne dovodi u sumnju relaciju

d .
— 34k -34gk=0,

dt
za sve koordinate. On napominje poznatu &injenicu da zahtev (9) nametnut variranoj
putanji dovodi do varijacionog zadatka

7]
5 [ [L+2,(@°—BE g™ di=0, ‘ an
fo

a veze izmedu varijacija, koje su u skladu sa mehani€kim principima, i koje su date
u obliku

89" =b; 34" (12)
dovode do varijacionog zadatka

H

[ 8L+6,(3¢° 858 ¢%)]dt=0. (13)

L)

Razlika izmedu (11) i (13) je oligledna. Zadatak (11) predstavlja takozvaui
vezani varijacioni problem i izraZava uslov stacionarnosti razmatranog funkcionala.
Zadatak (13) ne izraZava uslov stacionarnosti funkcionala i po tome se bitno razlikuje
Hamiltonov princip za neholonomne mehanicke sisteme od toga principa za holo-
nomne sisteme. O¢igledno, u sluaju neholonomnih sistema Hamiltonov princip
gubi svoje osnovno svojstvo.

3. Suslov je u [1] koristio istovremeno relacije (9) i (12) i formirao integralni
princip (8) iz koga slede taéne diferencijalune jednadine kretanja. PokaZimo prvo da
(9) 1 (12) predstavljaju razlidite tipove varijacija i da se ne mogu istovremeno koristiti
a zatim, kako je u [1] dobijen tacan rezultat.

Uzimajuéi da vaZi (9), tj. da je

YA .
8q"=a—qkq°‘8q"+b18q,

* U sludaju neholonomnih sistema Hamiltonov princip nema osobine koje ga bitno
razlikuju od transformisanog LagranZ-Dalamberovog principa (videti [8]).
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i uzimaju¢i da su operatori variranja i diferenciranja, u skladu sa varijacionim ra-
Sunom, uvek komutativni (varijacije su izohrone), dobijamo da je

d d by oby 0by by p)- d .,
—_— v . P __ e ___ = % B I3
759 (aq,,)qu {(aqu o agr )7, 3 Be0d), (9

odakle, primenjujuéi uslov & q(k,o)=0, dobijamo

t
Sq' =0y f Yo voag® S g  dt+ b, 34", (15)
to
pri emu je
®y — fundamentalna matrica homogenog dela sistema diferencijalnih jed
naCina (14),
o = 8;,

Y absb Y

e _ \
Yot YBa = ou aq avb°

Sada je oligledna razlika izmedu varijacija odredenih relacijama (9) i (12).

Ako uzmemo u obzir & cm_pemcu da su neholonomne veze nemtegrabllne vari-
jacije (9) tj. (15) svode se na varijacije (12) ako je ispunjen uslov

1% ¢* =0, (16)

koji povecava broj zavisnih varijacija a to nije u skladu sa proizvoljno$éu 3 g,. lzraz
(16) moZe da bude ispunjen i u jednom specijalnom sludaju. Uzmimo, naime, da je

3‘1¢=7\dqu,

odakle je, s obzirom na antisimetriju sistema Y5 po donjim indeksima,

A veadg®* dg®=0. 17
Ovaj poslednji sludaj predstavija variranje trajektorije u sebe samu i on je
pomenut u [2] u slucaju jedne neholonomne veze.
U svim ostalim sluajevima varijacije (9) i (12) se ne poklapaju.
Ostaje da se pokaZe zasto je Suslovljeva relacija (8) uprkos dinjenici da se
koriste istovremeno izrazi (9) i (12) — taéna.
Podimo od izraza*

f
[3La=o, (18)
t

pri éemu ¢emo uzeti da su operatori variranja i diferenciranja komutativni. Posto
koriséenje mehaniCkih principa zahteva da, s obzirom na (2), vaZi relacija (12),
tada ée biti

. d d
Sqg'=--8¢"=— (b, 8g%). 19
¢'=-% dt( g% (19)

* za koji se u [1] pokazuje da ne vaZi u sludaju neholonomnih mehani¢kih sistema,

P T T OO T N STy TPy g oy e |
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Sada (18) dobija oblik

t

oL oL d
b ) ldt=0
f[ﬂq" 1 og° ¢ 0¢"d )]

%

pa, uzimajuéi u obzir da je

OL _0L* 0L},

oL oL* JL,,
0¢° 0¢° g

f[u*+

fo
8to prema (10) predstavlja Suslovljev rezultat (8).

Uzimajuéi u obzir da se LagranZ-Dalamberov princip (na primer za slucaj
konzervativnih sistema)

konaéno dobijamo

oL .
=Y 4° Sq“] dt=0, (20)

d oL OL
—_——— Sg%=0,
(dt oq* dq) 7

moZe dovesti na oblik

131
oL oL -, OL d
——3qF 4 —= d¥gF + — k —8 dt=0, 21
f[aqkq o akd 99 - q] 21)

f

pri ¢emu su iskori§€eni uslovi

ngo)=8q(’;n)=0’

jasno je da bilo kakva pretpostavka o vrednosti Sq"‘ ne moZe da uti¢e na konaéni
rezultat pri transformaciji (21). Time je i objaSnjeno kako se u [1], kori§éenjem (9)
umesto (19), dobio tadan rezultat.

4, Razmotrimo transformisani izraz LagranZ-Dalamberovog principa u ob-
liku (slu¢aj nekonzervativnih sistema)

%(dq qk) (q k+«3—§—k$¢']k) Zj"( 3 gk~ Sq) 0,8¢=0. (22

Pretpostavimo da su varijacije 8¢* nezavisne (holonoman sistem) i uvedimo u skladu
sa poslednjom primedbom u ta&ki 3., da je

0
a"("w Sq)—fk(q 7 8-, 23)
g~ \dt
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Integracijom (22), uz uslove

8 Gy =3 gl = 0
dobijamo

oL oL oL (d
g+ ——3 )+__( Sqk-38 )+ dgk|dt=0,
f [aq o q oo \ar g*—34*)+ 0, 3¢

&

odakle, koris¢enjem (23), nalazibmo da je
oL oL
f[—Sq 2L kqu+<fk+Qk)sq] -0,

i ponovnim kori$éenjem (23) dobijamo

3118 oL d

o q<= A —3q*— £, 8q5,

§to, zajedno sa (24), dovodi do

L4

oL oL d

— 3¢ +——8q*+Q, 34" |dt=0,

f[aqkq Y q*+ Oy q]
to

ili

oL d oL
———— dqkdt=0,
f(()q dr gk Q") e
to
tj. do principa Hamiltona-Ostrogradskog.
Da proizvoljnost funkcije

fk =fk (qi’ q.i),

@4

@5

koja figuriSe u (23) ne uti€e na konadan rezaltat primeceno je i u [7] gde je uzeto

da je
k= T Qk)

$to je u sludaju nekonzervativnog mehanickog sistema dovelo do principa

L5}
‘SfLﬁ=
to

Of€igledno je da izmena pravila varijacionog raéuna moZe da dovede do formi-
ranja proizvoljnog broja »nekomutativnih« varijacionih principa. Medutim, tada
bi bilo svrsishodno prethodno objasniti §ta se podrazumeva pod pojmom varijacije

funkcije,
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5. Kao zakljufak primetimo sledeCe. Postoji samo jedno pravilo variranja
kada su u pitanju izohrone varijacije: operatori variranja i diferenciranja komuta-
tivni su. Dva nafina variranja koje i do danaS$njih dana literatura obrazlaZe (videti,
na primer, [3}, [4] i [5]) i ravnopravno ih tretira, posledica su nepreciznosti koju je
jo§ Helder uodio a koja je u ovom radu analizirana na primeru rezultata rada [1].
Jo$§ manje je opravdano da se uvode i nova pravila variranja a da se pri tome ne
izmeni definicija varijacije funkcije.
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SUR LA COMMUTATIVITE DES OPERATEURS DE VARIATION ET DE
DIFFERENTIATION DANS LA MECANIQUE DES SYSTEMES
NON HOLONOMES

Résumé

11 est démontré qu’on ne peut, lors de I’établissement des principes intégraux
dans la mécanique des systémes non holonomes, appliquer les régles non commuta-
tives de variation et de différentiation. Deux modes différents de variations, qu’on
peut trouver dans la litérature ([3], [4], [5] et a.) résultent de inprécision remarquée
déja dans’ [1].

On montre également que Pintroduction de nouveaux principes »non com-
mutatifs« de la mécanique n’est pas justifiée.

Vukman Covié
Maginski fakultet
11000 Beograd



