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О KOMUТATIVNOSТI OPERATORA VARIRANJA 1 DIFEREN­
CIRANJA U МEНANICI NEHOLONOМNIН SISТEMA 

Vukman Covic 

СјЈј ovoga rada је da se pokaze da u sIueaju izohronih varijacija, primenjujuci 
pravila varijacionog racuna, postoji jedinstven pristup u formiranju integralnog 
principa za neholonomne mehanicke sisteme. Opovrgava se teza data U [3], [4], [5] 
i dr., ро kojoj postoje dva ravnopravna pravila variranja: jedno koje zastupa Suslov 
а drugo koje zastupa Helder (videti, па primer, [3] i [4]). 

1. Prema shvatanju G. К. Suslova [1] Hamiltonov princip 

ft 

Ј '8Ldt=O, (1) 
10 

luje primenljiv u sIueaju mehanickih sistema podvrgnutih neholonomnim vezama 
oblika* 

(2) 

Uzimajuci, prema [1], da је 

(3) 

zaista se pokazuje da је (1) u rаzщatrапоm sIueaju neprimenljivo. Naime (zadrzimo 
se radi jednostavnosti па Capljiginovim sistemima), posto је 

J11 Ј~l[дL дL· дL ,,] 
8Ldt= -. -8qa.+-.-8 qa.+-.-8(ba.qa.) dt, 

дqа. д qa. дq' -
10 10 

* Indeksi ј, ј, k, s uzimaju vrednosti od 1 do п; 

IX, [3:1+m; v, р, 6:m+ 1, ... , m+l=n. 
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P05to Је 

дL dдL d дLь·v_дL* dдL* дL(дЬ~ дb~\.~ ------- ------- --- q 
дq"" dt дс]" dt дqV '" дqrt dt дqrt дqV дqrt дq~} , 

gde је 

sledi da је 

Ј" Ј"(д L* d д L*) 8Ldt= --- -.- 8qrt dt, 
дq"" dt д qrt 

(4) 

10 10 

5tO Ы pod pretpostavkom da vazi (1) dovelo do pogre5nih diferencijalnih jednacilla 
kretanja razmatranog neholonomnog mehanickog sistema. . 

Suslov је smatrao da је u slucaju neholonomnih mehanickih sistema potrebno 
transformisati Lagranz-Dalamberov princip u integralni princip iz koga се slediti 
diferencijalne jednaCine kretanja. 

Pri tome Suslov је uzeo da vazi 

i koristeCi relacije 

LlZCO da је 

d ~ rt ~.a. О -oq -oq = , 

dt 

.• bV • rt q = rtq, 

~ (а qV) - а qV = ~ (b~ а q"') - а (b~ ч"'), 
dt dt 

5tO је dovelo do trazenog integralnog principa u obliku 

1, 

Ј [~L дL (дb~ дb~bP дb~ дb~bP) .~~ rt]d-O о + -.- --+- !S-:---- rt q oq t-, 
дqV дq~ дqР дq"" дqР 

10 

iz koga slede tacne jednaCine kretanja razrnatranog mehanickog sistema. 
U ОУот slucaju lako је pokazati, ako је, prema Suslovu, 

а ч' = О (b~ q""), 
da sledi relacija 

8L=8L*, 

8tO ga је пауеlо, uzimajuCi u obzir (4) da formu1iSe поуј integralni ргјпсјр (8). 

(5) 

(6) 

(7) 

(8) 

(9) 

2. Helder је u svom radu [2] opovrgao gledi5te koje је izn~o Herc u [6], ро kome 
је Hami1tonov princip neprimenljiv u slucaju neholonomnih mehanickih sistema. 

Naime, Helder је smatrao, potpuno ispravno, da је Hamiltonov princip, 
uzimajuCi u obzir da је izveden iz Lagranz-Dalamberovog principa, primen-
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lјју* i u sIucaju neholonomnih sistema po15to је i оуај drugi primen1jiv u 
tom sIucaju. 

Prema Helderu gre15ka u [6] proistice iz сјпјепјсе da se taino smatra da i па уа­
riranoj putanji veze zadovoljavaju isti uslov kao i па stvarnoj, tj. smatra se da vazi 

15to predstavlja uslov (9) primenjen и Suslovljevom radu [1]. 
Helder uopste пе dovodi u -sumnju relaciju 

za sve koordinate. Оп napominje poznatu cinjenicu da zahtev (9) nametnut variranoj 
putanji dovodi do varijacionog zadatka 

IJ 

~ Ј [L+\(qP-Ь~q'")]dt=О, (11) 
10 

а veze izmedu varijacija, koje su u skladu sa mehanickim principima, i koje su date 
u obliku 

02) 

dovode do varijacionog zadatka 

1, 

Ј [8 L + бр (8 qP - b~ ~ q'")] dt = О. (l3) 
10 

Razlika izmedu (11) i (13) је ocigledna. Zadatak (Ј 1) predstavlja takozvani 
vezani varijacioni problem i iZlazava uslov stacionarnosti razmatranog funkcionala. 
Zadatak (13) пе izrazava uslov stacionarnosti funkcionala i ро tome se bitno razlikuje 
Hamiltonov princip za neholonomne mehanicke sisteme od toga principa za holo­
nomne sisteme. Ocigledno, u slueaju neholonomnih sistema Hamiltonov princip 
gubi svoje osnovno svojstvo. 

3. Suslov је u [1] koristio istovremeno relacije (9) i (12) i formirao integralni 
princip (8) iz koga sIede tacne diferencijalne jednacine kretanja. Pokazimo prvo da 
(9) i (12) pred5tavljaju razlicite tipove varijacija i da se ne mogu istovremeno koristiti 
а zatim, kako је u [1] dobijen taean rezuItat. 

UzimajuCi da vazi (9), tj. da је 

* U slucaju neholonomnih sistema HamiItonov РППСЈР пета osobine koje ga bitno 
razlikuju od transformisanog Lagranz-Dalamberovog principa (videti [8]). 
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i uzimajuci da 5и operatori variranja i diferenciranja, u skladu sa varijacionim ra­
cunom, uvek komutativni (varijacije su izohrone), dobijamo da је 

d 8 • (д b~) 8 Р _ [(д b~ д b~ д b~ ЬР) .~] 8 а; d (Ь' 8" 
dt q - д qP (1) q - д q" - д q~ - д qP [ј q (1) q + dt оф) q), 

odakle, primenjujuci uslov 8 qt,o) = О, dobijanlO . 
, 

8 q' = Фв Ј 1jJ~ "(~ q~ ~ qa; dt + b~ 8 q", 
'0 

pri сети је 

(14) 

(15) 

Ф е - fиndamel1tall1a matrica homogel1og dela sistema diferel1cijalnih jed 
l1асјl1а (14), 

Фв Ф:= 8;, 
Р Р д b~ д b~ • д b~ v 

"(ос[; = -"([ја; = дqfJ.+ дq' Ьа,- дq' Ь[ј. 

Sada је ocigledna raz1ika izmedu varijacija odredenih relacijama (9) i (12). 
Ako uzmemo u obzir Cinjenicu da su пеЬоlопотпе veze neil1tegrabilne, vari­

јасјје (9) tj. (15) svode se па varijacije (12) ako је ispul1jen uslov 

(16) 

koji роуесауа broj zavisnih varijacija а to nјје и skladu sa proizvoljnoscu 8 qfJ.' Izraz 
(16) moze da bude ispunjen i u jedl10m specijalnom slucaju. Uzmimo, nајте, da је 

8qa,= лdq", 

odakle је, s obzirom па antisimetriju sistema "(~[j ро donjim indeksima, 

л "(~[j dq" dq~ = О. (17) 

Оуај poslednji slucaj predstavlja variranje trajektorije u sebe samu i оп је 
pomenut u [2] u slueaju jedne neholonomne veze. 

U svim ostaIim slucajevima varijacije (9) i (12) se ne poklapaju. 
Ostaje da se pokaze zasto је Suslovljeva relacija (8) uprkos Cilljellici da se 

koriste istovremeno izrazi (9) i (12) - tacna. 
Podimo od izraza * 

11 

Ј 8Ldt=0, (18) 
10 

pri сети сето uzeti da su operatori variranja i diferel1cirallja komutativlli. Posto 
koriscerije mehallickih principa zahteva da, s obzirom па (2), vazi relacija (12), 
tada се biti 

~ . • d ~. d (Ь' ~ ") oq =--oq =- a,oq . 
dt dt 

(19) 

* za koji sc u [1] pokazuje da пе vaZi u slucaju neholonomnih mehanickih sistema. 
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Sada (18) dobija oblik 

11 

-3qk+-. 3q"'+-. -(b~8q") dt=O, Ј [д L д L· д L d ] 
д qk д q" д qV dt 

'о 

ра, uzimajuci и obzir da је 

konacno dobijamo 

'1 
Ј [3L*+ ~ty y~~q~Bq"]dt=O, (20) 

'о 

8to prema (10) predstavlja Suslovljev rezu1tat (8). 

Uzimajuci u obzir da se LagгаnZ-DаlаmЬегоv princip (па primer za sIueaj 
konzervativnih sistema) 

moze dovesti па oblik 

'1 
-8qk+-. 3qk+-. _(3 qk) --о 8 qk dt=O, Ј [дL дL· дL d дL· ] 
дqk дqk дqk dt дqk 

(21) 

10 

pri сети su iskorisceni uslovi 

8 qt,o> = 8 qt,J) = О, 

jasno је da ЬНо kakva pretpostavka о vrednosti 8qk пе moze da utiee па konacni 
rezu1tat pri transformaciji (21). Тјте је i оЬја8njепо kako se u [IЈ, kori8cenjem (9) 
umesto (19), dobio taean rezultat. 

4. Razmotrimo transformisani izraz Lagranz-Da1amberovog principa и оЬ-
1iku (slueaj nekonzervativnih sistema) 

~(д~ 3qk)-(~8qk+ д~ 8tt) _ д~ (~3 qk -8 (/) -QkВqk=О. 
dt ,д qk д qk д qk д qk dt 

(22) 

Pretpostavimo da su varijacije 8qk nezavisne (ћоl0потап sistem) i uvedimo u skladu 
sa poslednjom primedbom и tacki 3., da је 

(23) 
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Integracijom (22), uz uslove 

dobijamo 

odakle, koriseenjem (23), llalazimo da је 

10 

i ponovllim koriscelljem (23) dobijamo 

дL 1)' k = дL ~ 1) k _ .. 1) k 

дё/ q дl/ dt q Ј k q, 

sto, zajedllo sa (24), dovodi do 

ili 
1, 

Ј( дL d дL ) k ----о +Qk oq dt=O, 
дqk dt дqk 

~ , 
tj. do РГШСlра Hamiltona-Ostrogradskog. 

Da proizvoljnost funkcije 

(24) 

(25) 

koja figurise u (23) пе utice па konacan rezUltat primeceno је i u [7] gde је uzeto 
da је 

sto је u slueaju nekonzervativnog mehanickog sistema dovelo do principa 

11 

"о f Ldt=O. 
10 

OCigledllo је da izmena pravila varijacionog racuna moze da dovede do formi­
ranja proizvoljnog broja »nekomutativnih« varijacionih principa. Medutim, tada 
Ьј bilo svrsishodno prethodno objasniti sta se podrazumeva pod ројтот varijacije 
funkcije. 
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5. Као zaklju<:ak primetimo sIedece. Postoji samo jedno ргаvПо variranja 
kada su и pitanju izohrone varijacije: operatori variranja i diferenciranja komuta­
tivni su. Dva nacina variranja koje i do dana!!njih dana Iiteratura obrazlaze (videti, 
па primer, [3Ј, [4Ј i [5Ј) i ravnopravno ih tretira, posledica &и nepreciznosti koju је 
јо!! Helder иоСјо а koja је и оуот radu anaIizirana па primeru rezultata rada [IЈ. 
Јо!! тапје је opravdano da se uvode i поуа pravila variranja а da se pri tome пе 
јzшепј definicija varijacUe fиnkcije. 
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SUR LA СОММUТАТIVIТЁ DES OPERATEURS DE VARIAТION ЕТ DE 
DIFFERENTIAТION DANSLA MECANIQUE DES SYSтEMES 

NON HOLONOMES 

Res u те 

Il est demontre qu'on пе peut, Iors de I'etablissement des principes integraux 
dans Ia mecanique des systemes поп holonomes, appliquer Ies regles поп commuta­
tives de variation et de differen6ation. Deux modes differents de variations~ qu'on 
peut trouver dans Ia Iiterature ([3Ј, [4Ј, [5] et а.) resultent de inprecision remarquee 
deja dans [1]. 

Оп montre egalement que I'introduction de поиуеаих principes »поп соm­
mutatifs« de Ia mecanique n'est pas justifiI~e. 

Vukman Соујс 
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