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PRILOG IZUCAVANJU STRUJANJA ELEKTROPROVODNIH RAZREDENIH
GASOVA

Radomir Askovié

1. Uvod

Izu€avanje strujanja razredenih elektroprovodnih gasova u magnetnom polju
ima veliki znadaj u aeroinZenjerstvu velikih brzina, kao i u astronautici i dinamici
plazme.

U teorijskom izudavanju strujanja razredenih gasova polazi se od Navije-
-Stoks-ovih jednadina, sa graniénim uslovima za brzinu klizanja na zidu obstrujava-
nog tela i skok temperature na povr$ini razdvajanja gas — telo.

Dokazano je, medutim, da se strujanje razredenog gasa moZe tretirati, takode,
1 pomodéu jednacina graniénog sloja za nestiSljiv fluid ([1], str. 594), uvodeéi uslov
klizanja, ukoliko su ispunjene jo§ sledeée predpostavke: a) Mahov broj strujanja
mali, b) Rejnoldsov broj strujanja dovoljno veliki (Sto je obezbedeno malom kine-
matskom viskozno$éu gasa) i c) temperature tela i okolnog gasa se uzajamno malo
razlikuju. ' ’

Pokazano je jo$ 1 da se reZim strujanja sa klizanjem na zidu javlja pri takvim
umereno velikim Rejnoldsovim brojevima ([2], dijagram 12.1, str. 679), pri kojima
je praktiéno uvek laminarni reZim strujanja.

2. Osnovne jednaciue i metoda reSavanja

Osnovne jednaline tridimenzionog strujanja razredenih elektroprovodnih
gasova — uza sve predhodno navedene okolnosti, jo§ i uz prisustvo magnetnog
polja, gde je magnetni Rejnoldsov broj mali, elektri®no polje odsustvuje, efekti
polarizacije jonizovanog gasa se zanemaruju, oslanjajuéi se na Prandtlove predpo-
stavke o grani®nom sloju i »princip veéeg znafaja poduZnog od transverzalnog
pravca« [3] — u Hejsovim koordinatama [4], glase

ou ou ?_u_=¢)ue uau, o*u o B?
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sa grani®nim uslovima

u=u,(s,2z,t), v=0, w=0za n=0, pri t=0, )
0
u=7\é-ti, v=0, w=)\—‘—v,za n=0, pri t>0, 5)
on on
u—~>u, (s, z, t), w—>0, z&8 n—>o0, pri >0, 6)

gde je A srednja slobodna molekulska putanja.

Ovde su koordinate (s, z, n) redom: strujnice spoljanjeg potencijalnog stru-
janja, ekvipotencijalne linije i spolja¥nje normale na povrSini posmatrane konture.
Lokalno rastojanje dveju susednih ekvipotencijalnih linija predstavlja e (s, z),
a e, (s, z) — odgovarajuée rastojanje strujnica potencijalnog strujanja, dok je e3=1.
To su, dakle, metricki koeficijenti izabranog sistema koordinata. Dalje su: u, —
spoljagnja potencijalna brzina, ¢ — elektroprovodnost fluida, B — jadina magnetne
indukcije, v — kinematska viskoznost i ¢ — vreme.

Radi tretiranja sistema jednacina (1), (2), (3), primeni¢emo metodﬁ uzastopnih
pribliZenja. Predstavimo komponente brzine strujanja u grani€nom sloju pomocu
redova

u= Zu,, V= zv" w= Ewi’ M
=0 ’ i
gde je u;=0(<"), ¢ je mali broj.

Zamenjujuéi redove (7) u jednadine (1), (2), (3), dobijamo slededi rekurzivni
sistem diferencijalnih jednafina za pojedine aproksimacije

ou, 0y, ou
—2—y—2L 4+ Nyy=—2+Nu,, 8.1
2t om Y’ ) D
(e 1)), 0(&Y) _ (8.2)
oz on
ow, 0w, 10e, 2 2 -
0y 0 L Ny = L (ug — 1), 8.3
ot Yo ° e 0z (o — ) ¢
2
?—ﬁ—vfa—ul—l—Nm:ugaue“ o%”vo%’ ©.1)
ot on? . 0s os on
0 (ep4y) " 0(evy) _ 0, (9.2)
0s on
2
OW_E¥  Nwym Moy O 108, .3)
ot on? os on e 0z
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Kombinujuéi (7), (5) i (6) dobijamo i odgovarajue graniéne uslove

x%—“— (i=0,1,2,..) za n=0, (10.1)
v;=0 (i=0,1,2,...) za n=0, (10.2)
=22 (10,1, 2,...) za n=0, (10.3)

on '
u—~>u,(s, z, 1), u—~>0, (i=1,2,..), za n>o0 (10.4)
w—>0 (i=0, i 2,...) za n—>o0. (10.5)

Realno je oekivati da ce - metoda uzastopmh pnbhzenja, zakljuéno sa prva dva
pribliZenja, uspeSno kvalitativno opisati nestacionarni grani¢ni sloj, imajuéi u vidu
postojeéa iskustva ([5], [6], [7D).

3. Proratun strujanja oko tela pri mjegovom oscilatornom kretanju u razredenom
_elektroprovednom gasu

Prilog na temu »fepomena spolja¥njeg indukovanog strujanja«

Proradun strujanja oko tela pri njegovom harmoniski-oscilatornom kretanju,
sa frekvencijom «, pomoéu jednadina dobijenih predlozenom metodom u §2, moZe
biti olak§an ako se umesto u,=V, (s, z) cos © ¢, uvede izraz u,=V, (s, z) e'°”, sa
konvencijom da samo realm delov1 svih kompleksnih izraza, prmzasllh iz ra-
¢una, imaju odredena fizi¢ka znadenja.

Posle unoSenja izraza za spoljainju brzinu #, u jednadinu (8.1) i uvodenja

nove promenljive
n , [0
= —_—
K v

trazeéi reSenje u vidu

u,=V,(s, 2) €°* f (n), (11)
parcijalna diferencijalna jednacina (8.1) se svodi na obiénu diferencijalnu
fo ~G+Y)fo=—(i+7) (12)
sa graninim uslovima, proizadlim iz (10.1) i (10.4)
S ©=0, £0(©)=Lfq(0), fo(co)>1, (13)
gde su
) .
N5, X, L:A\/i‘l- | (14)
[ ® v

Redenje jednalina (12), koje zadovoljava graniéne uslove (13), lako se nalazi

fo(m=1 ‘—Tjﬁ e=(@+ib)m, (15)
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gde su

o= VTPV, b= (VT -0 |

a,=1+La, a,=Lb, a,=(1+La)®>+L? b2 j

Tako je sada prvo pribliZenje poduZne komponente brzine strujanja, s obzirom
na usvojenu konvenciju

(16)

= Ve (S, Z) Real'{eiw'f;)' ("'))}’

odnosno

1 . .
t,="V,(s, z){coswt—;—e“‘"[a0 (coswtcosby+sinwt sinm) +
2

+a,(sinwtcosbn—coswtsinbv;)]}. a7

- Zamenjujudi izraz (17) u jednacinu (8.3), posle sredivanja desne strane jedna-
&ine, dobijamo

ow, 0*w, 1 0e P2 1 = 1,1 :
- v—2 4 Nw,=——V | — T =1 — — 1) g2iot , 18
5y g M S V| S R D D) ] - @®)

gde crta odozgo oznalava odgovarajuu konjugovano-kompleksnu vrednost fun-
kcije.

S obzirom na strukturu linearne parcijalne jednadine (18), pokazalo se da je
potrebno traZiti njeno reSenje u obliku

wo_'l_ge—1 3(53 z)"l“[cm myerior+ 3, (l, (19)
e, 0z ®
da bi se dobilo za funkcije Zo; (n) i o2 ()
Gr— @i+l = (1=F3) 20)
P 1 —
To2 =yl = > A-£'%) (21)

sa graniénim uslovima, proisteklim iz (10.3) i (10.5)

%1 (0)=L%; (0), Gy (0)—0, -
(22)

%2 ©)=L%2(0), ¥, (e0)—0.
Koristeéi potom jednadinu kontinuiteta (8.2) odredujemo vq
19
= — __( e e ez V) ot £, (), (23)
2
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a unoseéi ovu vrednost (23) u jednadinu (9.1), dobijamo posle sredivanja

R A A LI +fofo)e2m'+[—--;:,'f;

ot on?
1 =’ - 2’ lae 1 ’’ l ” —_— 27,
b G Ts RO+ Vze[—ﬂ,fo e i nml. e
4 e,0s 2 4
Predpostavljajuéi reSenje jednadine (24) u obliku

oV, 1

=V~ — [t fra() + f1s @]+
S @
2 o .
10 p2 1raiorsl s fiatml, (25)
e, 05 ©

dobiéemo sistem obiénih diferencijalnih jednadina

2ifta—f1a +yf}a=%(l ~f&+ 10 f), (24.1)

~ i+ = TR A TS A1) | (24.2)
2ifie-fi 1 Sie=g s, (24.3)
—f1a+vf m——(fof o +/of0)s (24.9)

s odgovarajuéim grani¢nim uslovima
[ix(©=0, f1x(0)=Lfi2(0), fix(0)=0, k=a,b,c,d. (26)

U radu su kompletno odredena analiti®ka reSenja svih diferencijalnih jednadina
(20), (21), (24.1), (24.2), (24.3), (24.4), koja zadovoljavaju graniéne uslove (22)
1(26), a izdvojeni su i realni delovi kompleksnih funkcija (19), (23) 1 (25), koji definiSu
fizitke vrednosti odgovarajuéih pribliZzenja brzina, anlogno postupku za uy simboli-
¢no predstavljenom pomocu (17), ali zbog izuzetne glomaznosti tih izraza ovde ih
neéemo navoditi.

3. Zakljucak

Pre pola veka (1932) je Slihting [6] pokazao da u ravanskom slugaju beskrajnog
cilindriénog tela koje harmonski osciluje u neprovodnom fluidu, na granici grani¢nog
sloja postoji jedno stacionarno poduino strujanje koje ne zavisi od viskoznosti
fluida.
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Sedamdesetih godina je isti fenomen identifikovan, i teoriski i eksperimentalno
([8], [9]), u tridimenzionom prostornom slu¢aju; naime, ustanovljeno je da na do-
voljnom rastojanju od nekog zatvorenog tela (eksperiment izvrSen sa spljoitenim
elipsoidom odnosa poluosa 1 :3 :6), koje harmonski osciluje u mirnom fluidu,
kao posledica intercijalnih (a ne viskoznih) efekata, postoji stacionarno strujanje,
i to s obe komponente: i poduZnom, i transverzalnom [8]

(U nsreo = _3_ Ve%_ﬁl__idez

Ve, 27
4o 05 2we, 0s @7)

e == ——L V(5 2). (28)

Nekoliko godina kasnije (1973.) pokazano je [10], medutim, da u sludaju
obrtnog osnosimetriénog tela koje harmonski osciluje u elektroprovodnom fluidu,
u prisustvu magnetnog polja, ovo spoljaSnje indukovano stacionarno strujanje
i§cezava.

I najzad, u ovom radu je bila namera da se prati ovaj fenomen u sludaju elek-
troprovodnog razredenog gasa, uz uslov klizanja na zidu tela. PoSto su nadena
analiti¢ka reSenja svih jednatina, bilo je moguce utvrditi sledece interesantne rezultate

1) Najpre, u opitem slucaju harmoniskog oscilovanja bilo kog tela u elektro-
provodnom razredenom gasu u prisustvu magnetnog polja (L#0, B30), pomocu
limesa izraza (19) i (25) dokazujemo da spoljasnje indukovano stacionarno strujanje
tada ne postoji:

lim (wg) =0,
lim (u;)=0.

2) Medutim, u dva specijalna sluéaja, koji proisti¢u iz ovde nadenih opétih
reSenja, spoljainje indukovano stacionarno strujanje postoji, i to:

a) u sludaju neprovodnog razredenog gasa (B=0, L+0), izraz (25) potvrduje
postojanfe spolja$njeg stacionarnog strujanja:

ov, 1 de, 1
(ul)n—->oo-—V —a—s—'—{flb} 0 ez e2 052' ‘(:)‘{fld}g:g).
V3 LYZ2+1
Vlb},’;;’&" 4Ly +1°

1 LY2+1
(it = - E2EL
B=0 2 12+L V 2 +1
b) v sludaju obitnog neprovodnog gasa (B 0, L=0), spoljasnje indukovano

stacionarno strujanje postoji i u limesu se izrazi (19) i (25) svode na (27) i (28).

Kona&no, ti izrazi (27) i (28) u posebnom sludaju — dvodimenzionom, ra-
vanskom — identiéno potvrduju poznato reSenje Slihtinga.
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CONTRIBUTION A L’ETUDE DES ECOULEMENTS D’UN FLUIDE-CON-
DUCTEUR AVEC LES »CONDITIONS DE GLISSEMENT« PARIETALES

Résumé

On profite dans ce travail le fait bien-connu que ’écoulement d’un gaz raréfié
peut étre étudié a 'aide des équations de la couche limite d’un fluide incompressible,
en y ajoutant des »conditions de glissement« pariétales, si: a) vitesce de I’écoulement
est relativement petite, b) nombre de Reynolds est assez grand, et ¢) différence entre
la température de I'obstacle et celle du gaz reste assez petite. D’autre part, on sait
aussi que I’écoulement d’un gaz avec le glissement a la paroi arrive pour les nombres
de Reynolds si modérés que le régime de cet écoulement reste toujours pratiquement
laminaire. Bien sur, le nombre de Knudsen K ne sort pas de ’intervale (0.01 <K<0.1)
ou on peut utiliser les équations de dynamique des gaz mais avec les »conditions de
glissement« & la paroi. '

En acceptant encore que le nombre de Reynolds magnétique est petit et que
Ies effets de polarisation du gaz ionisé sont négligeables, on traite ici les équations
de la couche limite laminaire tridimensionnelle avec la validité du »principe de
prévalence«, en systéme de coordonnées de Hayes, dans le cas d’un corps en oscil-
lations harmoniques le long d’une trajectoire rectiligne. On examine en détail le
phénoméne de Pexistance d’un ecoulement stationnaire induit a la frontiére de la
couche limite instationnaire périodique d’un gaz raréfié.
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YCIIOMEHA

Axapemux ap Mupro J. Citiojaxoseuli HAa4UHUO je 0Baj LPTEK—IOPTPET aka-
nemuika np Taiiomupa I1. Anljeaulia 1974, rogure 3a BpeMe jemue cemuuue Ope-
Jbeba IpUPOJAHO—MATeMaTHYKUX Hayka Cplicke akafeMuje HayKa W YMETHOCTH.
—MWuave, op M. Crojaxkosuh 6o je ywenux mnpodecopa Anhenmha y Jpyroj

MyIIKoj rEMHasuji y Beorpany. OGojuna cy 6wm aumpexTopd MaTeMaTHYKOT
HHCTHTYTa Y Beorpamy, a cama cy y ucroMm ofiesmewy Cprcke axaleMuje Ha-

YKa H yMETHOCTH Kao peuonmi YJIaHOBH.
. T.
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