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PRILOG IZUCAVANJU STRUJANJA ELEKTROPROVODNIH RAZREDENIH 
GASOVA 

Radomir Askovi6 

1. Uvod 

Izueavanje strujanja razredenih elektroprovodnih gasova u magnetnom polju 
јта veliki znaeaj u aeroinzenjerstvu velikih brzina, kao i u astronautici i dinamici 
рlаzше. 

U teorijskom izueavanju strujanja razredenih gasova p01azi se od Navije
-Stoks-ovih jednaCina, sa granicnim us10vima za brzinu k1izanja па zidu obstrujava
nog tela i skok temperature па povrsini razdvajanja gas - telo. 

Dokazano је, medutim, da se strujanje razredenog gasa moze tretirati, takode, 
i pomocu jednacina granicnog sloja za nestis1jiv fluid ([1], &tr. 594), uvodeci us10v 
klizanja, ukoliko su ispunjene jos sledece predpostavke: а) Маћоу broj. strujanja 
таН, Ь) Rejno1dsov broj strujanja dovoljno veliki (sto је obezbedeno таlощ kine
matskom viskoznoscu gasa) i с) temperature tela i okolnog gasa se uzajamno malo 
razlikuju. . 

Pokazano је jos i da se rezim strujanja за klizanjem па zidu javlja pri takvim 
umereno velikim Rejno1dsovim brojevima ([2], dijagram 12.1, str. 679), pri kojima 
је prakticno uvek 1атјпатј rezim strujanja. 

2. Оsnоvnе jednacine i metoda resavauja 

Osnovne јеdnaсјпе tridimenzionog strujanja razredenih e1ektroprovodnih 
gasova - uza sve predhodno navedene okolnosti, jos i uz prisustvo magnetnog 
роlја, gde је magnetni Rejnoldsov broj mali, elektriCno роlје odsustvuje, efekti 
polarizacije jonizovanog gasa se zanemaruju, oslanjajuci se па Prandtlove predpo
stavke о granicnom sloju i »princip veceg znacaja poduznog od transverzalnog 
pravca« [3] - u Hejsovim koordinatama [4], glase 

д U д U д U д иг д иг д2 и (ј В2 
-+и -+v--=-+ue-+v-+-(ue-u), (1) 
д t д s д п д t д s д n2 р 

д(е2 и) + д(е2 v) =0, 
дs дп (2) 

д w д w д w 1 д е1 2 1 д е1 2 а В2 д2 W 
--+U-+V----U = ---иг --w+v-, (3) 
дt дs дп е1 дZ1 е1 дz р дn2 
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sa graniCnim uslovima 

и=ие (8, z, 1), у=о, W=O za n=О, pri 1=0, 

ди 
и=л-, 

дп 

дw О' у=О, w=л-, za n= , рп t>O, 
дп 

U--+Ue (8, Z, t), W-+-O, :za п-+- оо, pri 1>0, 

gde је л srednja slobodna molekulska putanja. 

(4) 

(5) 

(6) 

Ovde su koordinate (8, z, п) redom: strujnice spoljasnjeg potencijalnog stru
јаnја, ekvipotencijalne linije i spoljasnje normale na povrsini posmatrane konture. 
Lokalno rastojanje dveju susednih ekvipotencijalnih linija predstavlja ђ (8, z), 
а е2 (8, z) - odgovarajuCe rastojanje strujnica potencijalnog strujanja, dok је ез= 1. 
То su, dakle, metricki koeficijenti izabranog sistema koordinata. Da1je su: ие -

spoljasnja potencijalna brzina, (ј - elektroprovodnost fluida, В - јасјna magnetne 
indukcije, у - kinematska viskoznost i t - vreme. 

Radi tretiranja sistema jednacina (1), (2), (3), primenicemo metodu uzastopnih 
priblizenja. Predstavimo komponente brzine strujanja u granicnom sloju ротооо 
redova 

gde је и/=О (е!), е је ma1i broj. 

оо 

у= 2: ур 
1=0 

оо 

W= L wp 
/=0 

(7) 

Zamenjujuci redove (7) u jednacine (1), (2), (3), доЫјато sledeci rekurzivni 
sistem diferencijalnih jednacina za: pojedine aproksimacije 

(8.1) 

д (е2 ио) + д (е2 УЈ = О, 
дz· дп 

(8.2) 

(8.3) . 

ди1 -у д2и1 + Nu =и дие -и дио -у дио 
д 1 д n2 1 е д 8 О д 8 о дп' 

(9.1) 

(9.2) 

дW1 д2 W1 дwо дwо 1 де1 2 
--v--+Nw = -џ--у -+-- и и1 • 
д t д n2 1 о д 8 о дп е1 д z о 

(9.3) 
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KombinujuCi (7), (5) i (6) dobijamo i odgovarajuce granicne uslove 

Uј=Л ди; (;=0,1,2, ... ) za n=О, 
дп 

vj=O (ј=О, 1,2, ... ) za n=О, 

W;=Л дw; (;=0, 1,2, ... ) za n=О, 
дп . 

(10.1) 

(10.2) 

(10.3) 

uo-ue(s, z, t), иј-О, (;= 1,2, .. .), za п-оо (10.4) 

w;_O (ј = О, 1, 2, ... ) za n_ оо. (10.5) 

Realno је ocekivati da се metoda uzastopnih priblizenja, zakljucno sa prva dva 
priblizenja, uspesno kvalitativno opisati nestacionarni granicni sloj, imajuci u vidu 
postojeea iskustva ([5], [6], [7]). 

3. Proracun sПuјanја oko teIa pri njegovom osciIatornom kretauju u razredenom 
. elektroprovodnom gasu 

Prilog па temu »Сenотenа spoljaSnjeg indukovanog strujanja« 

Proracun strujanja oko tela pri njegovom harmoniski-oscilatornom kretanju, 
sa frekvencijom 6), pomocu jednacina dobijenih predlozenom metodom u §2, moze 
biti oIaksan ako se umesto ие= V

" 
(s, z) cos 6) t, uvede izraz и.= V

" 
(8, z) е;·", sa 

konvencijom da samo realni delovi svih kompleksnih izraza, proizaslih iz ra
cuna, imaju odredena fizicka znaeenja. 

Posle unosenja izraza za spoljasnju brzinu иг u jednacinu (8.1) i uvodenja 
nove promenljive 

traZeCi resenje u vidu 
ио = Уе (s, z) e;O>t 10' ('Уј), 

parcijalna diferencijalna јеdnaсјпа (8.1) se svodi па obicnu diferencijalnu 

I~' -(;+Y)/~= -(;+у), 

sa granicnim uslovima, proizaslim iz (10.1) i (10.4) 

gde su 
10(0)=0, I~(O)=L/~(O), 1~(00)_1, 

аВ2 
N=-, 

р 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

Resenje jednacina (12), koje zadovoljava granicne uslove (13), lako se nalazi 

I~ ('Уј) = 1 _ ао - i а1 e-(а+Њ)", (15) 
az 
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gde su 

(16) 

Tako је sada prvo priblizenje poduZne komponente brzine strujanja, s obzirom 
na usvojenu konvenciju 

odnosno 

ио = Ve (s, z) {cos 6) t - ~ е-а 11 [ао (cos 6) t cos Ь 1) + sin 6) t sin 1) + 
а2 

+а1 (sin 6) t cos b1)-сОS 6) t $inb 1)))}. (17) 

Zamenjujuci izraz (17) u jednacinu (8.3), posle sredivanja desne strane jedna-
Cine, dobijamo 

дwо_vд2WО+NW =~дel V2[~(fr'71-1)+~(f~2-1)e21"'t] (18) 
д t д n2 о е1 д z е 2 о Јо 2 ' 

gde crta odozgo оznаеауа odgovarajucu konjugovano-kompleksnu vrednost fun
kcije. 

S obzirom па strukturu linearne parcijalne jednacille (18), pokazal0 se da је 
potrebno traziti njeno resenje u obliku 

da Ы se dobilo za funkcije ~Ol (1) i ~02 (1) 

, 1 '2 
~l - (2 i+ у) ~1 = - (1-f о), 

2 

уп ,... 1 1" f/) 
~02-Y'o()2=2(I-JO о' 

sa gram.cnim uslovima, proisteklim iz (10.3) i (10.5) 

~1 (О) = L ~1 (О), ~1 (00)--+0, 

~2 (О) = L ~ (О), ~02 ( <х) )-+0. 

Koristeci potom jednacinu kontinuiteta (8.2) odredujemo Vo 

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 
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а unoseci оуи vrednost (23) и jednacinu (9.1), dobijamo posle sredivanja 

--v--+NuЈ=V - -(1-Јо +Jofo)e211"t+ ---fr fr + д иЈ д2 иЈ д Уе { 1 '2'''. [ 1 1 ,'-, 
дt дn2 е дs 2 2 2 о о 

+~(fol~ +1oJ~)]I)+ lдде2 V;[~foJ~e2i"'t+J....(JoJ~ +1оЈ;)]. 4 Ј е2 s 2 4 

PredpostavljajuCi resenje jednacine (24) и obliku 

dobicemo sistem оЫспЉ diferencijalnih jednaCina 

• I ,,, , 1 '2" 
2 if Ја - Ј Ја + уЈ 1а = - (1 -Ј о + /0 Јо), 

2 

I ", , 1 11 

2j/Jc-јЈс +yj1c=-foЈо, 
2 

s odgovarajucim grani~nim uslovima 

(24) 

(25) 

(24.1) 

(24.2) 

(24.3) 

(24.4) 

U radu su kompletno odredena analiticka resenja svih diferencijalnih jednacina 
(20), (21), (24.1), (24.2), (24.3), (24.4), koja zadovoljavaju granicne uslove (22) 
i (26), а izdvojeni su i realni delovi kompleksnih funkcija (19), (23) i (25), koji definisu 
fizicke vrednosti odgovarajucih priblizenja brzina, anlogno postupku za ио simboli
спо predstavljenom ротоси (17), ali zbog izиzetne gIomaznosti tih izraza ovde ih 
пееето navoditi. 

3. Zakljucak 

Pre роlа veka (1932) је SIihting [6] pokazao da и ravanskom sIucaju beskrajnog 
ciIindricnog tela koje harmonski o&ciluje и neprovodnom fluidu, па granici granicnog 
sIoja postoji jedno stacionarno poduzno strujanje koje пе zavisi od viskoznosti 
fluida. . 
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Sedamdesetih godina је isti fenomen identifikovan, i teoriski i eksperimentalno 
([8], [9]), u tridimenzionom prostomom slucaju; naime, ustanovljeno је da па do
voljnom rastojanju od nekog zatvorenog tela (eksperiment izvrsen sa spljostenim 
elipsoidom odnosa poluosa 1 : 3 : 6), koje harmonski osciluje u шiтот Лuidu, 
kao posledica intercijalnih (а пе viskoznih) efekata, postoji stacionarno strujanje, 
i to s оЬе komponente: i poduznom, i transverzalnom [8] 

(и ) = _ ~ V д Уе __ 1 ~ д е2 у2 
1 n-t"co е е , 

4(Џ да 2(Џ е2 да 
(27) 

(28) 

Nekoliko godina kasnije (1973.) pokazano је [10], medutim, da u slucaju 
obrtnog osnosimetricnog tela koje harmonski osciluje u elektroprovodnom f/uidu, 
u prisustvu magnetnog роlја, ovo spoljasnje indukovano stacionarno strujanje 
iscezava. 

1 najzad, u ovom radu је ЬНа namera da se prati ovaj fenomen u slucaju elek
troprovodnog razredenog gasa, uz uslov klizanja па zidu tela. Posto su nadena 
analitiCka resenja svihjednacina, Ыlо је moguce utvrditi sledece interesantne rezultate 

1) Najpre, u opstem slucaju harmoniskog oscilovanja Ыl0 kog tela u elektro
provodnom razredenom gasu u prisustvu magnetnog polja (L:;i:O, B:;i:O), pomocu 
Iimesa izraza (19) i (25) dokazujemo da ароЈјаSnје indukovano stacionarno strujanje 
tada n~ postoji: 

lim(wo) =0, 
n-->-оо 

2) Medutim, и dva specijalna slucaja, koji proisticu iz ovde nadenih opstih 
resenja, ароЈјаЈnје indиkovano stacionarno strujanje postoji, i to: 

а) u slucaju neprovodnog razredenog gasa (В=О, L:;;fO), izraz (25) potvrduje 
postojanje spoljasnjeg stacionarnog strujanja: 

'} 3 L(Z+1 
{!lb;:~=-4U+LV2 +1' 

, 1 LVT+l 
{!ы}в::: = -2 L2 +L V 2 + 1 ' 

Ь) u slueaju oblcnog neprovodnog gasa (В=О, L=O), spoljasnje indukovano 
stacionarno strujanje postoji i u limesu se izrazi (19) i (25) svode па (27) i (28). 

Копаспо, ti izrazi (27) i (28) u posebnom slucaju - dvodimenzionom, ra
vanskom - identicno potvrduju poznato resenje Slihtinga. 
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СОNТRIВUПОN А L'EТUDE DES ECOULEMENТS D'UN FLUIDE-CON
DUCТEUR AVEC LES >>СОNDПIОNS DE GLISSEМENT« PARIETALES 

Resume 

Оп profite dans се travaille fait Ыеп-соnnи que l'ecou1ement d'un gaz rarefie 
peut etre etudie а l'aide des equations de Ia соисЬе limite d'un fluide incompressible, 
еп у ajoutant des »conditions de gIissement« parietales, si: а) vites~e de l'ecoulement 
est relativement petite, Ь) потЬге de Reynolds est assez grand, et с) difference entre 
lа temperature de l'ob.)tacle et сеНе du gaz reste a~sez petite. D'autre part, оп sait 
aussi que l'ecoulement d'un gaz avec le g1issement а la paroi arrive pour les nombres 
de Reynolds si moderes. que lе regime de cet ecoulement reste toujours pratiquement 
laminaire. Вјеп sur, lе nombre de Кnudsen К пе sort pas de I'intervale (0.01 <К <0.1) 
ои оп peut uti1iser les equations de dynamique des gaz mais avec Ies »conditions de 
g1issement« а lа paroi. 

Еп acceptant encore que lе nombre de Reynolds magnetique est petit et que 
les effets de polarisation du gaz ionise sont negligeables, оп traite јсј Ies equations 
de lа соисЬе limite laminaire tridimensionneIle avec la validite du »principe de 
prevalence«, еп systeme de coordonnees de Hayes, dans le cas d'un corps еп oscil
lations barmoniques le long d'une trajectoire rectiligne. on ехаmјпе еп detail lе 
рЫпотепе de l'existance d'un ecoulement stationnaire induit а lа frontiere de lа 
соисЬе Iimite instationnaire periodique d'un gaz rarefie. 
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Masinski faku1tet 
11 000 Вeograd 
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