
Зборник раиова МаШе.маШuчкоi uнсшuшуша, Н ова серија, кљ. З (11), 1979, 
RecueiZ des travaux de Z'1nstitut MatMmatique, Nouvelle sirie, tome. З (11), 1979. 

, 

ЕQUАПОNS UNIVERSELLES DE LA COUCНE I,IМl'IE 
SUR UNE AlLE EN DERAPAGE 

Vukoslavcevic Petar 

(Communique le 28 Decembre 1977) 

Rеsпmе. Dans се travail оп а fait l'universalisation des equations de la соисће 
limite laminare de deuxieme ordre, а l'aide des resultats de Saljnikov, obtenus dans 
ип cas analogue. Les equations universelles, ainsi trouvees, sont ensuite traitees 
numeriquement dans ип cas sp6cial d'une аНе cylindrique еп derapage. D'une telle 
facon, се probleme est resolu sous ипе forme satisfaisante. Quant а l'application. 
cette solution possede toutes les bonnes propriete, caracteristique pour la соисће 
limite de premiere ordre. 

1. Introduction. 

Dans се travail оп а fait une application des plus recents resultats obtenus 
par Saljnikov [1] dans Ie cas de Ia соисће limite plane laminare stationnaire 
du premier ordre1, аих problemes ou toutes les trois composantes de la vitesse 
dans la соисће limite sont differentes de zero. Aujourd'hui оп peut dire que le 
probleme de Ia соисће limite plane du premier ordre est pratiquement resolu sous 
une forme satisfaisante ј.е. la solution est suffisamment exacte et favorable pour 
des applications. Les resultats les plus connus dans се domaine sont сеих de Gortler 
et surtout de Loitsianski, qui а reussi а resoudre се probIeme а l'aide de sa methode 
des approximations parametriques. Neanmoins, ces resultats de Loitsianski, malgre 
d'une grande exactitude, n'etaient pas favorable pour l'application. Et c'est gr~ce 
аих plus recents travaux de Saljnikov ([1] et [2]) que ces difficиltes sont surmontees. 
Киюс [3] а eIargi la methode de Saljnikov аих probIemes de la соисће limite а 
symetrie de revolution du premier ordre, tandis que dans се travail nous avons 
pris des corps rotatifs tournant ои bien se trouvant dans un ecoulement exterieur 
qui n'est plus parallel а l'axe du corps. C'est pourquoi dans la соисће limite оп 

1) sous la dсЮnitiоn de 1'c~coulement plane du premier ordre оп comprend celui-ci ои: 
д 

yx~o, yy~o, vz-O, --о 
дz 
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apparait une nouvelle composante de lа vitesse en direction normale au plan те
ridien. Par consequent, nous ne traitons ici que des problemes plane et а symetrie 
de revolution du deuxieme ordre2• 

2. Equations de base. 

Les equations de 1а couche 1imite laminaire stationnaire autour d'un corps 
quelconque dans un systeme de coordonnees curvilignes tri-orthogonales s'ecrivent 
[4] sous lа forme suivante: 

v1 дV1 v2 дV1 дV1 V22 дћ2 v\v2 дћ1 
-=--~+-- + vз - + -
ћ1 дХ1 ћ2 дХ2 дхз ћ1 ћ2 дХ1 У1 ћ2 дХ2 
и1 ди1 и2 ди1 и22 дћ2 U\U2дhl+vд2V1 

= + _ + ---'----" --о 
ћ1 дХ1 ћ2 дХ2 ћ1 ћ2 дХ1 ћ 1 ћ2 дХ2 дх/' 

v1 дV2 v2 дV2 дV2 V\2 дћ1 v\v2 дћ2 -=----=+ + vз - + = 
ћ1 дХ1 ћ2 дХ2 дхз ћ 1 ћ2 дХ2 ћ 1 ћ2 дХ1 

(1) 

и1 ди2 и2 ди2 и1 2 дћ1 и1 и2 дћ2 д2 V2 
= + - + +У, 

ћ1 дХ1 ћ2 дХ2 h1 h2 дХ2 h1h2 дХ1 дхз2 

д (ћ2 v.) д (ћ 1 v2) h h д vз _ О 
-----'--"--~ + + 1 2 -, 
дХ1 дХ2 дхз 

ауес les conditions aux limites сотте suit: 

(2) v1 =v2 =vз =0 pour хз=О; V1=U1, V2=U2 poиr хз=оо. 

Оп а ici que: ђ, ђ et уз sont les composantes de lа vitesse dans lа couche lirnite; 
и1 et и2 - les vitesses а lа frontiere de Ја couche limite; ћ 1 , ћ2 et hз=1 - les 
coefficients rnetriques du systeme de coordonnees. 

А partir des equations (1), en les appJiquant аих problemes а syrnetrie de 
revolution du deuxierne ordre ои d'apres lа figure 1: ђ =u, v2=W, Vз=v, хl =Х, 

. д 
x2=z, хз=у, ћl=l, ћ2=г, hз=l, =0, U1 =Ul(:ф U2=U2(Z)' оп obtient 

дz 
les equations de lа couche lirnite а symetrie de revoJution du deuxierne ordre sous 
lа forrne: 

(3) 

и ди +v ди _ W2~~= и1 
дх ду г дх 

д и1 и22 д Г д2 и - ---''- + v , 
Г дх д у2 дх 

дw дw uw дг U д и2 и1 и2 дг д2 w 
и +v + = 1 + +У, 
дх дуг дх дх г дх д у2 

д(ги) ---'----'- + 
дх 

д(гv) = О, 
ду 

д 
2) оп dit qu'un ecou1ement plane est du deux.ieme ordre si: Ух;СО, Уу;СО, vz;cO, - - О. 

дz 
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avec Ies conditions aux Iimites: 

(4) и = v = w = О, У = О; и = И1 w = И2' У -+ оо. 

Notons que Ies equations (3) restent valabIes aussi dans lе cas ои Iе corps 
tourne autour де l'axe де symetrie et la vitesse а I'infini est paraIIeIe а cette ахе. 
Сеlа peut etre д'ип interet pratique pour 
traiter Iе mouvement еп spirale д'ип projectile. 

Puisque dans се cas И2=0, tous Ies 
membres des equations (3), contenant И2, 
devient egales а zero. D'autre part, dans се 
cas оп aura Ies conditions аих Iimites соmmе 
suit: 

у 

r 
_.(- :-\ .... -- -t'-. 

\ 

Fig. 1. 

(5) u=v=O, w=Wo pour у=О; u=И1 , w=O pour у-+оо, 

ои W о est la vitesse de rotation ди corps. 
Уи се probIeme represente ип cas speciaI de celui explique precedemment, 

оп п'еп parlera plus dans се travail. 

3. Introdoction de nouvelles variabIes. 

Уи les resultats, favourabIes, obtenus а I'aide de Iа methode de Saljnikov, 
appliquee pour traiter Iе probbl:me а symetrie де revolution де premier ordre [3], 
nous introduisons јсј Ies memes variabIes, соmmе suit: 

(6) 
1 

~= /2 

х 

о 

г2 (х) dx, 

И1 (х) r (х) у 
/ 

~=-г-==~========. 
х 

о 

De mеmе, nous prenons aussi I'expression bien connue pour Iа fonction de 
courant: 

(7) 

х Ь 

Ь 1 г2 1-2 
И1 - (х) dx И1 (х) Фl (х, ~). 

/2 
о 

Par l'intermediaire де (6) et (7), оп саlсиЈе aisement les deux composantes де Ја 
• Vltesse: 

(8) v= __ 1 д(гф) 
r дх 

tandis que Iа troisieme composante w est definie а I'aide д'ип fonction G(x, '1]) 

sous lа forme: 

10 Зборник радова 
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on а introduit cette expression (9) par une analogie avec (8), tandis que dans la 
theorie de la couche limite оп suppose que la composante w est un produit de deux 
fonctions ([5], [6]) d'habitude. 

4. Determ;nation des equatioDS universelles • 
• 

Pour faire l'universalisation des equations (3) il est necessaire а introduire, 
а part de l'ensemble de parametres de Loitsianski: 

(10) 
** *. 82 

z= , 
v 

encore deux ensembles infinis de parametres [4]: 

(11) јј2 uk-l ( ) d
k и2 (х) (**)k k= 1 Х Z , 
аХ' 

k = 1,2, ... , п; 

Pareillement сотте dans la theorie de la couche limite plane du premier ordre, 
оп obtient l'equation integrale de la couche limite: 

(12) 

ои: 

(13) 

(13) 

оо 

(14) 

о 

a'~11 и" и' :/1 1 јl 1 р. =-,"" 1 + l' 
ах иl U1 

w 
1- - dy, 

и2 

• 

оо 

о 

ау, 

Оп peut demontrer, en utilisant l'equation (12), que les ensembles de form-pa
rametres (10) et (11) satisfont lа relation recurrente: 

(15) 

а I'aide de laquelle оп obtient la formule de transformation: 

(16) 
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Finalement, en profitant les expressions (6), (7), (9) et (16), оп peut trans
former les equations (3) sous une forme universelle: 

(17) 

avec les conditions aux limites: 

Ces equations sont universelles pour tous les cas de l'ecoulement а symetrie 
de revolution de la couche limite du deuxieme ordre; en plus, а l'aide des trans
formations de Mangler-Stepanov elles peuvent 'еце appliquer aussi pour un ecoule
ment plan dans la couche limite du deuxieme ordre. Avant une integration nume
rique, il faut determiner les constantes ао et Ь, dont les valeurs different de celles, 
obtenues dans le cas de la couche limite plane du premier ordre, d'apres la forme 
bien connue de la fonction F, Vu la fonction F* est differente de F, il faudrait 
examiner cette fonction F* par la methode de Loitsianski, par exemple, et ensuite 
determiner les valeurs de ао et Ь. Pour l'instant, оп а examine la fonction F* dans 
quelques cas particuliers. 

5. Une alle cylindrique еп derapage. 

Оп considere une аПе cylindrique d'une section quelconque plongee dans un 
ecoulement exterieur dont la vitesse а l'infini amont fait un angle different de 
900 par rapport а l'ахе longitudinale. La composante de la vitesse и} depend de la 
forme de section, tandis que l'autre composante reste constante: U2=const= W [5]. 

Fig. 2. 
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-1: 0.0831 0.0800 0.0700 

1:(1) 0.0219 0.0384 0.0737 

Н(I) 3.5947 3.4552 3.2135 

F(I) 0.9744 0.9261 0.8739 

АЩ 3.6345 3.4910 3.2405 

В(I) 1.0111 1.0104 1.0084 
(1)" 

ФI(О) 0.0216 0.0380 0.0731 

в(!) 
1 0.8200 0.8456 

d l )' 
(О) 0.1710 0.1853 

-/: 
0.0813 0.0784 0.0688 

в(!Р 

1: 0.0000 0.0100 0.0200 

1:(1) 0.2205 0.2376 0.2543 

Н(I) 2.5914 2.5392 2.4905 

F(I) 0.4408 0.3842 0.3288 

А(I) 
• 

2.5914 2.5398 2.4930 

В(1) 1.0000 1.0002 1.0010 

G(IY 
(О) 0.2205 0.2210 0.2207 
(1)" 

Ф(О) 0.2205 0.2375 0.2541 

в{!) 
1 1.0000 1.0314 1.0673 

1: 
0.0000 0.0100 0.0199 

в(l)2 

---

• 

о. 2.8 
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0.0600 0.0500 

0.1007 0.1242 

3.0639 2.9508 

0.8079 0.7429 

3.0834 2.9643 

1.0064 1.0045 

0.1000 0.1236 

0.8635 0.8823 

0.1962 0.2037 

0.0592 0.0495 

0.0300 0.0400 

0.2707 0.2869 

2.4447 2.4012 

0.2746 0.2215 

2.4510 2.4127 

1.0024 1.0048 

0.2195 0.2137 . 

0.2700 0.2856 

1.1088 1.1581 

0.0298 0.0396 

ТаЬ. 1 

,.6 
Fis. 3. 

7 

0.0400 

0.1456 

2.8584 

0.6796 

2.8670 

1.0030 

0.1452 

0.9022 

0.2094 

0.0397 

0.0500 

0.3030 

2.3596 

0.1696 

2.3791 

1.0083 

0.2137 

0.3005 

1.2188 

0.0492 

. ---

-- -_ ... 

0.0300 0.0200 0.0100 

0.1656 0.1846 0.2029 

2.7795 2.7101 2.6480 

0.6178 0.5575 0.4985 

2.7844 2.7124 2.6485 

1.0018 1.0008 10002 

0.1654 0.1845 0.2028 

0.9236 0.9468 0.9721 

0.2137 0.2168 0.2190 

0.0299 0.0199 0.0100 

0.0600 0,0700 0.0800 

0.3189 0.3349 0.3510 

2.3193 2.2798 2.2403 

0.1189 0.0696 0.0219 

2.3506 2.3288 2.3193 

1.0135 1.0215 1.0352 

0.2084 0.2000 0.1848 

0.3147 0.3279 0.3391 

1.2976 1.4103 1.6168 

0.0584 0.0671 0.0746 

, 
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Les equations universelIes (7), sous la forme des approximations а un para
metre, deviennent: 

ф(1) +ф(1).ф(I). 1 {а .В2+[I.(2_Ь)}+[11 .(I_ф2)= 
1'1)'1)'1) 1 1'1)'1) 2 В2 О 1 В2 1'1) 

(19) 

ои la fonction Р, aussi bien que les constantes ао et Ь ont les memes valeurs 
сотте dans le cas plan du premier ordre. 

Le systeme d'equations (19) est resolu numeriquement а l'aide d'un ordi
nateur electronique IМВ 1130 et quelques resultats sont presentes par le tableau 
1 et les figures 3 et 4. Оп voit que la dependance de la fonction G(1) du parametre 
ft 1 ne peut etre negligee du tout, сотте cela а ete fait аих travaux [8] et [9], ои 
оп а fait l'hypothese que w= И2Ф, la fonction Ф etant une fonction d'une seule 
variable. 

____ .::~I 

". 2.8 5.6 

Fig 4. 

7 9.6 

-[2 Pour comparer ces resultats, avec сеих de Struminski [8] et 
Rott, [9], оп а calcule des epaisseurs de la perte de quantite de mouvement, а 
1 'aide des formules: 

оо оо 

(20) 1- и d . у, 

И1 

и 

о о 

и w 
1- ·ау 

И1 W ' 
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qui nous offre, vu lа forme des coordonnees (6): 

'" 

(21) 

v·ao· Ј ut- I
• dx .!.. 

- о 2 
~ = ·В, 

И/ 

(22) 

'" 
В= ФI'/l' (1- ФI .. )· d1J; 

о 

'" 

В1 = Фl'/1·(I-G).d1Ј. 

о 

Une application de lа methode s'est faite de lа fa90n qu'on calcule d'abord lа grandeur 
et ensuite, а I'aide de (23), lе tableau 1 nous offre les fonctions В et Bl' 

'" 
(23) 

'"11 И ' Ј I ао· I = . 
В2 И1Ь 

• 
ИЬ- I d 1 • х, 

о 
0' •• 2 ~ •• 2 

En utilisant (21) et (22), оп а calcule les fonctions Z·· = et Z;; = xz 
V V 

sur une аНе d'une section cylindrique, pour une distribution de la vitesse exterieur 
de Нimenz [10], се qui est presente par lа fig. 5. La mеmе figure montre aussi les 
solutions de Rott et Struminski pour lа fonction Z**, d'ou оп peut conclure 
qu'il existe des differences considerable entre les solutions. Une controle de 
l'exactitude peut etre faite par une examination de l'epaisseur de perte de quantite 
de mouvement (20) au point ou И'О i.e .. N=O. Au fond, dans се point оп а que: 

(24) 

ou d= И 1 W, е=О. Par consequent, оп peut constater рош се point que: 

(25) и w Ь' •• •• 
- = ,ou len Z = Zxz 
И W .' 

1 

La figure 5 montre que cette condition (25) ne peut etre satisfaite que par 
la solution presentee. dans се travail, d'ou оп peut conclure que cette solution 
possMe une exactitude plus grande que celIes de Rott et Struminski. 

40? •• 'z 
~ 

4'" , 
• 

40+ 

4"" 

qD2 

4" 
. 
• 

о , . ...·/1601 

Eig. 5. 
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Neanmoins, а part des solutions de Rott et Struminski, il faut tenir compte 
aussi de la solution de Bogdanova [4], 011 еНе а fait l'universalisation des equ
ations de la couche limite tridimensionnel1e а l'aide de la methode de Loitsianski. 
Mais une analyse detaill6e du probleme d'une аНе derapee est donnee par Warsi 
[7], dont la solution est aussi presentee par la figure 5, et qui satisfait la condition 
d'intersection des courbes au point и' =0, En plus, la difference entre la solution 
de Warsi et сеНе donnee dans се travail est relativement petite, d'011 оп constate 
que leur exactitude est satisfaisante. D'autre part, il semble que l'exactitude 
des solutions de Rott et Struminski est relativement faible а саще de fait 
qu'ils ont choisi la distribution de la vitesse en direction de z d'une fa~on 
intuitive. 
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