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EQUATIONS UNIVERSELLES DE LA COUCHE LIMITE
SUR UNE AILE EN DERAPAGE

Vukoslavcevi¢ Petar

(Communiqué le 28 Décembre 1977)

Résumé. Dans ce travail on a fait I'universalisation des €équations de la couche
limite laminare de deuxiéme ordre, a I’aide des résultats de Saljnikov, obtenus dans
un cas analogue. Les équations universelles, ainsi trouvées, sont ensuite traitées
numériquement dans un cas spécial d’une aile cylindrique en dérapage. D’une telle
facon, ce probléme est résolu sous une forme satisfaisante. Quant & I’application,
cette solution posséde toutes les bonnes propriété, caractéristique pour la couche
limite de premiére ordre.

1. Introduction.

Dans ce travail on a fait une application des plus récents résultats obtenus
par Saljnikov [1] dans le cas de la couche limite plane laminare stationnaire
du premier ordrel, aux problemes ol toutes les trois composantes de la vitesse
dans la couche limite sont différentes de zéro. Aujourd’hui on peut dire que le
probléme de la couche limite plane du premier ordre est pratiquement résolu sous
une forme satisfaisante i.e. la solution est suffisamment exacte et favorable pour
des applications. Les résultats les plus connus dans ce domaine sont ceux de Gértler
et surtout de Loitsianski, qui a réussi a résoudre ce probléme a I’aide de sa méthode
des approximations paramétriques. Néanmoins, ces résultats de Loitsianski, malgré
d’une grande exactitude, n’étaient pas favorable pour I’application. Et c’est grice
aux plus récents travaux de Saljnikov ([1] et [2]) que ces difficultés sont surmontées.
Kukié [3] a élargi la méthode de Saljnikov aux problémes de la couche limite a
symétrie de révolution du premier ordre, tandis que dans ce travail nous avons
pris des corps rotatifs tournant ou bien se trouvant dans un écoulement extérieur
qui n’est plus parallel & 1’axe du corps. C’est pourquoi dans la couche limite on

1) sous la définition de I’écoulement plane du premier ordre on comprend celui-ci ou:

0
V70, v,#£0, v,=0, -5-.
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144 Vukoslavevié Petar

apparait une nouvelle composante de la vitesse en direction normale au plan mé-
ridien. Par conséquent, nous ne traitons ici que des problémes plane et 4 symétrie
de révolution du deuxiéme ordre2.

2. Equations de base.

Les équations de la couche limite laminaire stationnaire autour d’un corps
quelconque dans un systéme de coordonnées curvilignes tri-orthogonales s’écrivent
[4] sous la forme sulvante:

v, OV, l_gz_f_v_l_l_v v, v c)hzl' v,v, Oh,
h, 0x, h, Ox, : ox, hh, 0x, yh, 0Ox,
U oU, U,0U Uz oh, UU,0h 0,

“h, 0x, h, 0x, hh, 0%, hhk 0%,  0xz
(1) v, avzi v, OV, I v30v2 v,? ah1= v, 0h,
h, 0x, h, 0x, 0x, hh,o0x, hh, 0x,
U,0U,, U,0U, U2 ok UU, Ok, 0™,
h, 0x, h, 0x, hh, 0x, hh, 0x, 0x3% I
0 (h,v,) I o(hv,) +h,h, 0V, 0, ’
0 x, 0 X, 0x,

avec les conditions aux limites comme suit:
(2) vi=v,=v,=0 pour x;=0;, v,=U,, v,=U, pour Xx;= oo,

On a ici que: vy, v; et v3 sont les composantes de la vitesse dans la couche limite;
U, et Uy, — les vitesses & la frontiére de la couche limite; hy, A, et A3=1 — les
coefficients métriques du systeme de coordonnées.

A partir des équations (1), en les appliquant aux problemes i symétrie de
révolution du deuxiéme ordre ou d’apres la figure 1: vi=u, vo=w, v3=v, x;=x,
. 0 :
X2=2Z, X3=J, h1=1, h2=r, h3=l, -3—=0, U1=U1 (Z)> U2= Uz(x), on obtient
z
les équations de la couche limite & symétrie de révolution du deuxiéme ordre sous

la forme:

ou vbu wior . oU; Uj2or vdzu

u-—+ U, l ,
0x 0y r 0x 0Xx r 0x 0 y?
2
3) uc)wlvt)w:uw or U, 0U2+U1Uzc)r+vu,
0x 0y r O0Xx 0 X r o0x  0)?
o(ru) o(rv) 0
ox oy ’

0
2) On dit qu’un écoulement plane est du deuxiéme ordre si: v,#0, v,#0, v,+#0, 3 = (),
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avec les conditions aux limites:
(4) u=v=w=0, y_..____o; u:UI W=U2, y-—)-oo_

Notons que les équations (3) restent valables aussi dans le cas ol le corps
tourne autour de I’axe de symétrie et la vitesse 2 I'infini est paralléle 3 cette axe.
Cela peut étre d’un interét pratique pour
traiter le mouvement en spirale d’un projéctile.

Puisque dans ce cas U;=0, tous les

membres des équations (3), contenant U,
deévient €gales a zéro. D’autre part, dans ce

cas on aura les conditions aux limites comme Fig. 1
suit: g 1.
(5) u=v=0, w=W, pour y=0; u=U,, w=0 pour y-»> oo,

ou Wy est la vitesse de rotation du corps.

VYu ce probleme représente un cas spécial de celui expliqué précédemment,
on n’en parlera plus dans ce travail.

3. Introduction de nouvelles variables.

Vu les résultats, favourables, obtenus & ’aide de la méthode de Saljnikov,
appliquée pour traiter le probléme & symétrie de révolution de premier ordre [3],
nous introduisons ict les mémes variables, comme suit:

x r ()
1 U, (x) ] Y
(6) E=———fr2 (x) dx, " =
r 0 , r b—1,_, *(X)
%VfUl (x) 2 dx
0

De méme, nous prenons aussi [’expression bien connue pour la fonction de
courant:

* b

(7) b=""1|/ apv f Ut () -;;dx U 2 )0, ().

0

Par Pintermédiaire de (6) et (7), on calcule aisément les deux composantes de la
vitesse:

(3) Z

Lo09)_ (2% ,_ 1209

o r o0x

tandis que la troisicme composante w est définie & Paide d’un fonction G,y
sous la forme:

(9) w=U,(x) G (x,7)

10 36opaux panosa
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On a introduit cette expression (9) par une analogie avec (8), tandis que dans la
théorie de la couche limite on suppose que 1a composante w est un produit de deux

fonctions ([5], [6]) d’habitude.

4. Détermination des équations universelles.

Pour faire l’universalisétiOn des équations (3) il est nécéssaire & introduire,
a part de I’ensemble de parametres de Loitsianski:

k & 2
d: U, (x)(z),, =2 kL2 m

(10) fi=Ui"" (%)

encore deux ensembles inf inis de parametres [4]:

d" U, (x) » (z)" 2 Uk(x) deér(x) (z)"

2= k-1
(1) fe=Ur )= “TTr) axt

Parcillement comme dans la théorie de la couche limite plane du premier ordre,
on obtient ’équation intégrale de la couche limite:

1 ¥ ’

(12) i Ui U g,

dx U U,
ou:
(13) F,=F+2f[e*(H,+ H)],

ok d .'. e é C T p W W
(13) z=“_z-!1 2= u: ’ sz=f_"(1___‘)dys
S AR A

be (1= 2\, omi=le
(14) of(l )dy o =12

On peut démontrer, en utilisant I’équation (12), que les ensembles de form-pa-
rameétres (10) et (11) satisfont la relation récurrente:

dfk

(15) U, z Sk (kfl ~-fi +knf+fk+1—9k,

a ’aide de laquelle on obtient la formule de transformation:

d 0 d f k __ U (x)
6 9 _ 2
(16) ox 2"1 kzo 0 f' dx U, (x) 121 12:0 f'
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Finalement, en profitant les expressions (6), (7), (9) et (16), on peut trans-
former les équations (3) sous une forme universelle:

1
2B?

Diymn + D1 Py - -{a,- B*+f,1-(2— b)}+fl (1...(1)1“)_

3 ] 3 @
_0-2..%;-(1-—62)“?2 Z k((pl‘n'q)lmf;“(plﬂﬂ'q)lji)’

2
(1T)  Gyy + Gy - f {0 B+ 2=8)- [+ LT (1 - 04,6 -

z z Bk ((Dln G (I)U-r)

r 1 k=0
avec les conditions aux limites:
(18) n=0, V1,=0, G=0; D, =0; n—>0, O,=1, G=1.

Ces équations sont universelles pour tous les cas de I’écoulement & symétrie
de révolution de la couche limite du deuxiéme ordre; en plus, & I’aide des trans-
formations de Mangler-Stepanov elles peuvent ‘étre appliquer aussi pour un écoule-
ment plan dans la couche limite du deuxiéme ordre. Avant une intégration nume-
rique, il faut déterminer les constantes agp et b, dont les valeurs différent de celles,
obtenues dans le cas de la couche limite plane du premier ordre, d’aprés la forme
bien connue de la fonction F, Vu la fonction F* est différente de F, il faudrait
examiner cette fonction F* par la méthode de Loitsianski, par exemple, et ensuite
déterminer les valeurs de ag et b. Pour I'instant, on a examiné la fonction F* dans

quelques cas particuliers.

5. Une afle cylindrique en dérapage.

On considére une aile cylindrique d’une section quelconque plongée dans un
écoulement extérieur dont la vitesse A I'infini amont fait un angle différent de
90° par rapport a ’axe longitudinale. La composante de la vitesse U dépend de la
forme de section, tandis que I’autre composante reste constante: U,==const=W [5].

10*
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48
H)
FQO)
AW
B
ol

0.0831
0.0219
3.5947
0.9744
3.6345
1.0111
0.0216

0.0000
0.2205
2.5914
0.4408
2.5914
1.0000
0.2205
0.2205
1.0000

0.0000

0.0800 0.0700 0.0600 0.0500 0.0400  0.0300
0.0384 00737 01007 0.1242 0.1456  0.1656
3.4552 32135 3.0639 29508  2.8584  2.7795
09261 08739 0.8079 07429 0.6796 0.6178
3.4910  3.2405 3.0834 2.9643 28670  2.7844
10104 10084 1.0064 1.0045 10030 = 10018
0.0380 00731 0.1000 0.1236 0.1452  0.1654
0.8200 0.8456 0.8635 0.8823 09022  0.9236
0.1710  0.1853  0.1962 02037 02094  0.2137
0.0784  0.0688  0.0592 0.0495 0.0397  0.0299
0.0100 0.0200 0.0300 0.0400 0.0500  0.0600
0.2376  0.2543 02707 02869 03030 03189
25392 24905 24447 24012 23596  2.3193
03842 03288 02746 02215 0.1696  0.1189
25398 24930 24510 24127 23791  2.3506
10002 1.0010 1.0024 10048 1.0083  1.0135
02210 02207 02195 02137 02137  0.2084
0.2375 02541 02700 02856 03005 0.3147
10314 10673 1.1088 1.1581 12188  1.2976
00100 00199 00298 0.0396 0.0492  0.0584
Tab. 1
=
y *
_ 7 . i
S < G — A A= - .
Eiz0.03 ’ |
= 5.0 |- |
— | ]
i
__4.2- 5.6 7 BI: 9.8 7 i:

Fig. 3.

-y ®

0.0200
0.1846
2.7101
0.5575
2,7124
1.0008
0.1845
0.9468
0.2168

0.0199

0.0700
0.3349
2.2798
0.0696
2.3288
1.0215
0.2000
0.3279
1.4103

0.0671

A%

0.0100
0.2029
2.6480
0.4985
2.6485
1 0002
0.2028
0.9721
0.2190

0.0100

0.0800
0.3510
2.2403
0.0219
2.3193
1.0352
0.1843
0.3391
1.6168

0.0746
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Les équations universelles (17), sous la forme des approximations 4 un para-
metre, deviennent:

O + O Ol B4f1- @- B} LE 1~ 0 )=

2 B2
FO-fi1 o o 1) (D
B? {(D 'ﬂlfll o (leﬁ ‘ q)l'n‘n}’
(19)
®. (O F.
G Gm(an'lez'{ao'Bz 2-b)-fil}= Bfl {0 .Gl - GY". q)“)l}

ou la fonction F, aussi bien que les constantes ag et & ont les mémes valeurs
comme dans le cas plan du premier ordre.

Le systeme d’équations (19) est résolu numériquement 3 ’aide d’un ordi-
nateur €lectronique IMB 1130 et quelques résultats sont présentés par le tableau
1 et les figures 3 et 4. On voit que la dépendance de la fonction G(1) du paramétre
fi! ne peut étre négligée du tout, comme cela a été fait aux travaux [8] et [9], ou
on a fait Phypothe¢se que w=U,¢, la fonction ¢ étant une fonction d’une seule
variable.

|

5.6 7 8.4 9.8 7 1l.2
Fig 4.
—f2 — Pour comparer ces résultats, avec ceux de Struminski {8] et

Rott, [9], on a calculé des épaisseurs de la perte de quantité de mouvement, a
’aide des formules:

20 §- -2 4, §lz=fﬁ-(1-i)-d,
0 fUl( Ul) ¢ v\ " w)?
0
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qui nous offre, vu la forme des coordonnées (6):

v ao.f.Uf"“l dx_; oo
(21) 5 = OUI” B, B=f¢’1n (1-®,)-dn;
0
v-a, fme_' dx% ”
22) 8:,= Od:b - B, Bl=ffl>ln-(l-—0)*dn.
0

Une application de la méthode s’est faite de la fagon qu’on calcule d’abord la grandeur
et ensuite, & 1’aide de (23), le tableau 1 nous offre les fonctions B et Bj.

-

1 . ’ .
(23) e K
Bz Up
0
%2 . 8“2
En utilisant (21) et (22), on a calculé les fonctions Z** = et Z,, = ——

v
sur une aile d’une séction cylindrique, pour une distribution de la vitesse extérieur
de Himenz [10], ce qui est présenté par la fig. 5. La méme figure montre aussi les
solutions de Rott et Struminski pour la fonction Z**, d’ou on peut conclure
qu’il existe des différences considérable entre les solutions. Une controle de
’exactitude peut étre faite par une examination de I’épaisseur de perte de quantité
de mouvement (20) au point ot U’'Oi.e. f;'=0. Au fond, dans ce point on a que:

(24) * u=d-w+e
ou d=U; W, e=0. Par conséquent, on peut constater pour ce point que:

(25) | ? =2, ou bien 2 = 2,

La figure 5 montre que cette condition (25) ne peut étre satisfaite que par
la solution présentée dans ce travail, d’ou on peut conclure que cette solution
possede une exactitude plus grande que celles de Rott et Struminski.

004 |

403

Qo2

Qo
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Néanmoins, & part des solutions de Rott et Struminski, il faut tenir compte
aussi de la solution de Bogdanova [4], ou elle a fait I'universalisation des équ-
ations de la couche limite tridimensionnelle 3 ’aide de la méthode de Loitsianski.
Mais une analyse détaillée du probléme d’une aile dérapée est donnée par Warsi
[7], dont 1a solution est aussi présentée par la figure 5, et qui satisfait la condition
d’intersection des courbes au point U’'=0, En plus, la différence entre la solution
de Warsi et celle donnée dans ce travail est relativement petite, d’oll on constate
que leur exactitude est satisfaisante. DD’autre part, il semble que 1’exactitude
des solutions de Rott et Struminski est relativement faible & cause de fait
qu’ils ont choisi la distribution de la vitesse en direction de z d’une fagon
intuitive.
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