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лАминАрныIй ПОГРАНИЧНЫЙ СЛОЙ В BыокоскоростномM 
ГАЗОВОМ ПОТОКЕ ПРИ ПЕРЕМЕННОМ ТЕПЛОВОМ 

УСЛОВИИ НА СТЕНКЕ 

В. Сальнuков u з. Борuчuч 

(Сообщено 26 июня 1974) 

1. Универсализация рассматриваемой проблемы 

Как уже показано в работе [1], уравнения пограничного слоя для 
случая ламинарного плоского и стационарного течения сжимаемого газа 

при больших скоростях, преобразованные посредством трансформаций До
родницьrна-Стюартсона, MOryт быть приведены к универсальному виду нечто 
иным способом нежели это было Достиrнyто ранее Капустянским [4]. 

Для этого бьmо необходимо преобразовать, сперва, исходную систему 
уравнений рассматриваемой проблемы, посредством перенятых из работы 
[2] трансформаций: 

иЬ/2 1 1-!!.. 
Х, "'fj=g(X) h- У, !јЈ(Х, У)= v1 иг 2 V2ХФ (Х, 1) 

V 1 2Х g(X) 
(1) 

также как и тепловой функции 

(2) S=IzO_ 1 
h ' 

1 

со следующими обозначениями: 

Х, У 

и 

- переменные Дородницьrна-Стюартсона 

- скорость В пограничном слое 

- скорость внешнего течения 

- кинематическая вязкость 

- Функция подлежащая определению 

- произвольная постоянная 

- энталпия адиабатически заторможенного 
газа во внешнем течении 

ho - энтаЛIlИЯ в пограничном слое 

!јЈ функция тока 
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При этом использовано уравнение импульсов 

(3) или 
dZ** F - , 
dX 

где 

со следующими в теории пограничного слоя привычными величинами 

со со 

6.*= 
и 

1 +s- dY, 6.** = 
Ие 

и 1- И dY, P=2[~-(2+Н)J] 

(4) 
о 

~= д(И/Иг) 
д (У/6.**) 

, 

Иг Иг 
о 

н = 6.*/6.**, 

приведенными посредством выражений (1), (3) к виду 

(5) 

(6) 

со 

где А (х) = (1- Ф'I) + S) dYJ; 

6.** = \11 У2Х В (х) 
ИЬ/2 g (Х) , 

г 

где 

о 

со 

о 

aB2-ЬЈ 
р= 2 dB;?;;= в (Ф'I)'I))'I)-О; Н = А/В. 

1- в! dJ 

Ј=2\11 ХИ: В2(Х). 
и.ь g2 (х) 

Дифференциалъные уравнения, преобразованные указаным способом, 
могут быт, для случая особого теплового условия на стенке (1)=0: S=Sw= 
=const. ), как уже показано в работе [1], посредством извесIНОЙ, Л.Г. Лойц
янским [31 определенной системы формпараметров 

(7) ~ =Иk- 1 dkИг (Z**)k ~ Ј (k 1 2 ) Ј k , где Ј 1 = =" ... , со 
е dXk 

перенемающей ролъ независимой переменной Х, вернее при помощи ре
куррентного СООТНОIliения 

(8) (k=I,2, ... ,co) 

I 
I , 
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и дифференциалъвого преобразования 

(9) 
д .. д -=" 6 д Х k-:-O k д Ik ' 

приведевы к увиверсалъвому ВИДУ, причем 10 обозвачает так-вазываемый 
"параметр сжимаемости" (т. ео. х /0), а 60 определево выражевием 
60=2 х (х-l)/l' 

Н)ЖВО отметИIЪ Ч'То эти дифферевциалъвые ураввевия представляют 
в векотором отвошевии обобщение увиверсалъных уравнений Капустянс
кого r41, посколъку, в особом случае, определеввом условием B=const., ови 
приводятся К его системе. 

В более общем случае перемеввого распределевия теnловой Фувкции 
ва стенке Sw (Х), рассматриваемом в этой работе, необходимо сперва, посред
ством соотвошения 

(10) S (Х, "1)) = Sw (Х) н (Х, "1)) + Sl (Х, "1)) 

произвести разложение энергетического уравнения ва два дифферевциалъных 
уравнения, определяющих введенные Фувкции Н (Х, "1)) и Sl (Х, "1)). 

Для увиверсализации полученых такнм образом трех преобразовавныx 
дифференциалъных уравневий и соответствующих граничныx условий необ
ходимо, кроме ранее исполъзованной системы формnараметров (7), ввести 
в рассмотрение еще одну систему следующего ВИда 

dk - 1 
rJ.k = и:- 1 __ rJ._ (Z**)k-l. 

dXk-l ' 
(11) (k = 1, 2, ... , оо), 

где 

rJ.1 = rJ. (х) = Sw (Х), 

удовлетворяющ)'ю рекуррентное соотношение 

(12) 

Таким образом, при помощи соответствующего дифференциалъного 
преобразования 

(13) 

уравнения рассматриваемой проблемы и гравичвые условия приводятся 
окончателъно к увиверсалъному виду. 

Определение Фувкции g (Х) перенятое из работы [1] имеет форму 

(14) g(X)= 
2v1 Х 
х --, где а = const. 

а Ј и:- Ј dX 
О 

8 Зборник радова 
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Подстановка соотношения (14) в формулу (6) приводит формпара
метр f к следующему виду 

(15) f (Х) = аВ2 Ив' 
и: 

о 

х 

ИЬ- 1 аХ 
е ' 

представляющий, по существу, интеграл уравнения импулъсов (3). Бла
годаря этому обстоятелъству, Дополнителъная интеграция этого уравнения, 
необходимая при применении первоначалъного метода Л.Г. Лойцянского 
[3] на конкретные задачи рассматриваемой проблемы' оказывается излишнеЙ. 

Таким образом, после подстановки функции g (Х) (14), преобразо
вания (1) получают следующий окончателъный вид 

(16) 
иьt. у 

е 

Х, 1] = -;==-=х:::::====' 

aV
1 
Ј и~-1 ах 
О 

1jJ= 
х 

а V1 Ј и:-
1 аХ 

о 

ь 
1--

Иг 2 Ф (Х, 1]). 

Нужно отметитъ что выражения (16), при особых значениях коэффи
циентов а=Ь=2 приводятся к известной поперечной переменной 1] и соответ
ствующей функции тока ljJ Гёртлера. 

Посредством преобразований (16), универсальные уравнения расе ма
триваемой проблемы принимают следующую окончателъную форму: 

(17) 

ф + 1 
7}7}7} 2 В2 
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~ 

причем граничные условия имеют следующии вид: 

(18) 'уј = оо : Ф'I) = 1; SI = Н = О, 

11 =/10 : ф = ФО; SI = S10; Н = Но· 

2. Реmеиие преобразоЬанной системы уравнений 

Поскольку решение системы уравнений (17), (18) в общемслучае зави
симосrи от всех введеных параметров (7), (11) практически неосуществимо, 
в дальнейшем исследовании необходимо ограничится на их конечное число. 
Однако, имея в виду существование различныx причин воздействия на разви" 
тие пограничног слоя, влияющих на систему (17), (18) посредством трех 
видов параметров (/0, Ik, OCk), цеЛЕсообразно решать рассматриваемую 
проблему наименьше в трехпараметрическом приближении, Т.е.: 10*,0, 11 *,0, 
ОС1 *,0; Ik=O; OCk=O (k=2, 3, ... оо). 

При этом из-за затруднений связанных с применением электронно

вычислительной машины (ЭВМ), которые бы возникли при решении полного 
трехпараметрического приближения (надобность большей действующей и 
внешней памяти машины, а также и более продолжительного времени для 
самого расчета), необходимо было произвести так называемую локализацию 
по некоторым из оставшихся параметров. Имея в виду выводы О интен
сивности влияния отдельных параметров, сделанныx при исследовании по

добной проблемы [5], интегрирование системы (17), (18) проводилось в трех
параметрическом приближении, для двух различных случаев локализации: 

1. дважды локализованном (дјдlо=О; дјдОС1=0), на рисунках обозна
значенном с ,,10 kal " , 

2. трижды локализованном, т. наз. автомодельном (д ј д 10=0; д ј д 11 =0; 
д ј д ОС1 =0), на рисунках обозначенном с "autom". 

В первом случае система (17), (18) приводится к следующим урав-
нениям 

(19) 

=Р, F; (Ф'I) Slfl- Фfl S1'1)); 

H'I)'I)+ Р, [аВ2+/l (2-Ь)] ФН'I)=Рr Fll (Ф'I)Нf1-ФflН'I))' 
2В2 В2 
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н соответСТВУЮЩИМ граничным условиям: 

1) = 0:Ф=Ф.'1=81 =0; Н= 1, 

(20) 1) = оо :ф'7)= 1; 81 =Н=0, 

I1 =/10: ф= фо; 8=810; Н = Но· 

В другом случае получаются обыкновенные дифференциа.лъные урав-
нения 

(21) SI.,..,. + Р, [аВ+/1 (2-Ь)]Ф 8 1'7)+2(Pr -l)/o (ф'7) ф.,..,.).,. = О; 
2В2 

Н'7)'7) + Р, [а В2 +.h (2 - Ь)] Ф Н.,. = О, 
2В2 

с граннчными условнями 

(22) 
1)= оо : ф.,. = 1; 81 =Н=О. 

При этом нужно отметиlЬ что последнее граничное условне (20) полу
чено в результате решения подобной задачи на пластинке, определенного, 
для случая соответствующего знэчения формпараметра /10=0, следующей 
системой обыкновенных дифференциа.лъных уравненнй: 

(23) 

и гранИ'tНЫМ условиями 

1)- О: фо= Ф01l= 810= О; НО = 1, 
(24) 

1)=0О:Ф01l=1; 81и =Но =0. 

Системи (19), (20), (21), (22); (23), (24) решались численно, методом 
конечных разностей на ЭВМ IВМ360, причем соответствующие конечно-разно
стные уравнения интегрировались известным методом "прогонки" [6] по 
специально составленной стандартной программе. Расчет происходил для 

двух пар КОЭффИllиентов а и Ь (а=2, Ь=2; а=0.4408, Ь=5.7140), причем 
рассматривалось течение воздуха (Pr=0,72) в случае тепловой функции на 
стенке <Х1 =Sw=O.4 и двух значений параметра сжимаемости (10=)(.=0.5 и 
10=0.95). 
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в результате численного интегрирования получены хроме универсаль
ных распределений характерных для пограничного елоя величин А (fl), в «(д. 
F (f\), ~ (fд, н ([1), ОDJ:еделенных ранее формулами (5), {6), тахже и уни
вереальные, характерные для ежимаемого пограничного елоя. величины 

~*, ~8' Нв, Е8, 18\, необходимые для практичеекого раечетэ, причем их 
определение дано еледующими выражениями: 

(25) Н, = /). •• / /). •• = 1 
s В 

о 

Fs = -2 

оо оо 

где /). •• = 
s 

о 

и SdY; 
Иг 

Тах нпр. на Рис. 1 представлено полученное универсальное раепреде
ление В (fд необходимое для раечета толщины потери импулъса (5). 

(/ 
I ~ В 

-r=== 

Jf7 ~ 11' 1'\1 L 
I~E / 

1 

47 

'!" 
1/ ~V ~ 46 

Ј 'f" 
I .,' 

/ :::: 
А' 

"~'1'. 
~T 

(џ 

ј' 
r=IД 

Рис. 1 

в оеобых таблицах помещенные значения этой и остальных характер
ных величин (5), (6), (25) дают возможность произвести полный раечет по
граничного елоя для хонкретных примеров раеематриваемой проблеммы 

при помощи интегрального, также в универсальном виде раеечитанного, 

еоотношения 

(26) 11 (Х) 
В2(Х) = 

х 

аИе'(Х) Ј U~-I(Х)dХ 

~e(X)b =~(X), 
произшедшего из выражения (15) и оеуществляющего непосредственный 
переход от формпараметра 11 к переменной Дородниuына-Стюартеона Х. 

Сам споеоб определения характерных величин необходимых для рае
чета показан ехематически на поеледнем, в виде номограммы, представ

ленном Рис. 7. 
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3. Примеры 

Полученные универсалъные таблицы исполъзованы ДЛЯ исследования 
двух примеров. 

В первом случае, решаласъ задача при задании внешней скорости 

"фиктивного" потока несжимаемой жидкости в безразмерном синусоидалъ
ном виде: Ие(Х)=siп Х. Исходя ОТ этого распределения, численно рассчи
тана правая сторона интегралъного соотношения (26) ~ (Х) и таким образом 
восстановлена связъ с соответствующими, посредством интерполяции опре

деленными табличным значениями 11јВ2. УЧИ'lывая что для течений у КОТОРЫХ 
Иг (О) = О (Ие' (0)*0) началъное значение ~ (О)=ај Ь, при помощи универсалъныx 
таблиц определена связъ 11 =11 (Х), дающая возможностъ расчета, после 
известныx трансформаций исходных формул, искомых xapaктepHыx величин 
пограничного слоя рассматриваемой задачи. 

Так нпр. напряжение трения на стенке, рассчитано при помощи ВЫ

ражения 

(27) 
дИ 

дУ у=о 

Из расположения соответствующих КРИВЫХ, представленныx на Рис. 2. 
МОЖНО придти, что касается выбора значений коэффициентов а и Ь и после
дователъности в отношении точности получаемой в резулътате различныx 
локализаций, к заключениям, выведеным уже ранее в аналогичном случае 

несжимаемой жидкости (7). 

А именно, во-первых следует, что автомоделъные решения (обозна
ченные на Рис. 2 с "autom". (приводят в оба случая (а=2, Ь=2 и а=0.4408, 
Ь=5.7140) к преждевременному отрыву пограничного слоя по отношению 
к резулътатам полученным посредством "дважды локализованных" урав

нений (19), (20) (обозначенным на Рис. 2 с "lokal."). 

~g 1---. Ј!.-qфs 

~ 
08 

.7 
'к 0,6 

v.a-0.. ~" ~ .\~ // 
0.+ 

1" I~ ~ " ~K ", 
~ qз 

• ~~ 
0,2 

~ qf 
I " 

0,2 О) <1" ~ 0,6 <јТ о.;;- 0,9 (О ~ 4f 1.2 
" 

РИС. 2 
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Во-вторых, автомоделъное решение, рассчитаное при значениях 
а=0.4408; Ь=5.5140 представляет апроксимацию более блискую к точному 
решению, по сравнению с обоими приближениями полученными при помощи 
коеффициентов а=2; Ь=2. 

Во втором примере проводилосъ исследование пограничного слоя при 
дозвуковом обтекании воздухом круглого цилиндра, причем распределение 
действителъной внешней скорости принято в безразмерном синусоидалъ
ном виде иг (x)=sin х. 

Рассматриваемая задача решаласъ при несколъких значениях Числа 
Маха М оо (0.2; 0.4; 0.6; 0,8; 1.0). При этQм посредством интеграла 

(28) 

где 

Х(х)= 

о 

1 _ и. (х)2 
С 

2 
С = 1 + (k _ 1) м:, = const.; 

3k-l 
2(k-l) 

(k= 1.4), 

восстановлена сперва, между переменной дородниlJыа-стюартсонаa Х и 
физической координатой х соотношение Х (х), при помощи которого, затем, 
рассчитана скоростъ фиктивного потока несжимаемой жидкости 

(29) 
2 1 _ и. 
С 

• 

Из расположения соответствующих графиков представленныx на Рис.3 
и Рис. 4 нетрудно ПОДметитъ что при М 00--+0, Х-+ х и U в ) ив, что и следо
валоожидатъ. 

х 

f 

(7 l/Y! (, v "'-
~ • 

~ 
\ ·L 

и. 
I 1\ , 

~ \ \ V/ 1,3 

\ \ ,/ V / f.% 

I\.t::/ ./ v -;7 
/' 

(1 

~ V /' 
f" 

(О 

/х к' 
c/.~V \ \ 

и 

417 
v 

Qt1 '17· 1.D'"'ti"fz'u то ""ђ 
--х 

Рис. 3 
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Однако нужно отметить, что из-за возможной многозначности Соот
ношения (28) и определения самой фиктивной скорости (29), применение 
преобразования дородницыа-стюартсонаa к расчету конкретниыx задач при 
заданному распределению ив ограничено следующим условием: 

и 2 

1-~ >0, (30) Т.е. 

Это обстоятельство необходимо учитьmать при исследовании надзву
ковых течений, поскольку с М",-+<» постоянная С стремится к своему наи
меньшему значению (С-+l). 

Рис 4 

Подстановка полученных распределений (28), (29) в ИRтегральное вы
ражение (26) и численный расчет его правой стороны ~ (Х) приводит, посред
ством соотношения ~ (Х) Јl/В2, учитывая что ~ (О)=а/Ь, к искомой связи 
между формпараметром 11 и физической координатой 11 Јl(Х) ДЛЯ любого 
числа Маха М",. 

Полученное соотношение 11-/1 (х) дает возможность определить сперва 
~ 

универсальныIe характеристики в рассматриваемои точке контура, а затем и 
~ 

рассчитать соответствующие величины пограничного слоя исследуемои 

задачи. 

На Рис.5 и Рис.6 представлены распределения безразмерного напря
жения трения на стенке "/ и локального числа Нуссельта Nux • рассчитан
ные посредством следующих формул: 

(31) 

. ~ 
~W=РFт в' где 

~* Nux = РРт , где 
В 

2k-1 

РРт=Хг k-I Иг V Ие'/~ 

3k-l 

Х X2 (k-l) 

PF = г т V и 'jlJ. 
r (Tw -Т",)(Sw+ 1 )2 w г 1-' 

для различных вышеприведенных значений числа Маха М",. 

Из расположения кривых на Рис. 5 следует что увеличение числа Маха 
М", в области дозвуковых течений, оказывает неблагоприятное влияние на раз
витие пограничного слоя, содействуя смещению тоЧICИ отрыва вверх по потоку. 
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На это явление, а также и на обстоятельство ч:то одновремено )мень
шается и максимальное знач:ение напряжения трения на стенке указал и Ферри 
{8] на основании экспериментальных наблюдений над обтеканием шара. 

I 0,9 ~ I;t.~ h 
./~ q8~ ~ ...L 

~. 

ql ) '" v / / ~~~ 
~V/V/~~ 

V7 '\ 
"\ 

h 

q/ И -

тt ---;д -t;з 1* 
I 

о 4' f.G . х 
Рис. 5 

Распределения локального ч:исла Нусельта Nux ' показанные на Рис. б 
дают возможность обнаружать, кроме перемен вызванных изменением зна
ч:ений ч:исла Маха М ао, также и существенное влияние параметра сжимае
мости 10 на развитие тепловых характеристик погранич:ного слоя. Одновре
менно нужно отметить ч:то противположно этому, перемена параметра нес

жимаемости 10 влияет на изменение динамич:еских характеристик оч:ень мало. 

-
-
- 1131---+--+-i-

-
Nu: 

Рис. 6 

На Рис. 7 схематич:ески показан при помощи стрелок графич:еский спо
соб определения формпараметра 11 посредством кривых ~ (х) И ЛјВ2 для 
некоторого произвольно принятаго знач:ения физической координатыI х. 
Одновременно эта номограмма указывает на удовлетворение условия едино

сти решения, необходимого для применения предложенного универсального 
метода на расчет конкретных примеров рассматриваемой проблемы. На 
Рис. 7 изображены также и кривые представляющие распределения универ
сальных характеристик ЏВ и '(.* јВ, и вспомогательных Функций PF<; и PFp 
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Умножением соответствующих, на Рис. 7 графическим способом, ДЛЯ неко
торой физической координаты Хо, определенных значений (РЕ .. )о и (~jB)o, 
получается, имея в виду формулу (31), безразмерное напряжение трения на 
стенке ('t"w·)o. Умножение соответствующих, графически определенных 
значений (Р Ет)о и (~* јВ)о приводит аналогичнЬЈМ способом к искомому 
локальному числу Нусельта (NuJo. 

" -

t /"':;;: ~ 
O
pI

77i---
1
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. ft о.Обf---f_+--+--+b-LV 82 • 0.05 

/ ./ ~J1 
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• 
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' .... 1 [РЕ-, 

Рис. 7 

ЛИТЕРАТУРА 

[1] S а] ј п i k о v, У. und В о r i с i с, Z., Dle universellen Grenzsehiehtgleiehungen fйг 
den Fall der kompressiblen laminaren StГбтmg, ZAMM 54, Т 146-Т 148 (1974). 

[2] С а л ъ н и к о в, В. Н. Обобщенuе унuвереальноzо ypaBHeHlI1I теорuи nоzраНI<ЧНОZО 
еЛОII л. г. ЛОЙIЏlнекоzо, РиЫ. de ]' Inst. Math. Т. 13 стр. 105-116 (1972). 

[3] Л о й ц я н с к и Й, л. Г., у нuвереальные ypaB!teHUII u nара.wетрuчеекuе nрuблuжеНUII 
8 теории лаМlIнарноzо nоzраНIIЧНОZО еЛОII, пмм, Т. 29, стр. 70-87 (1965) 

[4] К а п у с т я н с к и Й, С. М., Л аминарый nоzранuчный елой в zазовом потоке 
большuх екороетей, Труды ЛПИ, N!! 248, стр. 59-64 (1965). 

~ 

[5] Л ю б е н о в, В. И., Двухnaраметрuчеекое решенuе уравненuй ламuнарноzо nогра-
I/Ого еЛОII в zазе, Tpyды ЛПИ, N!! 313, стр. 28-35 (1970). 

[6] С и м у н и, л. М. и Т е р е н ъ е в, Н. М., Чuелеl/ное решенuе уравненuй "одноnа
раметрuчеекой" meopllu nоzранuчного еЛОII, Tpyды ЛПИ, N!! 248, стр. 56--58 (1965). 

[7] S а 1 ј п i k о '1., А eontrib Ition to Universal Sol.ltions оЈ the Воunоогу layer Тћеогу, 
Teorijska i primenjena Mehanika, Уоl. 4, рр. 139-163, 1978). 

[8] Ф е р р и, А., Аэродuнамuка еверхзвуковых теченuй, Гостехиздат, Москва, (1953) 

Д. Виктор Салъников, Невесинъска 17, 11000 Београд, Юrославия 
Др. Зоран Боричич, Станка Пауновича 43, 18000 Ниш, Югославия 


