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APPROXIMATIONS SUPERIEURES DANS LA COUCHE LIMITE NON
STATIONNAIRE ET LEUR TRAITEMENT PARAMETRIQUE. DEUXIEME
PARTIE: APPLICATION DE LA METHODE .

J. Jovanovic¢, R. ASkovié, M.Duric
(Regu le Septembre 14, 1978)

Résumé. A l'aide d’une méthode a traiter les approximations supérieures
de la couche limite en régime non stationnaire, préparée dans la premiére partie
[1], on va calculer ici les deux problémes particuliers: les couches limites autour
d’une plaque plane et d’un cylindre, mis chaque fois brusquement en mouvement
de translation dans un fluide initialement au repos.

1. Introduction

Dans la premiére partie [1] on a fait une wuniversalisation des équations
différentielles de la deuxiéme approximation de la couche limite, obtenues a 1’aide
de la technique de perturbations de Van Dyke. Toutes ces équations universelles
paramétriques peuvent étre intégrées soit numériquement avec un calculateur
électronique soit en développant les solutions en séries des parameétres de forme.
Pour le moment, nous avons traité ces équations sous forme des développements
en séries, en trouvant mémes les solutions analytiques des équations différentielles
ordinaires du type parabolique, issues de ce traitement dans le cas de la ,,simple
solution® [1]. f

Néanmoins, pour solutionner des problemes particuliers il est nécéssaire a
résoudre encore les équations de I’écoulement extérieurs du type élliptique qui donc
doivent étre traitées tout A fait autrement par rapport aux équations de la couche
limite (qui sont du type parabolique). Cette différence essentielle exige que les
équations de I’écoulement extérieur doivent étre traitées séparément pour chaque
cas particulier, bien qu’il existe une certaine possibilité d’application des fonctions
analytiques et non-analytiques.

2. Traitement des équations de I'écoulement extérieur

Les équations différentielles pour la premiére et la deuxiéme approximation
de I’écoulement extérieur, accompagnées des conditions limites et initiales, en

64
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systéme de coordonnées curvilignes, peuvent s’écrire {1] comme suit:

0 0 (eg_ «3)I o (el 3)]11}0=_elez’{’0,
dE\e 085/ om\e, o7

t<t, Y,=0 pour chaque &, v,
t>t, Y,=0 a Pobstacle du corps,
¥ ~Y, &, 1, t) & linfini.

2) [z)(.eza)E a(ela)]\ﬂ:o’
0t \e 0L/ om\e, o7

1<t, Y,=0 pour chaque &, v,

t>t, = -——jgrim [U, (s, 0, ) N—F¥, (s, N, )] & "obstacle du corps,

¥, — const. a linfini.

sous la supposition que le tourbillon dans I’écoulement extérieur ne dépend du
nombre de Reynolds.

Pour résoundre I’équation (2), appelé souvent — le deuxiéme probléme
extérieur, il faut connaitre le comportement asymptotique du profil de la vitesse

au niveau de la premiére approximation de la couche limite ¢y pour les grandes
valeurs de la coordonnée N. En utilisant des résultats obtenus en [1] pour la

”’simple solution* on a:

¥y (5 N, )= 2= Lo (1) + £,fox (1) + Yuio ()

K foo (n) = 1 V;_

7 —>00

lim fo.1 () = O,

nli_xiﬂ_o(n) > l{"2?(4 V2 —3) 5 I>1? :

de sorte que la premiére condition limite pour ’équation (2) devient:

Sor 1 S Qv [V= ] ]
g p L2 1 _4]/ -3 ]
) 1 A V=xr A Y|:12( 2 ) OVr

Alors, maintenant les équations différentielles (1) et (2) peuvent étre trai-
tées pour chaque cas particulier. Dans ce travail nous allons traiter en ce qui suit
les deux problémes: une plaque plane d’une certaine longueur et un cylindre
circulaire, mis en mouvement le long d’une trajectoire rectiligne A une vitesse
constante dans un fluide initialement au repos.

5 300pEMR panmopa
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3. Profil de la vitesse et contrainte tangentielle

A la base des solutions des équations différentielles universelles pour F,
@', d¢ et P+, obtenues dans la premiere partie [1], on peut construire ’expres-
sion pour la composante longitudinale de la vitesse dans la couche limite sous la
forme:

o ; d - k
4) u=uo+su1=gvﬁf+s[3pﬂoa‘l’ U (5,0,0) 0% S KQY 004
o 4 o 0 A o
’ ’ ’ §J-"(ztl v
—QV [feo () + 81 for () + 1o fro (D] +€ [ 2 [ flo () + £.5% () +

+¥ Lo M+ U, (5,0, 1) [foo(n) + 8, fon () + £, filo (1) + 1, flioo ()

3,KQV
A

Lo () + &, S35 (1) + Y, i () + P, 1 o (n)]] .

A Y’aide de (4) on calcule aussi une autre caractéristique, trés importante, de la couche
limite — la contrainte tangentielle pariétale:

(5) Ty =¢ [ Q;A foro (0) + 2,/ (0) + Yo vo (O)] + € {Q, [/ea (0) + £, /i1 (0) +
rya fra )+ D80 DA ) o T 0) v ST OV o (0)+

P

FEFE o (] +KQV S (0)+ £, 75 (0) +

1y, £ (0) + D, fE 0 (0)] }] ,

ou, d’apres les solutions analytiques obtenues dans la premi€re partie on a:

o2 SR 2o V-:?__g__ oo
flo@=1=, fO@="F fa@=4= fa@=-1
=0, £ ‘;’: P (0)—1/2;, & (0) Vf
S0 (0)=fi11.0 (0) 'Q’E | 3;;, fito (0) Vz"_ fo0(0) = ;

» n 9 F
HO=0,  fO==-Z(+32/2) e =LE
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4. Exemple 1: Plaque plane mis brusquement em mouvement

En cadre du premier exemple prenons une plaque plane d’une certaine lon-

gueur, mis brusquement en mouvement uniforme de translation dans son lit, si
Q,= —c(c>0), fig. 1.

Alors, l’equatlon pour la premiere approximation de !’écoulement exté-
rieur (1) se raméne A 1’équation de Poisson:

P, P,

(6) =
o n? 0 52

Q

t<0 Y¥,=0 pour chaque s, n,

t>0 ¥,=0 pour n=0,

1 .
¥, —>n——Q,n* pour s,n—> oo,

Fig. 1 2

dont la solution, satisfaisant les conditions mentionnées, pour >0, est définie
par: | |

| 1
T0=H——"2— QO nz,

d’oli la vitesse a la frontiére de la couche limite pour la premi€re approximation:
U,(s,0,t)=1.

| Il nous faut ensuite résoudre 1’équation pour le deuxidme probléme exté-
rieur afin de trouver U, (s, 0, t), appelée: vitesse du déplacement. L’équation (2)
se ramene [1] & I’équation de Laplace:

0* 1I."l i
9 5% t)nz
t<0 ‘I" =0 pour chaque s, n,
t>0 ¥, = —-hm [N —14,(s, N, t)] pour n=0,

(7) 0,

¥, — const. pour s, n-—> 0.

En sachant le comportement asymptotique de la fonction ¢,, trouvée
auparavant, la premiére condition limite pour ¢, devient:

(8) b, (5,0, )= =8, (1),

tandis que l'intégration de ’équation du quantité de mouvement [1] nous offre:

(9) 5, @) ;;V’— .

Une combinaison des résultats (8) et (9) avec d’autres formules, obtenues
en [1], pareillement 2 [2], la résolution du méme probléme mais dans le cas de la

5%
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o

Sy

couche limite stationnaire, donne l'information que la fonction de courant ¢,
de ’écoulement extérieur s’annule a la distance:

2 12
— Ve,
n V;c_R,

qui montre que le probléme de la résolution de I’équation (7) se raméne au proble-
me du traitement de la deuxiéme approximation de la théorie linéarisée des profils
de Van Dyke {2] pour un profil présenté a la figure 2:

n =t'e'(:£¢) n=+¢eT(s)

T(s = - 4%
) ETFHG ) T (5) Vz__l/t—H(l—-sz)
1"

Fig. 2

ol H est une fonction graduelle de Heavyside, identiquement égale & zéro pour
des valeurs négatives d’arguments et égale & 'unité pour des valeurs positives
d’arguments. Or, d’une telle fagon on trouve:

V71‘

— 52

4
(10) U, (5,0, t)=-
1 V=
Maintenant, toutes les grandeurs de deux €coulement (extérieur et intérieur)

sont déterminces et il est facile de calculer les caractéristiques de la couche limite.
Par exemple, la contrainte tangentielle:

(11)
1 1 6 1 16 [Vr 2 s |
T”=E[V?V7+s[_g°+ 2 l_s 'n:( 2*+3VF)(1-.~,-2)2 t]}

ou bien le coefficient de résistance:

1
(12) Cf=2 _!.THI' ds.

En remplagant (11) en (12) on peut démontrer qu’il est impossible de calculer
le coefficient de résistance C, parce qu’il contient un intégral qui est, entre les
limites désignées par (12), logarithmiquement infini, ce qui s’est attendue d’apres
P’expression (10) pour U, (s, o, t), €tant singulaire dans les points s= +1. Il est
a4 remarquer que le méme probléme s’est produit dans le cas stationnaire.

Cette singularité 4 ’expression de C, provient de Iintégral:
1 1

(13) J=f I gs-tlplEs|
] —s5° 2 1—s5
-1 -1
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qui est évidemment, logarithmiquement infini aux points limites. Néanmoins,
si I’on remplage ces limites par des autres, proches aux primordiales, ainsi on peut
évaluer la valeur de lintégral (13):

| b b
(14) Jmf I gs=LlnplEs|
1—s? 2 1-s5
—b b
ce qui est illustré par le tableau ci—coptre:
b 7 (b) = n2+a a *
0.9 2.944 2.251
0.99 5.293 4.600
0.999 7.600 6.907
0.9999 9.903 0.210

Tableau 1

D’aprés les résultats d’une analyse qualitative du tableau 1, la valeur de
Iintégrale (13) peut étre présentée sous la forme suivante:

J=In2+aq,

ol a représente une constante indéfinie pouvant étre déterminée en développant
la solution locale aux environs des points singulaires s= + 1 et en la liant, ensuite,
avec la solution obtenue dans ce travail. A la base d’une telle analyse on trouve,
donc, le coefficient de résistance.

1 4 1 _4Q, 112
R*Vx VYVt R, R, =2

Ce résultat (15) est en accord avec des résultats correspondants, obtenus au
modele stationnaire (/3/, /4/).

Le développement de la solution locale aux environs des points singuliers
et sa liaison avec la solution obtenue ici afin de trouver la constante inconnue a
sera le sujet d’une prochaine étude.

(15) C, (In 2 + a).

5. Exemple 2: Cylindre circulaire mis brusquement en mouvement

Considérons cette fois un cylindre d’un certain rayon, mis aussi brusque-
ment en translation dans un fluide initialement au repos. Pour simplifier le calcul,
nous allons supposer que le tourbillon dans I’écoulement extérieur est égal a zéro
1.e. la premiére approximation de I’écoulement extérieur est bien connue:

U,(s,0,t)=2sin0,
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(puisqu’on travaille ici avec les coordonnées non dimensionnelles on a que: s=9),
L’équation pour la deuxieme approximation de I’écoulement extérieur devient
du type Laplace:

0?%¥, 1%, 1 0*¥,
16 24 - * =0,
(16 or¥* r or ,.z 0 02
t<0 ‘P' 0 pour chaque 6, r,
t>0 Y, =%,0,1,1) pour r=1,

Y, — const. pour r— oo,

ol la fonction ¥, (6, 1, t), d’aprés ce qu'on a dit auparavant, devient:

[V— ]tl/—sm28

(17) ¥.6,1,1) /t sin 6+ 16 (4)2 -3)

V’ o 223

Vu la forme de la condition limite (17), 1l faut supposer la solution de I’équa-
tion (16) comme suit: |

(18) ¥ l(r 0,)=F(r,t)sin0+ X(r, 9)511120

Ainsi, on tire de (16) deux équations différentielles:

-, .
0 F I 1 oF 1F=O,
or? r or r?

2 ' :
0* X : 10X 4 X-0
or> r or r? |

dont les solutions peuvent étre présentées sous la forme:

F=C ()r 1 C, (1),
r

X =B, (? :-2+-12-B2 (f).
r

A Yaide des conditions aux limites, données précédemment, nous trouvons que:

]r

| 4 —
C,=B,=0, C, V?Vt’ B,= 16[@(41/2 3) A

de sorte que la solution du deuxieme probléme extérieur est présentée par:

‘I"l=—4ﬁ]/t_-—:— sinﬁ+16[llff(4‘l/_2-—3) gl/l_]t V——-sm29

d’ou:

(19) UI(Sa 0, t) V_V_Slne—-32[V—(4V5 3) 9;;]1' VI_SIIIZB
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En passant maintenant au probléeme de I’écoulement intérieur, il est facile &
trouver en utilisant (19) les form-parametres [1]:

8 384 [Vrm - 1
. =t [12 4)2 -3) 9I/-r?:lz‘ce.s(?l

(20) gl=0: '{1=—-—ICOSB, fl

T - 4V1?+64[1-V—;c_(4]/5—3) 1 ]tcosﬁ

b

9V

~—tcos 04

Vr T

Vr 1 | ’
4Yr + 64— (42 -3 t cos6
[ 12 ( ) 9 ]
ce qui est suffisant pour la ,,simple solution” afin d’étudier les différents propriétés

de la couche limite.
Nous allons étudier ici le probleme de I'influence du nombre de Reynolds

au temps du premier décollement de la couche limite. En tenant compte, donc, de

i ou . : ,
la condition (——-) =0, on obtient que le temps du premier décollement au
n=0

on
point d’arrét postérieur fqs. vérifie 1’équation:

@) = j(Vj +3;;),d&.+e[(§3[f /3 -
_ )

]tdec Vigee. 1/2;
2 16 V.,? X :;/8: [V—(4V_ )75
3 n-[ BV—]% 81/ — 123[1/;(4;/5_3)_

> 212 [V—(u/i 3)———V=]t200329

0.
[%=

91/_

1

V‘;] lage.

1

V;]tdéc.
~ Vi —16[9 (5+32V—) taee. ¥ td }-—-:

20 64

Péquation qui, pourtant, peut étre présentée aussi sous la forme plus commode &
une intégration numérique par la méthode d'une simple itération:

(22)  ta =0.351021+¢ [(1.044846 tase.V Fae. — 0.351021 Viam ) ( 1.128379 —

8 —71.438114 tys.
—6.429112 tase. - - 0.3110849 }/7an. +
e T 14.179630 — 42.20692 fdéc.) o

+3.195426 tasc. V taec. } \

Par conséquent, 1’équation (22) nous offre cette relation #4... =f(Re) entre
le temps du premier décollement et le nombre de Reynolds. Les résultats d’une
intégration numérique de cette relation sont présentés dans la figure 3 (courbe 1),
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aussi bien que les résultats de Dennis et Staniforth [6] (courbe 2), obtenus par
une intégration numérique directement des équations de Navier-Stokes.

On voit, donc, que le temps du premier décollement diminue avec une aug-
mentation du nombre de Reynolds et tend vers la valeur 0.351 de Blasius [7], bien
connue. Inversement, en diminuant R,, le temps du décollement augmente, ce qui
est favorable pour la structure de la couche limite. Les différences entre les valeurs
numériques, obtenues ici vis-a-vis celles issues d’une intégration des équations de
Navier-Stokes, méme pour les trés grands nombres de Reynolds (99) — provien-
nent du fait qu’on a utilisé ici la ,,simple solution* des équations universelles. La
solution sera améliorée, bien siir, en prenant plus de form-paramétres. Pourtant,
les différences modérées (méme négligeables!) pour les petits nombres de Reynolds
(comme le tableau 2 nous le montre: a peine 129, pour R,=100) entre les deux
méthodes sert en faveur de la méthode exposé dans ce travail.

| 1
|\ L/
\ L
doa
L\ \
9 -+ L I \
| —
'lzlzzf' l35:1.
[ oi %
o.; 0.4 0.5  dic.
Fig. 3
R, 100 200 500 1000 5000 o0
Dennis Staniforth tdec 0.513 0.445 0.394 0.371 0.343 0.322
Jovanovi¢, Ask., Pur. | fdec. 0.453 0.416 0.388 0.376 0.361 0.351
Différence AY 11.70 6.52 1.52 1.35 5.25 9.01
Tableau 2

6. Conclusion

Dans ce travail on a développé une méthode du traitement des approxima-
tions supérieures de la couche limite non stationnaire d’un fluide incompressible,
en utilisant la technique des expansions singuliéres de Van Dyke. On a analysé en
détail la deuxi¢éme approximation de la couche limite de la maniére que la solution
est présentée sous forme d’une combinaison linéaire de trois fonctions, ayant chacune
en so1 une signification physique assez claire. On a dérivé les équations différentiel-
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les universelles du type de Loitsianski, en trouvant méme des solutions analytiques
pour quelques équations universelles (premiere partie [1]). A la base de ces solutions
on a calculé deux exemples particuliers, ot la méthode a donné de bons résultats.

Concernant des possibilités & poursuivre le travail dans ce domaine, on peut
dire qu’il serait intéressant, d’abord, a développer une méthode des approximations
successives pour traiter les équations d’approximations supérieures de la couche
limite afin de confirmer ainsi des résultats obtenus dans ce travail. Ensuite, une
autre possibilité consiste dans la résolution du mode¢le analogue stationnaire par
une des méthodes universelles du type paramétrique; de telle maniére, la recherche
dans ce domaine serait, pour ainsi-dire, menée a bonne fin.
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