
Зборник pagoBa Маuiемаиlичкоt инсшuиlуша, Нова серија, КЊ. 3 (11), 1979. 
Recuej[ des traraux de /'1шtјtиt Mathiтatique, Nouvelle serie, toтe 3 (11), 1979. 

, . 
. , 

" •• 

\ 

. , . 

APPROXIМATIONS SUptRIEURES DANS LA COUCНE LlМПЕ NON 
STATIONNAIRE ЕТ LEUR TRAIТEMENT PARAMtTRIQUE. DEUXIEМE 

PAR'I'II!:: APPLlCAТION DE LA МE'IHODE 

Ј. Jovanovic, R. Askovic, М.пuгјС 

(Rec;u Је Septembre 14, 1978) 

Resume. А l'aide d'une methode а traiter les approximations superieures 
de Ја couche limite en regime поп stationnaire, preparee dans lа premiere partie 
I1], оп уа calculer јсј les deux probIemes particuliers: les c()uches limites autour 
d'une plaque plane et d'un cylindre, mis chaque fois brusquement en mouvement 
de translation dans un fluide initialement au repos. 

1. Introduction 

Dans Ја premiere partie [1] оп а fait une universa1isation des equations 
differentielles de lа deuxieme approximation de lа couche limite, obtenues а l'aide 
de lа technique de perturbations de Van Dyke. Toutes ces equations universelles 
parametriques peuvent etre integrees soit numeriquement ауес un calculateur 
electronique soit en developpant les solutions en series des parametres de forme. 
Pour Је moment, nous avons traite ces equations sous forme des developpements 
en series, en trouvant memes les solutions analytiques des equations differentielles 
ordinaires du type parabolique, issues de се traitement dans lе cas de Ја "simple 
solution" [1]. 

Neanmoins, pour solutionner des problemes particuliers јl est necessaire а 
resoudre encore les equations de l'ecoulement exterieurs du type elliptique qui donc 
doivent etre traitees tout а fait autrement par rapport aux equations de la couche 
limite (qui sont du type parabolique). Cette difference essentielle exige que les 
equations de l'ecoulement exterieur doivent etre traitees separement pour chaque 
cas particuIier, bien qu'il existe une certaine possibilite d'application des fonctions 
analytiques et non-analytiques. 

2. Traitement des equations de l'ecoulement exterieur 

Les equations diff~rentielles pour lа premiere et lа deuxieme approximation 
de I'ecoulement exterieur, accompagnees des conditions limites et initi.ales, en 
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systeme de coordonnees curvilignes, peuvent s'ecrire [1] сотте suit: 

(1) 
д е2 д д е1 д 

'Уо = - е! е2 'Уо' + ----
д~ е1 д~ д1) е2 д1) 

t~ta 'Уо=О pour chaque ~, 1), 

t>la 'Уо = О а l'obstacJe du corps, 

'Уо",'Уо (~, 1), t) а l'infini. 

(2) 
д е, д д 

-=.--- +-
д~ еl д~ д1) 

t~.ta 'У1 = О pour chaque ~,1), 

t>ta 'У1 = -lim [ио (s, О, t) N - 'Уо (s, N, t)] а l'·obstacle du corps, 
N-.. 

'У1 - const. а l'infini. 

sous lа supposition que lе tourbillon dans l'ecoulement exterieur ne depend du 
nombre de Reynolds. 

Pour resoundre l'equation (2), appele souvent - le deuxieme probleme 
exterieur, il faut connaitre le comportement asymptotique du profil de lа vitesse 
аи niveau de lа premiere approximation de la соисће limite Фо pour les grandes 
valeurs de lа coordonnee N. En utilisant des resultats obtenus en [1] pour la 
"simple solution" оп а: 

• 
'Уо (s, N, t) = ~p Q V [10.0 (1) + gllo.1 (1) + у lJi.O (1)], 

А 

Jim 10.0 (1) - 1) - ~ , 
1'1-" 7t 

limjO.l (1) -+ О, 

de sorte que la premiere condition limite pour l'equation (2) devient: 

(3) 

Alors, maintenant les equations differentielles (1) et (2) peuvent etre trai
tees pour chaque cas particulier. Dans се travail nous allons traiter en се qui suit 
les деих problemes: une plaque plane d'une certaine longueur et un cylindre 
-circulaire, mis en mouvement lе long d'une trajectoire rectiligne а une vitesse 
-constante dans un fiuide initialement аи repos. 

, ЗБОрниК радова 
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3. ћоШ de la vitesse et contrainte tangentielle 

А 1а base des solutions des equations differentiel1es universelles pour F, 
фv, фd et фk, obtenues dans 1а premiere partie [1], оп peut construire l'expres
sion pour 1а composante longitudina1e de 1а vitesse dans 1а couche 1imite sous 1а 
forme: 

А l'aide de (4) оп ca1cu1e aussi une autre caracteristique, tres importante, de 1а couche 
limite - 1а contrainte tangentielle parieta1e: 

у" и1 (8, О, t) А [ .r</" .r</" .r</").L"ll" 
+У1Ао(0)] + .. )0.0(0) +gl)0.1(0)+Y1)1.0(0 11)11.0(0)+ 

~p 
• 

+ 1;r.;1.0 (~)] + к Q V [/:'; (О) + g 1Л; (О) + 

k" k" + У 1 Ао (О) + рЈ11.0 (О)]} , 

оп, d'apres 1es solutions ana1ytiques obtenues dans 1а premiere partie оп а; 

, 2 
10.0 (О) = v1t ' " v1t 10.1 (О) = 3' 

" v1t 2 
АО(О) = + ЈС' 

2 3 у 1t 

у" 10.0 (О) = - 1, 

.r.v" ЈО.l (О) = О, . 
у" 3 1t 

Ао(О)= -16' 
.r</" 2 
)0.0 (О) = v1t ' d" v1t 

10.1 (О) = - 6 ' 

.L"ll' .L"ll" v1t 2 
)1.0 (О) =)111.0 (О) = + ЈС' 

2 3y1t 
d" v1t 

111.0 (О) = 2 ' 
k" 1 

10.0 (О) = - 2 ' 

k' 10.1 (О) =0, 
k" 9 1t ,(;;. 

Ао(О)= - (S+32y2), 
20 64 

k" v1t 
111.0 (О) = 2 • 
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4. Ехешрlе 1: Plaque рlапе mis Ьrusquеmепt ео mооvеmепt 

Еп cadre du premier exemple, prenons une plaque plane d'une certaine lon
gueur, mis brusquement еп. mouvement uniforme de translation dans son lit si 
ОО = - с (с>О), fig. 1.· , 

A1ors, l'equation рош la premiere аррсохјmаиоп 
rieur (1) se ramene а l'eqllation de Poisson: 

de l'ecoulement exte-

• 
= 

= 

, 
" 
• 

-f 

п 

.. . 

Fig. 1 

(6) 

t~O 'Уо = О роис chaque s, п, 

t>O 'Уо=О роис n=О, 

dont la solution, satisfaisant les conditions mentionnees, pour t>O, est definie 
par: 

d'ou la vitesse а la frontiere de la couche limite pour la premiere approximation: 

Uo(s,o,t)=I. 

Il nous faut ensuite resoudre l'equation pour le deuxieme probIeme exte
iieur afin de trouver и1 (s, о, t), appelee: vitesse du deplacement. L'equation (2) 
se саmепе [1] а l'equation de Laplace: 

(7) д2 'У1 + д2 'У1 = О, 
дs2 дn2 

t~O 'У1 = О роис chaque s, п, 

t>O 'У1 = -Нш [N-фо(s, N,t)] роис n=О, 
N.-oo 

'У1 ~ const. pour s, п ~ оо. 

En sachant le comportement asymptotique de la fonction Фо' trouvee 
auparavant, la premiere condition Hmite pour Фl devient: 

• (8) Фl (s, О, t) = - 8р (t), 

tandis que l'integration de l'equation du quantite de mouvement [1] nous offre: 

(9) • 2 lг. 8р (t) = v;; v t . 

Une combinaison des .resultats (8) et (9) ауес d'autres formules, obtenues 
en [1], pareillement а [2], la .resolution du шеше ртоblеше mais dans le cas de lа 

'. 
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• 

couche limite stationnaire, donne l'information que lа fonction de courant 0/1 
de l'ecoulement exterieur s'annu1e а la distance: 

_ 2 D-1/2 tr:t n-у;-""е У', 

qui montre que le ртоblете de lа resolution de l'equation (7) se ramene au ртоblе
те du traitement de la deuxieme approximation de la theorie linearisee des profils 
de Van Dyke [2] pour un profi1 presente а la figure 2: 

о 

-1 I 

Fig. 2 

'11. =± Оо; т,,-» 

тcs) ~~ fF H(1--6~) 
i7E' 

n= ±e:T(s) 

2 
T(s) = v'1t VtH(1-S2) 

ои н est une fonction graduelle de Heavyside, identiquement egale а zero pour 
des valeurs negatives d'arguments et egale а l'unite pour des valeurs positives 
d'arguments. Or, d'une telle fщ:оn оп trouve: 

(10) 
4 1 

U1 (s,o,t)=. tC Vt . 
7t y1t l-s2 

Maintenant, toutes les grandeurs de deux ecoulement (exterieur et interieur) 
sont determinees et il est facile de calculer les caracteristiques de lа couche limite. 
Par ехетрlе, lа contrainte tangentielle: 

(11) v;- 2 
-'---+-=-

2 3~ 
, 

ou bien le coefficient de resistance: 

(12) 

En rеmрlщ:аnt (11) en (12) оп peut demontrer qu'i1 est impossible de calculer 
lе coefficient de resistance С! parce qu'i1 contient un integral qui est, entre les 
limites designees рат (12), logarithmiquement infini, се qui s'est attendue d'apres 
l'expression (10) pour и1 (s, о, t), etant singulaire dans les points s = ± 1. Il est 
а remarquer que lе тете ртоЫете s'est produit dans le cas stationnaire. 

Cette singularite а l'expression de С! provient de l'integral: 
1 1 

(13) Ј= 1 ds= l 1n l+s , 
l-s2 2 l-s 

-1 -1 

О 
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qui est evidemment, logarithmiquement infini аих points limites. Neanmoins, 
si l'on remрlщ:е ces limites par des autres, proches аих primordiales, ainsi оп peut 
evaluer lа valeur de 1 'integral (I 3) : 

Ь 

(14) JF:::I 

-Ь 

Ь 

1 ds= 1 ln 1 +s , 
l-s2 2 l-s 

-Ь 

се qui est illustre par lе tableau ci-contre: 

ь J(b)-ln 2+а а 

0.9 2.944 2.251 

0.99 5.293 4.600 

0.999 7.600 6.907 

0.9999 9.903 9.210 

Tableau 1 

D'apres les resu1tats d'une analyse qualitative du шЫеаи 1, lа valeur de 
l'integrale (13) peut etre presentee sous lа forme suivante: 

Ј=1n2+а, 

011 а represente une constante indefinie pouvant etre determinee en developpant 
la solution 10саlе аих environs des points singu1aires s = ± 1 et en la liant, ensuite, 
ауес lа solution obtenue dans се travail. А lа base d'une tel1e analyse оп trouve, 
donc, lе coefficient de resistance. 

(15) 

Се resu1tat (15) est en accord ауес des resu1tats correspondants, obtenus аи 
modeIe stationnaire (/3/, /4Ј). 

Le developpement de lа solution locale аих environs des points singu1iers 
et sa liaison ауес lа solution obtenue јсј afin de trouver lа constante inconnue а 
sera lе sujet d'une prochaine etude. 

5. Ехешрlе 2: Cylindre circulaire mis brusquement еп mouvement 

Considerons cette fois un cylindre d'un certain rayon, mis aussi brusque
ment еn translation dans un fluide initialement аи repos. Pour simplifier lе calcu1, 
nous al10ns supposer que le tourbillon dans l'ecoulement exterieur est egal а zero 
ј.е. lа premiere approximation de l'ecoulement exterieur est bien соnnие: 

ио (s, О, t) = 2 sin 6, 
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(puisqu'on travaille ici avec les coordonnees поп dimensionnelIes оп а que: s=6). 
L'equation pour la deuxieme approximation de l'ecoulement exterieur devient 
du type Lap1ace: 

(16) д2 'У1 + 1 д'У1 + 1 д2 ;Уl=О, 
д г2 Г д г г2 д 62 

t:::;;;O 'У1 = О pour chaque 6, г, 

t>O 'У1 = 'У1 (6, 1, t) pour г= 1, 

'у 1 -+ const. pour г -+ оо , 

ои la fonction 'У1 (6,1, t), d'apres се qu'on а dit auparavant, devient: 

(17) 
7t 7t 12 9 ", 

Vu la forme de lа condition limite (17), il faut supposer la solution de l'equa
tion (16) соmmе suit: 

(18) 'У1 (г, 6, t)=F(r, t) sin6+X(r,6)sin26. 

Ainsi, оп tire de (16) deux equations differentielles: 
• 

д2 
F + 1 д F _ 1 F = О, 

д г2 Г д г г2 

д2 Х lдХ 4" 
--+- --Х=О . , 
дг2 Г д г г2 

dont les solutions peuvent etre presentees sous 1а forme: 

1 
F=C1 (t)r+ С2 и), 

r 

А 1'aide des conditions aux 1imites, donnees рrесedещmеnt, nous trouvons que: 

4 vС2 = (,; t, 

de sorte que 1а solution du deuxieme probleme exterieur est presentee par: 

d'ou: 

(19) 

'\'[,0 4 ,Г:- 1 . 6 16 
~ 1 = ,;-::: V t- sIn +-

v7t r 7t 

. ' 

(,; (4V2 - 3)- 1 
12 9 v;t 

t vt 1 sin 26, 
г2 

(,; (4V2 -3)- 1 t vt sin26. 
12· 9(,; 

• 
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En passant maintenant au probleme de l'ecoulement interieur, il est facile а 
trouver en utilisant (19) les form-parametres [1]: 

(20) 
8 

Уl = tcos6, /1 = 
7t 

у 8 384 r- ;- 1 . 
v;t+ (4V2-з)- V;- tcos6 

7t 7t 12 9 7t 

V;- 1 о 
4V;- +64 (4V2 -3)- v;t tcos6 

_ 12 9 п_ 

32 512 r- 7t 1 о 

10- 7t 7t 12 9 7t 
1 - ... о, 

.... 12 9 п о 

, 

се qui est suffisant pour la ."simple solution" afin d'etudier les differents proprietes 
de la couche limite. 

Nous allons etudier ici le probIeme de l'in:tluence du nombre de Reynolds 
au temps du premier decol1ement de la couche limite. En tenant compte, donc, de 

la condition ди = о, оп obtient que le temps· du premier decollement au 
дп 11=0 

point d'arret posterieur tdec. verifie l'equation: 

(21) 

• 

2 8 V;- 2 
-==- . + tdec +е: V;- 7t 2 зV;- . 

1 
- 3)-- 9v;t 

32 V;- (4уј-
7t 12 

2 16 V;- 2 
- +---,= 

v;t 7t 2 3 V;- tdec. + r-V;- 1 . 
8 v; -128 7t (4 v2 - 3)- v;t tdec .• 

12 9 п . 

• 1 16 9 7t .1'\' ,г.-- r td.Oc. - - (5 + 32 r 2) tdeco V tdec. 
7t 20 64 

=0, 

-

l'equation qui, pourtant, peut etre presentee aussi sous la forme plus commode а 
une integration numerique par la methode d'une simple iteration: 

(22) td.Oco=0.351021+e: (1.044846tdec.Ytdec. -0.351021 Ytdec.) 1.128379-

- 6.429112 tdec. + __ 8_-_7_1_.4_38_1_1_4_td:.:.ec:.:.. - - 0.3110849 Ytd.Oc. + 
14.179630 - 42.20692 td.Oc • 

+ 3.195426 tdec. Ytdec. • 

Par consequent, l'equation (22) nous offre cette relation td.Oc. =/(Re) entre 
Ie temps du premier decollement et le nombre de Reynolds. Les resultats d'une 
integration numerique de cette relation sont presentes dans la figure 3 (courbe 1), 
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aussi bien que les resultats de Dennis et Staniforth [6] (courbe 2), obtenus par 
1ше integration numerique directement des equations de Navier-Stokes. 

Оп voit, donc, que lе temps du premier decol1ement diminue avec une aug
mentation du nombre de Reynolds et tend vers lа valeur 0.351 de Blasius [7], bien 
соnnие. Inversement, en diminuant R e, lе temps du decollement augmente, се qui 
est favorable pour lа structure de lа couche limite. Les differences entre les valeurs 
numeriques, obtenues јсј vis-a-vis celles issues d'une integration des equations de 
Navier-Stokes, теmе pour les tres grands nombres de Reynolds (9%) - provien
nent du Jait qu'on а utilise јсј lа "simple solution" des equations universel1es. La 
solution sera amelioree, bien sur, en prenant plus de form-parametres. Pourtant, 
les differences moderees (mете negligeables!) pour les petits nombres de Reynolds 
(сотmе lе tableau 2 nous lе montre: а peine 12% pour Re= 100) entre les deux 
methodes sert en faveur de lа methode expose dans се travai1. 

iOg R ' , 
1 е, 

• 

l' L--:t 
5' l' t l' 1\ 1\ '2 

1 \t\ I 
l' \ 

1 
I 1 .... -
I 1 

.... --....... , --1 __ - --,2 -- - • I I 
I I 

0,32 0,351 t~ 
0.3 О.4 0.5 о. 

Fig. 3 

R" 100 200 500 1000 5000 оо 

Dennјз Staniforth tdec. 0.513 0.445 0.394 0.371 0.343 0.322 

Jovanovic, Mk., Dur. tdec. 0.453 0.416 0.388 0.376 0.361 0.351 

Difference ~% 11.70 6.52 1.52 1.35 5.25 9.01 
, 

Tableau 2 

6. Conclusion 

Dans се travail оп а developpe une methode du traitement des approxima
tions superieures de lа couche limite поп stationnaire d'un fl.uide incompressible, 
en utilisant lа technique des expansions singulieres de Van Dyke. Оп а analyse en 
detail lа deuxieme approximation de lа couche limite de lа maniere que lа solution 
est presentee sous forme d'une combinaison lineaire de trois fonctions, ayant chacune 
en soi une signification physique assez claire. Оп а derive les equations differentiel-

--- - --,,--- --- ,.- - '-
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les universelles du type de Loitsianski, en trouvant теmе des solutions analytiques 
pour queJques equations universelles (premiere partie [1]). А Ја base de ces solutions 
оп а calcule deux exempJes particuliers, ои Ја methode а donne de bons resultats. 

Concernant des possibilites а poursuivre le travai1 dans се domaine, оп peut 
dire qu'il serait interessant, d'abord, а developper une methode des approximations 
successives pour traiter Jes equations d'approximations superieures de la couche 
limite afin de confirmer ainsi des resultats obtenus dans се travai1. Ensuite, une 
autre possibilite consiste dans la resolution du modeIe analogue stationnaire par 
une des methodes universelles du type parametrique; de telle maniere, la recherche 
dans се domaine serait, pour ainsi-dire, menee а bonne fin. 
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