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APPROXIMATIONS SUPERIEURES DANS LA THEORIE DE LA COUCHE
LIMITE NON-STATIONNAIRE ET LEUR TRAITEMENT PARAMETRIQUE

PREMIERE PARTIE ANALYSE DES EQUATIONS DE BASE ET LEUR

’ P | J. Jovcmovzc R. A.s'kowc M Durtc |
(Regu le 14. Septembre 1978),

Résumé. Une théorie générale et systématique des approximations supéri-
eures a été donnée [2] par Van Dyke, en 1962.,4 I’aide de la méthode de I’analyse
perturbatrice. Le sujet de ce travail est une étude des effets supérieurs dans le cas
de la couche limite non-stationnaire en utilisant cette technique de Van Dyke.

1. Introduction.

Il est bien connu que la théorie de la couche limite de Prandtl représente
un premier pas dans une intégration asymptotique des équations de Navier-Stokes.
pour les grands nombres de Reynolds (R,—0). Cependant, tous les essais &
trouver les approximatiohs supérieures dans ce développement asymptotique
ont rencontré des grosses difficultés, étant en désaccord dans les cas des différents
auteurs. Les premiers travaux dans ce domaine ont traité des problémes particu-
liers: c’est Murphy [8] qui a étudié I'influence de la courbure longitudinale de
Pobstacle a la couche limite; ensuite, Seban et Bond [6] ont considéré P’influnee
de la courbure transversale des corps i symétrie de révolution, tandis que Ferry
¢t Libby [11] ont traité U'influence des tourbillons dans I’écoulement extérieur
4 la couche limite. Cest-a-dire, a on étudié surtout ce mécanisme extrémement
complexe de I'effet mutuel entre la couche limite et I’écoulement extérierur (displa-
cement effect) ol dans le cas d’une plaque plane Imai {10}, Kuo [5] et Goldstem
[12] ont donné des contributions remarquables.

Mais une théorie générale et systématique des approximations supérieures
a été donné seulement par Van Dyke [2], en 1962., & 'aide de la méthode de
’analyse perturbatrice [5].
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Dans ce travail, donc, on étudie le probléme des effets supérieurs dans le
cas de la couche limite non stationnaire en utilisant cette technique de Van Dyke,
En bref, on a dérivé d’abord les équations de la deuxieme approximation de la
couche limite pour les deux écoulements: extérieur et intérieur, en faisant unpe
décomposition linéaire de la solution, comme c’est expliqué en [2] et [15]. En-
suite, les équations, ainsi obtenues, sont traitées par une méthode, semblable 3
celle de Duri¢ [14], i.e. nous avons fait une universalisation [17] du type de
Loitsianski des équations de la deuxiéme approximation. A la base de la ,,simple
solution”, ou on a méme réussi a trouver des solutions analytiques, on a estimé
finalement I’'influence des nombres de Reynolds & la couche limite dans les deux
cas particuliers: d’une plaque plane et d’un cylindre, mis brusquement en trans-
lation 3 une vitesse constante dans un fluide incompressible initialement au repos.

2. Equations de base.

Aprés avoir décomposé 1’écoulement autour d’un corps (probléme plan)
en deux parties: partie intérieure (couche limite) et partie extérieure, en faisant
des expansions asymptotiques pour toues les grandeurs de ’écoulement pour les
grandes valeurs de nombre de Reynolds (expansions par rapport & e=R,—1/5) —
en liant deux expansions asymptotiques a ’aide du principe de Stewartson [7],
on a obtenu en (15) deux systémes d’équations pour la premiére et la deuxiéme
approximation de la couche limite non stationnaire, ou bien plus précisement:

— pour la premiére approximation de I’écoulement extérieur:
0 0
1) (2 ) o (B o) [Fom e
0t \e, 0% on \e, 07
t<t,, Y,=0 pour chaque g, v,

t>t,, ¥,=0 a I'obstacle du corps,
Yo~Yiw (& v, t & Pinfini.

— pour la premiere approximation de I’écoulement intérieur:

Py 0y %Yy Yy Yy 0Uy(s 0, 1)

ONot ONONos 0s ON? ot
+U, (s, 0, 1) L0052 N, %%
0s - oON3
0 Y,
1<, O pour chaque N,
'-Po 3N P q

t>1, Yo = zj:‘; 0 pour N=0,

0, . -
>»U, (s, 0, t) pour. N—=> oo,
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— pour la deuxiéme approximation de 1’écoulement extérieur:

(_3) . [_‘2_(32_ .f))i 0 (fz1 a)]‘lf1=0,
0% \e; 0] On\e, On

t<t, ¥, =0 pour chaque &, v,

t>t, ¥, = -lim[U,(s, o, t)(N—1¢,(s, N, t)] a2 Pobstacle du corps,
N—reeo |
¥, — const. & Pinfini.
— pour la deuxiéme approximation de I’écoulement intérieur:

Py, Py 0¢, Py 09, 0, Oy, 04, Y, 04,

p—

ON?> ON? ds ONOsON 0s ON> ONONds ONOt

o0

0 | , 0 Y,\? oU,(s,0,¢t)
= K[NUGZ(S, 0, 1)+ j [U,0 (s, 0, 1) (aN) ]dN] 7

N

,
0s

(4) | ano a‘po N az"l)l])!I
ON O0s oY ot

334,0 ,'az‘l’o', b
Uy(s,0, YU, (s, 0, t) + 82, V (s, 0, t)_-K(NaN3 Svell

1<t, $,= by =0 pour chaque s, N,
' 9N |

t>1, cpl—-j;';j—o pour N=0,

zj:; »—Q,N—KNU,(s, 0,t)+U,;s,0,t) pour N—oo,

qil on a introduit des signes usuels (/2/, [15/).

Toutes ces équations sont valables sous 1a forme donnée ict s1 le tourbillon

(2, reste constant dans ’écoulement extérieur ne dépendant pas du nombre de
Reynolds.

Or, comme c’est évident de 1’équation (4), la deuxiéme approximation de la
couche limite est une équation linéaire. D’aprés une idée de Lenard et Rott
([2], [13]), vu les deuxiémes membres de cette équation, la fonction ¢ peut étre
présentée comme une combinaison linéaire de trois fonctions:

(5) Y=, + ¢4+ 4,5

ou: ¥ reflete la présence des tourbillons dans I’écoulement extérieur, ¢ 4 refiéte
cet effet mutuel entre les deux écoulements: extérieur et intérieur, et ¢ * tient-compte
de ’effet de courbure.
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En introduisant, donc, I'expression (5) dans I’équation (4), nous pouvons
alors décomposer cette équation en une succession des équations et de conditions:

Py Py 0b7 Py 240Uy Py Yy By
ON* ON2 d0s ONds ON 0s ON2 ON ONOJs

(6)

az‘l’lt '
=80 V. (s, o, t),
SN o o V1 ( )

oY,
=0 pour chaque N,
ON P q

t""<-~ta (IJI‘il

t>1, qu,__‘);;:f =0 pour Nl-=0,

| . A\ — — €, N pour N—-)ioo,
oN

Pd = Ry 04?0y 09! 0¢y Pd? 9 2! Py
ON? "ON2 O0s ONOs ON o0s ON2 ON ON9ds ONOt

U, (s,0,8) 0

(7 = Uy(s, 0, ) U, (s, 0, 1),
ot 0s
1<t, 9= aLPId—-O pour chacjue N
~x*a i aN »
oY, ' |
t>t, d__T1 -0 pour N=0,
"Pl 3N P
0y,
>U, (s, o, t) pour N — o0,
3N a ) P
f‘f-q:’lx : ‘)2‘1"0 a‘l’lK' 0° ‘I’o ()‘!"lg_l_aq’o 0° ¢1K 04, 07 4’11{ az%x_
ON® ON?2 9ds ONds ON s ON2 ON ONds ONOt
B y 10 d)\?
, K|NUz(s,o0,1)+ U.2(s, 0,1 ")}dN-——-
,_as[o( )+ [ {0 (5% ]
o _ N .
3 | 2
OoN?* ON?2 NoJ 05 ON ot

0K

i<t K=
*=='q ¢l ON

=0 pour chaque N,
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t>t, X 0%, 0 pour N=0
¢ " AN g

oYX |
SN > ~KNU,(s,0,t) pour N —>oco.

La validité de ce procédé devient confirmée si I’on réussi & resoudre les
equations (6), (7) et (8) en satisfaisant les conditions aux limites.

3. Universalisation des équations différentielles.

Pour solutionner les équations différentielles, obtenues précédemment, on
va appliqué la méthode de Duri¢ [14], qui représente au fond une adaptation
de la méthode bien-connue de Loitsianski [1] au probléeme nonstationnaire. Pas-
sons, donc, en bref la solution pour la fonction ¢y d’aprés Purié. v

En supposant la fonction ¢y sous la forme:

U, (s, 0, t
A

(9) Yo (s, 1, 1) == ”5’ (s {8} Yeh)s

Oou on a pris que:
U, (s, 0, )= (1) V(s),

et on a introduit:

N I d“Q ., k 1k~ 1‘5‘"V . _R2
(10) n=A—, & o 2 2k, Ye=0V S z,f, z,=39,
3,
ke(1, 2, ...)

on obtient I’équation universelle pour la fonction ¥ :

P I 0.F \2 2, 0 ¢ F 0’
J | 11 1 ( S ) + F 7 +g1(1 ?_)} 7]6 oF
on®  A? 0, 072 0 A*  07?

| = R T » F ] = RF AF 0. F *F
=— > (ak - by — )+— Ck ):
A* =i\ omog, O0NoY,/ A* k=1 \ 00y, Om 0y, 0%
n="0 Qr—ad =0; ﬂ"*maj- >1

o o

o0

Ici 6, = f (1 ——--—z—‘—) représente I’épaisseur de refoulement sur une plaque plane

)
0
et A=const.

Si lon présente 1a solution de ’équation (11) sous forme du deve10ppemem
en série: S , |
(1) F =F o &) +nF @ {gk})wﬁj'u (n, {g’h s,

* ‘ o "'ﬁ;.'.;bﬂh

4 b .

e comilie a2
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out:

F 0=Soo(M+& [ (M +&°fo.i M +8&L M+ ..,
(13) F 1=S1.0 (7])'*‘31.’1.1('ﬂ)‘*‘glzfl.u("i)'*‘ngl.z('ﬂ)‘l‘- vy

F 1=Fio M +8& 1.t M+ & it M+ &S D+ .,

et la fonction F de I’équation intégrale de la couche limite sur une plaqﬁc 'plaﬁéf

(14) “Zy_oF
dt

comme suit:
(15) F=F0“|—gl Fl +312F11+g2F2+... N

on obtient (14) un systéme récursif de équations différentielles ordinaires:

Lo.o (f;)o) = 0:

1 ; ’
L, (f,.1) =;(f0.0"“F1 nfoo— 1),

l ’ Iy Y
L, (f-;j.u) =:1'2"(2 FlfO-l — Fl nfo1— Fi; nfo.0),

L (f.3)= 21; (o0 —Foofa0— 11

1 r 2’ ’ ’ 2 ’e
L,(fi.0) = [2 (F, +1)f1.0—Fynf10+2 foafoo—foofo1—Sy.  foo

L, (1) =5 2010~ foofTa=Fro S0

ol On a encore:
3 2
i d F, , d o F, d |
dvw A* dvn* A% dny
Les conditions aux limites sont:
ft}.o (0) =f60 (0)=0, fz)u(m)"_" 1:
f1-0(0)=f0-11 (0) =f1.0 (0)= ttt =f£)l (0) #f;)ll(O) =f;_0(0)= * * . -—"f{;_l(m):'.
=f0.11(°°)=f;.o(°°)= -« =0,
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A Tlaide de (12), '(13):, (14) et (15) on trouve que:
(16) F,=Afo1(0)— F, = Af01(0)— 1, F,, = Afo11 (0)- -

Si I'on veut que ces équations différentielles deviennent du type parabollque
résolvables analytiquement, il convient & choisir que

Alors, dans ce cas les solutions analytiques de toutes les équations mentionnées
peuvent étre présentées a I'aide des fonctions de cylindre parabolique D_;—5, (16),
liées avec Pintégrale de la fonction de Gauss g, de la fagon:

21]2—»:: —---1— n

ga(‘ﬂ)= VE € * D-—-l—-:u(nﬁ)'

En voici quelques solutions:

. . 1
fo.o("l)=7l+g_§_'("l) V; ’

for () ——Al[ () +te ()-8, (n)]

4 16
, — - T,
four () (24.42 B4 964 )5 W 5 s

1 4 Vr
flO("])="£'go(7J) —‘—2—(37‘+"§")31 (m) + 168 (“'])'—‘1*‘6'3 1 () —

Te Te
— & (M) & (n) +-5-g_;_ ()»

A TPaide de ces solutions analytiques, les formules (16) nous offrent que:

2 2 T
Fo=—, F = , F.o=—,
- l 3 b

Cependant, pour chaque cas d’écoulement particulier if faut résoudre
encore I’équation (14) qui est non linéaire. Il est rationnel parfois de la linéariser
en négligeant, en premiére approximation, le terme en Z2! et les termes suivants
(la ,,simple solution*). On obtient ainsi I'intégrale:

;p (1) = 4 - f Q3 dr.
1

qui peut étre calculé pour chaque () particulier.
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3.1. Universalisation de I'équation pour ¢,”

Considérons, d’abord, I’équation (6) pour la fonction ¢.’. Comme on . le
voit bien, cette équation contient la composante normale de la deumeme appro-
ximation ‘¥ (s, 0, ) de la vitesse extérieure, projeté a la paroi, qui est; d’apres:
(2), (15), hee avec la solution de la couche limite, trouvée auparavant, de la facon

(18) V,(s, 0, t)=lm (vo | 00, (5,0, 1) N) ,
N> | ().S'

i.e. tenant-compte de (9):

n—re | A ds > k=1
En supposant, ensuite, la fonction ¢,* comme suit:

520

Ll)l"(S , t)_ ;:4 . ‘-D"'(“fl-.- {gk}! {Yk}):

on obtient pour @' une equatlon unlverselle

;o vy (ja?-cbv 0.F acbv) F azqv F o0’

o CA? on*  0m . O 2‘2"’1 0y . A% 0n

1 oo aZ (D'Iv | ‘)2 (I).v'-.' o0 62 07_ a (D"’
e (ak + b, ) AZ Z Ck(

k
k=1 \  070g; 07 0 Yk dndy, O
- ?.F 0® 9.5 020 F 0 @’ ),
j on* O oy, 07 070y
(20) + —lim i — C N
42 CAURIYE. kzi ’k ove
N —>00
v 2 (hv
n=0 (Dv_O(I) =0; n—> o0 ro > — 1.
o | 0 1?2

51 l’on cherche la solutlon de I’équation (20) sous forme des developpements
en séries:

(21) D=0y (n, {&h) +v1 P (0 {&) +¥, Py {&eD) +- - -

| By =fo0 (N)+8,fo.1 () +8:2fou1 () + &S 02 () + o
(22) ) =flo(m)+& fli()+82 it (N +&frat+. ..,
Oii=fro(M+& M+ M) +& M2 +. ..,
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on aura un systeme récursif des équations différentielles ordinaires: -

L, (f 3.0);;"- 0,

&

Ly, (for) = 21—2 [(fo.0) — F 17] (f 0.0)"],

Ly, (f0-11)=;[3 F (fo1) —(fo) = F n(fo)' +F,; (foo) — F,; 7(fo0)"],

L, (f10) = [(fool foo—(foo)”foo'l' lim ("l“foo)]

N —>oe

Ly (fi10) = 31— (fio) +3F, (fioy =Fya(f10)" + (fz.-l)'fa.o "

+ (f 5‘0);.,- 0.1 (f t‘)’.l)”:f 0.0 ~ (f E.O)Hf 0-1 ‘i_f 0.1 (°° )]s *

Lz (fivo) = :&L [(f10) foo+ (o0 fro—F10)" foo = (f0.0) ' fig—Fis (3] +

. [
-
A A & = i‘i. - a

avec les COIldlthIlS aux hmltes
foo(o)—*foo(O) 0, foo(ee)=—1,
fa1(0) =310 =flo(0)= - =£51(0) —fou(O) =fl0(0)=-
~Fii (=) ~fiu (=) =1 @)=+ - - =0,

Etant du méme type que les équations issues du traitement de la premitre
approximation, ces équations ci-contr¢ peuvent €tre intégrées de la méme fagon.
En voici quelques solutions correspondant a la ,simple solution®:

'fg:o ()= —m,
fo(n) ='0;’

flo("])““ ” g (’3)“'1“53;(’1)
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s o EwEw TR W w w———

3.2. Universalisation de I'équation pour ¢ “ |

Introduisons, d’abord, encore deux ensembles infinis de parameétres:

_ U0 (00 24 ja_
U, (s, 0, 1) atk ’

B 1 ak+ﬂ U] (S, o, t)_Qn+1 Vn+1;k+n
U, (s,0 1) ds'*+"drk1 ’

ke(l, 2,...), ne(0, 1, 2,..0)

qui verif ient les formules recurrentes ci-contre:
di =L +(n+ D)y, - N3,
6’:—“12-1-1_ ’?fks |
o= ~=fili+ B+ L (n+ 1) g, +2(k+n) FIL,

Pr= _flfk +fk+1 + 2kak
Or, si Pon suppose la fonction 9 sous la forme:

3
P(U‘;S’ e ) DU (Cn, {8x)s (Yt Ufi)s {L"D)s

on obtiendra aussi-pour @ une équation universelle

Je

(23)

(24) q)]d(‘g* u, t)=

d Jo 2 d 2 B d
ascb+g,___(“oj‘¢d aQTam){yl(l+e7_acp 0.5 atb)+
orn® A2 0 n? on On A? on: O0vn O

fl | a q)d F ‘)2 (I)d i - -] ‘)2 (I)d ()2 (Dd
+—--(1 )i — ) = — (ak~ —+ b, +

A? ()7] A? a'r;z A? n=0 k=1 ()'f]()gk 07]3"(;(

R A 0?2 @4 1] =2 2 0. F 0?04 9 0 ¢
+Ji" - +Pg ).' -2 2 [Ck [(-—-‘?Z—- : f_ )

onol, 0n0fy] A® alo k=1 0y 000y, O 9

t(d-’-j‘ oP? o5 a?-cpd)];dn'aj’ kO L Sy ()(;)“')_
onorn, On OYr 9% e (c)'q onol,” oxn* ol N

+en(aq7— 2P 2 F 0 )]
k ) ’ ) o ’
07, O0nofy 0n* Of;
d d
(25) 1=0 0= 9% o 152
01 o

qul pourrait aussi étre traitée de la mé€me fagon que celle de (20), i.e.

DI =Dy (n, {gk}) + v, P,/ (. {&:}) +/, o, (1 {8+ 10 Py (0. {8} +
| +v./, @lg(n* {gk}) +£, 110 (Dg-’: (n {gk}) + Y, ,10 (D‘{3 (7 {gk}) +
(26) + 12 Do (n, {8 +2 Pia (0, {83+ 10 Dinia(n, {@D+ ...
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OF=fo0 () +&fo1 (N +&fouM+& o2 M+ ...,

(27) 1 d)f=ff.0 (7])+glf‘l{.l (m) + g% 1.u ('n)+ngf,2 (M+...,
(Du:ffm("l) +§1ﬁ1.1 (11)+g,2f‘1’1,11 (n)+gzﬂ1,g(n)+ e s s

Lo 0.0) = 0:

F r
L] (fgl) ' AIZ 7 (.fgﬁ) ’

L,(fir) = 21- [2F, = 1) (&Y = Foq (far) = Foyn(fdo))

L, (fto) =~ Uso (F4a) ~foo fia)" = 1

L, (ﬂl) = 215[(2 Fi+1) (ff.o)' —Fy7 (ff-ﬂ)” = 5‘_0)”fo.1 —

—(fo) foo+ (fo0) fo.) + (fg.l)'fo.ol,

L (ffo) = 21— (Fhoy - 11,

L(fi) = :3‘ 2F, (fho) + () —Fn(fhol,

L, (o) =—; Uso Ufike) ~foofio ~ 1)
Lz (ffll-l) =% [(2 F—; + 1) (ffn.o)’ - F1 7 (ffll.o)” +ft;.o (fo.l)’ +

+f6.1(_fg.o)' —ft;ofg-l —f;.lfg.o]-,
d | Y d s d
L, (f120) = pr [(F11.0) foo— (f110) foo +([10)],

L.(f gs.o) =0,
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L (flso)““_ffoo(fulo) -f00(f1110+foo(fd1 10)’ ""foo(fmo)”-I—

i

+f10(foo) +foo(f10) “flofoo—fooflo], o
d ! ’ d s ’ / d it ¢ pd mos
L,(f 1a.o)=:43[f 10 (foo) +fo.o (flo) —fio(fo0) (fid"],

- L 2 (ffld.O) = O:

d 1 ’? s oed Ny - a - v pt ad i
L, (fit1a0) = ;[fo.offu.o— (/111.0) +fo.o’(f‘1!ri.o)_~ —fooSfir.0]5

f00(0)=f60(0)=0, foo(e)=1,
£61(0)=f0.1(0) =f1.0(0)= - - - =f 310 =f8u O =flo®= - - - =
=fo1 (0. =fon () “‘rﬂ-" ()= =0,

On donne ici quelques solutions analytiques correspondant a la ,,simple
solution®:

foo(n)= nHgLe)-=

1Y

fam=-Zg, )

24 _ _
B 2\ . om w2
S @) = () = (2"’+—3—)g1 (n).+12‘—gn )+ 781 () +
;gl("]) ngl("])go('ﬂ)-l'/‘f ("])

fhom)=—-mg () +§'—~go (m)-
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3.3. Universalisation de Péquation pour — YW .

Avant de traiter cette équation (8), il faut la dériver pdf rapport.é' N, en
ajoutant une condition de plus a la frontiére de la couche limite:

»? Wk

o . 0 N3 | S
FPWE P, 0V PY, 0Tk 2V, PVE 0T, PV
ON* ON> 0ds ON2ds ON  ds ON® OdN ON?9s

> 0 pour N—> oo

AR PY (aqf;z +K(a1}q, ¥, Y,
ON29t os \ON L ON ONds ON>
e oY, RY, oY, Y, P
ON* OoN? 0s  0ds c),Nzc)t) | 1y
-y | I
t<t, ¥, =—2=0 our chaque N," . .,
Sta. T TN Pe q | B
| k T
t>t, ¥ k= oY, =0 pour N=0," -~ S
| aN
k . : 3 k . . A -
(28) oY, > —KNU, (s, 0, t) o \F >0 pour N— .
- ON o N’ '
Apres avoir introduit, ensuite, un nouvel ensemble infini de parametres:
I 0K .
29 A S oo k= T T .- Qkazk’ kE 1; 2: SRS ‘-
(29) Pe= » ( )

accompagné de denx formu]les recurrentes:
hy = kPk (81 §2 F)
 Jk=PelkY, =P+ Py
nous cherchons la solution pour ¢,* sous la forme:

3 ZKQV
Ve (s, N, 1)=-£ VE D (n, {8} {veds {Ph)s
et trouvons aussi pour la fonction ®F une. équation universelle: o N
0* O« X 635—¢k 0’ F oD~ IFasch c)j' 62(I3k (67’)
ot A% oy on O oy dn Ov? 0
2 2 Dk 2 3 2 Ok 2
+Q7-5’Q7' g [9*D :05_171_35_ P[P pp S P ..(4%7“) +
on?: | A?*| om* o on2 | A%l oy’ on 0vn? o
F aS(I)k 3 4 2 3 1 00 Ik
: 1205'“0()&} 21‘7."]()7~ Fndj_ Zak(a(D :
A? c)v] oy  oxf on*. A* 0% A% =y a"]zagk

- 0RF 333_) (@3@!: I PF . ()35" ‘asq)k]
008 07123& 0N 0y . 0%’ Yy 371 an) 0n* op;
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1 “[c( PF o0k PF 00k OF POk oF PO+
k

+ — ; ! .
: Azk‘zl on’ 0y, O0%’0Y, 0m Oy, 0%’  dm 99’3y,

LOF PF 32,5'35') ;j( P I oDk F O OF )]
rJk l ]
on Ondy, 0 Oy ong Oy Om 07>0p;

o d* 02 Dk 03 O*

(30) | | ={ ®k= *—'0, —> 00 > l, >0.
T o k 0? on

A Paide des dévloppements en séries:

Q* =Dk (n, {g ) +v, P, {g8}) +P P (0, {&D) +v1 2, P (s {8 +
G +72Cha(n, {8} +p 2 Plia(n, {8+ - - -,
O =foo (0) + &, far (1) + &2 fars () + 8o fo2 () + - - -,
(32) ®,* =fio (1) + & 11 () + &7 i () + & fi2 () + - - -,
Oy = firo(n) + &, fi1a (D + &2 Tu () + & T2 () + - - -,

on aura un systéme recursif des équations différentielles ordinaires de quatriéme:
ordre:

* 1
Lo 0.0):':4';[_21421%13_142 .’]fl[)\:)'"zFon (I)IO*anzfgg]:

: 1
L, (for) = — [(f5.0)" + fo.o+nfo0—Fin(foo)™—2 A fo1— A2 nf o1 —
—2F,nfoo—Fyn2fon — F, n2for+ 2 Fy foil,
. 1
L(foun) = [= Fyn (o)™ = Fiy 0 (foof" = 2 4*folly — A*0fols — 2 Fynfaln —

"'2F11nfl]f0"“F7]2fll)l.{l‘“‘F1 nszllf{-Fll.’]z 515+2F1 (fg.l)”+4Fof;.ll+

 +2F for+4Fynfonl,

L, (£i0) =[S fho+ 80 (FEa) oo (F80)™ +Fo0 (FE0)+ (a0 -

— fo-oftla!o —~ 2 Azf}!r.l) — A? ‘Qf}‘yo - F, n"’f}g +2 Fof;-o],
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6F

" 1 .
L, (flfl) = pT [ —fﬁlﬁfﬁl —f(ﬁ 0.0

Joo (for) + fou (foo) —foo(fe)M—

—fo1 (fi o)™ + fo.0 (6.0 +fo1 (fs0) + 2 fo.0f 0.1 —fooSfo1—forfoo+2(f f.o)f';‘ +

+4Fof;.1 .

+2f10+ 20 10— Fin(fioym— 242 f11— A0 fr1— Fon? fii—Fyn? fro+

2F, (fiU+2F, fro+2F, f1al,

L (f50) = -j; [(Fodl + o0 (i) — F (FEal,

iz (f11) = ;—}5 [2(ffio)t+2F, (fi1.0)" —foofo.1—fo1fo0+f00 (fo.r) +

+fo1(fo0)" +2f00f01—Fyn (fiio)M,

L, (ft20) ;2 [—2f00/ 1.0+ 2 00 (fiLo)E +fo0 (firo) + (foo (firo)H —

—foofio—f %ﬂk o+foo(fTo)+f1.0 (foo)! + 2fo.0f 1.0l

. 1 ' '
Lz (f ’lcla-O) 12 [-f 3‘51” ]16.0 ~f 111}) 0.0 +f (Ifo (f f.o) + f Ho 0.0) —foo(f Jr1‘.0)111 —

—f1.0(fo.08

foo(f1o)

f10 (fé’)‘.cb)II +2f0.0 fro—foof 1o —f1o0f 6.0 —

~2f1to— 1/ 110+ 2Fo"lfﬂ.0“Fo 712fﬁf0+4F0f“-°]’

ol

E (fllclla.O) = 0!

d’ d?
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Les condltlons aux llmltes sont:
foo(O)—foo(O) 0, fo(s0)= —1, foo(°°) 0 |
fo:(O)—fou(O)“fm(O)“ e =f51(0)=fo11 (0)= 10(0)— = &1 () =
= foai()=fTo(e) = - -+ =£51 (=) fgll(w)—ff:(@)“ cee =0

Il est plus difficile d’intégrer ces équations que les autres, obtenues précé-
demment, parce qu’elles sont du quatrieme ordre. Mais, on a réussi (15) quand
méme de les intégrer,; juste comme illustration on donne ici quelques solutions:

1 1 1 1
fg.o("])‘ 5 n2+—2-g1(n)—j;go(7})+—8—,
fo1 () = 3“5'3 () + E—T-Egl(m)+-——-g3 () —— g l(va)
s 2 8 2 96 2 24 77
From=mm+ Tap+ Tl (2943212) - [ g2 - g 1 () -
3 16 ' 64
--6—43_;_(n)+-z—(3n+ 3)g M+ = 3 go(n) 50 &- () +
B 8
2 — 7L T
+ﬂfg_1_dn+—v;—;(1-—l/2)—7 8o(m) g2.()+ gL ()& ()~
2 - 2 , 2

0

C 7C v
~—go(MegL(n)+—g (n)gj_(n)———n3el'fn+-[—frn+

8 7 : 2 3
+( A SV;E z)e"“z]erf y 1( 7:;%: 6';712)8"“2—%718"2“2,
=2 sV’)ga ORI RIOELS BIOES IO
:gﬁ*(n)go(nﬂ——g (n)gl(n)-E(VZ—l)Jr;-fng;dn,
0

N

erf'!] V f e—"i’z dY
7C

Les solutions des équations (6), (7) et (8), obtenues ici, peuvent étre utilisées
pour traiter des problemes particuliers. On pourait méme faire des comparaisons
des solutions trouvées a l'aide de la méthode présentée ici et celles trouvées par
une intégration des équations de Navier-Stokes (/ 15/ /17]). Mais, ce sera le sujet
d’un autre travail.
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