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Ј. Јоуаnоујс, R. Askovic, M.f)uric 
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(R~u le 14. Septembre 1978) 

Resume. Une th60rie generale et systematique des approximations superi­
eures а ete donnee [2] par Van Dyke, en 1962.,3. l'aide de la methode de l'analyse 
perturbatrice. Le sujet dece travail est uneetude. des efIets superjeurs dans le cas 
de 'а couche limite non-stationnaire enutiIisant cette technique de Van Dyke. 

, ' 

Ј. IntroductioD. 

Il est bien connu que 'а tblorie de' Ја соисће limite de Prandtl represente 
un premier pas dansune integration asymptotique des equations de Navier-Stokes 
pour les grands nombres <Је Reynolds (Rе-ню). Cependant, tous les essais а 
trouver Jes approximations superieures . dans се' developpement asymptotique 
ont rencontre desgrosses difficultes, etant en desaccord dans les cas des difIerents 
al1teurs. Les premiers travaux dans се domaine ont traite des problemes particu­
liers: c'est Murphy [8] qui а etudie l'infiuence de 'а courbure longitudinale de 
j'obstacle а la соисће limite; ensuite, Seban et Bond [6] ont considere l'influnee 
de 'а courbure transversale des corps а symetrie de revolution, tandis que Ferry 
et Libby [1 Ј] ont traitel'influence des tourQillonsdans I'ecoulement exterieur 
а !а соисће limite. C'est~a·dire, а оп etudie surtout се n1ecanisme extremement 
complexe de l'efIet mutuel entre la соисће limite et I'ecoulement exterierur (displa­
cement efIect) ои dans le cas d'une plaque plane Imai [10], Kuo [5] et Goldstein 
[! 2] ont donne des contributions remarquables. 

Mais une tblorie generale et systematique des approximations superieures 
а cte donne seulement par Van Dyke [2], en 1962., а l'aide de 'а methode de 
j'ana]yse perturbatrice [5]. 
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Dans се travail, donc, оп etudie le probleme des effets superieurs dans le 
cas de la couche limite поп stationnaire еп utilisant cette technique de Уап 'Dyke. 
Еп bref, оп а derive d'abord les equations dela deuxieme approximation de la 
couche limite pour les deux ecoulements: exterieur et interieur, en faisant une 
decomposition lineaire de la solution, сотте c'est explique en [2] et [15]. En­
suite, les equations, ainsi obtenues, sont traitees par une methode, ветЫаЫе а 
~lle de E>uric [14], ј.е. nous avons fait une universalisation [17] du type de 
Loitsianski des equations de la deuxieme approximation. А la base de la "simple 
solution", 011 оп а тете reussi а trouver des solutions analytiques, оп а estime 
finalement l'influence des nombres de Reynolds а la couche limite dans les deux 
<:as particuliers: d'une plaque plane et d'un cylindre, тјв brusquement en trans­
lation а une vitesse constante dans un fiuide incompressible initialement au repos. 

2. EquatioDS de base. 

Apres avoir decompose l'ecou1ement autour d'un corps (probleme plan) 
еп deux parties: partie interieure (couche limite) et partie exterieure, еп faisant 
des expansions asymptotiques pour toues les grandeurs de l'ecoulement pour les 
grandes valeurs de nombre de Reynolds (expansions par rapport а e=Re-1/2)­
en liant deux expansions asymptotiques а l'aide du principe de Stewartson [7)', 
оп а obtenu еп (15) deux systemes d'equations pour lа premiere et la deuxieme 
approximation de la couche limite поп stationnaire, ou bien plus precisement: 

- pour la premiere approximation de l'ecoulement exterieur: 

(1) 
д 

д~ 

t> t
Q

, 'Уо = О а l'obstacle du corps, 

'Уо ......... 'Уо .. (~, '1), t а l'infini. 

- pour lа premiere approximation de l'ecoulement interieur: 

(2) 
д2 Фо д Фо д2 Фо д Фо д2 Фо д ио (s, О, t) +-- - = + 
дNдt дN дNдs дs дN2 дt 

U ( ) 
д ио (s, о, t) i)3 Фо 

+ о s, о, t - +, 
дs дN3 

t~tаФо= ~~ =0 pour chaque N, 

t>t ,1'0= дфо =0 pour N=O, 
a'r дN 

дфо -Uo(s, о, t) pour,N- оо. 
дN 

._--- ------ . 
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- pour Ia deuxieme approximation de I'ecoulement exterieur: 

(3) ~_ ~'- д + д е1 д '1-'\ = о, 
д~ е1 д~ д1) е2 д1) 

• 

t~to 'У1 = О pour chaque ~, 1), 

(> to 'У1 = -lim [ио (s, о, t)(N - Фо (s, N, t)] а I'obsta<..Ie du corps, 
Н-+со 

'у 1 ) const. а l'infini. 
, 

- pour Ia deuxieme' approximation de I'ecoulement interieur: 

(4) 

дЗ Ф. + д2 ФО _д....:.Ф~1 _ д2 Фо д Ф. + д Фо д2 Фl _ д Фо д2 Ф1 _ д2 Ф 1.. = 

дN3 дN2 дs дNдs дN дsдN2 дN дNдs дNдt 

д К NИо2 (s, О, t)+ 
дs 

N 

со 

д .1, 2 
И 2 (s О t) _ 'fo 

о " дN 
dN _ д И1 (s, О, t) 

дt 

д д3 Фо д2 Фо '. - Ио (s, О, t) И. (s, О, t) + по v (s, О, t) - к N + + ' 
дs' дN3 дN2 

+ д Фо д Фо _ N д2 Фо , 
дN дs дФдt 

ФI = д Фl = О pour chaqu~ s, N, 
дN 

.1'1 = д ФI = О N О 'f pour =, 
дN 

д Ф. г\ ) ---'-'- - - ~..:o N - КNИо (s, о, t) + И1 S, О, t 
дN 

pour N -ОО, 

ои оп а introduit des signes usueIs (12/, /15f). 

. 

49 

[. , , 

. ; , . 

Toutes ces equations sont valables sous Ia forme donnee јсј si le tourbillon 
120 reste constant dans l'ecoulement exterieur ne dependant pas du nombre de 
Reynolds. 

Or, соmmе c'est evident de l'equation (4), Ia deuxieme approximation de la 
couche Iimite est une equation lineaire. D'apres une idee de Lenard et Rott 
([2], [13]), vu Ies deuxiemes membres de cette equation, Ia fonction фl peut etre 
presentee соmmе une combinaison Iineaire de trois fonctions: 

(5) 

ои: Ф. v refIete la presence des tourbiIlons dans I'ecoulement exterieur, Фld refl.ete 
cet effet mutuel entre Ies deux ecoulements: exterieur et interieur, et Фlk tient-compte 
de l'effet de courbure. 

4 Зборник радова 
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En introduisant, donc, l'expression (5) dans l'equation (4), nous pouvons 
alors decomposer cette equation en une succession des ~quations et de conditions: 

(6) 

(7) 

(8) 

, 

( . 

д3 .Ј. v д2 . Ј • д .Ј.. 'д2 .Ј. д .Ј. • д .Ј.' 
_'i',-,I_ + 'i'o --,-,'!' 1:- _ 'i' О 'i'J + 'i' О д2 Ф( д Фо д2 ФI' - -
дN3 дNl дs дNдs дN дs дN2 дN дNдs 

д2 ФI~ - =00 У1 (s, о, t), 
дNдt 

t~t" 
Ф ._ дфt' 
l-

дN 
=0 ропr chaque N, 

i , . 

t>ta 
фv_дФI' 
l-

дN 
=0 ропr N'- О, 

дф v . 
1 -+ _ ОО N pour N -+ ОО, • . 

дN 

д И1 (s, О, t) д И 
= - .- - - ИО (s, О, t) 1 (s, о, (), 

дt дs 

дФI ) N --'-'--+ И1 (s, О, t pour -+ оо, 
дN 

~,*IK + д2 фо дф/ ~ д2 Фо_ дфlК + д Фо д2 Ф/ _ дфо д2 ФIК д2 ФIК -
дN3 дN2 дs дNдs дN дs дN2 дN дNдs дNдt 

д д Фо 2 

К NИ02 (s, О, t) + И02 (s, О, t)- dN - -. 
дs дN . . , 

N 

-К N дЗ Фо + д Фо + д Фо д Фо _ N д2 фо 
д N3 д N2 N д д s д N д t 

, 

• • . , ' . . 

,Ф/= дФ/ =0 
' . , .' 

pour chaque N, . - ) , . . . , 
t~ta . •• 

дN 
• 

• ". 

' . 

• 
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дф к 
.1, К = 1 = О pour N = О, 
'I'I д N 

... , 

дф к . 
. 1 _~ -KN ио (s, О, t) pour N -ОО. 
дN 

. 

La validite de се proc6de devient confirmee si I'on reussi а resoudre les 
equations (6), (7) et (8) en satisfaisant les conditions аих. limites . 

• 0 , •• ;. • 

'. !. " 

3. Universalisation des equations dшеrепtiеllеs. 

, . 
• 

Pour solutionner les equations differentielles, obtenues precedeminent, оп 
уа applique la methode de. Duric [14], qui represente аи fond ипе adaptation 
de la methode Ыеп-соппие de Loitsianski [1] аи probleme nonstationnaire. Pas-
sons, donc,en bref lа solution pour la fonction Фо d'apres DшјС.;' ' 

Еп supposant la fonction Фо sous la forme: 

• 
(9) • 1, Uo(s, о, tap c:r( {} } 

'1'0 (s, и, t) = v "Уј, gk' Yk ), 
. А 

, . 
ои оп а prls que: 

ио (s, о, () = Q (t) V (s), 

et оп а introduit: 

(Н1) 

, 
kE(l, 2, ... ) 

оп obtient I'equation uпivегsеlЈе pour la fonction :Т-: 

оо 

'1)-0 ,-

оо 

l_~CJГ' 
д'У) 

д2 :F 

д'У) дУk 

1 - u represente l'epaisseur de refoulement sur ипе plaque plane 
Q 

-, .... -
='­- _ .. ,..,.' .~ 
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ou: 

:т 0=10.0 (уд + gJo.1 ("1) + g1 2 /o.ll ("1) + g21o.2 ("1) +. " , 

(13) :Тl =/1.0 ("1) +gl/J.1 ("1) +gI2/1.11 ("1) +g2h.2 ("1))+ ... , 

:Тll =h1.0 ("1) +glh1.1 ("I)+g/hl.11 ("1) +g2h1.2 ("1)+ .. , , 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
, . .' . . ' . 

et la fonction F de l'equation integrale de la соисће limite sur une plaque plane: 
• 

(14) dZP =2F . 
dt 

соmmе suit: 

(15) F=Fo+g1 Р1 +g/F11 +g2F2+'" , 

оп obtient (14) un systeme recursif de equations differentielles ordinaires: 

L o.o (/0.0) = О, 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

1 '2 " 
L 1 <h.o) = 2[(/0.0) -10.0/0.0-1], 

_ А 

· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . , 
1" 11 " 

L2 (/11.0) = А2 [2/0.0/1.0 - /0.0/1.0-/1.0/0.0], 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • •• •• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

, 
ou оп а encore: 

Les conditions aux limites sont: 
, , 

/0.0 (О) =/0.0 (О) = О, /0.0 (оо) = 1, 
, " , 

• 

/1.0 (О) =/0.11 (О) = ko (О) = ... -/0.1 (О) =/0.11 (О) =/1.0 (О) = •.. = /0.1( оо) =, 
, 

/о.н( оо) -/1.0 (оо) = ... = О. 

, 

. . 
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А ]'aide de (12), (13), (14) et (15) оп trouve que: 
• 

(16) " " " Fo = А/о.! (О) - F1 = А/о. I (О) - 1, Рll = А/о.1I (о) ... 

Si l'on veut que ces equations differentiel1es deviennent du type parabo1ique, 
resolvables analytiquement,. il convient а choisir que 

Fo =2. 
А2 

Alors, dans се cas les solutions analytiques de toutes les equations mentionnees 
peuvent etre presentees а l'aide des fonctions de cylindre parabolique D-1-z.. (16), 
liees avec I'integrale de lа fonction de Gauss ga de lа fщ:оп: 

I 21/2-11. -2" 1}2 

gl1.(Yj)= уп е D- 1- 2 11.(Yj У2). 

En voici quelques solutions: 

/0.0 (Уј) = уј + g 1 (Уј) - ~, 
"2 '7t 

· . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. о.............. 

4 
3 '7t +-

3 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • О' • • • • • • • • • • • • • • • • 

А l'aide de ces solutions analytiques, les fol'шulеs (16) nous offrent que: 

2 
Fo = , 

'7t 

2 '7t 
F1 = - , F l1 = ,. .. . 

3 72 

Cependant, pour chaque cas d'ecoulement particulier if faut resoudre 
encore l'equation (14) qui est поп lineaire. II est rationnel parfois de lа lineariser 
еп negligeant, еп premiere approximation, lе terme еп Z21 et les termes suivants 
(la "simple solution"). Оп obtient ainsi I'integrale: 

t 

;р (t) = -~ Q -4/3 

7t 
t a 

qui peut etre calcule pour chaque Q particulier. 
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3.1. UDiversalisation de I't~quation роor Ф1V , , , 

Considerons, d'abord, l'equation (6) pour lа fonction ф1v. Сотmе оп ". J~ 
voit Ыеп, cette equation contient la composante normale de' la deuxieme appro~ 
ximation' 'Yi (8, О, t) de lа vitesse exterieure, projete а 1а paroi, qui est; d'apresi 
(2), (15), liee avec lа solution de lacouche limite, trouvee auparavant, de la 'fa~n 

( l ' дUо(8,0,t)N 
18) Y1 (8, О, t)= lm Vo + , 

Н-+<:о д 8 

i~e. temint"compte de (9): .. . " . . . . 
, ' 

, 

• 'о' • • , 
, ' , • • .' ј " . 

.. .' . 
, , . . . . . . . 

V1 (8, О, t) = Нт 

Еп supposant, ensuite, la fonction ф/ сотте suit: 
, ' 

, , 
:,.(.,. " -, " ,"\ ,;., 

оп obtient pour ф' une equation universelle: , 
.' - . . 

д3 фv У д2 ф' д сг д ф' Ед2 фV,;, Ед фv ' __ + 1 јГ _ и + '1) _ = 
д '1)3 А2 д '1)2 д'1)" д '1) А2 д '1)2 "А2 д '1) 
, " 

= 1 i ak д2 ф" + b
k 

·д2 фV" +' 1 i C
k

" ,д?јГ д фv _ 

А2 k= I д'1) д gk д'rj д Yk ,А2 k= I д'1) д Yk д '1) 

• . '. 1. . . . . ' . 

(20) 

, ' 
. ., - " .'!, .,.1" 

, д2 јГ дФv дсТ д2 фV д2 фv - ----,-- , +:F ' + 
д'1)2 дУk дУk дт? д'1)дУk , 

:. ' 

+ 1 Нт (Yl('1)-сЈ)- i Ck дјГ , 
А2 k=1 , дУk 

7]-+00 

• 

; '. 

, 

, , 
, - . I 'о 

Si l'оп cherche la solution de l'equation (20) sous forme des developpements 
, ' 

еп sепеs: 

(22) 

.: . 
- -" 

ф/ = j~.o ('1) + gJ~,l (1) + g12 Л.ll ('1) + g2f~.2 ('1) + ... , 

фrl = ЛI,О ('1) + gJ~.Il ('1)) + g/ ЛШ ('1) + g2f~I.2 ('1) + . , , , 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• • • 

............................ -~ ....... -.' ... -...... . 

, 
, , 

.. ; ,;' 

: ,-: "-
, 

" , 



Approximations superieures dans la theorie de la couche Iimite .•. 55 ----_=..:. 

оп аша un systeme recursif des equations differentielles ordihaires: . , 

L 1/2 (л.о) = О,· 
• 

LЗ!2 (J~.I) = ~2 [(f~.o)' - F 1 "fj (J~.o)"], 

• • • • • • • • • • • • • • '" • • • • • • • • • • • • • • • • .. • • • • • • • • • • • • •• " • • • • .' \о -. • • • О". • • 

• • 

. . .' 

L (Ј') 1 [(Ј' )., . 3 F (Ј')' F (Ј')"·· (Ј" )'/" 512 11.0 = А2 1.0 + 1 1.0 - 1 ~ 1.0 + 0:1 0.0+ 

, , . 
. . 

+(f~.о)'Јо.l-(f~.д":fо.о~(f~.о)"ЈО.l7"ЈО'l (оо)), . • . . 

• . 
• ••••••.••••••••• о' ••••••••••••••••••••••••••••••••• ,; ••••••••••• . .. . . . . 

L (ЈР) 1 [(Ј' )' / +. (f' )'Ј' Ј')" 1" '(Ј')" 1" . 1" (···1' . 512 11.0 = 2 1.0. Ј 0.0 . 0.0 1.0 - 1.0 . Ј 0.0 - 0.0 Ji.(j ·_Ј i;o'OO' " :. 
А . ... . 

О, .. 
, . . . ' ( 

• • • • • • • • • оО • • • • о.. • • • • • • • • • 'О • • • • • • • • • • • • • • • • • • '"0 • • • • • • • • • • • ~,. • • • , 

О, .' ...................................................... . -.. \ ...... . • ' - . _ . 1 _ 

• 

• 

Оо. '. • • 

" -, 

. . . - " • 

avec les conditions aux lirnites: , 
. - . 

. л.о (О) =Jt.o(O) =0, Jt.~(oo)= -.:1,· 
,.. ; 1 

. . 
V ' V ' V V"v' . у' . 

Јо.1 (О) =/0.11 (о).:... Ј1.0 (О) = ••• = Јо.1 (0)=/0.11 (О) -Ао (О) = • " , .. 
, '. . . , ; 

• 

PI' р" р" 
= Јо.1 (оо) Јо.11 (оо) = Јо.11 (О) = ..• -= О. . , 

, 

, , . . 
Etant du mеmе type que les equations issues du traitement de la premiere 

approximation, ces equations ci-contre peuvent etre integrees de la mете fal;On. 
Еn voici quelques solutions correspondant а la "simple solution": 

.' . Јо.о ('УЈ) = - "fj, 
.. .-

р" - - .' 

Ј 0.1 ("fj) =0, 

• 

, 
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3.2. UпivеrsаlisаtiОD de l'equatioD pour ф,d 

Introduison<., d'abord, encore deux ensembles infinis de parametres: 

1 i)k и, (s, о, () • k 1 fk=-- Z n_ 
и, (s, о, ()д tk р' k-

(23) 1 i)k+II и, (s, О, t) оn+ 1 V'!+ 1; k+n 
• I '! > и, (S, О, (» д s' +n д tk - 1 р . . 

kE(I, 2, ... ), nЕ(О, 1, 2, ... ) 

qui verifient Је:; formuJes recurrentes ci-contre: 

dZ=IZ+ 1 +(n+ l)y,/Z-l?IZ, 

eZ-12+,- I?fk' 

(24) 

ј; = - f,zZ+ 1;+1 + lZ(n+ l)g, + 2(k +n) FI;, 

ћ= -f,fk+fk+l +2 kFfk' 

Or, si l' оп suppose Ја fonction Ф 1 d sou<; Ја forme: 

,1. d . _ 8р (и, (s, о, () фd( { } { } { } {I ,,}) 
'i'J (s, и, t)--' Тј, gk' Yk' fk' k , 

А 

оп obtiendra aussipour фd une equation universelle . ' . \ . - . '. . . - . -

д3фd /)0 (Ј д2 :F фd дс? дфd У1 1 <т д2 фd д:F дфd 
--+ + -- - + + "-/ - + 
д'l)З А2 д'l)2 д'l) д'l) А2 д'l)2 д'l) д'l) 

f, д фd F д2 фd 1 .. оо д2 фd д2 фd 
+1 1 - - +.- 'l) = -- 2: 2: ak · + bk - - + 
А2 д'l) А2 д1ј2 А2 ,,=0 k=1 д1јдgk д'l)дУk 

д2 фd д2 фd 1"" I д ;; д2 фd д 'т д фd 
+ А" - + pk + 2: 2: с k {-.--- • - - (' + 

д'l)дlk" д1јдfk А2 n=о k=1 \ ду дУЈдУk д'l)2 дУk 

д2 :F дфd д:F д2 фd ,,'д:F д2 фd д2 :F дфd +. - +dk --- -- ___ о -i-
д1јд1јk д'l) дУk д"l)2 д"1J дТјдlkn д'l)2 дlk" 

+ e
k
" ~.c'Т д2 фd _ д~ __ д Ф~ , 

д'l) д 1ј д fk д 1ј2 д fk 

дфd дФ'/ 
(25) УЈ = О фd = - = О; УЈ -+ ао -+ 1, 

д"1J д1ј 

qui pourrait aus:;i etre traitee de Ја mеmе fa90n que celle de (20), ј.е. 

фd = Ф/ (1ј, {gk}) + у, Ф,d (1ј, {gk}) + 1, Ф~, ("1), {gk}) + 1,0 ФI'I ("1), {gk}) + 

+ уЈ, ф,~ ("1). {gk}) + ј, 1, О фgз ("1), {gk}) + у, 1, О Ф1з ('fj, {gk}) + 

(26) + у)2 ф~ а ("1), {gk}) + Ј/ Ф~'а ("1), {gk} + 1~2 Фfll а ("1). {gk}) + ... , 
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Ф~=Л.о ("1)+gl.ro.l ("1)}+g2/g. 11 ("1)+g2Гo.2 ("1))+ " . , 

(27) Фf =11.0 ("1) + gJ'f.l ("1) + g/Л.11 ("1) + g2Л.2 (тд + ... , 

Фll =11 •. 0 ("1) + gl111 .• ("1) + g/ л •. 11 ("1) + g2Л •. 2 ("1) + •.. , 

• • • • • • • • , • • • • О' • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • .. • • • • • • • • • • 

• • • • ОО • • • • • • • • о. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ОО • • • • • ... • • • • 

L o (Го.о) = О, 

L 1 (fg .• ) = - :~ "1) cro.o)" , 

L2 (Гo.I1) = ~2 [(2F1 -l)(Л .• )' -Р1 "1) (Го .• )" -Fll"l) <.Го.о)"], 
· . . . . . . . . . . . . .' . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

. L 1 (ЛО) = ~2 [Ј:о (Ј:'О>' - /а-о <Л.о)" - 1], 

L 2 (.f{ .• ) = ~2 [(2 Р. + 1) (f1.0)' - Р) "1) (л.о)" - (Ј:'о)" /0.1 -

- (/g.t}"/o.o + (fg.o)' /~ .• ) + (lt.)' /0.0], 

• • • - • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • О,. • • • • • •• 

L 1 <л .. о) = ~2 [(Л.оУ - 1], 

L 2 (ff •.• ) = ~2 (2 Р1 (л .. о)' + (Л .• )' - Р1 "1) (.f{ •. o)"], 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

,.rd 1, d ".rd 
L 1 V ш.о) = А2 ио.о (Јо.о)' - ЈО.ОЈО.О - 1], 

L 2 <Лll.t} = 1 [(2 Р1 + 1 )(ЛII.О)' - Р. "1) <Ј{1I.0)'! + /~.o (/0 .• )' + 
А2 

, d "d ",L>Il + /0 .• (/0.0)' - /0.0/0 .• -/0 .• ) 0.0]. 

· . . . . . . . . . . . .. .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . -

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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--------------------------

I d I ' d / "d "d 
+!1.0(/Q.O) +/0.0(/1.0) -/l.0/0.0~Jo.o/l;0], о 

,', .-
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

, с \ 
" . . 

• • • '" . 
• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • О ... ~ • • • • • • • • • • • 

• о 

, .,' . \ . . \' 
'. '-

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • о 

'. . . -
~. " \ . .' . . . ; ." 

O ••• ,.~ •••.••• 0 О' "," ОО оо •• Оо .~ ..... t' '~"o" оо •• ~ •. ' ~"~" 
• 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 
о 

О 

• о О • 

d d d d' '.' d' L'll' 10.1 (О) -/0.1 (О) /1.0 (О) = . .. /0.1 (О) =/0.11 (О) = Ј1:0;(Р) = ... = 
о. ~, 

• 
, .. . . 

Оп donne ici quelques solutions analytiques correspondant а la "simple 
solution" : 

d 1 
1 о.о( 'УЈ) = 'УЈ + g~ ('УЈ) - V- , 

2 1t 
о • 

• 

" .' 

,. ',. , 
о , 

,. ! ~ 

• 

• о . - ' '. . 

d' d' 3 1t 2 о 1t о 1t 2 
11-0 ('УЈ) =/111'0 ('УЈ) = - + - gl ('УЈ) + go ('УЈ) + g 1 ('УЈ) + 

2 3 2 2 2' 
о О 

1t 1t . о V~ 

+ 16 gl ('УЈ) - 2 gl ('YJ)go ('УЈ) - 6 g-} ('УЈ), 
-; , . . 

. 
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3.3.UniversalisatioD de l'equatioD pour - 'У/. , 
, , 

Avant de traiter cette equation(8), јl faut la deriver par rapport,a N, en 
ajoutant une condition de plus а Ia frontiere de la соисће limite: 

• 

• 

(28) 

. . .' 
\ТЈ' k _ д 'У I.k 

_ О h N 
т 1 - -роиг с aque " " , 'ј , "дN ' " 'ј ,., 'О 

'Ш'k д'У/ О О· т 1 = = pour N = " 
дN 

. . .' . .. \ '; .. ' 
- . 
. 

- .' \ 
, ,. . д'У k О ' , д:НУk", 

_-----'1'-~ _ KNUo (s, о, t); 1 ~O 
, дN дN3 

роиг N~ оо. 

-. . '", . -

, 
• 

, , • 

, \ I • 
'. . 

- о 

.. . 1; ; . , 

,{ , . ,_ r , 
" . , 

Apres ауојг introduit, en'>U.ite, un поиуеl ensemble infini de parametres: 

(Щ),._,. _ ' ћ=Ј.-;, дkк,О,kУkZ/, ,kE(J..2,.,.)'" ,.::0,": ,;; 
К дsk 

accompagne d~ deux formulles recurrentes: 
. .", 

.:' , ' i1k=kpk(gl +2F), 

A=Pk(kYI-Рl)+Pk+l' 

nous cherchons la solution pour l/ilk sous Ia forme: . 

• 

. ~-

, . 
" 'о I 

, . 
. . '. \.. . 

: ", 

'Y,k(S, N, t)= ~/Ko'Y фk('1], {gk}' {Yk}, {Pk});' . , 
А2 

et trouvons aussi роиг Ia f'onction фk uпе equatiod universelIe: 
, '. 

,;',\} .. \ 
• 

, . , , 
, ... ~ . \ .. .. , 
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(30) 

А I'aide des devloppements еn series: 

д3фk 
----+0. 
д11 

фk=фоk(11, {gk})+Yl Ф/(11, {gk})+P1 Фll
k (11, {gk})+YIPl Ф12(11, {gk}) + 

(31) +У12Ф~.а(11,{gk})+Р/Ф~lа(11, {gk}) + "', 

фоk =Го.о (11) + gl.r:. (11) + g12.r:1I (11) + g2/i.2 (11) + •. '. 

(32) Ф/ = Ао (тј) + glA. (11) + gl Z Ан (11) + g2Jf2 (11) + •. " 

Ф~. = Л •. О(11) + gJ~ •.• (11) + g12Л •. н (11) + g2Л •. 2 (11) + .. " 
... .. • ~ • оо .. .. .. .. .. .. • .. .. .. .. .. .. .. .. .... .. .. .. .. • .. .. • .. .. • .. .. .. • • .. .. .. .. .. .. .. .. 

.. -.. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. . . .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . . . . .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. 

оп аиса иn systeme recursif des equations differentielles ordinaires de quatriemt 
ordre: 

• f ~ 1 2 III 2 ЈУ 11 2 111 
Lo Vo.o) = А2[-2А /о.о-А 11/0.0- 2FоУЈ/о.о-Fо 11 /0.0], 

L (~ 1 f~ П 1 II ~ Ш 2 Ш 2 lV ] 1 о . .) = А2 [V 0.0) +/0.0 + УЈ!О.О - F1 11 (1 0.0) - 2 А/о .• - А УЈ/ о .• -

JI 2 I1Ј 2 Пl 2 ЈП k " ' - 2 Fll УЈ/О.О - F11 /0.11 - F1 11 /0 .• - F ll 11 10.0 + 2 F1 (Јо.l) + 4 F% • J1 + 

, " + 2 FJo .• + 4 Fo УЈ!0.Ј1], 

.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 

• k 1 Ш~ п k, ~ 'k ' 
L1 (Ј •. о) = А) -/0.01 0.0 +/0.0 (Јо.о) -/0.0 (}О.О)III +/0.0 (Јо.о)Н + (fO.O)2-

11 Ш 2 lУ 2/111 ' - /0'0/0'0 - 2 А2/1 '0 - А 11.f.·o - Fo 11 \·0 + 2 Fo/.·o], 
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..rk 1 IП ~: ЈП .rk "I"k )' 11 k )' k m L2 (Ј,.д= A2[-lо.о/о.I-lо.1Ј0.0+10.0()0.1 +10.1(10.0 -Iо.о(lо.д -

61 

, 
; ; , ' 

k ',rk , k " """ k 
-10.1 (fо.о)Ш +10.0 (]О.дП +10.1 (Јо.о)1I + 2/0.010.1 -10.010.1 -10.1/0.0 + 2 (Ј1.0)", + 

, " k III ЈУ ПI ПI 
+ 2/1.0 + 2 УЈ 11.0 - Р1 УЈ (/l.0)Ш - 2А2/1.1 - А2 УЈ 11.1 - РО УЈ2 11.1 - Е1 УЈ2 11.0 + 

, k ' " + 4 Ро/l.l + 2 Рј (11.1)11 + 2 Рј 11.0 + 2 Ро/l.1]. 

, 

, , . • 
• 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 7 • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • I • 

, 
OU 

• k 1, , k" ltlr.rk 
L 1 (/11.0) =, А2 [(/0.0)2 +/0.0 (10.0) - 10.0 v 0'0]' 

L2 (111.1) = 1 [2 <Л1.о)lI + 2Р1 (ffl.O)lI-Л~Ј/~.I - I~Гo.o +/~.o(/i.t>' + 
А2 

, 

, I'.rk" " I k )111] + 10.1 V 0.0) + 2/0.0/0.1 - Р1 УЈ (11.0 • 
. ., 
, '\ 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• k 1 IП k ' r.rk " I'.rk I'.rk L2 (/12.0) = А2 [ - 2/0.0/11.0 + 2/0.0 v 11.0)11 +10.0 v 11.0)' + (Јо.о v 11.0)111-

IП k JII.rk '.rk 'r.rk " 
-10.0/1.0 -/1,.0/1.0 +/0.0 (Ј 1.0)П +/1.0 V 0.0)11 + 2/0.0/1.0], 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• k 1 III k 111 .rk 1"11 (/k), IП r.rk , k ПI L 2 (1110.0) = [-10.0/1.0-/1.0/0.0+)0.0 1.0 + 1.0VO.O) -/o.o(f1.o) -
А2 

.rk 'k 'k " п II -Ао (Ј 0.0)111 +/0.0 (/1.0)' +/1.0 (Јо.о)1I + 2/0.0 11.0 -/0.0/1.0 -/1.0/0.0-

IП ЈУ П 2/III 4 ] - 2/11.0-УЈ/II.0+ 2PoYJ/11.0- Ео УЈ 11.0+ Ро/l1.0, 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 

* k L (f 1110.0) = о, 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • •• 
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Les eonditions aux 1imites sont: . . . . 

k k' kn k'''' 
/0.0(0)=/0.0(0)=0, /0.0(00)= -1, /0.0 (00)=0, 

• /~l «1) Л.11 (О) = /~.o (О) = ... = л:l (О) = /;~l (О) = л:о (О) = ... = л:; (00) = 

• 

i ., , = л:; 1 (оо) = л:~ (оо) = ... = л:~ (оо) = л:;~ (оо) л:; (оо) = ... = О. 

11 est рlш diffiei1e d'integrer ces equations que Ies autres, obtenues preee­
demment, paree qu'elIes sont du quatrieme ordre. Mais, оп а reussi (15) quand 
тете de les integrer,; juste еотте illustration оп donne јеј quelques solutions: 

k 1 1 1 1 
/0.0 (Тј)= - 2 '1)2 + 2 gl ('1)) - 4 go ('1) + 8 ' 

/ - 16 331t 
(29+32 Ј 2)- . g~('1))- . g!,.('1)-

1t 2 64 2 

. . 

. о 

, , УП 5 y~ 2 -'1]2 f 71/~ У 1t 2 -'1]2 + - - '1) е er 'УЈ + - - .. - + 'УЈ е 
12 6 12 6 

!' k' 7t 
. f 11'0 ('1) =-

8 

• 

1t 1t ~_ 1t 

- 4 g~ ('1)go('1) + 4 g~ ('1)gl('1)- 6 (У2-1)+2 

2 
erf'1) = V 1t е-у2 d у. 

о 

-
о 

2 

Les solutions des equations (6), (7) et (8), obtenlles јеј, peuvent etre utilisees 
pour traiter des problemes partieuliers. Оп pourait тете faire des eomparaisons 
des solutions trouvees а l'aide de la methode presentee јсј et eelIes trouvees par 
une integration des equations de Navier-Stokes (/15/, /17/). Mais, се sera le sujet 
d'un autre travail. 

, 
• , 



, , , . ',' 
. , . . 

Approximations superieures dans 1а theorie de 1а couche limite ... 63 
• 

References :.' . .. • 
, .'. 

• , ( '- ",. 

- [1] L о i с ј а п s k ј, L., Equations universelles et approximations parametriques dans lа 
theorie de lа couche limite laminaire, Prik1. Mat. Meh. 29(1), 1965. 

{2] Van D у k е, М., Higher approximations јn bouпdary layer theory. Part 1. General 
analysis, Ј. F1uid Mech. 14, 1962. 

[3] Van D у k е, М., Higher approximations јn boundary layer theory. Part 2. Application 
to /eading edges, Ј. F1uid МесЬ. 14, 1962. 

[4] Van D у k е, М., Higher approximations јn boundary Jayer theory. Part 3. Parabola 
јn uni/orm stream, Ј. F1uid Mech. 19, 1964. 

[5] Van D у k е, М., Perturbation methods јn fluid mechanics, Academic Press, New 
York 1964. 

о , ' [6], S е Ь а п, А R., :в о п d, R., Skin-friction and heat-tгаnsЈег сhагасtегЩiсs оЈ а 
/arni1iar boundary /ayer оп а cylinder јn ахја/ incompressible flow, J.A.S. 18, 1951. 'о 

,', : 17]' S t е w а r t s о п к., Тhe theory оЈ /aminar boundary layer јn compressible flliids, 
Oxford math. monographs, Oxford 1964. 

[8] М u r р h у S., Some effects оЈ surJace curvature оп laminar boundary /ayer flow, 
J.AS. 20, 1953. 

[9] S с h 1 i с h t i п g, Н., Boundary-Layer Тheory, McGraw-НiIl Book Со. sixth ed. 
1968. 

]10] 1 m а ј, 1., Second approximation to the /aminar boundary-/ayer Jlow over а flat plate 
J.A.S. 24, 1957. 

.. [111 Per r i А, L i Ь Ь у Р.А, Note оп а interaction between t!he boundary /ayer and 
inviscid flow, J.A.S. 21. 1954. 

, ' 

'[12] Go 1 d s t е i п, S., Lectures оп fluid mechanics, Interscience, New У ork 1960. 
'о' "[13] L 'е п а r d, М., R о t t N., Vorticity еЈЈес! оп the stagnation-point flow о! а viscous 

incoinpressible Jluid, Ј. Аесо. / Space Sci. 26,. 1959. ' 
[14] D u r i с, М., Оп Ihe universa/ Jorm оЈ unsteady incompressible boundary /ayer equa­

tion and its solution, Pub. de L'Inst. Math., 9 (23) 1969. 
[15] Ј о v а п о v i С, Ј., О aproksimacijama visega reda u teoriji nestacionarnog granicnog 

sloja i njihovim parametarskim resenjima, Magistarski rad 1978. 
[16] W I;t i t t а k е т, Т.Е., W а t S о п, N.G., А course оЈ modern analysis, Cambridge 

Utliv. Pr~s 1946. 
, 

[17] Ј о v а п о v i С, Ј., А § k о v i с, R., D u r i с М., Approximations superieures 
dans Ја theor.ie de [а couche limite поп stationnaire et leur traitement pQl·ametrique, ОАММ annua1 
scientific conference 28-31. 3. 1978. Brusse1s-Вelgium. 

.. 

.. ,.. . 
'! ' " . _ . 

• " , . -.... ' 

• 


