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.EВENE STATIONARE SТR()MUNGEN DER DISSIPАТIОNSFREШN 
IJNТER DEM ЕINFLПSS EINES ТRANSVERSALEN МAGNEТFELDES . . .: 

BEFINDLICНEN GASE 

Svetislav М. Cantrak , ' 

• 

(Dargestel1t ат 22. Јuпј 1977) 

1. Еiвlеituпg und Grundgleichungen der пјсы dissipativen Magnetogasdynamik 
(МGD) 

, .' 
Die еЬепе, stationare adiabatische Stromung zahigkeitsloser Gase ist јп folgendeil , 
Arbeiten [6], [4], [5] ausfiihrlich untersucht worden. Ebensolche Probleme aber 
des idealelektrischleitenden (0'= оо) Gases, das јт transversalen Magnetfeld stromt, 
sind јп den Arbeiten [3], [10] und [9] besonders betrachtet. Нierbei о' die elek­
trische Leitfашgkеit bezeichnet. Die obenerwahnte Кlasse уоп magnetogasdyna­
michen Stromungen ist уоп besonderer theoretischer und praktischer Веdеuttшg [2]. 
Еп gedrangter O"berbIick iiber die wichtigsten technischen Anwendungen dieser 
nicht dissipativen MGD-Stromungen wurde z.B. јп [11] gegeben. 

Die Gleichungen, die durch die iibIichen magnetogasdynamischen Verein­
fachungen [2] abgeleitet werden und welche adiabatische Stromungen des ideaI­
leitenden zahigkeitslosen Gases vollkommen bestimmen, lauten 

. 
(1) 

.-
дv""" ...... 1 1 ............ 
-+v·gradv= -- gradp+ rotBxB, 
дt P!LP 

...... 

др ...... 
--'- + div Р v = о, 
д! 

Ds 
р= Р RT, =0, 

дВ ...... -- --_. = rot (v х B),div В = о, 
Dt дt 

...... 
wobei Р die Dichte, р der Druck, v der Ge~chwindigkeitsvektor, s die spezi-
:fische Entropie, Т die absolute Tempeгatur, R die Gaskon:;tante, !L die magneti-

...... 
sche Permeabilitat und В ,јје Magnetinduktion sind, Dје Relaxationsvorgange 
die Magnetisierbarkeit und die Polarisation јт stromenden idealleitenden Gas 
werden vernachIassigt [2]. 

21 
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Јт Falle einer еЬеnеn stationaren Stromung unter dem Einfl.uB eines zur 
Stromungsebene senkrecht gerichteten (transversalen) Magnetfeldeslassen sich 
die Gleichungen (1) vereinfachen. Da es sich hier ит eine еЬеnе Stromung handelt, 
benutzen wir die kartesischen Koordinaten х, у und z. Das Gleichungssystem (1), 

..... ..... 
unter den folgenden Voraussetzungen д/дt=д/дz=О, 'о ('Oz, '01/' О) und В (О, О, В), 
lautet nиn [10] 

(2), (3) 
д '02 1 др В дВ 

---2CU'Ok= - - , 
дх; 2 Р дх/ џ.р дх; 

(4), (5) 

• • 

wobei ј, k= 1,2 i=f=.k, Х1.2 =Х, у '01.2 = -'Ох, 'Оу '02='0/+'0/ und 2си=д'Оу/дх­
- д'Ох/ду die Wirbelstiirke sind, wahrend х den Isentropenexponent darstellt. 

Јn der vorliegenden Arbeit wird die Methode, die уоn К. Voronjec [1], [4) 
entwickelt wurde, auf die magnetogasdynamischen mit den Gleichungen (2)-(5) 
beschriebenen Stromungsprobleme verwendet. 

2. Integration und Charakteristiken der MGD-Gleichungen 

. .. 

. . , . '., , 

Nach der VORONJECschen Methode werden die zu der Fami1ie der Stromliniel1 
Ф (x,y)=const. orthogonalen Trajektorien qI (х, y)=const. eingefiihrt,wobei die 
Funktion у (х,у) erscheint. Die GroBe l/ру steIIt namlich den Integrations:... 
faktor der Differentialgleichung orthogonaler etwas vorher erwahnter Trajektotien 
р ('Oz dx+'01/dy)=O dar. Aus der Kontinuitatsgleichung (2) folgt [1]' .: 

(6) 
дql дф дql дф 

р 'Ох = ру = und p'Oy = ру = - . 
дХ ду ду дх 

Die Energiegleichung (4) und Magnetinduktionsgleichung (5) fuhren 
daher zu 

(7), (8) р= р"о:(ф) und 

. , . 
• . . .. 

• 

mittels '(2) , .' 

wobei о: und C!I3 einige beliebige Funktionen von der Stromfunktion Ф sind [1], 
[12]. Zur Erliiuterung der physikalischen Bedeutung уоn о: und &3 bemerken wir, 
daB sich о: leicht durch die Entropie s ausdrucken liiBt und daB die Funktion C!I3 
mit dem induzierten Magnetfeld verbunden ist. Јn diesem Falle bleiben die Еn­
tropie und die GroBe в/р ftir jedes Gasteilchen konstant, die Stromung ist isen­
trop und isomagnetisch. Wenn о: und C!I3 aber im gesamten Stromungsfeld konstant 
sind, nеnnеn wir die Stromung homentrop und homomagnetisch. 

Nach dem Einsetzen (7) und (8) in (3) erhiilt таn , 

(3') 
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mit i=f=k und Vbl=-VZ, Vy. е' und r!i3' sind die Ableitungen der Funktionen 
е und r!i3 nach ф. Оје Kompatibilitii.tsbedingung der Bewegungsgleichungen (3') 
lautet [10] 

(9) 
1 1 

-- р,,-l е' + р r!i3 r!i3' - х.' , 
х-l џ. 

wo Х. eine beliebige Funktion von Ф und х.' =dyJd Ф ist. Das Integral der 
Gleichungen (3') wird nun mittels (9) in folgender Form 

(10) 

dargestel1t. ОаЬеј Х. bedeutet eine unverii.nderliche specifische Gesamtentalpie 
eines Gasteilchens. Es ist anschaulich, daB es sich hier ит die isoenergetische 
Stromung handelt. Falls die Funktion Х. auf allen Stromlinien denselben Wert 
hat, ist die Stromung homenergetisch. 

Das Theorem von Crocco in der MGD [11] lii.Bt sich aus den Bewegungs­
gleichungen (3) mittels (10) ableiten und јт unseren Fall lautet [10] 

(11) 
-+ -+ 1 

V Х = V х 2 (() k + р r!i3 v r!i3 + TV s. 
џ. 

So wie јт Ausdruck (9) verkniipft dieser Satz Entropiegradienten mit dem ortlichen 
-+ 

Wirbel 2 (() k. Wie man aIlderseits aus (1) mit Hilfe (8) leicht einsieht, gelten 
-+ -+...,. . 

nun FL =(rotBXB)/fl-Р'=-r!i3(r!i3vр+рr!i3'vФ)/џ.. Daraus folgt, daВ die 
-+ 

LORENТZ-Kraft FL Ьеј homomagnetischer Stromung (r!i3 = const) ein Potential 
besitzt und daB man keine Magnetfeldswirkung аш das Wirbelsfeld· dann ausiibt. 
Dieselbe Folgerung erhal1ten wir aus den Ausdriicken (9) und (11), die aber 
daher noch notwendinge und hinreichende Voraussetzungen Шr das Auftreten 
von Potentialstromungen in der MGD geben [10]. 

Es ist leicht einzusehen, daB die Gleichungen (9) und (10) vermittelst (6) 
lauten 

(9') 

(10') 

1 д 1 дф + 1 

р дх р дх р 

д 1 д Ф dx. 1 de 1 dr!i3 
- - р,,-l d'" - 11. Р с%3 d'" ' 

д у р ду dф х - 1 '!' г' '!' 
-

дф 2 (д'" 2 х . 1 
-1- '!' +- р"-l е (ф)+- р r!i32 (ф) =х.(ф). 

дх \ ду х-1 џ. 

Eine speziel1e Losung dieses Gleichungssystems i8t in [10] betrachtet. 
-+ ->-

Оје Kompatibilitii.ts.bedingungen rot (vfy )=0 und div р V =0 der Glei-
chungen (6). werden nun in der nii.ch8ten Form 

(12) 2(()= - V"(. Vф/р"( und д(рv;х)/дх+д(рVу)/ду=О 
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dargestel!t. Diese ЕгgаДl.Uпg5\'сгЫпduпgеп miissen dabei mit den abblingingen 
VcranderJjchen befriedigen. Die Charakteristiken des Gleichungssystems (2)-(5) 
sind z.B. јп [13J gcgebcIl. Јп de; Al-beit [ЈОЈ leiteten wir mittels (2)-(5), (6) und (9) 
die foJgende l1ing:> дег Kuгye У= У (х) geltende Gleichung 

(I .... y , 
--- .... -г 

1 1 1 dvx (у/ - У') (У2' - У') дvх -- + - - = --+----
dx Y 1' У2' у' dx У' У/ У/ дх 

( 13) 
-1 С"./ 1 dln е: т dln&32 dX I -

У' 1 1 , + --- ... . _-_._- ----- . -,-- -_._- -
vy-vхУ 

, 
1 +т х(х- I) dx 2 (Ix dx 2 y 1' У2' 

her, wobei d/dx =д/дх+у' д/д У die Hings der Kurve у=у (х) genommene AЬJeitung 
пасll х bezeichnet. Wenn die КllПС У= У (х) ејпе Charakteristik des Systems (2)-(5) 
darste!lt,istes dапп у' =Yl' ЬГN. У' = У2' (х) Ьеј у'ц = (VXvy ± Са V v2 - Ci)/(v/­
- C~). Оје GrБВt' Са 2 = С2 + Св2 i~t eine Phasengeschwindigkeit magnetoakustische 
\Уеl1еп d. h. шаgпеti~;сhе Schallgesctlwindigkeit, wobei СВ = ВJVfi:P die 
ALFVEN-Gc~:chwindigkeit, С2=хр/р die SchaJlgeschwindigkeit und m=(Св/С)2 
der Magnetparametel· sind. 

Nun w.:rden die Veranderlichen х und У bzv. Vx und Vy durch die kшmmJi­
nigen гесht,Уiпkligе-п Koordinaten q:.> und Ф bzw. v und den Winkel .& ersetzt, 

--->-

den der GcscJl\vindigkeit5yektor v mit der positiven x-Richtung bildet [IЈ. Es 
folgt dаnп ащ; (12) шittеls (6) der Аш.dГllсk 2ы=-рv2 дlпу/дф, 50 daB дје 
Kompatibiiitiit!.bedingung (9) mit НiJfe (10) foЈgепdегшаВеп lautet [12Ј 

(14) 

1 _lde: 1 (#)d&3 1 - р>< -- р (;6~-=--
д х-I dx fL dx. __ ln у2 = .... - - -.-.-:.:: 

дх х- _ х __ р><-I е:- 1 р &32 
х-l fL 

, 

wobei Л'=у"dЛјdх., ).=е:,&3 ist. Hierbei wurden die Ausdriicke (12) јп der 
Form 

(15) 
д V _!!._ д.& = О 

У у2 дq:.> 
0--
'дф 

gеsсhriеЬеп [IЈ. Diese Bedingungen (15) laS5en sich nun unter Benutzung der 
Gleichungen (10) und (14) nach einfachen Umfol·mungen [10Ј auf die folgende 
Рогm 

~-(':' + l) р,,-1 е +-~ р е:%3 2 __ 2 Х. 
д.& х-l [.L 
-- = ----------- ._.- ._-------- ------------
д,l. Х 1 

i' 2хурХ+lе: х- р"-Iе:_ p&3 1 

х-l fL 

:tp (р" е:), 

(16) 
д& у д 1 

= ----- ------ -.-----o----~ - р><& + р2 с5(ј2 , 
дт (х 1 д'!' 2 IL . ;.- 2х- р"-Iе:_ р&3 2 т r-

\ х-l fL 

---- ----- -- -
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bringen. Falls, daB kein Magnetfeld vorhanden ist, gehen die Ausdriicke (16) јп 
die Bedingungen von К. Voronjec [1] iiber. Der Ausdruck (13), wenn у=у(х) 
die mit der Gleichung (y')bl=tg (& ±~) gegebene Charakteristik bedeutet, lautet 
nun [10] 

(17) 
С 2 
а 

l+т 

m + dln &32 -dХ , 
2 

1 
---dlne+ 
х (х-l) 

und ste11t dabei ејпе Vera11gemeinerung der bekannten Formel [11] dar, wo 
17"(1=arcsin М;l und ма=,)ЈСа sind. 

Mit Hilfe der оЬеп hergeleiteten Beziehungen kann man schlieВen, daB die 
betrachtete magnetische Stromung durch die Gleichungen (6), (9), (10), d.h. (9') 
und (10') bzw. (14), (15), (10) d.h. (14) und (16) definiert ist. Es sol1 niimlich р, 
Vx und Vy d.h. ~ und Ф bzw. v, .& und р finden, so daB die Вedingungen 
(6), (9) und (10) bzw. (14) ппd (16) befriedigt werden. Die GroBen е, &3, х und у 
sind unbestimmt, wiihrend р und В aus den Gleichungen (7) und (8) hervorgehen. 
Оје Zabl der unbekannten CJroВen ist also groВer als die Zabl der Вedingungen, 
die diese GroВen befriedigen. miissen, so daB wir nun die verschiedenen Voraus­
setzungen physikalischer Вedeutung iiber die Form der beliebigen Funktionen е, 
83 und Х bzw. у einfiihren konnen. 

3. 'Ober einige exakte Liisungen der MGD-Wirbelstriimung 

In der Arbeit [10] wurden die moglichen Stгошuпgеп in Abblingigkeit уоm 
Karakter folgender Funktionen е, &3 und Х betrachtet. Die gewonnenen Ergeb­
nisse lassen einige Folgerungen ziehen, die fiir Тћеотје der magnetogasdynamischen 
Stromung von Interesse sind. Aus (9), (11), und (10) folgt lliil11lich: 

а) daB die Stromung wirbelfrei ist, wenn es entweder gleichzeitig e=const, 
~=const und x=const o<ler р,,-Ј е'/(х-l)+р &3&3'/fL= х' ist, 

Ь) daB die homenergetische \virbelfreie Stromung fiir &3=83 (ф) nicht homentrop 
bzw. die homenergetische homentropische Stromung Л.iг 83=83 (ф) nicht 
wi rbelfrei ist, 

с) wenn man vorausetzt, daB р die Funktion von Ф d.h. р= Р (ф) darste11t 
~ - ~ 

erMlt man v· V л;а'lJk дл/дХk=О und div v=O, wobei Л=Р, р, ..,2, В, е, &3, х 
und си*О sind. In [13] ist das Beispiel betrachtet, in dem dit: Stromungslinien 
entweder die konzentrischen Kreise oder die para11elen geradcn Linien sind. 

Es soll пип bemerkt werden, wie es оЬеп sc110n f~stgestellt wurde, daB у 
atLs (14) bestimmt wird. In gewisser Beziehung erlaubt das аЬег, die yerschiedenen 
Vorausetzungen iiber diese F'unktion у (~, ф) einzufiilHenund danach die ein­
zeJnen Stromungsfiille zu erhalten. Niimlich: 
а) Fiiry=const odel' у=у (~) erMlt man die Роtщtiаl.·;tгО111uпg. Hr У=УЈ (ф )y2(~)/P 

~ 

dcr Vektor pV!Yl ПlиВ ein Potentialvektor sein, $0 daB die Funktionen der 
komplexen VariabIen angewal1dt werden kOl1nen, obwohl die Stromung wirbelbe-· 
haften ist [1 О]. 
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Ь) Wenn р=р (ф) ist, dann mittels (14) gilt у=у (ф) und aus (16) folgt .&=.&(rp). 
Die Stromlinien sind wie in [4] und [5]. 

с) Unter der Voraussetzung, daB y=v oder y-f(rp)v ist, erhiilt mаn aus (14) 
und (10) р>< е:+р2 ~2J2 (L=~ (rp), so daB aus (16) .&=.& (ф) folgt d.h. die Strom­
linien die geraden Linien wie јm FaIIe des nichtleitenden Gases [5] sind. 

d) Беi Einfiihrung der Funktion u=u (р, ф) durch die Definition и (р, ф)= 
=PX-р><е:/(Х-l)-р2~2f2{L, ergibt sich aus (9) und (10) 2ы=-дu/дф und 
v2=2 дu/д р [4]. Es ist nun aber leicht zu sehen, daB die Gleichung (14) mit 
u=F(rp) befriedigt wird, wobei y2-f(rp)/p ist. 

е) Die aIIgemeinen Voraussetzungen У=У1 (rp) У2 (rp, ф) oder У=У1 (rp)Y2 (ф) d.h. 
у=у ( ф) sind auch moglich. 

Nun betrachtet таn getrennt der besonders interessante FaII у2= Х (ф), 
wie es јn dem folgenden Abschnitt zu sehen ist. Setzt man niim1ich у2= х( ф) in 
(14) ејn, so erhiilt таn р><-l (de:ldx-x e:/x)/(x-l) = р 43 (~/x - d ~/dX)/{L. 
Hieraus folgt e:=k ХХ und ~=bx, wobei k bzw. Ь Konstante sind. In diesem 
Fal1 kann man leicht bemerken, daB die homenergetische Stromung wirbelfrei ist. 
Wenn таn nun durch die Ausdriicke л=р Х аисћ d Ф1/d ф=Vx die neue Funktion 
л (rp, ф) und die neue unabhiingige Variable Ф1 einfiihrt, erhiilt тап aus (16) 

(18) д.& =f(л) дл und 
дФl дrp 

д.& = F(л) дл , 
дrp д Фl 

wo zur Abkiirzung 

(19) 

f(л) = _ I-k х (х + 1) л><-1/2 (x-l) -3 Ь2 л/2{L, 
л2 [1 - k хл><-1/(х-l)-Ь2 л/{L] 

kхлх- 1 +Ь2 л/{L 
F(л) = - --------'-'----

2 [l-kхл><-I/(х-l) - Ь2 л/{L] 

bezeichnet wurde [12]. Nun wird посћ апсћ die GroBe ,,2=v2fx anstelle уоп v 
eingefiihrt. Die Gleichungen (6) lassen sich dann zu den Gleichungen . 

(20) л'Т:соs '&=л дrp = дФl , 
дх ду 

Л'Т:sin.&=Л дrp = _ дФl 
ду дх 

zuriickfiihren. Aus (20) kann тап nun schlieBen, daB das durch die Dichte л und 
die Geschwindigkeit 'т: definierte Gas wirbelfrei stromt. Diese wirbelfreie Stro­
mung ist dabei homentrop und homomagnetisch, wie es aus dem mittels der Glei­
chung (10) gewonnenen Ausdruck 'Т:2/2+kхл><-1 /(x-l)+b2 л/{L= 1 hervorgeht. 
So gelangen wir zur zwischen der wirbelfreien und wirbeIbehafteten magnetogas­
dynamischen Stromung bestehenden Analogie [4], [12]. Daraus folgt niimlich, 
daB jeder bekannten homentropischen wirbelfreien MGD Stromung ~ines ideal­
leitenden Gases mit der Dichte л und der Geschwindigkeit 'т: ејnе wirbeIbehaftete 
isentropische MGD Stromung eines idealleitenden Gases mit der Dichte р und 
mit der Geschwindigkeit v entspricht, wobei 

(21) р=л/х und 
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sind. Dabei bleibt das Str6mungsbild unverandert, weil d Ч;]јd ч;=V Х. ist. Bevor 
wir uns јш nachsten Abshllitt der Anwendung der so erhalteten Ergebnisse zu­
wenden, seien nосћ zwei fOlgende Differentialgleichungen 

(22), (23) ] д2 Ч;] _ е д2 Ч;1 + 1 ' дЧ;] =0, d& 2 -fF=О 
F дл2 ј д&2 F дл dл 

erwahnt, die aus (18) unter der Bedingung D=д(&,л)јд(Ч;l,СР)#О hervorgehen 
[10]. Оје Funktionen Ч;1 (&, л) und &=& (л) werden nиn aus den Gleichungen 
(22) und (23) Ьеstiшrnt, wobei f(л) und F (л) durch (19) definiert sind. AIs 
Beispiel betrachtet таn das Prandtl-Meyer Problem, wie das aus dem folgenden 
Abschnitt zu sehen ist. 

4. Beispiel. Еinе wirbelbehaftete magnetogasdynamische Vеrаllgеmеinеruпg der 
Prandtl-Meyerschen Stromung 

Оје folgende Betrachtung hat vorwiegend das Ziel die wirbelbehaftete 
Umstr6mung, unter Веnutшng der оЬеn erwahnten Analogie, einer konvexen 
Ecke mit dem idealleitenden Gas zu untersuchen. Zu diesem Zweck тиВ zunachst 
die wirbelfreie, homentropische, homomagnetische Umstr6mung ge16st werden 
[7], [8], [10]. Um die L6sungen dieser wirbelfreien Str6mung zu finden, k6nnen 
wir die Gleichungen (10) und (17) bzw. (23) verwenden, wie es јn [10] ausfйhrlich 
gegeben ist. Јп dieser Arbeit, indessen, werden diese L6sungen auf andere Weise 

...... . 

erreicht. Zuerst sei angenommen, daB die Geschwindigkeit т ејn Potential ср 
...... 

besitzt d.h. 'т= V' ср und dа/З д/д г=О ist, wobei die Polarkoordinaten г,6 ange-
wandt werden. Unter Benutzung der јn dieser Arbeit etwas vorher gewonneneri 
Beziehungen zeigt шаn lei<:ht die Gii1tigkeit folgender Formeln m=m* ~n-2, 
л/л* = ~n und Са/Са. * = ~ [(1 + m* ~n-2)/(1 + m*)РЈ2, wobei п = 2/(х - 1), ~= С/С*, 
m* = (CBi*/C*)2 und O~m* < оо sind. Kritische Werte d.h. die w:erte der 
magnetogasdynamischen Gr6Ben fйr Ма= 1 kennzeichnen wir durch den Jndex 
,,*". Јт betrachteten Problem ist cp=rq (6), so daB die Gleichungen (10) und (2) 

, , ...... 
(div л т=О)nиn folgendermaВen lauten 

(24) х+l+3(х-l)m* 
, , 

(х-l) (1 +т. .. ) 
, 

(25) n~n-l q'~' +(q+ q") ~n= О, . . 

wo v'=.d vjd 6, v=q, q',~. Differenziert шаn die Gleichung (24) naqh 6, 50 

erhaIt шаn mit Hilfe (25) q'.=Ca. Aus (24) bestimmt таn danach dieFunktion q. 
Nun lassen sich die L6sungen der betrachteten Potentialstr6mung јп den folgenden 
Formen ' 

л/л* = ~n, Тв = Са, т,/Са. * = {[(х + 1) (1- ~2) / (х - 1) + 3m* (1 - ~n)] / (1 + m*) }lЈ2, 
(26) 

р/р* = ~n}(., Т/Са. * = {[(х + 1 )/(х - 1) - п ~2 + m* (3 - 2 ~n) ]/(1 + m*) }1Ј2 

schreiben, wobei л die Dichte und т" Тв die Geschwindigkeitskomponenten sind. 
Оје Stromfиnktion rJrl (г, 6)=-глq' lautet nиn 

(26') Ч;l = К* г ~n+ 1 {[1 + т. ~n(2-}(.)] / (1 + m*) )1/2, 
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wo К * = - Л* Са. * ist. 

Die Funktion ~=~ (6) kann durch Integration des konvergenten uneigent­
Iјсћеп aus (25) mittels q, q' und q" =~' dq' /Ц gewonnenen IntegraIs 

()(+ 1 +3m* ~n-2)d~ 
-------'- )( + 1 1/2 
(1 +m* ~n-2) (1- ~2) + 3 m* (1- ~n) 

. )(-1 
.(27) 

1 
6= - Iim 

)( - 1 8-++0 

1-8 

gefunden werden, wobei O~~~ 1 fiir beIiebige m* ist. Im aIIgemeinen mиВ mап 
diese Integration numerisch durchfiihren, пш in gewissen SonderfaIIen (m*=О, 
т* ~ оо, )(=2 bei beIiebige m*) ergeben sich die Lбsuпgеп von der Gleichung 
(27) јп gescblossener Form. Im foIgenden betrachten wir magnetogasdynamische 
Stromungen, beidenen m* -+ оо d.h. m* > 1 ist. In diesem FaII foIgt aus (27) 

(28) 

so daB 6шах = vз тс/2 = 1550 53' (6ш:х = 2200 27' fiir т* = О und )( = 1,4) und 
.&шах = 6тах -тс/2 = 650 53' sind. Die Ausdriicke (26) und (26') mitteIs (28) 
Iauten nun 

л/л. =cos2 6a , р/р* =cos2x 6", тв/Са .• = Са/Са. * = cos 6а , 
(29) 

т,/Са• * = Vз sin 6а, Т/Са. * = (3 - 2 cos2 6а)1/2 und Фl = К* r cos3 6а. 

Die wichtigsten der hier hergeleiteten Вeziehungen (28) und (29) sind in АЬЬ. ] 
iUr )(= 1,4 graphisch dargesteIIt. 

АЬЬ.1. 

АЬЬ. 1. Ше wirbelfreie, magnetogasdynamische 
PRANDТL MEYERsche Stromung ftir m.>l. 

0,5 

0.1 

IOI.....L О 
150 15&"53' 

..е.. .... , 
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Mit Нilfe (21) erhalt man scblieВlich aus (29) 

(30) р = р. х. cos2 ба/Х und 'lJ = Са. * [х (3 - 2 cos2(}a )/х* ]1/2, 

wobei р die Dichte und 'lJ die Geschwindigkeit der analogen Prandt1-Meyerschen 
МGD-Роtеntiаlstrбmung sind. Die Wirbelstiirke wird dabei mit dem Ausdruck 

2 d 
26)= v6 К* 1 - cos2(}a cos2 ба V Х (Фl) 

3 dФl 
(31) 

bestimmt [10]. Da die Fопn der Funktion Х (фl) vб11ig beliebig gewiiblt werden 
kann, wird Х (Фд in eine Reihe nach Potenzen von Фl hier entwickelt, so daB 

ј 

7,.1/2 = L fX;/ф/ ist. Fiir ј=2 diese Entwicklung mittels (29) lautet 
;~O 

(32) 
;=2 

V х (Фl) = L (Х;/(К*, COS
3 баУ, 

;~O 

\уоЬеј (Х; die aus konkreten StrбmungsЬеdingungеn gefolgten Konstante sind. Аш 
(30) und (29) erhalten wir scblieВlich mittels (32) die folgenden Losungen unseres 
Problems 

'lJ vx.- = 1~2 (, cos3 б )-1 Р (Хо2 = 1 + ;~4 К; 
L.. k а'... L.. 1 3; б 

(хо .. I~O х. 1\ 1=1 'k COS а 

-1 

(33) , 

mit 'k=fXOK.,/fXl' {Х2 =аоI 2/аоо und К1 • 2 • з • 4 =2, 3,2, 1. In АЬЬ. 2 sind diese 
Abhangigkeiten (33) fiir die verschiedenen Werte 'k aufgetragen. Dabei тuВ 
man nur beachten, daB die Kurven, welche die Verhiiltnisse р (Хо2 / х. л 

• 

103 1 
I 

'" I 
'l' '. К I 

I 
10·1 

. 10 +------.-----;~--..... ..,.---+---, F-- (----110·2 
1 

-

АЬЬ. 2. Magnetogasdynamische, wirbelbehaftete 
PR.ANDTL-МЕУЕRsсhе Stromung 

• 
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bedeuten, јn АЬЬ. 2 strichpunktiert eingetragen sind, wahrend die Stricblinien 
das Verhaltnis v V X*!rxo 't' darstellen. Nach Einsetzen (32) јn (31) und Umfor­
mung erhaIt таn 

(34) 

wo K=-rxО2 К*!2 (хl ist. Den Verlauf уоn Ы!К fiir die Werte 'k=0,3; 0,5; 1 
zeigt АЬЬ. 2. Es ist deutlich zu erkennen, wie sich der Wirbel iiber das gesamte 
Stromungsgebiet ausbreitet. 

i Es sei hier nochmals betont, daB Ьеј Anwendung der VORONJECschen 
Methode ејnе sehr groВe Freiheit јn der Wabl der Funktion r (qI, ф) bzw. Х (ф) 
besteht. Daher ware es moglich, die weiteren јn vielen praktisch und theoretisch 
wichtigen FaIlen erfiillten Voraussetzungen einzufiihren. 
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