
ПРИБЛИЖНА ФОРМУЛА ЗА ОМОТАЧ КОСЕ 

КРУЖНЕ КУПЕ 

СТАНИМИР ФЕМПЛ (Београд) 

Нека су S1 И 52 највеЬа и најмања изводница косе кружне 
IJ<упе, г полупречник основе, {3 и r наспрамни углови тих трију 

страна карактеристичног троугла, S осовина купе, а угао осовине 

према бази, h висине купе (в. сл. 1). 

Сл, Ј. 

У своме раду [1] показао сам да се омотач М косе кружне 
«упе који је дат интегралом 

своди на облик 

« I 

М =г f Vh2 +(r-Scosacosq»2 dq>, 
о 

М =2 г ?fs, S2(E -Fsins : )+2 r {Е1 F - (Р-Е)Р1}, 

(1) 
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где су F и Е потпуни нормални елиптички интеграли 1 и П ВрСТе' 
са модуло.м 

k= sin ~ - у 
2 

и где су Р1 и Е2 нормални елиптички интеграли 1 11 11 врсте С31 

модулом 

и са амплиту дом 

k'=cos~-y 
2 

2г 
е = are sin ---

Sl +SI' 

На тај начин, на основу постојеhих таблица за елиптичке 

интегр~ле [2], може се израчунати омотач косе кружне купеr 

у овом раду показаhу да се вредност омотача са довољном: 

тачношhу може добити из пр~ближног обрасца 

М ~ ; ( Sl; S2 + ~ h2 + г2 ) ~ (1) 

и поставиhу горње границе отступања ове приближне вредности 

од праве. 

Растави мо интеграл (1) на два интеграла са границама ( О, ~ ) 

и ( ~ , ~). Кад се у другом интегралу ср смени са ~ - ср и овај 
поново скупи са првим интегралом, једначина (1} добива облик 

:r 
"2 

~ = Ј [Vh2+(f+scosaCOSCP)2 + Vh2 +(Г-Sсоsа.СОSср)2]'dСР. (2) 
о 

Подинтегрална функција F ( ср) монотоно опада од Q. дo~, а имг 
2 

максимум за ср = О, тј. 

јер је 

v h'+(f+ SCOSa:)2 = Sl' V h2 +(r- SCOS &)2= S2" 

~ . 
и има минимум за ср = "2' ТЈ· 
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Према томе је 

(3)· 

а отуда, интеграцијом, 

(4)' 

Обе ове границе постигнуrе су за SI = S2, тј. У случају када је" 
купа усправнај тада образац (1) даје тачну вредност омотача.· 

Узме ли се за М/г аритметичка средина рззмака (4), добива, 
се као приближна вредност израз 

м = ; (SI~S2 +" ћ2+г2 )". 

Учињена грешка ( [3], стр. 66-67) није већа од 

L.1=- - У +г п-А Г (S1+ S2 "ћ2 2) 
2 2 ' 

и релативна грешка била би 

А S1 + S2 - 2 V ћ2 + г2: 8=--< . 
М S1 +S2+2 V ћ~+г8 

(б)Ј 

Тако на пр. за Sl = 24, S2 = 16, 2 г = 13, на основу обрасца 

образац (б) дај«t релативну греШI{У око 8%. Међутим показаhу' 
да вредност (1) ~ежи у много ужем размаку. 

Ради тога, посматрајмо функцију која претставља- отступање~ 

функције 

(8)Ј 

од подинтегралне функције. Крива l{ (ср) је доста приљубљена 

уз подинтегралну криву, а екстремне им се тачке поклапају. Ста·· 

вимо ли, краткоће ради, 

К1 (ср) = ћ2 + (г+ S COS а: COS ср)2, К2 (ср) = ћ2 + (г - S cos а: COS ср)2 " 
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;поменуто отстvпзње се може написати у облику 

Ф (ср) = v К1 + V К2 - К = (vК; + 'Ј"К;)2 - К2 
V К1 +"" К2 + К 

2 (К1+К2)-(VК; -v7<;)2-K2 

= " К1 +" К2 + l( 
2 (К + К) _ К2 _ (~1 - К2)2 

1 2 (VK1 + УК2)2 
V К1 + V К2 + К 

2 (К + К ) - К2- (К1 -К2)2 
1 2 Р (ср) 

:У след неједначиыа (3), ово отступање лежи између граница 

На основу једначине (8), израз 

:с 

"2 

f K(q»dq>=( 
о 

(9) 

даје приближну вредност за М/г. Зато интеграција функције г Ф (ср) 

даје отступање приближне вредности омотача од његове праве 

.вреДНОСТИ,а лева и десна страна неједначина (9) дају после инте­
грације и множења са г границе тога отступања. 

Функција V К1 + V К2 + К монотоно опада у размаку интегра­
.ције, тј. реципрочна вредност функције монотоно расте. У след 
тога, на лев.ој и десној страни (9) можемо применити теорему 

·Ossian Bonet-a [3] за средње вредности одређених интеграла, па 

..се због 
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fr 

2" 

= _1_f[2(K1 +K2)-К2 -(КI- К2)2]dТ , 
4 "Vh2 +Г1

sз (51+52)2 

!где ~)\ и .52 леже измеђУ О и~. Услед тога, из (9) следи 
2 

fr П 

2 2" 

.г fФ(Т)dТ < ,1 г _ Мах. f[2 (К1 +К,Ј- КЗ_(К1 -К21)] dT, 
4 vh2+r2 (5 +5)2 о 5 1 2 

Z . 

где изрази МјП. и Мах. претстављају најмању и највећу вредност 

,горњих интеграла. 

Због 

2 (Кј +К2) -= 4 (h2 +r2
) + 452 cos2 ce cos2 Т 

(5 2 - 5 ')2 (11) 
= 4 (Ь2 + г2) +_1 __ 2_ cos2 Т , 

4 гl 

,Ј(Ј = (SI + SJ2 cos' Т + 4 (SI + S2) v Ь2 + г2 sin2 т cos2 Т + 4 (Ь2 + г2) sin4 Т 

=4 (Ь2 +г2) + 4 Vh2 +r2 (SI +sa -2 "'ЈЬ2 +г2) cos2 т+ 

+ (SI + S2 -2 V h2 + Г2)2 cos4 Т, (12) 
.Ј! (КЈ - К2)2 (4 г scos се cos т)2 ( )2 t 

--"---=- = = SI - S2 cos Т, 
{SI + S2)2 (S1 + s:д2 
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за подинтегралну функцију десне стране добива се израз 

(SI + S2 - 2 V h2 +г")2 sin2 ср С052 ср, 

а интеграција те функције даје 

1 ,/--
Чr (52) "" 32 (51 + 52 - 2 у h2 + Г2)2 (2 Я - 4 S2 + sln 4 52)' 

Ова функција од S2 нема екстрема у размаку [о, ;]. Како је 
Чr (о)".. ~ (SI + S2 - 2'1 h2 + (2)2, Чr (~) = О, 

16 2 

то је највеЬа вредност функције Чr(S2) вредност ,НО). Услед тога, 

десна граница отступања износи 

о= --.!..Я _ (51 +S2_ ~ћ2+Г2)2. 
16 'Ућ2 +г:l. 2 

Због једначина (11) и (12) и због једначине 

(К1 - К2)2 = (S.2 - S22)2 С0521Р, 
4 (h2 +,2) 4 (ћ2 + г2) 

добива· се за подинтегралну функцију леве стране израз 

[
_(SI

2 
-: S22)2 _ 4 (S1 +S2) Vh2+r2+8 (ћ2 +,2) 
4,2 

_ (S12_S22)2]СО52Ю_<S +S -2Vh2+Г2)2сО54(f). 
4 (h2 + (2) т 1 1 т 

13) 

Израз у средњој загради, обзиром на (7), може се довести на 
овај облик: 

[(51-S2)2+4 (SI + 52) V h2 + ,2+ 4 (ћ2 + г2)] 

+[4 (h2 + г2) + (51
2

-:-S2
2
)2 -(5 +S.)2- (S1

2
-

5
2)2] 

4,2 1 2 4 (ћ2+г2) 

.. (S1 +S2 - 2 Vh2+r2)2+ [(SI- S2)2 _ ~(:~ :2;~;] 

[ 
(S1 - S2)2 S1 + S2 + 2 V ћ~ + Г~] 

=(SI+ S2- 2 Vh
2
+r

2
)2 1 4(ћ2 +г2)' S2+ S2- 2 Vh2+,2 " 

Ставимо ли још 

А = (SI-=!2)~ . SI +S2+ 2 vJi2+r2, 
h2+,2 Sl+ S2- 2 Vh2 +,2 
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подинтегрална функција леве стране добива облик 

(St +S2 - 2 V Ь2 +f!)2[ (1 - :) cos2 ср - cos' ср] , 

а ПОС.7Је интеграције биhе 

g (51) = (SI + S2 - 2 V b~ + r)2 [( 1 _ ~ ) • 1с - 2 51 ~ sin 251 

31С - 6 51 sin 251 -L.. sin 4 SJ Ј 
- 16 + 4 I 32 . 

Извод ове функције 

Q' (51) =..!.. (SI + se - 2 V Ь2 +г2)2 (2 cos2 2 51 +А cos 2 SI + А - 2) (14) 
8 

има у тачки 51 = О вредност 

Q' (О) = .i(Sl +52 - 2 Vh2+f!)2 > О, 
4 

што значи да функција g расте у близини тачке о. Како је 

н 

Q (О) = ..:!..(SI +S2 - 2 уЬ2 +г2)2 (1 - А), 
16 

а према (10) извод функ- st 
ције Q може имати нај-

више две ну.1е у размаку 

(о, ~), то дијаграм функ­
ције Q може имати један 
од три облика назначених 

на слици. 

у случају А< 1, пре­
ма (15), најмања вред­

ност функције Q у размаку 

[ О, ~] једнака је нули. Сп. 2. 

(15) 

У том случају је лева граница једнака нули, а отступање је по­

зитивно. Напротив, ако је А> 1, вредност (15) је најмања вред­
ност. Како је на основу (13) и (15) 

Q (О) = 4 G (1 - А)", Ь2 + г2 , 

r 
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то је обзиром на (10), лева граница отступања О (1- А). У првом 
случају је граница грешке мања од О, у другом је граница грешке 
мања од 

О-О(I-А)=ОА. 

Релативна грешка је у првом случају мања од а/м, у другом, 

мања од А о/м. . 
На тај начин долази се до следеhег става за одређивање 

граница грешке: 

Нека је 

и 

Ано је 

релаiliивна tрешка је 
А<I, 

ако Је 

релативна tрешка је 

б<О. 
м' 

А>l, 

б<АО. 
м 

Примера радИ, нека је опет S1=24, s2=16, 2г=13. Због 

М = 370,26, А = 2,3485> 1, 0= 1,0953, 

рачун показује да је релативна грешка 

8<0,007 
тј. 0,7%. 

(Права вредност за омотач је [1] М = 370,67). 
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NAHERUNGSFORMEL ZUR MANTELBERECHNUNG DES 
SCHIEFEN KREISKEGELS 

Von Stanlmlr Реmрl (Beograd) 

Verfasser beweist eine angenaherte Formel zur Flachenberechnung 
des Mantels des schiefen Kreiskegels (Formel (1» und schatzt den 
dabei gemachten (relativen) Fehler аЬ. 


