
О ГЕОМЕТРИСКОЈ ИНТЕРПРЕТАЦИЈИ М. МИЛАНКОВИЋА 
КОНВЕРГЕНЦИЈЕ БЕСКОНАЧНИХ РЕДОВА 

ЈОВАН КАРАМАТА (Беоrрад) 

Ј. У свом чланку "Eine graphische Darstellung der geo
metrisch еп Pr.ogressionen" {Zeitschr. [. math. u. naturw. Unterr. 
XL. fleft6/7 (1909), стр. 22} проф. М. Миланковиh је показао како 
се може геометриски интерпретисати конвергенција, односно ди

вергенција геометрискога реда. Ова претстава са извесним изме

нама ушла је у многе уџбенике, међутим, у необјављеном ру

копису проф. Миланковиhа налазе се извесне измене, а поред 

тога и проширења овог геометриског расуђивања на неке друге 

редове. Ове допуне са методолошког гледишта омогуЬавају гео

метриску претставу извесних типичних редова, као што су 

"'i:, qn, "'i:,n, "'i:, l/n (n+ 1), "'i:, l/n, 

и јаснију претставу њиховог поређења, а сам поступак као такав 

стоји у вези са сукцесивном апроксимацијом и методом итера

ције, и даје могуЬност да се не само корвергенција веЬ и брзина 

конвергенције ових редова прегледније интерпретира. 

Излажуhи најпре разматрања М. Миланковиhа, према самим 

аутор овим забелешкама, циљ ми је да у~ажем и на овај други 

део проблема. Стога у 2 износим резултате из поменутог не

објављеног рукописа, а у 3 показу јем како се из ове интер

претације могу извуhи извесни З8КЉУЧЦИ о брзини конвергенције 

ових редова и указујем на везу са брзином конвергенције при

ближних решења једначине 

X=-=~ (х) 

методом сукцесивне апроксимације. 

2. Основна идеја изложена у поменутом чланку проф. М. М и
ланковиhа је ова. 

Нека је АВ= а, 4 СВА = 900. Ако повучемо праве AS и BS' 
тако да буде 4САВ=4 CBD=a. (В. сл. 1) и ставимо q=tga., тада 
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поједине стране правоугле полигоналне линије ABCDEF прет
стављају члан ове геометриске прогресије 

а, aq, aq2, ...•.. 

Ако је "< 450, тј. q< 1, полуправе AS и BS' су конвер
гентне и секу се у тачки g. Геометриски ред 

a+aq+aq2+ •.• 

је конвергентан и његов збир износи 

S-AQ'+Q'Q. 

А' 

,Ј' Ако је, међутим, 

" ">450, тј. q>l, ове 
полу праве диверги

рају или су паралел

не, тачке пресека не-

ма,а геометриски ред 

је дивергентан. 

у поменутом ру

. копису проф. М и

ланковиh посматра 

општи случај, тј. ред 

kan • (1) 

Сл. 1. чији је општи члан 

аn реалан и позити

ван, и покушава да изведе сличну геометриску интерпретацију, 

с том разликом што за дужине страна полигоналне линије 

ABCDEF ... не узима редом чланове а1 , а2 , а8 , ••• као што је 

то случај код слике 1, него узима да је дужина првих двеју . 
страна АВ и ВС једнака а1' дужина других двеју страна CD и DE 
једнака а2 итд., наносеhи при томе прву страну на У-осу, а не на 
Х-осу (в. сл. 2), 

Уместо ранијих правих AS и BS' овде се појављује права AS 
(која заклапа угао од 450 са Х-осом), на којој Ссе налазе темена 
АСЕО ... , и извесна крива 8S', на којој се налазе темена BDFH ... 
поменуте полигоналне линије (в. сл. 2). 

Једначину ове криве линије 

Ј = f(x) 

можемо у узвесним случајевима накнадно да одредимо И3 струк

туре самог реда (1), док се темена АСЕО ... увек налазе на 

правој 
У=Х. 
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Означимо са Sn збир п ПРВИА чланова реда (1), тј. 

Како је општи члан аn извесна функција индекса, рецимо, 

аn = ср (п) , 

то је и збир Sn нека функција индекса ј ако ставимо 

sn-t(n) , 
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(2) 

координате х и у неког темена које лежи на кривој 8S', тј. на 

кривој у =о [(х), дате су са 

Из (3) . следи 

x=-sn_l =t(n-l), 

у = Sn = '" (п). 

(3) 

(4) 

n= 1 +ф(х), , 
где смо са Ф (х) означили 

инверзну функцију функције 

t (х), а CM~HOM ове вредно

$' 

сти у (4) добивамо 

(5) у = '" {l + ф (х) } , 
као једначину криве BS'. 

Према томе, кад год q 

обрасцем (2) можемо изра- ~-Jf--1.._------='~---
зити збир Sn као функцију 

индекса, тада увек можемо Сл. 2. 
добити и једначину криве 

8S', тј. карактеристичну функцију [(х): она је, према (5), дата 

обрасцем 

f(х)=t{1+ф(х)}. (6) 

Кад је функција [(х) једном позната, из слике 2 видимо да 
Ье ред (1) бити конвергентан или дивергентан према томе да ли 
крива BS' сече праву AS или не. 

у првом случају, ако са g 0значимо тачку пресека, збир 
реда (1) Ье бити дат било ординатом било апсцисом ове тачке, тј. 

со 

L an-=AQ' о: ~'Q. 

n=l 
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Дакле, испитивање конвергенције реда (1) се своди на ре-
шавање система 

y=f(x), 

у=Х, 

тј. на решавање једна чине 

x=f(x); (7) 

решење ове једначине, ако постоји, даје збир посматраног реда. 

Тако је, на пример, у случају геометриског реда 

збир 

дат изразом 

'1:. aqn 

1- qn 
Sn - а-- = чг (п). 

l-q 

Отуда се, кад се према (2) и (3) елиминише п, одннсно qn, добива 

y=a+qx. 

8 

о 

у овом се слу

чају дакле, крива BS' 
своди на праву са 

f(x)=a+qx, 
тако да се једначина 

(7) своди на 

x=a+qx, 
чије решење 

а s=--
1-q 

-1l____<f-..L-_______ -..1 ____ :Je даје збир бесконач-

~ ног геометриског ре· 

Сл. 3. да; то можемо добити 
и непосредно из сл. 3. 

Приметимо да кад је q негативно, тј. кад је - 1 < q < О, да 
тада положај правих AS и BS' има облик слике 4, а полигонална 
линија прелази у епиралну полигоналну линију. Ово је каракте

ристичан пример за редове чији чланови алтернативно мењају 

предзнак. Док је код редова са позитивним члановима полиго

налиа линија степенастогоблика, као на слици 2, дотле је код 
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:алтернативних редова полигонална линија спиралног облика, што 

.се сличиим резоновањем може лако показати. 

Овде ћемо се огранити само са редове са позитивним чла-

.новима и навести још ове 

Као пример реда ко

ји дивергира посматрајмо 

:аритметичку прогресију 

1,2,3, ... ,п, ... , 
тј. ред 

~n. 

Како је овде 

п 

1 
:Sn"'" L У="2П(П+l), 

11=1 

1'0 је 

примере. 

11 

8 "'--~---.,. с 

s' 

Сл. 4. 

1 
,у(п)=-п(п+l). 

2 

()туда се, према (2) и (3), елиминацијом п-а добива З8 једначину 
ј{риве BS' 

, 
Сл. 5. 

Ово је парабола са те-

3' меном у почетку, а чији је 

осовина права у=х (в. сл. 5). 
У првом од наведених 

примера крива В$' сече праву 

AS дОК се у другом она од 
ове праве удаљује. 

Наведимо сад један при
мер конвергентног реда код 

кога крива BS' додирује пра
ву AS. У ту сврху уочимо 

, ред који је посматрао још 

Leibnitz; 

2 
L п(п+l)' 

:а чији је општи члан реципрочна вредност троуглих бројева 

1 
1,3, б, 10, •.. , -п (п+ 1), .... . 2 

9 
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Како је 

2 ( 1 1) аn = п (п + 1) = 2 -;; - п + 1 ' 
то је 

п 

SN = L ау = 2 ( 1-п: 1) = 'Ir (п). 
у=l 

Уврштавајуli.и ову вредност од 0/ (п) у (2) и (3), елиминацијом n-~ 
добива се за једначину криве BS' (в. сл. 6) 

4 
у=--. 

4-х 

Ово је хипербола која додирује праву у = х у тач~и Q (2, 2)" 
тако да збир овога реда износи S = 2. 

и 

Уочимо најзад случај хар-

мониске прогресије 

аn = 1/n. 

Како је овде 

п 

sn= L+= Ign+C+O(~ ),n~oo" 
у=l 

то, да бисмо одредили функцију 
{(х) која одговара овом хирмо_ 

ниском реду, довољно је да, у 
првој апроксимацији, посматрамо< 

низ 

Сп. б. Sn= 19n='Ir (п). 

Према томе, стављајуli.и 

X=Sn-l = 19 (n-l) 

у =Sn = 19 п, 
добивамо из прве од ових једначина 

n=l+еХ , 
што заменом у другу даје 

у ... 1 g (1 + еХ). 
Дакле, у овом случају је 

{(х) = 1 g (1 + еХ) == х+ 1 g (1 te--X) > х, 
тако да се крива BS' стално налази изнад праве AS и асимптот'"" 
ски јој се приближава (в. сл. 7). 

3. Из напред наведених типичних примера можемо известњ 
ове закључке. 
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Кад ред ~ аn конвергира брзином геометриске прогресије~ 
диаграм функције [(х) пресеца праву у = х под извесним углом се, 
који је > О и < 450. 

Кад је конвергенција слабија, као што је то случај код реда 

~ 2 ~1. о' ф' 
k ---,-, или реда k -, тада Је се,.. ,ТЈ. диаграм УНКЦИЈе до-

n(n+l) n2 

дирује праву у тачки која одговара збиру. 

Кад је ред слабо 
дивергентан диаграм не 

пресеца праву, али је у 
та права асимптота, као 

што је то случај код 

1 
хармониског реда ~ - . 

п 

Најзад, кад ред 

брзо дивергира као што 

је то случај код арит-
IIz ~-----:." 

метичког реда ~n, диа

грам функције [(х) се 

од ове праве удаљује. 
__ ~~~ ____________________ ~ х 

Из ових разлога 
11 

видимо да је положај Сл. 7. 

диаграма функције [(х) према правој у=х карактеристичан не 
само '3а конвергенцију веЬ и за брзину конвергенције, и то: 

10 он је карактеристичан за ~онвергенцију, према томе да 

ли он пресеца ову праву или не, 

20 он је карактеристичан за брзину конвергенције према 

врсти додира у тачки пресека, односно у случају дивергенције 

према брзини приближавања, односно удаљавања од праве. 

Због тога је од интереса да се закључак 20 проучи и У 
општем случају. У ту сврху пођимо од функције [(х) дате 

обрасцем (6), тј' изразом 

y=f(x)"';'lr{1 +ф(х)}. 
Да бисмо одредили под којим углом се диаграм ове функције 

сече праву у = х ставимо 
y'=tge. 

Како је према слици 8 

се + е = 450, тј. се = 450 - е, 
то је 

t 
1 - tg е 1 - у' gce= =--
l+tge l+у'-

(9) 

Образујмо сад извод 
y'='It'{1 +ф(х)}ф'(х). 
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·Како из 

'следи 

·тј. 
1 

~'(x) = - \ј!' { ~ (х)} , 
.ТО је 

., '1/ {1 + ~ (х) } 

.У = - \fг' {~(x)} , 

.Ако ставимо 

t-=.ф(Х), 

·биhе 
, \ј!'(1 +t) 

У = \fг' (t) . 

Јован Карамата 

\fг (~(x) }=Х 

\ј!' {ф(Х)} ф'(Х) = 1, 

Сп. 8. 

у очимо даље количник два узастопна члана посматраног 

реда ~ аn • Према С а u с h у-еву ставу о средњим вредностима је 

стављајуhи 

бипе 

аnн = \fг(n+l)-\j!(n) \j!'(n+~) 

a'l \fг (п) - \ј! (n- 1) \ј!' (п - 1 +~) 

t=n-l + Е, 

a,t+1 \ј!'(1 + t) -- ... ~'-----'-
аn \fг' (t) 

То значи да се за известан низ t-вредности извод 

у'';'' [' (t) 
понаша као колнчник аn- 1/аn два узастопна члана посматраног 
реда. Дакле, ако је овај ред конвергентан и задовољава D' Alem· 
Ь е r t-OB критериум 

а +1 . 
_n_~q<1 кад n~oo, (10) 
аn 

добивамо, према (9), да је 
tga= l-q. (11) 

l-q 
Према томе видимо да и у општем случају, као и код спе· 

циаJIНОГ геометриског реда, диаграм функције f (х) п р е с е ц а 

праву у = х ако овај ред конвергира експоненциалном брзином, 
тј. ако он задовољава услов (10), и да је у том случају угао пре
сека а. дат обрасцем (11). 

Међутим, ако овај ред спорије конвергира, на пример кад 

наступа случај О' А 1 е m Ь е r t-ОВОГ критериума 

}' аn+1 1 
1т --= , 

11="" аn 
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тада видимо из (11) да мора бити а; = О, јер је у том случају 

q = Ј. Дакле, кад ред ~ аn конвергира спорије од геометриског 

реда диа грам функције [(х) мора додиривати праву у = х. 
Испитивање овог случаја је утолико од интереса што се 

поставља питаље да ли се из реда додира диаграма функције 

[(х) и праве у = х може закључити нешто и о брзини конверген
ције посматраног реда, као и обратно. Ово утолико пре што је 

геометриска интерпретација проф. Миланковиhа уствари еквива

лентна са решавањем једначине х = [(х) методом сукцесивне апрок

,симациј~, итерирањем функције [(х), тако да се ово питање своди 

на проучавање брзине конвергенције сукцесивних решења једна

чине х = [(х) према ПQ.JIO

жају~ и то специално доди-

ру, диаграма функције f (х) V 
и праве у=х. 

Видели смо, наиме, да 

је функција f (х) везана за 
функцију t (х) обрасцем (8). 
Ако у том обрасцу ста в ,\м, о 
прво 

п= 1 +ф (х). 

биhе 

t(n)=[{t(n-l)}. 
Ако затим ставимо 

биhе 
хn = t (п) 

хn = [(хn- 1), n= 1,2, .... 

Сл. 9. 

Отуда следи (в. сл. 9) да је низ вредности хn које настају 
постепеним итерирањем функције [(х) заиста низ приближних 

вредности решења једна чине у -= [(х) које добивамо методом сук

цесивне апроксимације. 

Да стварно брзина конвергеНЦИЈе којом ова приближна ре

шеља хn теже граничној вредности, тј. решењу једначине у = [(х), 

зависи од реда додира диаграма функције f (х) са правом у = х 

увиђамо ако претпоставимо да диаграм функције f (х) има додир 
k-ТОf реда, рецимо у тачки х = ф, са правом у = х. У том случају 
у близини ове тачке функција [(х) је облика 

f(х)=х+а(ш-х)k+о{(w-х)k}, x~O), а>О. 

Тада, полазеhи од извесне подесно И:iабране почетне вредности хо,. 
еукцесивна приближна решења хn теже граничној вредности ш и 
овој се граничној вредности утолико спорије приближава уколико 
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је k веЬе. Заиста, за велике вредности од п ова су решења дата 
асимптотским обрасцем 

хn = (1) + ~1 + О ( ;-1)' п -+ ~, где је А = ( 1 k-l ) , 
n·у nт (k - 1) а)т 

-(види Р61уа-Szеgб, Bd. 1, Absch. 1. Aufg. 174 и 173, стр 31), 
тако да хn - W тежи нули утолико спорије уколико је k веЬе. 

На пример, у треЬем од примера наведених у тачки 2 је 

[(х)= _4_= х- (2-х)2 = Х +~(2 - х)2+ 0 {(2 - х)2} , х-+2, 
4-х 4-х 2 

.Дакле, по среди је додир другог реда тј. k = 2, Т81<О да ред ~ _2 __ 
п (n+ 1) 

б 1. . 
конвергира рзином -, као што Је то заиста и случаЈ. 

п 

Код примера 

{(х)= l+s1n (х -1)=Х+(I-Х){I- sin (1- х)} 
l-х 

1 
=Х+6"(I-х)8+ о {(1-х)8}, х-+l, 

по среди је додир треЬег реда, k = 3, тако да овде приближна 

1 
решења хn конвергирају брзином-=. 

"'Јп 
Из овог расматрања се види да је за геометриско проуча

вање конвергенције редова горе дефинисана функција f (х) ка
рактеристична како за конвергеНЦИју, тако и за природу конвер

генције тога реда, па би било од интереса, бар за извесне спе
циалне класе редова, детаљније испитати везу између општег 

члана реда и ове функције. 

SUR INTERPRETATION GEOMETRIQUE DЕ М. MILANKOVIC 
RELATIVE AUX SERIES GEOMETRIQUES 

Par Jovan Karamata (Beograd) 

L' auteur а montre que l' interpretation geometrique de М. Mi
lankovit sur lа progression geometrique peut Mre mеmе appIiquee 
aux certaines series de nature simple (serie harmonique etc). Еп mеmе 
temps, de cette interpretation оп peut determiner )' ordre de grandeur 
du reste des serie consideres. 


