O TEOMETPHUCKOJ HMHTEPIIPETALIMIM M. MWJIAHKOBHURA
KOHBEPTEHIIMJE BECKOHAYHHWX PEINOBA

JOBAH KAPAMATA (Beorpan)

1. ¥ cBom unanky ,Eine graphische Darstellung der geo-
metrischen Progressionen® {Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterr.
XL. Heft6[7 (1909), cTp. 22} npod. M. MunaukoBuh je noxasao kaxo
€€ MOX€ TeOMETDHCKH HHTEPNDETHCATH KOHBEPreHIHja, OLHOCHO IH-
BepreHuuja reomerpuckora pexa. Oba npercraBa ca U3BECHHM H3Me-
HaMa yluia je y MHOre yy6enuke, mehyTuM, y He06jaBlbeHOM Dy-
konucy npod. Munankosuha Hanase ce M3BeCHE H3MEHe, a MOper
TOra W NMPOWHPEHA OBOI I€OMETPHCKOr pacyhuBama Ha Heke Jpyre
pexose. OBe jgomyHe ca METOJOJOWKOr IJefuiuTa omoryhasajy reo-
METPUCKY NpPETCTABY HM3BECHHX THNMYHHX PEXOBa, KA0 WITO CY

Zgr, Zn, 21/n(n+1), Z1/n,
H jacHHjy NpeTCcTaBy HHXOBOr mopehema, a cam NOCTYNaK Kao Takas
CTOjH y BE€3H Ca CYKIECHBHOM anpOKCHMAIHjOM H METONOM MTEpa-
nuje, u maje MoryhHocT Xa cé He caMO KopBepreniuja Beh u 6p3uHna
KOHBEpreHIHjeé OBHX DE€J0Ba NPEraeIHHj€ HHTEpPNpeTHpa.

Hanaxyhn najnpe pasmarpawa M. Munankosuha, npema camum
ayropoBum 3a6enemxama, Ou/b MM jeé Ja yKaxeM 4 Ha OBaj Apyre
Zeo npo6nema, Crora y 2 H3HOCHM pE3YJTaT€ M3 MOMEHYTOrI HE-
o6jaB/peHOr pykonuca, a y 3 mnokasyjeM Kako C€ M3 OBE HHTep-
nperanuje MOry u3Byhu uM3BeCHH 3aK/byuylld O Op3HMHH KOHBEpreHmuje
OBHX DE€JOBa H yKa3yjemM Ha Be3y ca Op3HMHOM KOHBEPTEHIHj€ npH-
6/MMXHUX pewmema jegHaunHe

x=5(x)
METOJOM CYKIECHBHE anpoKCHMAIHje.
2. OcHOBHa MZeja U3/I0XKEHA y NOMEHYTOM 4nasky npod. M. Mu-
adankoBnha je osa.

Heka je AB=a, 2 CBA=90°. Axo mosyuemo npase AS u BS'
rako na 6yne X CAB=x CBD=a (8. ca. 1) u craBumo ¢=1tga, Taga
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nojefi¥He CTpaHe npamoyriae noaurosanue aunuje ABCDEF nper-
CTaB/bajy YIAHOBE I'€OMETPHCKE Nporpecuje

a, aq,ag’,......

Ako je a<{45% T1j. ¢<1, noaynpase AS u BS' cy koHBep-
reHTHE M ceky ce y Tauku Q, ['eomerpucku pex

atag+agi+.,..

je KOHBEpPTreHTaH M IHEroB 3Gup H3HOCH
S=AQ+0Q, ‘
. Axo je, mehyTum,
S a>45% 1j. g1, oBe
/ noJaynpaBe IuUBEepPrH-
3 pajy uau cy napane-
Yy He, TauKe NpeceKa He-
) Ma,3 T€OMETPHCKH Pex
je JHBEpresTas.
¢ —Hp Y nomenyToM py-
_Komucy npod. Mu-
o AanKoBRh nmocmarpa
OMuTH cAy49aj, Tj. pex

«

772 ) o’ - Za,. §))
Ca 1. 4HjH je ONTH WIAH

a, peanag W MO3UTH-

BaH, ¥ TMOKyWaBa Aa H3BEJE CAUYHY TEOMETPHCKY HHTepnperauujy,
C TOM pAa3AMKOM IUTO 3a JAyXKWHHE CTPAaHA NOJKIOHAJNHE JIHHHje
ABCDEF... ue y3uMa peioM wWIaHOBE &,, Gy, Q... KaOo ITO je

TO CIyuaj KOJ cauke 1, Hero yamma xa je AyXHHA MPBUX XIBEjy

crpaia AB u BC jennaka a;, Ayxusa Apyrux apejy crpasa CD u DE
jedHaka a, HTX., HaHocelm npu TOME nNpBY CTPaHy H2 Y-0Cy, a HE Ha

X-ocy (B. cn. 2),

Yumecro panujux npasux AS u BS’ opxe ce nojasmyje npasa AS
(koja 3axaana yrao on 45° ca X-ocom), Ha Kojoj [ce Hanase TemeHa
ACEG..., un u3BecHa kpusa BS', Ha Kojoj ce Hanase Temena BDFH. ..
NOMEHYTe NOJHrOHANMHE JuHHje (B. ClI. 2).

Jexnauudy oBe KpuBe JiHHH]jE

y=f(x)
MOXEMO y Y3BECHMM CJy4ajeBHMAa HaKHAAHO Ja OXPEJHMO M3 CTPYK-
type camor pepa (1), mox ce rtemesa ACEG... yBek Haznase Ha
npasoj

y=x.
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Osnauumo ca s, 36up n npsux wiaHosa pexa (1), Tj.
n
an = 2 apo
Kako je onwrtu unan a, ussecua ¢yHkuuja HHAEKCE, PELIHMO,
ap= (P(n) ’

TO je W 30D S, HeKa (PyHKIMja HHAEKCA; aKO CTABHMO

Sn=V(n), @)

KOODAUHATE X M y HEKOT TEMEHa Koje Jexu Ha KpuBoj BS’, Tj. Ha
KpuBoj y=f(x), zare cy ca

x=-sn_1'=\]/(ll—l), (3)

y=sn=¥(n). 4)
Hs3 (3) cnexu

n=1+4(x), g S
N s

rae cmMo ca A (x) o3HaumaH
uHBep3ny QyHKkuHjy hyHnkuuje
¥ (x), a cMeHOM OBE€ BpEIHO- D "0
ctu y (4) mo6GuBamo

©)  y=¥{1+4(x5}, 8/ a

Kao jennauuHy kpuse BS'.
[lpema TOMe, kanm rox <

o6pacuem (2) MoxeMo H3pa- & 45°

3uTH 36HD S, Kao (yHKIHjy

HHIEKCa, Taia yBEeK MOXEMO Cn. 2.

JOGHTH H jeXHAYuHy KpHBE

BS', tj. xapakrepuctHuny (yskuujy f(x): ona je, npema (5), nata

o6pacuem

S\
\3
D)
p

R.

Fx)y=V¥{1+4(x)}. (6)

Kaz je ¢ynxumja f(x) jenHom nosnara, u3 ciaumke 2 BHIUMO Ja
he pex (1) 6uTH KOHBEpPreHTaH HJIH NHBEPreHTAaH mpemMa TOME Xa JH
kpuBa BS’ ceue npaBy AS uaH He.

Y npsom cayuajy, ako ca Q 03HauMMO TauKy npeceka, 36Hp
pena (1) ke 6uTk Aar GUIO OPAMHATOM GHJIO ANCLHCOM OBE T4UKE, Tj.

ian=m=§’§.

n=1
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Hakne, ucnuTupame kouseprenuuje pexa (1) ce csoxu Ha pe-
IABakHe CHCTEMa :
y=Ff(x),

y=x,
Tj. Ha pemaBame jexHaguHe

x=1(x); (7
pemewme OBE jenNHAUMHE, aKO NMOCTOjW, Naje 36Mp MOCMaTpPaHOr pexa.
Tako je, Ha npumep, y cayyajy reoMeTpucKor pena

Zagn
36up
n—1
s,,==2 ag’
y=0
JaT ¥3pa3oM
1-gn
Sp=a =V (n).
1-¢

Oryna ce, kax ce npema (2) u (3) eaumuuHuwe 17, OXHHCHO ¢", A06HBA
y=a+gqx.
Y osom ce cay-
S yajy aakne, kpusa BS'
v} / &’ CBOJHM Ha MpaBy ca
f(x)=a+qx,
G TaKo Ja ce jeHayhHa
D (7) cBonu Ha
ag X=a+qx,
8 7 c < unje pememne

Q a

S== ——
~-q

4 “° naje 36up Geckouau-

' HOT FEOMETPHCKOT pe-

Cx. 3. Aa; TO MOXEMO KOGHTH

H HeNOCPEeHHO H3 CJI. 3.

IMpumernuMo na xax je ¢ weratmBHoO, Tj. kax je —-1<<¢<0, xa

Taxa nonaoxaj npasux AS u BS' uma 06aux cauke 4, a NOJHrOHANHA

JHHH]ja NPENAasH y CHHPaARy NOJAXrosaany aurujy. OBO je KkapaxTe-

pPUCTHYAH MpHUMEDP 33 pPEAOBE YHjH YAAHOBH ANTEPHATHBHO Meibajy

npenssak. Jlok je kxoJ penora ca MO3UTHBHMM YNAHOBUMA MOJHIO-

HAa/JHA JIMHMjAa CTEneHacTor .06JHMKa, Kao Ha CAMHM 2, IOTAE je Koj

+
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ANTePHATHBHHX PEJOBa NMOJMIOBAaJHA JIHHHja CIHPANHOr O6JuKa, WTO
€€ CAHYHHM DE30HOBaHEM MOXE JIAKO MOKa3aTH.

OBne heMo ce OrpaHHTH CaMO Ca pefoBe Ca MO3UTHUBHHM Uja-

HOBHMA M HABECTH jOIl OBE NpUMEpeE.

Kao npumep pena ko-

ju AMBEpPrupa nocMaTpajMo - / s
-ADHTMETHUKY nporpecujy & 4 A
,2,3,..,nm ..., ‘
. Z (e
T]. pex 5 ogt
n.
. ° < @ 2
Kako je oBge s’
&4
~ 1
’3"32 v=—2—n(n+1), 2 -
ry=1
. Ca 4.

TO je

V(@)= n(a+1)-

Ortyza ce, npema (2) u (3), eNHMUHANH[OM n-a NOGHBA 38 jeXHAYMHY

xpuse BS'

Ca. 5.

(x-y)=x+y.

OBo je napaGoaa ca te-

g MEHOM y nouerKy, a uuju je

0COBHHA NpaBa y=x (B. CJ1. 5),

Y npBOM OX HaBejeHHX
npumepa kpusa BS' ceue npasy
AS 1ok ce y npyrom ona of
OBe npase ylamyje.

Hasenumo cax jenan npu-
Mep KOHBEPIeHTHOr pela KoJ
Kora xkpuBa BS' noaupyje npa-
By AS. ¥ Ty cBpXy youumo
pex KOjH je nmocMarpao jouw
Leibnitz;

2
zrz(n+l)’

A YHjH je ONTH 9/aH PELHNnpPOYHa BPEJHOCT TPOYIIHX 6pojema

1,3,6,10, ..

1
w—n(n+1),....
51+ ])
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Kako je

2 (1 1 )
Qn= =2{——-——{,
n(n+1) n n+l
TO je

- 1
Sp = a,=2{1——— =V (n).
> a-21=)-v 0
v=1
¥YspuraBajyhin osy Bpemsoct ox Vv (n) y (2) u (3), enumunaunujom n-a
Io6uBa ce 3a jenHauuny kpuse BS' (B. ci. 6)
"I
OsBo je xunep6oaa xoja poxupyje npaBy p=x y Tauku Q(2, 2),
TaKo Ja 36up oBora pexa uaHocu S=2,
Youumo mnaj3ap cayuaj xap-
¥ 5 s MomHcKe nporpgcuje
a,=1n.

Kako je oBze

n
1 1\

a sn—z - 1gn+C+o(n),n-)oo,

2 z (e} v=1
8 » 2 10, Na 6ucMO oxpeAunn QyHKuHjy
g ¢ f(x) xoja oArosapa OBOM XHDMO-
2| K o 4 HHCKOM DeXy, IOBOBHO je Xa, ¥
7 -  NPBOj ANPOKCMMAIHUjH, NOCMATPAMO:

, HU3
Ca. 6. Sp= lgn="y(n).

[lpema Tome, craBmbajyhn
X=81=1g(n-1)

Hu
y=s,=1gn,
Jo6uBaMO M3 NpPBE ON OBHX jefHayHHa
n=1+e*,

IITO 3aMEHOM y ApPYry Aaje
y=1g(l+e*).
Hakne, y oBom cayuajy je
fx)=1g(l+e9)=x+1g(l+e)>x,

TaKo Na ce Kpusa BS' cramio Hana3u u3Haj npaBe AS M ACHMNTOT-
cku joj ce npubmmxasa (B. ca. 7).

3. U3 nanpex HaBefeHUX THNHUYHMX TNPHMEPA MOXKEMO H3BECTH
OBe 3aK/byuKe, :
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Kan pen Za, xonseprupa GpsuHOM r€OMETPHCKE Hporpecuje,
Auarpam (ynkuuje f£(x) npecena npasy p=x NOA H3BECHUM ymom o,
Koju je >0 u << 45°

Kapn je xouBeprennuja cnabuja, kao wWTO je TO CAydaj KOX pela

m, HiaM pena El, Taga je a=0, Tj. auarpamM Qyusknuje xo-
JHpYyje npaBy y TaukKH xola onroaapa 36upy.
Kan je pex cma6o —
IHUBEPreHTaH Auarpam He A
npecena npasy, aqH je 4 G
Ta NpaBa acHMITOTA, Kao ¥
mTO je TO cayuaj Kox

XapMOHHCKOT pesa E—’lz—. . G

Hajsax, xam pex l‘ £
6p30 AUBEPrydpa Kao WTO e 2 A
je To cayuaj Konx apHT-
METHUKOr pena Zpn, nua-
rpam ¢ynknuje f(x) ce 45°
OZ OBE mnpase yunanbyie. ) -

N3 oBux pasnora
BHIHMO Ja je I0JI0Xaj Ca. 7.
auarpaMa ¢ynkuuje f(x) npema npaBoj y—=X KapaKTEDHCTHYAH He
caMo 3a KoHBepreHuujy Beh M 3a 6pP3uHy KOHBEPreHIHje, H TO:

1° OH je KapakTepuCTHYaH 334 KOHBEPreHIHWjy, mpema TOME ZAa
JM OH NpEcena OBy NpaBy HIM HE,

2 on je KapakTepuCTHYaH 3a Gp3uHy KOHBEpPreHIHje npema
BPCTH NOJAHPA y TaUKH NPECEKa, OXHOCHO Y CJyuajy AHBEPreHuuje
npema Gp3uHy MPUGJHIKABaka, ONHOCHO yJa/baBamha OJ Npase.

36or Tora je oX HWHTEpeca JAa ce 3akbydak 2° npoyud M y
ommuTeM cayuajy. ¥ Ty cBpxy nohumo on ¢yskuuje f(x) nare
o6pacuem (6), Tj* u3pazom

y=f@x)=¥{1+4(x)}.
Jla 6Gucmo ojpenuaH mojy KOjUHM yrjoM o puarpam ose (QyHnknuje
ceye npaBy y =X CTABHMO

Y =tgo.
Kako je npema cannu 8
a+6=45% T1j. =45~
TO je
1 —-tg 0 - 1 -y

. 9
1+tg6 1+ ®)

tga=

O6pasyjmo caz u3BoX
y=¥{1+4(x)}4'(x).

9F
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Kako u3
V{4 ()} =x
e
, V{4 ()} (x) =1,
TJ. 1
)= = ‘ .
R / 7
TO je A\
oY ra@) ¥-fes) e
V{4 () ;
AKO CTaBHEMO '
t= (x), / E
Huhb 4 £« )
H e,=‘V(1+t) —= - x
V) Ca. 8.

YoyuMO Ja/b€ KOJHUHHK JBa y3acronHa u4Jjasa nocmarpasor

pena Za,. Ilpema Cauchy-eBy craBy O CpeAtbHM BPELHOCTHMA je

Cnyr _ Y+ -¥(m) V' (n+E) |
a, Y(m-V@m-1) V(-148

cTaBbajyhiu
t=n-~1+E&,
6uhe
an+1 =\l"'(l +t)
a, ¥ ()
To 3nauu na ce 3a M3BECTaH HU3 {-BPEJHOCTH W3BOJX
y=1()

NOHaWa Kao KOMHYHHK @../@, XBAa Yy3aCTONHA YJaRA MOCMATPAHOT
pena. [lakne, ako je oBaj peJ KOHBEPreHTaH M 3aH0B0JbaBa D’ Alem-
bert-oB xpurepuym

Gtl o1 ax nooo, (10)
n
Ro6usamo, npema (9), Aa je
tga=i=d, an
l1-¢

[Tpema Tome BHAMMO Xa M y ONIITEM CAyuajy, Kao M KOJ cne-
UHAXHOT TEOMETPHCKOr pezxa, nuarpam (Qyskuuje f(x) npecena
npasy y=X aK0 OBaj peX KOHBEPrHpa EKCNOHEHUHANHOM GP3HHOM,
Tj. aKk0 OH 3agoBojbaBa ycios (10), u xa je y Tom cayuajy yrao mpe-
cexka a aar o6pacnem (11).

MefjyTum, axo o0Baj pel CNOPHj€ KOHBEpPrupa, Ha NpuMep Kaxg
sHacryna caysaj D' Alembert-oBor xpurepuyma

fim 81 o,
== an
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raza BuiuMo u3 (11) ma mopa 6utH «=0, jep je y ToM cayuajy
g=1. [lakne, Kax peX Za, KOHBEpPrupa CIOpHje OX TeOMETPHCKOr
pena xuarpaM ¢ynkuuje f(x) Mopa AOAHPUBATH NpaBy p = x.
HcnuruBawe oBor ciayuaja je YTOJNMKO ON HHTEpeca WWTO ce
nocTas/ba NHTamE Ja AW ce H3 pela AOAMpA muarpama (QyHkuuje
f(x) u npaBe y=x MOXe 3aK/byUdTH HEIUTO H O GP3HHH KOHBEPreH-
nuje nocmarpaHor peza, xkao ¥ o6parHo. OBO yToauKO mpe WTO je
reoMEeTpuCKa HHTepnperanuja npod. Muiaankosuha ycTBapH €KBHBA-
JEHTHA Ca PEIuaBambeM jefHa4uuHe x =f(x) METOLOM CyKUECHBHE anpox-
CHMaiHje, uTepupameM (QyHKunje f(x), TaKO Ja ce€ OBO MHUTAME CBOLH
Ha mpovuasame Op3HHE KOHBEpPreHNHje CYKLECHBHUX pelema jefHa-
upHe x={f(x) npesa mnoxo- .
XKajy, ¥ TO ClleHHaIHO KONH- ?
py, Auarpama ¢yuxunje £(x) ¥
H npase y=x. i
Bunmeanu cmo, Haumme, aa 5
E
}

je ¢ynxuuja f(x) BesaHa 3a

dbyukuujy V¥ (x) o6pacuem (8). g

Axo y ToM o6pacuy crasg{mo !

npBo ' :
n=1+4(x). \ 1 -—

6uhe * T T

V(1) = Fy (n- 1)} e 9.
AKO 3a8THM CT4BHMO

Xpn= \l’ (”)

Xp=f(Xp—y), n=1,2,....

Guke

Oryna cnezu (B. cr. 9) Aa je HH3 BPEXHOCTH X, KOj€ HacTajy
HOCTENeHUM uTepupameMm ¢yHkuuje f(x) 3aucta HU3 NPUGTHXKHHUX
BPENHOCTH pewema jentayude y =f(x) xoje n0o6HMBaMO METOLOM CyK-
LleCHBHE aNpOoKcHMaluje.

Jla crBapHO 6p3MHA KOHBEpreHuuje KOjoM OBa MPHOJHIKHA pe-
II€Ha X, TEXE TPaHHYHO] BPEIHOCTH, Tj. pewemy jexnauune y =7£(x),
3aBACH Of pena noxuMpa Auarpama (Qynkmuje f(x) ca nmpaBom y=x
ysuhamo ako mpermocraBuMo ja Auarpam ¢dyHknuje f£(x) mma xoxmp
k-Tor pega, penmMMo y Tauk¥ X=w, Ca PaBOM Y =x. ¥ TOM cay4ajy
y 6au3unu ose Tauke ¢yHknuja f(x) je oGauxa

f(x)=x+a(w-x)*+o0 {(w-x)*}, x>w, e>0,

Taxa, nonasehn on u3BeCHe MOJECHO H3a6paHe MOYETHE BPELHOCTH Xo,
CyKHeCHBHA NPHOGIHKHA Dellleha X, TeXe IPaHHYHOj BPEIHOCTH W H
OBOj Ce rpanuyHoOj BPEeJHOCTH YTOJHKO Cropuje npuGauikaBa YKOJIHKO
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je k Betie. 3aucra, 3a BenuKe BPEAHOCTH OJ 12 OBa Cy pemerma AaTa
ACHMATOTCKUM ofpaciem :

X, =w+ f_, +o( ,}_1 ),n-»oo, rae je A=(———-—l ,‘_1),
n nT ((k-1)a)y=
{suau PO6lya-Szegd, Bd. I, Absch. I. Aufg. 174 n 173, crp 31),
TAaKO Ja X,—W TEeXH HyJu YTONMKO CNOPpHje YKONHKO je k Behe,
Ha npumep, y tpeliem opn npumepa HaBeaewux y Tauxku 2 je
— 2
f(x)= 4 =x—(2 x) =x+—1—(2—x)2+o{(2—x)2}, x->2,
4-x 4-x

JakJe, o cpeliu je JOAMp Apyror pexa Tj. k=2, TaKo Aa pex T ———

2
n(n+1)
KOHBEprupa 6p3uHOM —!—, Kao WITO je TO 3aWcTa W Cay4aj.

n -
Kopn npumepa

f(x)=1+sin (x-1)=x+(1 _x){l__s_igli};_xl}

=x+-;—(1—x)3+o{(l—x)3}, X1,

no cpexu je moxup tpeher penma, k=3, Tako Aa oBAe npubauiKHA
. 1
pemema X, KOHBEPrHpajy 6p3uHOM T
n

W3 osor pacmartpama ce BHAH 13 je 32 TeOMEeTPHCKO npoyda-
Batbe KOHBEprewuuje pefosa rope Hedunucana ¢ynxnuja f(x) xa-
PAKTEPHCTHYHA KAKO 33 KOHBEPreHIHjy, TAKO U 3a NPUPOJY KOHBEp-
resnuje Ttora pena, na 6u 6uno on uHTepeca, 6ap 3a u3secHe crne-
nuajNHe KJace PexoBa, NeTa/bHUje HCOMTATH Be3y usmehy onuwrer
4jJaHa penaa u ose (ynkuuje.

SUR INTERPRETATION GEOMETRIQUE DE M. MILANKOVIC
RELATIVE AUX SERIES GEOMETRIQUES

Par Jovan Karamata (Beograd)

L’ auteur a montré que I’ interprétation géométrique de M. Mi-
lankovi¢ sur la progression géométrique peut étre méme appliquée
aux certaines séries de nature simple (série harmonique etc). En méme
temps, de cette interprétation on peut détérminer I’ ordre de grandeur
du reste des série considérés.




