O TEOPEMH O CPEAHOJ BPEIJHOCTHU
JOBAH KAPAMATA (beorpax)

[Ipeu cTaB o cpenwboj BPEAROCTH Yy CBOM HAjONIUTHjeM OGaHMKY
IJacH :

Heka je dynkunuja £(x) Aedunucana ¥ HenpexuxHa y 3aTBO-
peHom pasmaky (e, b). Axo nocroju oapehen u3Box f’(x) 3a CBaKO x
oTBOpeHa pasmaka (¢+0, 6~0), Taga nocroju HajMawe jemuo § Tora
pasmaka Tako za je

f(0)-f@ _,

b2 (§), a<<E<d.

Y Behnnu yyGeHuka oBaj ceé CTaB M3BOJH OCAamajyhu ce Ha HA3
OMUITHX CTaBOBA O peanHuM (QYyHKIUHjamMa, TaKOo Ja Cy OBH XOKa3H
Iocra Ayradku.t)

Jenan HemocpemaH noKa3 OBOr cTasa Hajasu ce kon . Kowa-
lewski-a: Die klassischen Probleme der Analysis des Unendlichen.
Leipzig 1910, ctp. 177 -179, a ocarama ce€ jeHHO Ha YUILEHHIY Aa
HenpekujHa ¢yHkuuja f(x) ysuma HajMarbe jefaHNyT CBaKy BPELHOCT
usmehy f(x,) u f(x,) mox x Bapupa OX Xx; AO X,.

Kowalewski npBo nokasyje na cey pasmaky (a, b) yBex moxe
Hahu jeman pasmak (@', ¥') umja nyxxuHa uuje Beha OX moJIOBHHE AaTor
pasmaka a 3a koju Baxu 06pasar

f(¥)-fa@) f(b)-1f(a)
b-a = b—(l !

ako je camo ¢ymknuja f(x) nenpekuxua y pasmaxy (a, b).?)

1) P. Kawannn, Buwma marematuka 1, Beorpam 1946, 2K, Mapxosuh, ¥YBon y
BHWY aHanusy, ,3arpe6 1947, Witting, Differentialrechnung, Berlin 1944, H. Rothe,
Hohere Mathematik Wien 1921, etc.

?) Jenno ympowheme osor mocTynka mao je Kowalewski y kwusu: Lehrbuch
der Differential — und Integralrechnung, Leipzig — Berlin 1928, npumemyjyhu ra na
nokas Rolle-oBa crasa.
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INonasehn ox cauune unmwenune oBae hieMo noxasaTu Ja ce JAOKa3s
Kowalewski-a Moxe CKPaTUTH M NpErJejHHjé H3BECTH, IITA BHIIE
A C€aM HEITO MPOLIHPHTH U 'TO OBRAKO:

Hera je f(x) Hnellpexudna @ynxyuja y 3alBOPEHOM PpaA3MaAKy
(a,b). Axo 3a csaxo x oiisopera pasmaxa (a+0,b-0) Bociloju sesu
u3800 f'_(x) u Oechu u3sod ', (x) fynkyuje f(x), Bada Bociloju Haj-
Mawe fedHo t Mowa pasmara u 0sa Ho3udusHa Opoja

p>0,¢>0 ca p+g=1
ilaxo ca Gyde
TO-1@ _pr,@+ar_@. (1)

Hoxas. Crasumo xpaﬂ(ohe paj,

f(b)-1(a) _
b-a Q

W paszenuMo Taukama @’ m Y pasmax (@, b) y Tpu jensaka xena, Tj.
b-a |, b-a
a=a+=3=, V=a+2=5,

Tana je

f (a') f(a), f(b') f(a’) f (b) f (b’)
UCECRUE, oo

M MOTy Ce MOjaBUTH OBa JBa Cay4aja:
1° Uan je

f(b)-f@). ;
b -d =Q.

2° Yau 10 Huje cayuaj, Beh je, pemumo,
-1 q. )
Taza jeman oj uspasa

f(a)-f (a) f(b)-f ()
o a- b-v

mopa 6utu < Q; jep kax Ou oBa Ouaa >(Q, onma 6u, npema (3),
apuTMeTHuKa cpefmna (2) 6una > Q, wmro ce nporusu ca (2).
Axo, jakjae NMoCMaTpaMo H3pas

® (%)= .f(x+h,)z"‘f(x) ca

(2) ce croau na

bﬁd
h==3=>

S {p@+2 @+ (#)}-Q, @
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na je, nau
I° (P(d')=Q,

2° nox x Bapupa OX a 1o a' (o,zi,uocno on @' no V') dyuskuuja
¢ (x) BapHpa ox

HJIH

f(a) f(d)

¢ (@)= <Q

a0 ,
0 (@)-T81@) 5 o,
(omuocHo on

0@ =IO

o f (4
o 0)=1O=TO) ),

[Ipema ToOMe, u3 HempexkuxHocTH (yHxuuje f(x), oAHOCHO @ (X),
caeAu aa mMopa MocTojaTH jesHo X' msmehy a u @' (oxHocHO a’ u b'),
Tako Xa Oyxe

¢ (x)=0Q.

Haxne, ako ca @, u b, 03HaUUMO y NPBOM cayuajy @' u V', a y
Apyrom x’ u x'+h, 10Na3UMO IO OBE€ UYHHIEHHUE:
Axo je f(x) Helpexudna ¢ynxyuja y 3aliBOPEHOM DAIMAKY
(a. b), Mada y ywympawrociiu Mot pasmara Gocilioje ysex 0sa Opoja
a, u b, a<a, u b<b, imaxo Oa je
b-a
3

b] —a1=

f(b)—-F(a) _ f(6)-1(a)
by—a, b-a

[pumesumo au Ha pasmak (a,, b,) ucTO pe3oHOBame HoOuhemo
nBa 6poja a, u b, TakBa xa je
b1_a1

bz—a2= 3

_b-a
9

F(by)—f(as) _ f(by)-f(a) _ £{b)-7(a)
by —a, by—a, b-a -

Yonwre, nocae n-ror mocrynka, potuhemo Gpojere a, u b,
TaKBe Ja je

b-a 5

bn—an="—_“3n ( )
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f{bn)-1f(an) f(b)-1f(a)
b, —a, b-a

(6)

Kako ce ceakn oa pasmaka (a,b),(e,, b)), (a,, b)) HTH HANA3HM
Yy YHYTPalmbOCTH NMPETXOXHOr pasMaka, W kKako mnpema (5) AyxkuHa
OBHX pa3sMaka TeXH HYJAM Kaj n-oco, TO nocroju 6poj § (mpema
Bolzano-Weierstrass-osy u/u HEKOM HbEMY €KBHBAJE€HTHOM CTaBy) KOjH
ce HaNa3W y YHYTPAlIbOCTH CBHX OBHX Pa3MaKa, TaKo ja

a,-E u b,»E kKag n-oo. (7
Hanucahemo o6pasan (6) y o6auxy

f(b)-1£%) fE®)-f(an) _f(b)-f(a)
Pn b, —E +qn Eoa, b—a ’ 8)
rae je
_ -8 __E-a,
Po= 2, "4,
H
pn+qn’=l- ) (9)

[Ipema nmpernocraBuu O €raucTeHIHjU JE€BUX M JIECHHX H3BOZA,
f(b,)-f ,
()= ® , £ ),
bn_g
f(E)"f(an)_)f,_
E"an
Opnasae BHAMMO ABE CTBapH,
[lpBo: ako je

() xam n»> o0,

f_®=1. ()= (10)
# ol oGe crpane o6pacua (8) oxysmemo (npema (9)), HIEHTUTET
Puf' ®)+gn ' (€)= 1'(8), '

no6uBamMo

o {f(bn) £8) _ r®)+ {f@) f@,) _ m©)- FO)-F@ _ o,
bn"'E E b-a

[Tyctumo nu oBje fAa n TexH GECKOHAauHOCTH, 06a M3pasa y BHTH-

yacTUM 3arpajaMa Tee HyJH; KaKo Cy nak p, u b, craano mosu-

THBEM M <1, TO mena neea cTpaBa ropmer o6pacna TexH HyJH,

T4KO Jia HEroBa JAecHa cTpana Mopa GUTH jefHaKa HYJH, Tj.

n

1010 _p. ay
b-a
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Ipyro: Axo je
F_B)#+8),

u o o6e crpase obpacua (8) ozy3amemo, Ha Npumep,
f(§) - f(an)

§ — @
0JIHOCHO, mpemMa (8),

’ f(8) - f(an) , g f(§) - f(an) ,

E - ay " § —-dn
6uhe
» {f(bn) -f(§)_f®- f(a,.)} _f(b)-f(a) F(E)-1(an)
U bk £—a, b-a E-a,

Kax oBxe mycTuMo Ia n- oo, JecHa CTpaHa, upema MPeTIOCTABIH,
Texu oApeheHoj rPaHHYHO] BPELHOCTH

f(b) —f(tl) _fr
B-19r e,

4 H3pa3 y BHTHYACTHM 3arpajzamMa Ha JIeBOj CTpPaHH TEXH rIpaHHY-

HOj BpeJgHOCTH
. (§) ~_€)#0,
3aTO MOPA M HH3 P, TEXHTH OJpeheHOj rpaHUYHO] BPEIHOCTH,
PnD Kal n-oco,
na, npema (9), u
Gn—>q Ka& n-»oo;
npu Tome je
p+g=1.

INpema rTome, axo y (8) nmyctumo nxa n- oo, no6usamo oGpa-
san (1), xoju, npema (11), Baxu 6mao pa je (10) ucnymeHo uau He,
a ukMe je JPYrH OX rope HaBeNEHHX CTaBOBA y MOTNYHOCTH AOKas3aH.

Beorpan, 1 ¢ebpyapa 1950. ’

SUR LA FORMULE DES ACCROISSEMENTS FINIS

Jovan Karamata, Beograd

Par une methode, semblable a celle employée par G. Kowalewski
dans la preuve du théoréme de Rolle (,Lehrbuch der Differential —
und Integralrechnung, Leipzig Berlin 1928 p. 62—63), I’ auteur établit
I'extension suivante de la formule des accroisséments finis :

Soit f(x) une fonction continue dans I' intervalle fermée (a, b),
qui admet une dérivée gauche f_(x) et une dérivée droite f (x) pour
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toutes les valeurs de x de lintervalle auverte (a+0,b-0). Allors il
existent deux nombres positifs
p>0, ¢>0, avec p+q=1
et au moins un § entre a et b tel que la formule
f(b)-f(a
10y @ror-®
sait valable. :




