
о ПРИНЦИПИМА ИНДУКЦИЈЕ 

ЂУРО КУРЕПА (Загреб) 

1. Међу принципима индукције свакако је најважнији: 
Принцип потпуне (тоталне) индукције, а гласи овако: 

Ако нека тврдња зависи од природних бројева, па ако је она 
истинита за број 1; ако из истинитости тврдње за природни број п 
слиједи њена истинитогт за природни број п + 1, онда је дотична 
тврдња истинита за сваки природни број. 

Тај исти принцип можемо изреhи и овако: означимо ли са 

N (1.1) 

скуп свих природних бројева, а са М скуп свих природних бро­

јева за које је тврдња истинита, тада је наравно М дио скупа N: 

К томе су према горњему испуњена ова два услова: 

1. 1. 1 € М (тј. тврдња је истинита за број 1); 

(1.2) 

1. 11. из п € М слиједи n+ 1 € М (тј. чим је тврдња истинита 
за неки број П, истинита је она и за n+ 1). 

З'JSључак је онда овај: 
'\ M-N (а не само М CN). 

Другим ријечима, код принципа тоталне индукције ради се о 

томе, да уз горња два услова 1. 1., 1.11 сваки М С N нужно се 
подудара са читавим N. На тај начин, принцип исказује извјестан 
начин исцрпљивања скупа N: 

1 € М (по својству 1), 2 € М (јер је 1 € М па по 11 и 1 + 1 € М), 
3 € М (јер је 3-2+ 1 па из 2 € М по 11 слиједи 2 + 1 € М итд.). 

Видимо, да у својој суштини принцип потпуне индукције 
значи исто што и само бројање. Зато га многи математичари и 

стављају као основни логичко-математички суд, који се не може 

доказати. Само се притом ипак морамо запитати: "Шта су при­

родни бројеви?" 
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Дефинишуhи природне бројеве као главне (кардиналне) бро­

јеве «оначних скупова може се ипак принцип тоталне индукције 

потпуно доказати (в. К у Р е п а [2]). О тоталној индукцији види 
такођер: Б. Петронијевиh (4) и М. Попадиh [5). 

2. Проблем исцрпљења задана скупа. Можемо по­

ставити ово питање: нека је задан неки скуп 5 и његов дИО М, 
дакле 

M~5; (2.1) 

када смо осигурани да Ье бити М = 5 и тиме скуп 5 бити исцрп­
љен до своје последње тачке помоhу скупа М? Другим ријечима, 

шта је потребно и довољно па да из М,!; S слиједи М -5? 
Теорем 2.1. Да из М с 5 слиједи M=S шреба, а и досша је 

да из система1) . 

Х,!; М, Х:ј=5 

С.ltиједи ХО с М за 6ар један с«уа Хо ::> Х. Другим рије чима, чим 

М садржи неки скуп Х садржи он и још опсежнији скуп Хо , 

уколико већ скупом Х није исцрпљена читава подлога 5. 
Доказ је ванредно прост. 

Услов је потребан. Нека је М=5; ако је тада Х см, Х:ј=5 

дакле Х сМ, садржи М и скуп 5::> Х, јер је по хипотези М-=5; 
према томе довољно је ставити ХО =5, па да се види да је услов 
теорема потребан. 

у слов теорема је и довољан. Означимо наиме са Ф обитељ 
свих скупова Х с S који су садржани у М; према томе односи 

Х с 5, X.~M (2.2) 
те 

ХеФ (2.3) 

међусобно су равноправни. Но, одатле непосредно слиједи, да 

је и спој 
u Х, (Хе Ф), (2.4) 
" 

тј. скуп свих тачака које се налазе у бар једном Х е Ф, такођер 

садржан у М. Тврдимо да је скуп (2.4) идентичан са заданим 

скупом 5. 
У обрнутом случају, по условима теорема, постојао би један 

још опсежнији скуп 
у 

(рецимо скуп (2.4')0 у горњој ознаци) са својством 

у см. 

(2.5) 

1) Треба држати на уму да је по конвенцији празан скуп V садржан у 

сваком скупу. 

i 
i 
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Но тиме би по дефиницији скупа Ф било У € Ф, па дакле и 
у с: (2.4), противно томе да је У =(2.4)0::> (2.4), јер је по прет­
поставци (2.4) с: S. 

Тиме је теорем 2. 1 доказан. 
Љиме се исказује, да се скуп S може исцрпсти преко својих 

дијелова. О томе какви су ти дијелови, теорем не каже ништа, 

нити у оппем случају може да штогод каже. Но, ако је скуп S 
извјесне специјалне грађе, мопи ће се нешто казати и о "кома­
дима« Х преко којих можемо до последње тачке исцрпсти S. Нас 
ће овдје особито занимати случај, кад је скуп S снабдјевен изве­
сним уређењем. 

3. Опhи принцип индукције: исцрпљивање дјели­
мично уређених скупова: Нека j~ S одн. (S;<) било какав 
дјелимично уређен скуп.1) Међу дијеловима скупа S истичу се 
тзв. йочеШни комади скуUа S. 

Д е Ф и н и Ц и ј а 3.1. Под почетним комадом дјелимично уређена 
скупа S разумијевамо сваки скуп К с: S који има ово својство: 
чим К садржи неку тачку х, садржи К и скуп (- ОО, x)s свих 
тачака из S које леже испред х, оперативно: 

из х € К слиједи (- oo,x)s с: К. 

Празни скуп (vakuum) v као и сам скуп S сматрамо такођер (не­
правим) почетним комадом скупа S. 

Слично се уводи појамзавршних комада скупа S. Почетни 

и завршни комади зову се једним именом крајљи комади скуUа S. 
Тако на пр. за сваки а Э S скуп (- oo,a)s је одређен почетан комад 
од S; исто важи за скуп (- oo,a]s свих х Э S за који је х < а. 

Д е Ф и н и Ц и ј а 3.2. Празни скуп и скупови 

(-oo,x)s, (-oo,x]s, (хЭS) 

зову се једносшавни (елеменшарни) uочеШни кояади скуUа S. 
За вјежбу нека читалац докаже да одстрањивањем из S 

неког почетног (завршног) комада преостаје одређен завршни 

(почетни) комад скупа S. Напоменуhем<;> успут, да се поимање 
реза или пресјека или сецирање у скупу (S; <) темељи на по­

имању крајљих комада тога скупа, јер се под опhим резом скупа 

(S; <) разумијева свако растављање тога скупа на почетни (за­
вршни) комад скупа и на оДговарајуhи пре остатак скупа S; у 
случају кад ниједан од та два скупа (компоненте реза) није пуст, 

говори се о Дедекиндовом резу. 

1) У НОВИЈе вријеме све више продире ова терминологија: уређен скуп 

(:=досадашњи: дјелимично или парцијално уређен); потпуно (посве) уређен МЈесто 

досадашњег: уређен; потпуно неуређен или анти-уређен: који нема различитих 

упоредљивих тачака. 
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Теорем 3.1. (оаћи Принциа индукције за дјелимичн.о }'Ре!Јене 
скуаове). (в. К у Р е п а р] п. 23 теор. 1). Нека је 5 произвољан 
дјелимично уреоен СКУЙј да из М с S слиједи М -5, треба а и 
досШа је, да скуб М има ово својсшво: из чиљенице да М садржи 
извјеСi1lан uочеi1lан комад К скуаа S слиједи, уколико већ. није 

К. = 5, да М садржи извјеСi1lан uочеi1lни комад Ко;::) К скупа 5. 
Доказ је врло једноставан и потпуно сличан са доказом тео­

рема 2.1 ј сличност У Доказивању темељи се на овој очиг ледној 

чињеници: саој (унија) од било колико uочетнuх ко.мада дјели­
мично уреЬена С1Суаа оПет је одреОен uочеi1lан КОЈНад i1loza скуаа. 

Но почетан комад опhег скупа (5ј <) може имати врло за­
мршен састав. Тако на пр. ако радимо с уређеним скупом R ра­
ционалних бројева, почетни се његов комад (- оо, О)Rбитно 

разликује од почетног његова комада (- оо, '(2)Rj док је наиме 
први од њих могуће окарактеризирати помоhу једног јединог 

члана uз caMOZ скупа R, дАТ ле то за други комад није могуће 
учинити (на сличној појави темељи се Дедекиндова теорија ира­

ционалннх и реалних бројева). 

Не у лазеhи у даља разматрања о уређеним скуповима, огра­

ничимо се на потпуно уређене скупове. Може ли се можда сваки 

посве уређен скуп исцрпсти преко својих елементарних почетних 

комада? Наравно да може, јер је очигледно 

5.- и ( - оо, x]s, (х 65). 
'" 

Но, то је врло специјалан начин одабирања почетних једноставних 

комада. Да ли се 5 потпуно исцрпљује, ако у теорему 3.1 прет­
поставимо, да су почетни комади о којима је ријеч елементарни? 

Не, како то показује примјер скупа R рационалних бројева и 
случај, када проматрамо једино Uочеi1lне комаде облика 

(- оо, ап) R ' 

притом је а1 , а2 , ••• било који строго узлазан, а ограничен низ 
рационалних бројева који у скупу R не конвергирај ако је r ре­

алан број према којем тежи низ ат можемо ставити М = (- оо, r)R 
и увјерити се да М задовољава услову да чим М садржи извје­

стан елеменi1lаран поч. комад од R садржи М и још опсежнији 
почетни еле.менmаран комад од R. А ипак није М = R. 

П Р и м ј е Д ба 3. 1. Читамо ли у теореми 3. 1. свуда~"завршан" 
мјесто "почетан", добије се опет исправна изрека1). 

1) Наравно да се при исцрпљивању скупа можемо служити и са његовим 

завршним комадима; дефиниција ових је слична дефиницији првих. Уосталом 

.завршан· у скупу (5; ~) је исто што и .почетан· у дуалном уреljењу (5; ~)­
(свуда мјесто < и > писати> и <)~ 
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4. Посве J'pe~eHи снуаови ноји се .JtOty исцрпсти једџо­
сшавния tlочеШни.м ко.мади.ма (одсуство нутрашљих понора у $). 

Д е ф" н и Ц и ј а 4. 1. Вели се да је посве уређен скуп S без 
нутрашњих понора (lасuпе interieure), ако код сваког Дeд~­

к"ндског резања скупа S (== растављање скупа S на два пуна дис­
јунктна комада, од кој"х је' један почета н, а други завршан), не 
може се десити, да нити прва компонента реза нема завршног 

нити друга компонента почетног елемента. 

Дефиниција 4. 2. Вели се, да посве уређен скуп S има 

Б о р е л-Х и н ч и н-ово својство, ако за S вриједи овај начин ис­

црпљивања: 

Претпоставка. Нека је М C::S; нека надаље скуп М задо­
вољава овим двама условима; 

4. 1 М садржи бар један еле.меНШаран почетан комад скупа S; 
4. II Ако М садржи еле.Jteншарон почетн" комад 1( скупа, 

па ако је 1( f=. s, постоји еле.меншаран почетан комад КО скупа S 
са својством 

К С:: 1(, С:: М . 
3 а к љ у ч а к: Тада је М = S. 

.. 

Теорема 4. 1. Да аосве ype~eH снуа S буде без нушрашњuх 
аонора, треба, а и досша је да с"уu S uосједује Б о р е л - Х и н­
Ч И н-ово својсшво (исп. К У Р е п а [1Ј п. 23. theor. 3). 

И овога пута доказ је сличан са доказом теорема 2. 1., као 
што Ьемо се одмах увјерити. 

у с л о в т е о р е м а 4. 1. ј е н у ж Д а н: нека је S било 

какав потпуно уређен скуп са бар два елемента и без нутрашњих 

рупа; тврдимо, да скуп S посједује Б о р е л-Х и н ч и н о в о свој­

ство тј. да из М С:: S, 4. 1, 4. 11 слиједи М = S. 
Нека је наиме У спој свих елем. поч. комада 1( скупа S за 

које је К С:: М; наравно У је почетан комад скупа S, а садржан 
је у М: 

УС::М. 

Ако је У = S, ствар је готова, јер из S = У с: М с: S слиједи 

М = У. Но, мора бити У =S. 
Иначе би било У С:: S; проматрајуhи тада рез којему је У 

прва компонента, означујуhи са А скуп са.стављен од завршне 

тачке скупа У и почетне тачке пре.оста.тка ~Y,CKYn А ниЈе 
празан (одсуство рупа у СКУIIУ S), па се свакако У може ~)Кa­
рактерисати помопу једне тачке из А; другим ријеч"ма, У је 
елементаран почетни комад од S. Како је према претпоставц" 

Yf=.S, то би на основу услова 4.II произлазило да џ()стоји још 
вепи поч. комад УО:Ј У за којега је УО С:: М. А то је немогупе, 

8 
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. јер је К с У за сва«и поч. ел. комад К скупа S за који је К с М, 
па би зато било УО с У, што је апсурд. 

Услов теорема је довољан. У обрнутом случају, по­

стојао би растав скупа S на поч. комад 
р";:) v (4.1) 

без завршног члана и преостатак 

S,""p";:) v (4.2) 
без почетног елемента. Према томе, Р би био почетан комад 

скупа S, али не једноставан. Ставимо ли 
Р= М, (4.3) 

тада видимо, да је М с S и да је задовољен услов 4.1 јер 

из (4.1) слиједи да постоји x€p дакле x€M са својством 

( - ОО, x]s с Р. Но, задовољен је и услов 4.11; нека је наиме К 
произвољан поч. елем. комад од S са својством К с М дакле 

К с м (јер, како видјесмо, М није елементаран). Како је К је­

дноставан, пЬстоји тачка Z€S дакле и z€M тако да све тачке 

из К буду <Zj но како, по хипотези, Р нема завршне тачке, 

нека је Zo € Р и z < Zo ј тада је довољно ставити 

Ко =-=( - оо, zo]s 
па да се види, да је испуњен и услов 4.11. 

Како скуп S посједује, по хипотези, Б о р е л -Х и н ч и н-ово 
својство, одатле би морао слиједити и закључак: M=S тј. P=S, 
у противности са претпоставком (4.2). Другим ријечима претпо­

ставка о унутрашњој провалији скупа S није исправна. Тиме 

је теорем 4.1 доказан. 
П р и м ј е д б а 4. 1. Из теорема 4. 1. произлази исправна изрека 

читајуhи у њему свуда "завршан" мјесто "почетан". 

5. Аналоzон о,оmо,уне индукције. У § 4 исцрпљивали смо скуп 
S тако да смо с произвољна елем. почетног комада К скупа 

S коракнули на један шири ПОЧ. ел. комад КО, истог скупа S; но 
у опhем случају, скуп 

Ко"""К (5.1) 
тако придошлих елемената је многобројан. Шта Ье бити, ако 
претпоставимо да је скуп (5.1) вазда једночлан одн. пуст? Сличан 
је случај код тоталне индукције, јер код ње за сваки п € N са 
ПОЧ. комада ( - оо, n]N прелазимо на ( - оо, П + l]N довлачењем једино 
п + 1 као новог елемента у први ПОЧ. комад. 

Теорем 5.1. За о,оmо,уно Уребен С«Уа S слuједеliа два свој­
сшва су .м,еОусобно равноо,равна:1) 

1) Добро је споменути да је свако од тих двају својстава равноправно са 

овим својством: 

Ckyu S је сличан. дијелv уреОен.а ckyua цијелих бројева. 
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Прво својство. Сваки Дедекиндов рез скупа S показује cteote 
тј. прва компонента реза има завршан члан, а друга компонента 

почетан члан (према томе у скупу S нема нити нутрашњих про­

валија нити граничних тачака).2) 

Друго својство Важи слиједеhе закључивање: 

Претпоставка. Ако је М c:S па ако М задовољава ова два 
услова: 

5.1 М садржи бар један елем. поч. комад скупа S; 
5.П. Ако М садржи почетан ел. комад К скупа S, па ако је 

К t=S, тада постоји поч. елементаран комад Ко скупа S са свој­

ством К с КО с м и да Ко"""К буде једно члан. 
Закључак: Тада је М - S. 
Доказ се води као код теорема 4.1. 
П Р и м ј е Д б а 5.1. Из теорема 5.1 произлази исправна чиње­

ница надомјештавајуhи свуда "почетан" са "завршан". 
б. Прuнцuu трансфuнuшне uндуteци;е (исцрuљивање Uоеве добро 

уреоених cteYUOBa). Једно од основних својстава скупа N природ­
них бројева јесте, да је он йосве добро уреОен у смислу, да сваки 

дио Х скупа N, уколико није празан, посједује свој властити 
iiочешнu еле.менШ. 

Уистини, ако је 1 е Х, ствар је очигледна; ако пак није 1 е Х, 
поставимо 

Х'=Un [п, оо)љ (п еХ). 
Очигледно, Х' је завршан комад скупа N. Претпоставимо да 

Х нема почетног члана, тада га не би имао нити Х'; но то би 

значило да из т е Х' нужно слиједи и т - 1 е Х' (иначе би т био 
поч. елемент у Х' дакле и у Х). Проматрајмо скуп 

N",X'; (6.2) 
према претпоставци, он садржи број 1: 

1 е (6.2); (6.3) 
надаље, докажимо да би из 

п е (6.2) слиједило п+ 1 е (6.2). (6.4) 
у обрнутом наиме случа[у постојао би извјестан п е (6.2) 

такода не буде п+l е(6.2) него дакле п+l еХ'; одатле би даље 

произлазило, да је п + 1 почетан члан у Х' дакле и у Х, про­

тивно хипотези да Х нема поч. члана. 

Но, из односа (6.2) - (6.4) произлазило би на основу прин­

ципа тоталне индукције да је (6.2)=N, што је апсурд, јер скуп 

Х' није празан. 

%) Свака тачка а скупа S са својством, да сваки интерваn скупа S садржи 
бар једну тачку из S, {а} чим у својој путрипи садржи тачку а зове се гранична 
тачка иnи гомиnиште скупа S. 

8* 
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Врло је важан разред посве добро уређених скупова, јер је 

њихово изучавање непосредно проширење изучавања самих при­

родних бројева. За њих постоји карактеристичан начин исцрпљења, 
као што то показује. 

Теорем 6.1. Нека је S било какав аосве ypefjeH скуа с ао­
чеШнu.м, чланом; тада су слиједеfiа два својства еквивалентна: 

Прво својство: скуа S је аосве ypefjeH; 
Д р у г о с в О ј С Т В о: За скуа S важи слиједеfiе закључивање 

(принцип трансфинитне индукције): 

П ретпоставка. Нека Је М _с;. S и к томе: 
6.1. скуа М садржи аочешну Шачку скуаа S. 
6.11. Из X€S и (-оо,х)sS:М слиједи x€M. 
Закључак: М = S. 
Према томе, код трансфинитне индукције закључујемо на 

чињеницу да ли нека тачка х € S лежи или не лежи у М из слич­
ног питања за скуа свих арешходника дотичног елемента х. 

у с л о в т е о р е м а ј е н у ж Д а н: сваки посве добро уређени 

скуп допушта принцип тоталне индукције тј. ако М с S задово­

љава 6.1 и 6.11, тада је M=S· 
Стварно, ставимо 

P=U(-oo,xls, (6.1) 

при чему х пролази свима елементима скупа S за које је 
(- оо, x]s см; (6.2) 

свакако је Р почетан комад скупа S; тврдимо, да је Р = S. у обр­
нутом случају било би Р с S, па би скуп S'-....P као непразан дио 
посве уређена скупа S посједовао свој почетни члан, рецимо р. 

Но, како је Р поч. комад, било· би 

(-оо,р]s=Р, рпоп€Р; (6.3) 
према услову 6.11, одатле би закључили, да је и р € м, што 
значи, да је и скуп ( - oo,p]s поч. комад од S садржан у М, 
одакле и р € М, противно другој релацији у (6.3). 

У с л о в т е о р е м а 6.1 ј е Д о в о љ а н: ако S има први еле­
мент и допушта принцип транфинитне индукције, S је посве добро 
уређен. 

у обрнутом случају, S не би био добро уређен. То значи 
да би постојао један непраЗ8Н скуп Х с S без својега почетног 
елемента. Наравно, Х с S, јер по претпоставци S има свој први 
елемент. Проматрајмо множину М свих тачака t € S са својством 
да је t испред читава скупа Х дакле 

(t, oo)s;:J Х. (6.4) 
Докажимо, да би скуп М задовољавао 6.1 и 6.11. Да је поч. 

тачка од S садржана у М, то је очигледно, јер би иначе та поч. 
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тачка била поч. тачком и у Х. Докажимо, да М задовољава и 

6.П. Најприје, М је очигледно почетан комад скупа S; па нека 
је дакле 

х € S и (- ОО, x)s с: М; 

тврдимо да је x€ М; У обрнутом случају, била би тачка х по­

четном у скупу S""-.M, дакле и почетном тачком скупа Х, противно 
хипотези да Х нема поч. тачке. 

По принципу транфинитне индукције, закључили би, да је 

М = S, што је немогуће, јер скуп S""-.M садржи читав пуни скуп Х. 
Тиме је теорем 6.1 потпуно доказан. 

Сл. 1 

7. Ексхаусшија као иринции индукције. Већ су се стари Грци 
служили једном врстом исцрпљивања извесних једноставнијих 

скупова. у том погледу, класичан је примјер одређивање повр­
шине параболиног сегмента. Ту се посматра дир ка (тангента) па­
ралелна са међашњом тетивом АВ сегмента; споји ли се тако 

добивена тачка додира С са крајевима дужи АВ, распада се 

сегмент на два нова сегмента и један ТРОКУТ. Тиме што смо 

добили Аве сматраћемо да је учињен први корак исцрпљивања. 
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Други корак исцрпљивања састојаће се у посматрању 

суме S1 површин§. оних двају трокутова, што их добијемо при­

мијењујуhи почетни процес на сваком од оба преостала сегмента; 
1 . 

зна се да је Sl = 4" Аве; треhи ће нас корак довести до суме S2 

1 
површина од 4 нова трокута; опет је S2 = "4 S1 итд. итд. На тај 

начин за површину Р параболиног сегмента имамо 
оо 

P=L2:n= :5 
n~O 

где је s површина трокута Аве. 
Додуше, тако добивени трокутови не исцрпљују сваку тачку 

ззданог одреска параболе; но исцрпљују они читаву пушрипу 

одреска, а то је довољно, кад проматрамо саму површину одреска. 

у осталом, примијетимо да се читав одрезак параболе (лук 

укључен) ни не може исцрпсти помоhу трокутова који се не 

преклапају, јер овакових трокутова има највише пребројиво много, 

. сваки од њих садржи највише три тачке лука, а самих тачака на 
луку има континум много дакле непребројиво много. 

Математички Институт 
Природосповно-математичког факултета. 
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UBER DШ PRINZIPIEN DER INDUKTION 

Von Duro Kurepa (Zagreb) 

Verfasser befasst sich mit der Frage wann aus ,. с S auf die 
IdепtШi.t der Mengen ,. und S geschlossen werden kапп. Folgende 
FaJle werden betrachtet: 1) S ist ејпе beliebige Mengej 2) S ist 
telweise geordnet ј 3) S ist geordnet und liickenlos ј 4) S ist wohl­
geordnet (transfinite Induktion) und schliesslich 5) S istdie Menge 
der natUrlichen Zahlen (totale Induktion). 


